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内 容 简介 


本 手册 在 第 1 版 的 基础 上 进行 修订 再 版 , 共 26 章 ,在 前 17 章 中 除 保 留 
了 第 1 版 中 第 1 一 17 章 的 大 部 分 内 容 外 ,同时 也 对 这 部 分 内 容 做 了 一 些 修 
改 和 增补 ,另外 ,在 18 一 26 章 中 修订 和 扩 写 了 入 微分 方程 和 动力 系统 .科学 
计算 .组合 论 .图 论 .运筹 学 .控制 论 .最 优化 方法 .数学 建 模 等 内 容 , 删 去 了 
第 1 版 中 的 有 限 元 方法 、 计 算 机 基本 知识 ,信息 论 等 章节 ,同时 也 增加 了 有 
关 有 限 差分 法 和 动力 系统 、 重 要 的 多 元 分 析 等 方面 的 内 容 . 本 手册 内 容 比较 
全 面 .准确 可 靠 、 注 重 应 用 ,同时 注重 编排 技巧 ,并 附 有 便于 读者 检索 的 比较 
详尽 的 索引 . 

本 手册 可 供 广 大 科技 工作 者 .工程 技术 人 员 以 及 理工 科大 学 生 查 阅 参 
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第 2 版 前 言 


《实用 数学 手册 》 自 1992 年 出 版 以 来 深 受 广大 科技 工作 者 .大 学 生 以 及 高 校 和 中 
学 数学 教师 的 欢迎 ,多 次 重印 . 

10 多 年 来 数学 及 其 应 用 的 发 展 极 为 迅速 ,更 由 于 计算 机 及 其 速度 和 精度 ,并 行 
计算 、 网 络 技术 等 计算 技术 以 及 其 他 技术 突飞猛进 的 发 展 ,数学 的 应 用 范围 日 益 扩 
大 ,对 数学 的 要 求 也 越 来 越 高 . 特别 是 ,数学 的 应 用 很 大 程度 上 是 通过 数学 建 模 来 体 
现 的 . 数学 建 模 以 及 相伴 的 计算 和 模拟 Csimulation,; 也 译作 “仿真 ”已 经 成 为 现代 科 
学 的 一 种 基本 技术 . 因此 ,及 时 地 按照 科学 和 数学 及 其 应 用 的 发 展 来 做 一 些 修订 是 必 
要 的 ， 

1992 年 出 版 的 本 手册 就 强调 基础 数学 和 应 用 数学 的 统一 性 ,在 第 2 版 中 我 们 坚 
持 并 加 强 了 这 一 点 . 我 们 不 再 区 分 初等 数学 .基础 数学 和 应 用 数学 . 我 们 保留 了 第 一 
版 第 1 章 到 第 17 章 绝 大 部 分 的 内 容 , 但 也 做 了 一 些 修改 和 增补 :把 一 些 相 对 说 来 可 
能 是 过 时 的 ,或 者 已 经 有 非常 成 熟 的 软件 的 章节 ,例如 删 去 了 26 章 C 有 限 元 方法 )、27 
章 ( 计 算 机 基本 知识 ) 和 28 章 ( 信 息 论 ). 同时 ,在 某 些 方面 通过 增订 的 方式 来 进一步 
加 强 . 例如 , 唐 云 教授 增订 的 第 8 章 ( 常 微分 方程 和 动力 系统 ) , 简 清 地 增加 了 有 关 有 
限 差分 法 和 动力 系统 的 内 容 . 刘 宝 光 和 叶 其 孝 教授 增订 的 第 18 章 ( 科 学 计算 ) 突 出 了 
算法 的 重要 性 , 孙 山 泽 教授 增订 的 第 22 章 ( 数 理 统计 ) ,增加 了 应 用 广泛 的 抽样 调查 
和 多 元 分 析 的 内 容 , 刘 宝 光 教授 增订 的 第 23 章 ( 运 筹 学 ) 和 第 25 章 ( 最 优化 方法 ) 也 
突出 了 算法 . 尽管 很 多 章节 都 包含 了 不 少数 学 建 模 的 内 容 , 但 是 为 了 强调 数学 建 模 的 
重要 性 , 叶 其 孝 教授 写 了 第 26 章 ( 数 学 建 模 ), 简 要 介绍 了 什么 是 数学 建 模 的 全 过 程 
和 难点 以 及 一 些 有 用 的 建 模 方法 和 具体 的 数学 模型 . 在 第 2 版 的 修订 过 程 中 我 们 主 
要 参考 了 2002 年 由 Chapman 六 Hall/CRC 出 版 社 出 版 ;Daniel Zwillinger 主编 的 第 
31 版 CRC Standard Mathematical Tables and Formulae. 第 2 版 力图 保持 本 手册 的 所 
有 优点 , 如 上 所 述 ,尤其 在 兼顾 基础 数学 和 应 用 数学 ,增补 应 用 范围 较 广 的 内 容 以 及 
突出 算法 等 方面 ,做 了 很 多 工作 . 同时 ,在 内 容 简明 准确 可 靠 .便于 检索 等 方面 ,继续 
做 了 不 少 努力 . 

由 于 修订 时 间 比 较 仓 促 , 更 由 于 我 们 的 学 术 水 平 有 限 ,缺点 和 错误 在 所 难免 ,我 
们 真诚 地 欢迎 读者 批评 ,指正 . 

我 们 要 感谢 多 年 来 不 断 提 出 建议 帮助 我 们 进行 修订 的 读者 . 

我 们 要 感谢 科学 出 版 社 的 吕 虹 .张扬 同志 ,他 们 为 组 织 本 次 修订 做 了 大 量 细致 的 
工作 ,同时 在 修订 过 程 中 也 提出 了 许多 宝贵 的 意见 . 


第 工 版 前 言 


广大 科学 技术 工作 者 ,高 等 工科 院 校 教师 和 中 学 数学 教师 .工程 技术 人 员 以 及 理 
工科 大 学 生 需 要 这 样 一 本 数学 手册 ;全 面 系统 \ 淮 确 简 明 、 篇 幅 不 大 .信息 丰 宣 、 检 索 
方便 ,并 能 兼顾 基本 理论 与 应 用 领域 . 这 本 手册 就 是 为 适应 这 种 要 求 编 写 的 . 

本 手册 以 高 等 数学 为 主 . 为 便于 广大 读者 使 用 ,也 用 极 少 篇 幅 概 述 了 初等 代数 、 
几何 与 三 角 的 基本 概念 .定理 和 公式 . 全 书 主体 分 为 两 大 部 分 . 第 一 部 分 属于 基础 数 
学 ,从 第 4 章 到 第 13 童 ,分 别 概述 解析 几何 学 ,线性 代数 学 、 微 积分 学 、 复 变 哨 数论 、 
党 微分 方程 论 . 仿 微分 方程 论 .微分 几何 学 .积分 方程 论 . 变 分 法 与 概率 论 的 基本 概念 
和 理论 . 考虑 到 不 少 现代 数学 分 文 已 广泛 应 用 于 科学 技术 领域 ,我 们 还 编写 了 题 为 
“纯粹 数学 选 题 " 的 第 14 章 ,简略 介绍 集 论 .代数 结构 .一般 拓扑 、 勒 贝 格 积分 、 泛 隐 分 
析 与 微分 流 形 的 一 些 基 本 内 容 . 第 二 部 分 属于 应 用 数学 ,从 第 15 章 到 第 28 章 , 分 别 
概述 癌 量 分 析 和 张 量 分 析 、 积 分 变换 ,特殊 沙 数 .数值 分 析 、 组 合 论 . 图 论 . 随 机 过 程 
论 ,数理 统计 、 运 筹 学 .控制 理论 .最 优化 方法 有限 元 方法 计算 机 科学 与 信息 论 的 基 
本 理论 和 方法 .应当 说 ,本 书 内 容 既 比较 全 面 , 又 突出 重点 ， 

本 手册 特别 注意 兼顾 基础 数学 与 应 用 数学 . 从 上 段 列 举 的 章 目 中 不 难看 到 ,在 这 
本 手册 中 ,读者 不 但 可 以 查 到 高 等 数学 各 个 领域 的 基本 内 容 , 而 且 可 以 查 到 应 用 数学 
各 个 领域 的 常用 工具 和 方法 . 象 数理 统计 ,数值 分 析 、 最 优化 方法 有限 元 方法 ,运筹 
学 .图 论 , 信 息 论 等 ,在 小 型 数学 手册 中 ,一 般 都 是 查 不 到 的 . 应 当 说 ,本 书 兼 顾 了 基本 
理论 与 实际 应 用 ,有 较 大 的 容量 和 广泛 的 适应 性 . 

手册 必须 可 信 . 在 编写 过 程 中 ,我 们 参考 了 不 少 与 各 章 内 容 有 关 的 权威 著作 ,并 
对 手稿 反复 进行 了 讨论 .检查 与 核对 , 同时 ,我们 也 注意 文字 简明 扼要 , 竟 力 避免 公式 
堆砌 ,并 使 各 章 尽 可 能 互相 呼应 . 应 当 说 ,本 书 的 科学 性 ,准确 性 和 简明 性 是 有 保证 
的 ， 

手册 是 为 广大 读者 随时 查阅 用 的 ,必须 便于 检索 . 我 们 在 这 方面 下 了 一 些 功 夫 . 
凡是 正文 中 初次 阐释 的 定义 .概念 .具有 称谓 的 定理 和 公式 ,其 名 称 均 以 黑体 字 印 刷 . 
书后 有 按 汉字 笔画 为 序 的 名 目 索引 ,读者 极 易 通过 它 找到 所 和 需 查 阅 的 内 容 的 所 在 的 
页 码 . 数学 各 部 分 联系 很 多 ,所 以 书 中 经 常 提示 读者 参看 有 关 章 节 . 考 患 到 可 能 有 时 
读者 连 所 需 查 阅 的 内 容 的 名 目 都 不 太 记 得 ,因此 我 们 有 意识 地 编排 了 一 个 比较 详尽 
的 目录 ,读者 也 可 通过 目录 查找 内 容 . 经 过 这 样 的 安排 ,应 当 说 ,检索 本 手册 是 迅速 方 
便 的 . 

本 书 先 由 编者 分 头 编写 ,然后 互相 校 阅 .讨论 修改 ,再 由 兄弟 院 校 专家 审阅 ,由 编 
者 再 修改 ,最 后 由 编者 之 一 的 沈 永 欢 教授 通 观 全 书 定稿 .我 们 特别 约请 陈 祖 荫 教 授 编 
写 了 第 22 章 数 理 统计 , 汪 树 中 国教 授 编 写 了 第 26 章 有 限 元 方法 ,去 一 林 同 志 编 写 了 


第 20 章 图 论 , 卖 跃 妮 辐 志 编写 了 第 27 章 计算 机 概论 . 商旅 端 副 教授 和 陈 志 训 教授 分 
别 阅读 了 第 18 章 数值 分 析 和 第 25 章 最 优化 方法 的 修改 稿 , 并 提出 了 很 多 建议 . 北京 
理工 大 学 与 北京 航空 航天 大 学 应 用 数学 系 的 有 关 教 授 为 审阅 本 书 付 出 了 学 勤 的 劳 
动 ,提出 了 许多 宝贵 的 意见 . 对 于 这 些 同 志 的 大 力 协 助 ,我 们 谨 致 衣 心 的 谢 忧 . 

编者 学 识 浅 陋 ,又 缺乏 编写 手册 的 经 验 ,缺点 错误 在 所 难免 ,欢迎 读者 批评 指正 . 
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1. 初等 代数 
$1.1 代数 运算 
1],1.1 数 系 


有 理 数 1 正 . 负 分 数 
零 
无 理 数 一 一 无 限 不 循环 小 数 


虚 站 纯 碟 数 ib(a=0) 
(有 0) \ 非 纯 碟 数 a 十 记 (a 关 0) 


以 后 分 别 用 N,Z,Q,R 与 C 依次 表示 全 体 自然 数 ( 正 整数 的 集合 .全 体 整 数 的 集 
合 ,全体 有 理 数 的 集合 .全 体 实数 的 集合 与 全 体 复数 的 集合 ， 


1.1.2 数 的 基本 运算 规律 


1]， 交换 律 a 十 b= 二 ta, ab 二 ba, 
2. 结合 律 ” (a 十 上 由 十 c 二 a 十 (8 十 c}，(ab)c= 二 atbe). 
3， 分 配 律 (a 十 中 c= 二 ac 十 ec, 


1.1.3 指数 
设 m,n 均 为 正 整 数 ,a 为 实数 , 则 a 的 乘 方 (或 弱 突 ) 及 各 指数 本 分 别 定义 如 下 : 


a = gaa"aln 个 4)， a (a G0), a = 1{a GA), 


{Es 


zrb 为 


复 数 / 实 数 
atib 村 
实数 . 


am 一 ] 
1 = (Ja)"™ (a > 0), a 一 一 一 (a > 0). 
a a)"(a 守 a yr a 
设 a 之 0,， 5>0, x1 ,zz ;sz 为 任意 实数 , 则 指数 磊 满 足下 列 规律 : 
a 。 a’? = a ， oo = 22 (a = Aa, 
a 


tap)™ = a™h”, (2) 一 生 . 


指数 e 也 用 符号 exp{z} 表 示 , 其 中 e 一 lim (1 十 二 ) 是 无 理 数 , 取 它 的 小 数 到 5 
位 的 值 为 e 一 2.71828. 


1.1.4 对 数 


若 好 一 Aa>0,a 天 1), 则 称 二 是 的 以 a 为 底 的 对 数 , 记 作 zx 一 log6 ,其 中 b>0 
称 为 真 数 . 
当 2 二 10 时 ,log,b 记 作 lgb, 称 为 常用 对 数 . 
当 a= 二 e 时 ,logb 记 作 lnb, 称 为 自然 对 数 . 
由 定义 可 得 :ao 二 5b, logsa* 二 ,log, 1 二 0, logsa = 二 1. 
设 a>0, a 关 1, 6>0, 6 之 0G1 二 1,2,… ,70) , 则 对 数 满足 下 列 运算 法 则 : 
log Cb baoh,) = logsbi + logsbs t+ logeb,s 


log, (2 ) 一 logubl 一 logsbs ，lo 世 pz 一 zlogsb (zx 为 实数 ). 


设 a,6b,c 之 0; a,b,c 关 1, 则 对 数 有 如 下 的 换 底 公式 : 


log.b = i 时 ,特别 地 有 Inb = 记 2， logsb * logsa = 1. 


1.1.5 复数 
1. 复数 的 概念 


形 如 x 十 iyx{ 其 中 x,y 是 实数 ,i 满足 二 一 1) 的 数 , 称 为 复数 , 记 作 z= 二 zx 十 iy. 
zy 分 别称 为 复数 z 的 实 部 与 患部 , 记 作 x= Rezx, y= Imz,! 称 为 虚数 单位 . 实 部 等 
于 零 的 非 零 复 数 , 称 为 纯 虚 数 ， 

两 个 复数 相等 当 且 仅 当 它们 的 实 部 与 虚 部 分 别 相等 . 

给 定 复数 = 一 z 十 iy, 则 复数 zx 一 iy 称 为 z 的 共 斩 复数 , 记 作 有 , 即 5 一 z 一 2, 因此 


z= Rez 一 于 (z 十 二，y 一 Imz 一 让 (< 一 2)， 


2. 复数 的 表示 法 


令 复 数 z 二 xz 十 iy 对 应 于 平面 上 的 点 (z,y)( 图 1.1-1), 则 在 一 切 复 数 构成 的 集 
合 与 平面 之 间 建 立 了 一 个 一 一 对 应 ,这 时 的 平面 
称 为 复 平 面 或 z 平面 , 模 轴 (z 轴 ) 称 为 实 轴 , 纵 轴 
Gy 轴 ) 称 为 虚 轴 . 实数 对 应 于 实 轴 上 的 点 , 纯 虚 数 
对 应 于 虚 轴 上 的 点 (除去 坐标 原点 ), 对 应 于 复数 
z 二 Zz 十 iy 的 点 也 简称 为 点 zz. 点 z 到 原点 的 距离 
7 , 称 为 复数 z 的 模 或 绝对 值 , 记 作 |z|. 当 |z| 关 0 
时 ,原点 到 点 z 的 向 最 Oz 与 正 实 轴 所 成 的 角 9 称 
为 z 的 辐 角 , 记 作 Argz( 图 1. 1-1). 辐 角 是 多 值 
的 ,同一 复数 的 不 同 辐 角 相差 2x 的 整数 倍 . 取 值 
图 1.1-1 于 区 间 ( 一 x,xj 内 的 辐 角 , 称 为 辐 角 的 主 值 , 记 作 


argz, 于 是 一 rargz<r, Argz 二 argz 十 2nx, 其 中 21 为 整数 , 当 |z| 一 0 时 , 辐 角 不 确 
定 . 上述 各 量 之 间 有 下 列 关 系 ，; 


空 | 一 viivy 一 yr 
tan(argz) 一 (x 0)， 


t= rcost, y= rsing, 
由 此 ,z= 二 x 十 iy, 也 可 写 为 z= 二 rlcos0b 十 isin 外 , 称 为 z 的 极 表 示 或 三 角 表 示 , 由 欧 拉 公 
式 二 cos9 十 isin9( 参 看 7, 6. 3) ,2 的 三 角 表 示 叉 可 写 为 x 二 re? , 称 为 z 的 指数 表示 ， 


3， 虚 数 单位 的 来 方 


i= 一 1， 站 二 一 1]， i 一 一 1 i 一 [ 


i = l,i 一 ED， 


4. 复数 的 运算 


复数 二 zi 十 i ,zz 二 zz 十 iyz 的 和 ,、 差 积 、 商 分 别 定义 为 ; 
| 十 zz > 一 (ZI 十 Xz;) 十 1 十 次) 
Rl] * Rs 一 CT] TX2 — yyz) 十 1(x1 Ye 二 2 Y12)， 


yy | .XN TY 
2 二 Ti 十 (x 天 9)， 


如 果 用 三 角 表 示 z 二 (cosB 十 isin& ) 或 指数 表示 台 一 me 和 人 一 1,2), 则 
六 ] 之 2 一 六 7 [cos (0 十 出 》 十 isin{ 身 | 十 把 )] < 一 ri ro edt to) ' 


也 二 于 (cos( 负 一 殷 ) 十 isin( 抽 一 的)) 二 之 e9) (ro 天 0). 
ea rr rs 


即 丙 复数 之 积 ( 商 ) 的 模 等 于 其 模 之 积 ( 商 ) ,两 复数 之 积 ( 商 ) 的 辐 角 等 于 其 辐 角 之 和 
( 差 ). 
复数 和 、 差 与 模 之 间 有 下 列 不 等 式 ， 
| xz lizl|l zltlyl;|y liz||lz|+| yl, 
[|| zi | zz || 志 | 二 zz | 志 | zw | 十 | zo |， 
做 复数 乘法 时 ,可 用 通常 的 逐 项 相 箭 的 方法 进行 ,只 须 记 住 虚数 单位 的 科 方 结 


‘ah Ll IZ2 
果 , 做 复数 除法 时 ,通常 由 全 一 双 至 一 -玉树 ( 思 头 0) 转化 为 乘法 


5， 复 数 的 来 方 与 开 方 , 棣 英 操 公式 


zx 的 n 次 方 ( 或 n 深 用) 定义 为 ;x 一 zzztn 个 z), 对 于 2 二 7r(cos9 十 isin9) 二 res， 
有 名” = (cosng-t-isinmn®) =re'™ (n 为 正 整 数 ). 特别 ， 当 | z| 二 ?二 1] 时 ,得 下 述 棣 莫 莫 
电 3 [3 


公式 
《cosd 十 isinpn” = cosn 0 isinn gt. 
定义 尺 一 1， zx 一方 (< 天 0,n 为 正 整数 ) 


对 于 正 整 数 ”满足 "二 z 的 复数 5, 称 为 复数 = 的 次 根 , 记 作 = 或 一 zx ， 
对 于 x 二 rl(cos9 十 isin9) 二 re* 有 


Vz 一 一 厄 (cos ris n 和 和 )= ei 


(一 0,1, 22 一 1), 其 中 yr 取 正 根 . 一 复数 = 的” 次 根 巡 有 个 不 同 的 值 ,这 = 个 
值 可 用 一 个 内 接 于 以 原点 为 中 心 , Yr 为 半径 的 圆周 的 正 多边 形 的 顶点 来 表示 . 
设 m,n 均 为 正 整数 ,定义 z 一 (yz)”， 


.1.6 乘法 与 因 式 分 解 公式 


. (x 二 a) (zi) =x 十 (a 二 6) z+ ab. 

.(〔a 士 人 2 一 好 士 205 十 六 . 

(a 土 六 3 一 要 十 3a26 十 3a 玉 士 兄 . 

性 一 六 一 (ac 十 站 Ka 一 区 ， 

四 士 靖 一 ka 士 闪 人 @ Tabte). 

本 一 六 一 fa 一 全 fa 十 oa 下 十 aa 3 关 十 十 Ga 十 加 1) 为 正 整 数 )， 
本 一 六 一 (ae 十 从 (Ca 一 ao 2 十 3 站 一 十 a 加 一 加 (为 偶数 ). 
a 十 本 二 (a 十 访 Ca 1 一 aba 六 一 一 a 十 1) (x 为 奇数 ) 

, (atb+te) :=e 二 ce T2462act2bc. 

10，(a 十 6 十 c= 二 十 届 十 0 十 3a:6 二 3a 十 38c 十 3bc’: 十 3a*c 十 3ac? 十 6abe. 
11, e+ 二 + —3abc=(atbte) (a ty + —ab—ac—be). 

12， 好 十 好 下 十 六 一 ka2 tabtb) (a —abte). 


1.1.7 分 式 
1. 基本 性 质 与 运算 


| 


DA 


(1) 基本 性 质 了 一 9 (7 天 0， 5 尖 0)， 


2C 十 此 


pa (ba 0). 


(2) 加 减法 外 士 瑟 一 5， 全 士 二 一 22 二 人 
(3) 乘除 法 全 ， 上 去 ， 妈 二 后 一 2 (Bcd 六 0). 


(4) 乘 方 开 方 (全 ) 生生 = 浊 -次 (o>op>0 


+ 


2， 部 分 分 式 


设 P, (本 一 站 tr 十 ar 十 十 gZ 十 ao (an 关 0) 与 Q(X) 一 bX" 十 bw-12” 十 
… 十 疡 工 十 和 (加 天 0) 均 为 工 的 实 系数 多 项 式 ( 和 参看 1. 4. 1), 且 PCx) 与 Q(z) 没有 公 


因 式 (参见 1. 4 3), 即 站 为 既 约 分 式 , 则 总 称 为 有 理 分 式 . 当 n>m 时 , 称 为 有 


理 假 分 式 ,否则 , 称 为 有 理 真 分 式 . 有 理 假 分 式 , 总 可 以 通过 多 项 式 的 带 余 除法 (参看 
1. 4. 2) 将 其 化 为 有 理 整 式 ( 即 多 项 式 ) 与 有 理 真 分 式 之 和 的 形式 , 即 当 nn 之 mr 时 ,有 


Dp, Cx) _ Re {Tt 
式 中 多 (xz 为 工 的 多项式 . 


若 < , 且 Q(x) 的 标准 分 解 式 为 (参见 1. 4. 4)， 
Qa (xX) 一 atxr—a)(ra) ra (rz 
+ qn Cr por qe) Cr paz 二 gs. 


式 中 a ,az ，,… :a; 是 不 同 的 实数 ;p,qg, 是 不 同 的 实数 对 , 且 站 一 4 过 0G 一 12，， 
R) SA A "" +) tHE ?2 9 都 是正 整 数 , 且 A 十 %2 十 二 A 二 2(p 十 pz 十 … 十 p84) 二 
m. 于 是 既 约 真 分 式 训 2 可 唯一 地 分 解 为 部 分 分 式 之 和 的 形式 ， 


工 An 
OD) 2 
A, A Aj. 
Tra Tear tt a 
| MztNy | Maz 二 Na |.. 
十 加 IT 十 (二 十 吉 工 十 抽 ) 
Ad Z 十 入， Ad Z 十 入， 
(TPzi ag) TI 十 ZT 十 加 
Mh, z+ Ns, Moz Ny,, 
下 (二 Pz 二 Tm) Tt (Cz: 二 pr 二) 
式 中 诸 A Gi 二 1,2, [二 1,2 A MNa(s 二 1,2, 让 ;二 1 ,2 sp) 都 是 竺 
定 系数 . 确定 这 些 系 数 的 方法 是 ; 先 在 等 式 (1.1-1) 的 两 端 同 来 以 Qtz) ,将 其 化 为 恒 
等 式 , 然 后 或 将 各 项 按 z 的 同 次 轿 合 并 , 令 左 右 两 端 同 次 寡 的 系数 相等 , 列 出 未 知 系 
数 的 方程 组 , 解 之 即 得 ;或 把 x 用 一 些 简单 的 数值 (如 z 一 一 1,0,1 或 Qukz) 一 0 的 实 
根 ) 代 人 ,同样 列 出 未 知 系 数 的 方程 组 , 解 之 即 得 . 


、 2z 十 2z 十 13 5 
例 1 将 既 约 分 式 巡 让 2 委 和 和 ;分解 为 部 分 分 式 之 和 的 形式 
解 2z2 十 2zr 十 13 _ A + Mzt MN | MzrtN; 

(zx—2)(r+1)*: 工 一 2 五 十 1 {zx 十 1)? 


两 端 同 莱 以 (x 一 2) (xz! 十 1)? 得 恒等式 ， 


十 … 


十 十 … 十 


(1. 1-1) 


2z 十 2z 十 13 二 AcE 十 1 十 (Mz 二 Ni)(z 一 2)(x 十 1) 
+ (Mz N2) (xz — 2). 
由 上 述 方法 得 A=1, Mi 二 一 1, N= 一 2, 有 = 一 3，N 一 一 4. 所 以 
2z 十 2x 十 13 _ 1] 二 十 2 3 工 十 4 


Ee 


(zr x2 z+l (Cr 二 1 
例 2 将 分 式 - 才 -- 分 解 为 部 分 分 式 . 


解 “ 分 式 - 赤 二 是 一 个 假 分 式 ,首先 将 其 化 为 多 项 式 与 真 分 式 之 和 的 形式 : 
Et 
然后 将 真 分 式 -3 过 -分 解 为 如 下 的 形式 ， 


TA 
zs 十 1 (zl1)(z2 一 xz 十 1) z+l 


用 与 例 1 同样 的 方法 可 得 : 


M+ N 


下 zx 二 ll 


Eh -rz+ -1 之 十 1 
十 1 3(z 二 1) 3(x 一 过 十 1] 


1.1.8 比例 


1, 设 abcad 隐 0, 且 a :b=c:d 或 六 一 六 , 则 


(1) aq 一 此 (外 项 积 等 于 内 项 积 ) ， 
(2) 5 1 a 二 qd : c( 反 比 定理 )， 
(3) 他 一 在 : ad， a : b=c : &(f 和 更 比 定 理 )， 


(4) 2 一 纪 < 二 4 合 比 定理 )， 


(5) edt 


(6) 2 二 8 一 < 二 < 


a—b c—d 


2， 设 (i 二 1,2,…, 区 都 不 等 于 零 ,车 银 一 颁 二 …= 生 ,内 


44( 合 分 比 定理 ) ab, cd). 


Qi i 十 Q2 十 十 a 加 十 U03 十 十 an Ya 十 及 十 十 人 


ee PP 


中 页 十 多 十 十 页 A 十 Be 十 十 hb BT 二 
式 中 为 1,2,…,nt 中 任 一 数 ,A(i==1,2,…,n) 为 一 组 任意 的 非 零 常数 . 


3. 车 y=hz (y= 和 世 ，z 关 0) , 则 称 y 与 + 成 正比 (反比 ), 记 作 yccx(ycc 广 )， 


& 天 0 为 比例 常数 . 
+ 6* 


1.1.9 根 式 
1. 算术 概 


设 a>0,2 是 大 于 1 的 正 整数 , 则 正 次 方 根 Ya 称 为 a 的 算术 根 . 规定 Y0==0. 
(Ya )" = a" =a. 


2. 变形 规则 


设 a>0,62>0, 则 WY5B 一 希 * 产 WW/ 名 一 于 (>0) ,48)" 二 Yam， Va War 


a 二 va’—5 a— va 一方 
2 2 


1.1,10 不 等 式 


1. 基本 不 等 式 


(1) 车 a 计 b 则 a 土 c 守 b 填 ec, c 一 a 过 cc 一 4; 
ac > Ke, 和 > 人 (>0); 


atyb = 


a < Ete) 
a pm 0, a Fm< 0), 
da >a >b 0, nc N). 


-tC a Lae 
(2) 车 万 < 闻 : 且 54>>0; 则 二 <p 寺 j 全 冯 


2 绝对 值 不 苇 式 


村 、 | 当 a 闻 0 时 ， 
实数 “的 绝对 值 定义 为 ; |a | 二 (0 时 
设 a,b 均 为 实数 , 则 
latb lialtlel, 1a | 一 [| 委 1a 一 引 委 |a | 十 | |. 
若 |aj 迄 560 , 则 一 so 委 忆 特别 一 |a| 委 co 委 |a|. 


著 |a| 宇 b(4 守 0), 则 a 衬 b 或 4 圭一 b 
3， 某 些 重 要 的 不 等 式 
(1) nn 个 数 的 算术 平均 值 的 绝对 值 不 超过 它们 的 均 方 根 , 即 


a tet to | TIT 
n nn ' 


等 号 仅 当 al 一 后 一 … 一 ao 时 才 成 立 . 


以 下 设 QH 9 全 2 询 为 正 数 ， 为 正 整 数 . 
(2) 算术 平均 几何 平均 不 等 式 ;n 个 正 数 的 几何 平均 值 不 超过 它们 的 算术 平均 
值 , 即 


Var SH en. 
等 号 仪 当 出 二 必 二 … 王 a, 时 才 成 立 . n 二 2,3 时 有 明显 的 几何 意义 , 即 周 长 相 等 的 第 
形 中 正方 形 面 积 最 大 ;三 边 长 的 总 和 相等 的 长 方 体 中 正方 体 的 体积 最 大 . 此 不 等 式 证 
法 很 多 ,具有 基本 重要 性 . 


i 
(3) 设 pi(i 二 1,2,…,n) 为 正 数 .对 nn 个 正 数 的 加 权 平 均值 二 一 (关于 少 ) 参 
i=1 六 
看 5.1.6) 有 
2 pias 2 
af a rab < | 一， 
Dp 
it 二 
等 号 仅 当 ai 一 az 一 … 一 心 时 才 成 立 . 


上 1 nt 二 
(4) (2 )" < aaan)} 去 (2) (a <0<A. 


以 下 设 al ya2 Cn bl bor br 为 实数 或 复数 . 
(5) 施 瓦 茨 不 等 式 


>) | ai | 过 (> | a, 中“ (2 | &. | 
(6) 赫 尔 秆 不 等 式 
六 ob (ie 
其 中 p>>1， 9>1, 且 方 十 二 一 
(7) 图 可 夫 斯 基 不 等 式 
(> | ai; 十 所 32)? (> | 人 ?) "+(2 | b, 1 
其 中 加 之 1 
$1.2 数 列 
1.2.1 等 差 数 列 


形 如 Qs, a+d, G 十 2d， 机 a 十 (nO— ld, i (1, 2-1) 
"8. 


的 一 列 数 , 称 为 等 差 数列 . 常数 d 称 为 数列 (1, 2-1) 的 公差 .等 差 数列 (1. 2-1) 的 通 项 、 
前 项 和 及 等 差 中 项 分 别 为 a, 一 a 十 (n 一 1D d,s 一 从 一 na 十 从 王 一 及 


a Fe (>1). 


1.2.2 等 比 数 列 

形 如 ds QU: Aad; ""*s 2g | 3 C1, 2-2) 
的 一 列 数 , 称 为 等 比 数 列 . 常数 9 称 为 数列 (1. 2-2) 的 公 比 . 等 比 数列 (1, 2-2) 的 通 
项 .前 项 和 及 等 比 中 项 分 别 为 4, 一 oq”!， sm 一] 二 2 一生 9 (9 天 1) 及 
一 十 Wai1aii (QiQeti1 这 0: 之 1), 若 9>0;, 则 a 取 与 as-1 同 号 ; 若 9 之 0, 则 a 取 
与 -1 异 导 . 


].2,3 等 比 级 数 


形 如 4 十 ag 十 aq 十 人 十 四 ”十 … 一 之 aq (1. 2-3) 


的 式 子 , 称 为 等 比 级 数 或 几何 级 数 . 常数 g 称 为 级 数 (1.2-3) 的 公 比 , 当 |9|<1 时 ,级 
数 (1.2-3) 的 和 S 为 


1.2.4 常用 的 求 和 公式 
Vel 
1. 1 十 2 十 3 十 十 nn 二 2 一 3 n(n 二 1), 
2. 1 十 3 十 5 十 十 (24 一 1]) 一 > (2 一 1 一至， 
上 = 二] 
3. 2 十 4 十 6 十 … 十 (22) 一 Dy (2k) 二 n(n 十 1). 
到 一 1 
nl 2 1 
4. 十 十 十 十 民 二 2 二 二 十 1)(2n 十 1). 
此 一 1 
5 1 十 拉 十 末 十 … 十 (2n 一 一 了 C24 一 1)? 二 广 n(4m 一 1)， 
《一 1 
nn 1 
6. 1 十 2 十 3 十 汪 十 环 一 > 有 一 (本 az 十 1D) 
一 1 


7. 二 十 多 十 3 十 十 (2n 一 1 一 Dy (28 一 1)? 一 天 (2 一 1 
* 二 1 


g, 十 2 十 3 十 … 十 二 一 了 一 nn Dnt DCSn + 3n—1). 


二 1 


日 号 量 


9 卫 十 下 十 条 十 和 … 十 下 一 2 大 一 总 玫 (2 十 D202 下 十 2 一 1) 
上 一 了 


10, 1 .2 十 2 .3 十 3。4 十 … 十 an 十 D) 一 于 nn 十 ])(a 十 2)， 
11, 1.2.3 十 2.3 ,4 十 3。4 .5 十 …… 十 zz 十 1)(z 十 2 
= 了 nn 十 Dnt2) Cn 二 3). 
12. 1 ,2 ,3.4 十 2.3.4,5 十 … 十 za 十 1)(a 十 2)(Cz 十 3) 
= nn 二 Dnt2) (nt3) n+4). 


$ 1.3 排列 .组 合 与 二 项 式 定理 


1.3.1 排列 


从 mm 个 不 同 的 元 素 中 ,每 次 取出 aa 和) 个 不 同 的 元 索 , 按 一 定 的 顺序 排 成 一 
列 , 称 为 nn 排列 . 当 n<<m 时 ,又 称 为 选 排列 , 记 作 P? 或 4A? 或 [mj,, 当 n= 二 m 时 ,又 称 
为 全 排列 ,简称 排列 , 记 作 PP 或 A; 或 [nj], 

排列 总 数 : 

Pr 二 mm 一 11m 一 2).(m 一 nn 十 D0 才 nn 太 7m). 规 定 了 P= 1 


Pr =n(n—1)(n—2)3.2.1. 
PP 记 作 n1, 读 作 “n 的 阶 困 ”规定 0! =1. 


1. 3.2 组 合 
从 黄 个 不 同 的 元 察 中 ,每 次 取出 n(n 亏 m) 个 不 同 的 元 素 , 不 管 其 顺序 合并 成 一 
组 , 称 为 n 组 合 ,简称 组 合 , 记 作 (”) 或 Ce ( 某 些 书 上 也 记 作 Gs). 


有 关 组 合 数 的 公式 : 
pr_ ml 


al Cn— nn! 


1 
一 (0 过 二 7)， 
Ff i | 


)= ( 

=) ) ergm, 
| 
| 


n—1 


。10 。 


1.3.3 ”二 项 式 定 理 
1， 二 项 式 定 理 设 x 为 非 负 整数 , 则 
(+ = Wop 
> () 
特别 
(1 十 zx)" 一 ; jz 
3) 


() 称 为 二 项 式 系数 
2. 杨 逮 三 角形 
将 系数 { ; ) 排 成 下 面 的 三 角 阵 形 式 


A 
Ln | 
oT 
pk 


[| 


土 述 三 角形 称 为 杨辉 三 角形 . 二 天国 二 未 时 期 归 学 家 杨 鲜 在 他 所 著 的 ( 详 角 
章 算法 ) 一 书 中 (1261 年 ) ,关于 研究 二 项 式 系数 时 最 早 提 出 来 的 . 较 之 欧洲 人 的 同一 
发 现 要 早 300 多 年 . 


$1.4 一 元 多 项 式 


1.4.1 一 元 多 项 式 的 运算 


定义 1 设 反 是 一 个 数 域 ( 参 看 5. 2. 1), 工 是 一 个 文字 . 形 如 asz" 十 4s-12” 十 … 
二 a1 二 ao 的 表达 式 , 称 为 kK 上 的 一 元 多 项 式 , 简 称 多 项 式 , 记 作 fz) * 有 
Fx) -一 Pr Pe ph 十 QZ 十 1 工 十 io. 


称 a;EKCGi 二 0,1,… ,1) 为 六 z) 的 系数 : 若 as 天 0, 则 称 asx" 为 f(z) 的 首 项 , 称 a 为 
f(x) 的 首 项 系数 , 非 负 吉 数 x 称 为 f(x) 的 次 数 , 记 作 3Cf(x)) 二 x 车 KK 取 为 R, 则 称 
天 z) 为 实 系数 多 项 式 ， 

定义 2 设 Az),g5(z) 是 天 上 的 两 个 多 项 式 . 若 f(z) 与 g(xz) 的 同 次 项 的 系数 全 
相等 , 则 称 fx) 与 g(x) 相 等 , 记 作 (x)= 二 g(x), f(z) 十 glz) (f(z) 一 g(z)) 就 是 把 
AZX) 与 g(x) 的 同 次 项 的 系数 相 加 ( 减 ) 所 得 的 多 项 式 . f(z)， g (zx) 就 是 把 f(x) 的 各 
个 单项 与 ECz) 的 各 个 单项 分 别 相生 ,再 合并 同类 项 所 得 的 多 项 式 ， 

设 大 rz,g(z) ,有 h(x) 均 为 KK 上 的 多 项 式 , 则 多 项 式 运算 满足 下 列 规 律 ， 

1. 变换 律 F(z) 十 glx) 二 g(x) 十 fx), fix)g(tr)=g(r) f(r). 

2， 结 合 律 (f(x) 十 gx) 二 hz) 二 f(T) 十 (g(r) th(r)). 

Cflr)etr) hz) = fx g(r)h(7)). 
3. 分 配 律 f(z)(e(z) 二 h(x) 二 f(r)g(2)t f(r)htz). 
4. 消去 律 车 f(x)g(z) 二 f(z)h(z), 且 (x) 关 0, 则 g(x) 二 h(x). 


1.4.2 整除 
1. 带 余 除法 与 整除 


定理 1 设 玉 zx) ,g(x) 为 KK 上 的 多 项 式 ,g(x) 联 0, 则 存在 KK 上 唯一 的 一 对 多 项 

式 g(zx) 与 r(x) ,使 得 
f(x) = p(XIgT) TFT r(xr), {1.4-1) 

式 中 或 r(z) 一 0 或 aftr(z))<aCgCz))， 

满足 (1.4-1) 式 的 qz) 与 rCz) 分 别称 为 g(x) 除 (x) 所 得 的 商 式 (简称 商 ) 与 余 
式 ( 简 称 余 ). 若 >(z) = 二 0, 则 称 g (xz) 整除 f(x), 或 称 f(x) 能 被 gCz) 整 除 , 记 作 
g(zr)| f(z). 这 时 , 称 g(x) 是 Az) 的 一 个 因 式 ;六 疏 是 gx) 的 一 个 倍 式 ， 

定理 2 (11) 如果 g(z)| fz) ,f(z)|g(z); 则 f(z) 二 cg《x), 式 中 c 是 一 非 零 党 
数 . 

C2) 如 果 glx)| x), hr) [g(r) ,WM hr) | Fr). 

(3) 如 果 hCz)1 f(x),，hCz)|g 《zx), 则 对 任意 的 多 项 趟 w(xz),vlz) 恒 有 
hr) | utr) flr) vz gtr)). 


2. 余数 定理 及 其 应 用 


定理 3( 余 数 定 理 ) ”如 果 和 多项式 ftzr) 被 x 一 c 除 所 得 的 余数 为 7 , 则 r= fCe)， 
f(z) 能 被 x 一 c 整除 的 必要 充分 条 件 是 f(c) 二 0, 即 x==c 是 多 项 式 f(x) 的 根 . 
在 太 ) 二 (x 一 O09 《x) (9(0) 隆 0, 站 之 1), 则 当 上 =1 时 , 称 z==c 为 f(z) 的 单 根 ; 
当 久 >1 时 , 称 z=c 为 f(z) 的 上 十 根 ， 
综合 除法 ”给 定 多 项 式 
Fr) = ar" 二 Tamnr i 二 arzrw 十 恒 十 QoX 十 dT 十 ao 《as 天 0)， 
，12 。 


设 fz) 被 zz 一 c 除 的 商 为 gx) 二 1 十 Bz 十 十 如 民 十 bi 十 by; 余数 为 7， 
即 (zz) 二 (z 一 cq(z) 十 7 综合 除法 是 一 种 计算 系数 如 1b-4，… 后 ，… 如, 哲 及 作 
数 六 的 简单 方法 . 其 方法 如 下 :把 Un yn rn "02 01 ,ao 写 在 第 一 行 , 把 ¢ 号 在 有 
边 , 绸 按 递 推 公式 员 王 at 十 ct 人 一 2 一 20 一 1 2,1,0)，r 一 an 十 ci, 迁 次 算出 
入 此 了 。 列表 如 下 : 


an=bni dn_1+cebnl dr2tchns i datech aotcbo 
=bn2 = 3 =bo =r=f (0) 


表 中 第 一 行 是 f(x) 按 x 的 降 圭 排列 的 系数 ,第 二 行 的 数字 是 由 对 应 第 三 行 的 前 面 一 
个 数 乘 < 而 得 ,第 三 行 是 由 对 应 的 第 一 ,第 二 两 行 相 如 而 得 . 第 三 行 就 是 商 &%z) 按 工 
的 降 寡 排列 的 系数 及 余数 ~， 

综合 除法 可 以 用 于 计算 多 项 式 f(x) 在 +=c 处 的 值 fc) ,也 可 用 于 判断 x 三 c 是 
否 为 f(z) 的 根 . z 

例 1 求 如 使 fz) 二 zx 一 5z3 十 5z 十 kx 十 3 以 3 为 根 . 

解 ” f(z) 以 3 为 根 , 即 f(3) 二 0. 作 综合 除法 求 (3). 


1 —3 3 x 3 3 
3 -6 一 二 3 大 一 昌 
l 一 之 一 ] 不 一 3 3K—6=r 


由 f(3)==3k 一 6 二 0 得 =2, 即 当 上 ==2 时 , f(z) 以 3 为 根 , 
1.4.3 最 大 公 因 式 


定义 3 设 f(x) ,g(r) ,d(x} 都 是 数 域 玉 上 的 多 项 式 , 如 果 dlz) 是 f(z) 写 g(x) 
的 因 式 ( 称 为 公 困 式 ), 且 f(z) 与 g(xz) 的 任 一 公 因 式 都 是 d(x) 的 因 式 , 则 称 4(z) 是 
f(z 与 g(xz) 的 一 个 最 大 公 因 式 . f(z) 与 g(x) 的 首 项 系数 为 1 的 最 大 公 因 式 记 作 
(f(r),g(z)). 若 (f(x),g(7T)) 二 1, 则 称 f(z) 与 g(x) 筷 索 ， 

定理 4 d(x) 是 f(x) 与 g(x) 的 一 个 最 大 公 因 式 的 必要 充分 条 件 是 :存在 多 项 式 
xfz) 与 v(x) ,使 

ct) = ux) fx) 十 vx) ez. 
定理 5 f(x) 与 g(Cz) 互 索 的 必要 充分 条 件 是 :存在 多 项 式 u(x) 与 Xz) ,使 
ur Fr + vr) gr) 一 1. 

定理 6 设 f(z) 与 g(z) 是 不 全 为 零 的 多 项 式 ,如 果 fz) 二 glx)qlz) 十 r(x), 则 
(F(x) gCT)) = Er) ,rtr)). 

求 两 个 多 项 式 的 最 大 公 因 式 , 可 用 欧 几 里 得 算法 (也 称 辑 转 相 除 法 ). 设 
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f(x) 与 g(x) 是 两 个 非 零 多项式 ,3(g(z)) 近 9( 了 f(z)). 先 用 g(xz) 除 f(x) 得 商 g; (x) 及 
余 式 ni(z); 若 n(x) 关 0, 表 用 ri(r) 除 g(x) 得 商 qs (zx) 及 余 式 rzo(z); 若 rz (x) 关 0, 再 
用 yo(z) 除 ri(z) 得 商 qs (xz) 及 余 式 73 (Zz), 继续 下 去 ,因为 90C(g(x)) 守 93(n (rx)) 读 
9(rz(z)) 守 一 之 0, 所 以 在 有 限 的 某 * 十 1] 步 之 后 ,一 定 有 rz) 一 0. 因此 
(fOr) gCT)) = (gz), r(x)) = Cn Cx), zatZ)) 一 … 
= (ro CX) r (XT)) = cers (x), 
式 中 <c 是 一 非 零 肖 数 ,cr, (xX) 就 是 f(x) 与 gtx) 的 首 项 系数 为 1 的 最 大 公 因 式 . 
例 2 设 Fr 一 4z 一 2z2 一 16z2 十 57 十 9， 
gLT) = 2 一 一 0X 十 4, 求 (f(z) ,Eg(z)). 
作 回 转 相 除法 


的 一 了 3 


所 以 (f(D, gC2) = (gD) nz)= (g(r), Sn(z)) 


= (sn n(n))=—n(z)=zr—l. 


1.4,4 因 式 分 解 吓 理 


定义 4 设 p(x) 是 数 域 K 上 的 多 项 式 ,3(p(x)) 宇 1. 如 果 p(x) 不 能 表示 成 KK 上 
两 个 次 数 低 于 p(xz) 的 次 数 的 多 项 式 的 乘积 , 则 称 px) 为 KK 上 的 不 可 约 多 项 式 , 否 
则 , 称 z(z) 为 下 上 的 可 约 务 项 式 ， 

定理 7( 因 式 分 解 定 理 ) 设 f(2) 是 数 域 六 上 的 任 一 多 项 式 ,3(f(x)) 之 1, 则 可 
将 大 z) 唯 一 地 分 解 为 天 上 一 些 不 可 约 多 项 式 的 匀 积 . 

在 f(z) 的 分 解 式 中 ,可 取 每 个 不 可 约 多 项 式 的 首 项 系数 为 1, 再 把 相同 的 不 可 约 
多 项 式 合并 . 于 是 f(x) 可 表示 成 如 下 的 标准 形式 ， 

fz) = a(pi rN Cp lx) Cpr) 

式 中 a 是 f(z) 的 首 项 系数 ;p, 《zx) (i 二 1,2,…, 引 是 各 不 相同 的 、 首 项 系数 为 1 的 不 可 
约 多 项 式 ;ni (i 一 1,2,…, 们 是 正 整数 . 

多 项 式 的 不 可 约 性 分解 式 与 标准 分 解 式 均 与 多 项 式 的 系数 域 有 关 . 

* ]| 。 


定理 8 每 个 次 数 不 小 于 1 的 复 ( 实 ) 系 数 多 项 式 , 都 可 唯一 地 分 解 为 1 次 因 式 (1 
次 与 2 次 不 可 约 实 系 数 多 项 式 ) 的 乘 方 的 乘积 . 

定理 (代数 基本 定理 ) 每 个 次 数 不 小 于 1 的 复 系数 多 项 式 ,在 复数 域 C 中 至 
少 有 一 个 根 . 

定理 10 设 所 z) 是 实数 域 录 上 的 多 项 式 , 若 复数 c 是 f(x) 的 一 个 根 , 则 共 轴 复 
数 c 也 是 f(x) 的 根 , 且 它 们 的 重 数 相同 


$1.5 二 阶 、 三 阶 行列 式 与 代数 方程 


1.5.1 二 阶 、 三 阶 行列 式 
1， 二 阶 行 列 式 


今 


dll dl? 


一 Hd A ?1. {1]. 5-1) 


QZ] 2 


称 (1. 5-1) 式 为 二 阶 行列 式 ,as (i,j7 二 1,2) 称 为 它 的 元 素 . 
2、 三 阶 行列 式 


今 
Ul dl? 1 
a dz dg | = ana2a 十 A1202343 十 G1021 3 
A3l da2 33 
dd3d2 一 A200 dd22031， (1, 3-2) 
称 (1. 5-2) 式 为 三 阶 行列 式 , asy (i,j 二 1,2,3) 称 为 它 的 元 素 . 
对 角 线 展开 法 


实 线 上 三 数 的 滋 积 取 正 号 ， 
十 Q11022833 ， 十 Qi2023G31 , +Al921032. 
虚线 上 三 数 的 刁 积 取 人 负 号 ，; 


dt 21033 ,4323091 . 


= A004 Tadd 2 — A202 一 站 13 人 220731， 
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1.5.2 三 元 一 次 方程 组 的 解法 


给 定 三 元 一 次 方程 组 
azL Tawanar = hb, 
Agi Xl + az Te 二 a23 Ta = bz) 
qit ZI 十 Gz TF a Ts = bs, 
则 其 解 可 表示 为 
一 吓人 (D0), 
其 中 
A Ql2 a1 bl al a)3 
D= |as as az|, Di= bb aw Qs3|， 
da3l dy 433 by da A33 
a bl al3 Hll Ul2 hl 
DD=|an be ct， 下 一 |a az |. 
tal bs Gass ay da bs 


1. 5.3 一 元 二 次 方程 
给 定 一 元 二 次 方程 a 十 br 十 c 二 0Ca 尖 0) , 则 有 


(1) 根 : 
» 一 二 8 十 vb da _—b— vb — tac 
| 2a ”2 2a 
(2) 根 与 系数 的 关系 :zi 十 zs 一世， zixo 一 匡 ， 
(3) 判别 式 : 
> 0, 有 两 个 不 相等 的 实 根 ， 


A 二 总 一 4ar4s 一 0, 有 两 个 相等 的 实 根 . 
之 0, 有 一 对 共 罗 复 根 . 


].5.4 一 元 三 次 方程 

1， 给 定 方程 2 一 1 二 0, 则 其 三 个 根 为 

一 1 十 V3; , 
2 生 


ZI 一 1，7za 一 日 一 1 三 ww 


;一 1 一 v3i 
一 了 


且 xz 十 2 十 2 一 1 十 由 十 必 一 0， 1 Xi 二 J ' we 二 = 。 


* 1 。 


2. 给 定 方程 £3? 十 a 十 bx 十 c= 二 0. 今 r=y—3 ; 代 人 得 沪 十 py 十 gq 二 0. 设 其 根 为 


yi 和 yy3; 则 有 : 
(1) 根 ， 
nF) + (4) + 9V) 14), 
wy FB) ty GN a) 
AS) GE) st SE) +(§) 


式 中 = 二] 二 碍 将 (8 一 1,2,3) 代 入 z 一 y 一 各 即 得 原 方程 的 三 个 根 
(2) 根 与 系数 的 关系 ， 


1 1 1 p 
十 十 一 0 一 十 一 十 一 二 一 ? " 
3 3 9 yy Yo yy gq 13233 = 


(3) 判别 式 :A= (了 ) 十 ( 冯 ) . 
> 0, 有 一 个 实 根 与 一 对 共 示 复 根 . 
|- 0, 有 三 个 实 根 ,其 中 有 两 个 相等 
< 0, 有 三 个 不 相等 的 实 根 . 
1.5.5 一 元 四 次 方程 


给 定 方程 +z! 十 bz 十 cx 十 dr 十 e 二 0. 先 求 出 方程 史 一 5C 巡 十 (8 一 4e)3y 一 全 e 十 
dce 一 二 0 的 任 一 实 根 y% , 当 pm 一 2c>0 时 ,再 解 下 列 两 个 方程 


耿 十 方志 十 V 丈 二 下 二 全)z 十 计 On 士 V 弄 一 4) 一 0， 
当 6 一 2c<0 时 ,再 解 下 列 两 个 方程 : 
十 广 (8 二 VF 4 二 4y)r 十 地 (ye 二 Vv WO— 4e) = 0. 


定理 1( 阿 贝尔 〉 四 次 以 上 的 文字 系数 的 代数 方程 ,没有 一 般 的 由 方程 的 系数 
经 有 限 次 四 则 运算 和 开 方 运算 求 根 的 方法 . 


1.5.6 根 与 系数 的 关系 
定理 2 给 定 一 个 一 元 n 次 方程 
cr 十 QZz 十 十 az 十 ao 一 0 《an 入 人 0)， 


设 它 的 ni 个 根 为 二 1 2 9 证 : 则 
17 * 


18 * 


在: 一 ] 
I 十 十 … 十 4 一 一， 


如 


了 工 ? 二 Ta 二 十 TT 二 


[| 


他 
TI To 一 { 一 7? 2 


Qn 


tr? 


| 


2. 初等 几何 


$2.1 平面 几何 
2.1.1 直线 角 


当 只 研究 物体 的 形状 和 大 小 而 不 考虑 它 的 其 他 性 质 的 时 候 ,就 得 到 几何 体 的 概 
念 , 几何 体 简 称 体 . 

体 是 由 面 围 成 的 . 面 有 平面 ,有 曲面 . 

面 和 面相 交 于 线 . 线 有 直线 ,有 曲线 . 

线 和 线 相 交 于 点 ， 

在 直线 a 上 任 取 两 点 A 和 也 ,点 上 A,B 和 所 有 介 于 两 点 4, 呈 之 间 的 点 集 称 为 线 
段 . 

设 口 是 直线 a 上 的 一 点 ,A,B 为 a 上 的 与 口 不 同 的 两 个 点 ,对 4= 昌 或 如 在 线 
段 AB 的 外 部 的 情形 用 4 一 下 表示 ,OO 在 线段 AB 的 内 部 的 情形 用 47 表示 . 当 A 一 
| AA,B 称 为 在 a 上 关于 O 的 同 侧 , 当 AXB 时, 称 为 在 异 侧 . 记 a = 二 {A'1A~A)， 

= 一 (414XA ,把 ea 称 为 以 O 为 端点 (或 者 从 口 发 出 ) 的 直线 a 上 的 射线 . 

公理 1 通过 不 同 两 点 可 以 也 只 能 作 一 条 直线 . 

公理 2 同一 平 商 内 的 不 同 两 直线 至 多 有 一 公共 点 ， 

定义 1 同 在 一 平面 上 而 且 没 有 公共 点 的 两 直线 称 为 平行 线 , 或 称 两 直线 互相 
平行 . 

公理 3 通过 不 在 已 知 直线 上 的 一 点 有 且 仅 有 一 条 与 该 已 知 直线 平行 的 直线 . 

定义 2 射线 绕 着 它 的 端点 旋转 , 它 的 
最 初 位 置 和 最 终 位 置 所 组 成 的 图 形 称 为 角 ， 
射线 的 最 初 , 最 终 位 置 分 别称 为 角 的 始 边 、 
终 边 . 射线 的 端点 称 为 角 的 顶点 , 特别 , 始 边 
线 顶 点 旋转 一 周 回 到 原来 的 位 置 所 形成 的 
角 称 为 周 角 . 周 角 的 一 半 称 为 平角 . 平角 的 
一 半 称 为 直角 . 形成 直角 的 两 边 称 为 互相 二 
直 , 小 于 直角 的 角 称 为 锐角 . 介 于 直角 与 平 
角 之 间 的 角 称 为 钝 角 . 如 果 两 个 角 之 和 为 直 2 1 
角 { 或 平角 ), 则 称 这 两 个 角 互 为 补 角 ( 或 余 角 ), 在 图 2. 1-1 中 , 称 角 a 和 8 为 对 顶 角 ， 
角 a 和 7 为 同位 角 , 角 8 和 ?7 为 内 错 角 , 角 8 和 ' 为 同 考 向 角 

定理 1 凡 对 顶 角 都 相等 . 

定理 2 共同 位 角 相 等 , 则 两 直线 平行 . 反之 亦 然 


2. 1.2 


定理 3 
定理 4 
定理 5 
定义 3 
定理 6 


三 角形 
三 角形 的 三 个 内 角 之 和 等 于 180 . 
三 角形 的 两 边 之 和 恒 大 于 第 三 边 ， 
三 角形 中 ,等 边 对 等 角 , 较 大 的 边 所 对 的 角 也 较 大 , 反之 亦 然 . 

能 够 完全 重合 的 两 个 三 角形 称 为 全 等 三 角形 , 常用 记号 全 "表示 全 等 . 
满足 下 列 条 件 之 一 的 两 个 三 角形 是 全 等 的 :1 两 边 及 夹 角 对 应 相等 ; 


2 一边 及 两 邻 角 对 应 相等 ;3 三 边 对 应 相等 ， 


定理 7 
定义 4 
定理 8 
定义 3 


两 个 三 角形 有 两 边 对 应 相等 , 则 夹 角 较 大 的 , 它 所 对 的 边 也 较 大 . 反之 


三 角形 两 边 中 点 的 连 线 称 为 中 位 线 . 

中 位 线 平行 于 第 三 边 并 等 于 第 三 边 之 半 . 
三 角形 一 顶点 与 其 对 边 中 点 的 连 线 称 为 中 线 . 过 三 角形 一 顶点 所 作 的 
对 边 的 垂 线 称 为 高 线 . 三 角形 的 一 内 角 的 二 等 分 线 称 为 角 平 分 线 . 三 角形 一 边 的 垂直 


平分 线 称 为 该 边 的 中 垂 线 . 
定理 9 一 线段 的 垂直 平分 线 上 的 点 都 距 该 线段 两 端点 等 远 . 
定理 10 每 个 异 于 平角 的 角 ,其 平分 线 上 的 点 都 与 两 边 等 距 . 


定理 11 三 角形 的 三 条 中 线 , 二 
条 高 线 、 三 条 角 平 分 线 、 三 条 中 垂 线 都 
分 别 相 交 于 一 点 , 它们 分 别称 为 三 角 
形 的 重心 、 霍 心 .内 心 、. 外 心 . 其 中 重心 
将 中 线 分 成 2 : 1( 从 顶点 算 起 ), 内 心 
是 其 内 切 圆 的 圆心 ,外 心 是 其 外 接 圆 


的 圆心. 


外 接 图 的 半径 ,有 


" 70 + 


p= 广 (a+b+， 


5S 二 方 吸 。 一 到 absinC = vplp—atp— np ee, 

m = VIB HO) a VT tocosh, 
__l] a 2 A 

ts 二 FE vocL (6+ eo) —a] = Fs， 


了 2 
hs = bsinC = csinB = /¥ — (ee) ， 


在 和 4BC 中 ， 分 别 yy ds b， Cs Hh 
图 2.1-2 h ,ts 表示 角 A,B,C 的 对 边 .e 边 上 的 


中 线 和 高 线 . 角 A 的 平分 线 .分 别 以 S,p,7,R 表示 三 角形 的 面积 、 半 周 长 . 内 切 和 同和 


B.C 
r p 下 BC 4Rsin 2 Sn 3 SN 3 
2 
/DPTODP— OO A, _ B,C 
马 ptan ?> tan 2 tan 7 ， 
R= 性 如 Ce 


45 ZsinA 2sinB 2sinC 

定义 6 有 两 边 相 等 的 三 角形 称 为 等 腰 三 角形 ,而 此 两 边 称 为 等 腰 三 角形 的 两 
腰 . 三 边 相 等 的 三 角形 称 为 等 边 三 角形 . 一 内 角 为 直角 的 三 角形 称 为 直角 三 角形 . 

定理 12 等 腰 三 角形 项 角 平 分 线 与 底 边 上 的 高 线 , 中 线 相 重合 . 

定理 13 ”等 边 三 角形 的 重心 . 垂 心 .内 心 和 外 心 相 重合 ， 

定理 14( 勾 股 定理 或 毕 达 哥 拉 斯 定理 ) ”直角 三 角形 两 直角 边 的 平方 之 和 等 于 
斜 边 的 平方 ， 

定义 7 对 应 角 相等 ,对 应 边 都 成 比例 的 两 个 三 角形 称 为 相似 三 角形 . 常用 记号 
“<2" 表 示 相 似 . 

定理 15 ”满足 下 列 条 件 之 一 的 两 个 三 角形 相似 . 1 两 双 对 应 角 各 相等 ;2 两 双 
对 应 边 成 比例 且 夹 角 相 等 ;3 各 双 对 应 边 成 比例 

定理 16 ”相似 三 角形 的 面积 与 相应 的 线性 元 素 ( 边 、 高 线 、 角 平分 线 等 ) 的 平方 
成 比例 . 


2.1.3 ”四边形 


在 凸 四 边 形 (参看 图 2. 1-3)ABCD 中 ,分 别 以 S,a,b,c,d,di,di ,mva 表示 它 的 
面积 .四 条 边 .两 条 对 角 线 .两 条 对 角 线 中 点 的 连 线 和 两 条 对 角 线 的 夹 角 ,有 
a 十 六 二 二 d= 二 df 十 蜂 十 mi， 


一 寺中 sina. 


图 2. 1-3 图 2. 1-4 


。 2] 。 


定理 17 1” 当 且 仪 当 a 十 c=6 十 d 时 ,四 边 形 内 可 作 一 内 切 圆 . 2” 当 且 仅 当 
A 二 人 C 二 全 B 十 人 D==x 时 ,四边形 外 可 作 一 -外接 圆 ， 
对 于 内 接 四 边 形 , 有 : 
二 + bd -一 did? 和 
S= vp—aA(p—D(p—(p— oa), 
式 中 p= 广 (a+btctd). 


定义 8 有 一 组 对 边 互 相 平 行 的 四 边 形 称 为 梯形 , 另 一 组 对 边 称 为 梯形 的 两 腰 . 
梯形 两 膜 中 点 的 连 线 称 为 中 位 线 . 

定理 18 梯形 的 中 位 线 平行 于 底 边 且 等 于 两 底 的 半 和 . 

分 别 以 S,5,d,h,m 表示 梯形 的 面积 、 两 底 边 、 高 和 中 位 线 ,有 


S= 于 (十 DA 一 天 


定义 9 两 组 对 边 分 别 平行 的 四 边 形 称 为 平行 四 边 形 , 
平行 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 ,两 组 对 和 角 分 别 相 等 . 
定义 10 一 内 和 角 为 直角 的 平行 四 边 形 称 为 矩形 . 
和 矩形 的 四 个 内 角 全 都 是 直角 ,两 对 角 线 相等 ， 
定义 11 两 邻 边 相等 的 平行 四 边 形 称 为 鞭 形 . 
次 形 的 四 条 边 全 都 相等 ,两 对 角 线 互相 垂直 ,对 角 线 平分 其 内 角 ， 
定义 12 一 内 角 为 直角 的 姜 形 称 为 正方 形 . 


2.1.4 正 多 边 形 


定义 13 ”把 多 边 形 的 任何 一 条 边 向 两 方 延长 ， 
如 果 多 边 形 的 其 他 各 边 都 在 延长 所 得 直线 的 同 旁 ， 
这 样 的 多 边 形 称 为 凸 多 边 形 ， 

定理 19 上 ?= 边 形 的 内 角 利 等 于 (2 一 2)7. 

定义 14 各 边 相 等 ,各 角 也 都 相等 的 多 边 形 称 
为 正 条 边 形 ， 

以 Ssay 民 ,ryas;B'y 分 别 表示 正 n 边 形 的 面积 、 
边 长 ,外接 圆 和 内 切 圆 的 半径 、 中 心 角 、 外 角 和 内 
和 角 , 有 


好 一 之 


yy 一 次 一 有 一 下 1 


a 二 2vR:—r = 2Rsin -7 一 2rtan 9， 


。 22 。 


1 一 2 a_.l 2 .1 1 2 
S 2 THr mr tan 7 一方 号 sine = Fm cot 7 


2.1.5 圆 


定义 15 在 平面 上 ,到 定点 的 距离 等 于 定 长 的 所 有 点 的 集合 称 为 图 ,定点 称 为 
到 心 , 定 长 称 为 加 的 半径 . 圆 上 任意 两 点 之 问 的 部 分 称 为 网 弧 . 连接 圆 弧 的 两 个 端点 
的 线段 称 为 弦 , 过 贺 心 的 弦 称 为 直径 , 顶点 在 圆心 的 角 称 为 圆心 角 . 顶点 在 贺 上 且 两 
边 都 和 圆 相交 的 角 称 为 男 周 角 . 一 个 角 的 顶点 车 在 阅 上 ,而 一 边 与 圆 相 交 , 另 一 边 所 
在 的 直线 与 圆 相 切 , 则 该 角 称 为 弦 切 角 , 顶点 在 加 内 部 的 角 称 为 园 内 角 . 顶点 在 加 外 
部 的 角 称 为 图 外 角 . 

定理 20 圆心 角 的 度数 等 于 它 所 对 的 弧 的 度数 . 

定理 21 贺 周 角 的 度数 等 于 它 所 对 的 张 的 度数 的 一 半 . 

定理 22 弦 切 角 的 度数 等 于 它 所 夹 的 弧 的 度数 的 一 半 . 

定理 23 圆 内 角 的 度数 等 于 这 个 角 所 对 的 绝 与 其 对 项 角 所 对 的 弧 的 度数 之 和 
的 一 半 . 

定理 24 癌 外 角 的 度数 等 于 这 个 角 所 截 两 段 弧 的 度数 之 差 的 一 半 ， 

定理 25 若 过 圆 内 一 点 卫 作 圆 的 两 条 弦 4AB 和 CD, 则 PA，PB=PC* PD= 
这 一 OP ,其 中 > 是 所 给 圆 的 半径 (图 2. 1-6). 

定理 26 ”车 过 圆 外 一 点 已 作 圆 的 切线 PC 和 制 线 PBA, 则 PA :PB=PC = 
OP: 一 到 ( 图 2. 1-7). 


C D 


图 2. 1-6 


分 别 以 S,C,r,d 表示 圆 的 面积 、 周 长, 半径 和 直径 ,有 
C= 2 = md,， 


.21,2 
S 一 好 4 mt . 
式 中 r 一 息 一 3 141592653589793… 称 为 圆周 率 . 


早 在 公元 前 三 世纪 ,我 国 刘 微 利用 圆 内 接 正 多 边 形 边 长 代替 圆周 长 的 办 法 ,已 算 
。 29， 


得 x 的 数值 为 3. 1416. 到 公元 五 世纪 ,我 国 数学 
:NN 和 e047 站， 

和 3. 1415927 之 间 , 且 定 出 的 疏 率 为 号 , 密 率 
3 ,这 是 我 国 古代 数学 的 光辉 成 就 之 一 


定义 16 一 条 弧 和 经 过 这 条 弧 的 端点 的 两 
图 2. 1-8 条 半径 所 组 成 的 图 形 称 为 扇形 . 一 条 弧 和 它 所 对 
的 藤 组 成 的 图 形 称 为 弓形 . 


分 别 以 六 raya 产 99 表示 弧 长 ,半径 . 蓄 长 .圆心 角 号 形 的 高 .扇形 的 面积 、 
与 形 的 面积 ,有 : ， 


一 科 ， 


a = 2V2r he = 2rsin 7 ， 


式 中 ca 以 绝 度 计 . 
32.2 立体 几何 


2.2.1 直线 与 平面 


公理 1 如 果 一 条 直线 上 有 两 个 点 在 一 个 平面 内 ,那么 这 直线 上 所 有 的 点 都 在 
这 平面 内 . 

公理 2 经 过 不 在 同一 条 直线 上 的 三 点 ,有 且 只 有 一 个 平面 . 

公理 3 如 采 两 个 平面 有 一 个 公共 点 ,那么 它们 相交 于 经 过 这 点 的 一 条 直线 

定理 1 下 列 条 件 之 一 ,可 以 确定 一 个 平面 . 1 过 一 条 直线 和 这 直线 外 一 点 ; 
2” 过 两 条 相交 直线 ;3” 过 两 条 平行 线 . 

直线 与 直线 的 位 置 关 系 有 :1 重合 一 一 有 无 数 个 公共 点 ;2” 相交 一 一 只 有 一 个 
公共 点 ;3° 平行 一 一 在 同一 平面 内 且 没 有 公共 点 邮 异 面 一 一 不 在 同一 平面 内 ， 

定理 2 如 果 直 线 a 和 直线 5 平行 ,直线 和 直线 c 平行 , 则 直线 a 和 直线 平 


行 ， 
直线 与 平面 的 位 置 关系 有 :1 直线 在 平面 内 一 一 直线 和 平面 有 无 数 个 公共 点 ; 
2 平行 一 一 直线 和 平面 没有 公共 点 ;3 ”相交 一 直线 和 平面 只 有 一 个 公共 点 ， 


as Dd » 


定理 3 ”如果 平面 外 一 条 直线 和 这 个 平面 内 的 一 条 直线 平行 ,那么 这 条 直线 和 
这 个 平面 平行 . 

定理 4 如果 一 条 直线 和 一 个 平面 平行 ,经 过 这 条 直线 的 平面 和 这 个 平面 相交 ， 
那么 这 条 直线 就 和 交 线 平行 . 

定义 1 如 果 一 条 直线 和 一 个 平面 相交 ,并 且 与 这 个 平面 内 的 任何 一 条 直线 都 
垂直 , 则 称 这 条 直线 与 这 个 平面 互相 季 直 . 这 条 直线 称 为 这 个 平面 的 垂 线 . 平面 的 垂 
线 和 平面 的 交点 称 为 垂 线 足 或 垂 足 . 

定理 5 ”如 果 一 条 直线 和 一 个 平面 内 的 两 条 相交 直线 都 垂直 ,那么 这 条 直线 就 
垂直 于 这 个 平面 . | 

定理 6 如 果 两 条 直线 同 重 直 于 一 个 
平面 ,那么 这 两 条 直线 平行 . 

定义 2 如 果 一 条 直线 和 一 个 平面 相 
交 , 但 不 和 这 个 平面 垂直 ,这 条 直线 称 为 
这 个 平面 的 斜 线 . 斜 线 和 平面 的 交点 称 为 
斜 线 足 或 斜 足 . 

定义 3 ”从 平面 外 一 点 ,到 这 个 平面 
引 垂 线 和 和 斜 线 , 从 这 点 到 垂 线 足 的 线段 的 
长 称 为 从 该 点 到 所 给 平面 的 垂 线 的 长 或 图 2.21 
距离 . 从 这 点 到 斜 线 足 的 线段 的 长 称 为 从 该 点 到 所 给 平面 的 斜 线 的 长 . 在 平面 内 连接 
生 线 足 和 斜 线 足 的 线段 称 为 斜 线 在 平面 内 的 射影 

定理 7 平面 的 斜 线 和 它 在 平面 内 的 射影 所 成 的 锐角 ,是 这 斜 线 和 平面 内 过 斜 
线 足 的 直线 所 成 的 一 切 角 中 最 小 的 角 ， 

定义 4 和 斜 线 和 它 在 平面 内 的 射影 所 成 的 锐角 , 称 为 直线 和 平面 的 交角 . 

定理 8( 三 垂 线 定理 ) ”在 平面 内 


的 一 条 直线 ,如果 和 这 个 平面 的 一 条 
斜 线 的 射影 垂直 ,那么 它 也 和 这 条 斜 
线 垂直 ， 


三 垂 线 定理 的 着 命题 亦 真 
平面 和 平面 的 位 置 关系 有 :1 重 
2. 2-2 合 一 -两 平面 有 不 在 一 直线 上 的 三 个 


公共 点 ;2" 平行 一 一 两 平面 没有 公共 

点 ;3” 相交 一 一 两 平面 相交 于 一 直线 . 

定理 9 ”如 果 一 -个 平面 内 有 两 条 相交 直线 都 平行 于 另 一 个 平面 ,那么 这 两 个 平 
面 平行 . 

定理 10 ”如 果 两 个 平行 平面 同时 和 第 三 个 平面 相交 ,那么 它们 的 交 线 平行 ， 

定义 5 “与 两 个 平行 平面 垂直 的 直线 称 为 平行 平面 的 公 垂 线 . 夹 在 两 个 平行 平 
面 间 的 公 垂 线 的 长 称 为 两 个 平行 平面 之 间 的 距离 . 

s。 25 。 


定义 6 在 一 个 平面 内 任意 作 一 条 直线 , 它 把 平面 分 成 两 部 分 , 称 每 一 部 分 为 半 
平面 . 半 平 面 绕 着 这 条 直线 旋转 , 它 的 最 初 位 置 和 最终 位 置 所 组 成 的 图 形 称 为 二 面 
角 . 两 个 半 平 面 称 为 二 面 角 的 面 ,这 条 直线 称 为 二 面 角 的 楼 . 冬 直 于 棱 的 平面 分 别 和 
二 面 角 的 两 个 面相 交 于 两 射线 ,这 两 条 射线 组 成 的 角 称 为 这 个 二 面 角 的 平面 角 . 平面 
角 是 直角 的 二 面 角 称 为 直 二 面 角 . 如 果 两 平面 相交 所 成 的 二 面 角 是 直 二 面 角 , 则 称 这 
两 个 平面 志 根 垂直 . 

定理 11 如果 一 个 平面 经 过 另 一 个 平面 的 一 条 下 
线 , 则 这 两 个 平面 互相 王 直 . 

定义 7 从 一 点 B 出 发 不 在 同一 平面 内 的 n 条 射 
线 习 ,lz ，… ,ln 之 3) 以 及 每 两 条 相 邻 射线 之 间 的 平面 
部 分 所 组 成 的 图 形 称 为 n 面 角 , 统 称 多 面 角 . 8 称 为 多 
面 角 的 顶点 ,4 ,六 称 为 多 面 角 的 裕 , 相 邻 两 棱 间 
的 平面 部 分 称 为 多 面 角 的 面 , 每 个 面 内 由 两 条 楼 组 成 的 
角 称 为 多 面 角 的 面 角 ,每 相 邻 两 个 面 间 的 二 面 角 称 为 多 
面 角 的 二 面 角 . 

定理 12 三 面 角 的 任何 一 个 面 角 小 于 其 他 两 个 面 
图 2 23 角 之 和 . 


2.2,2 多 面体 


定义 8 由 几 个 平面 围 成 的 封闭 立体 称 为 多 面体 . 把 多 面体 的 任何 一 个 面 伸展 
为 平面 ,如 果 所 有 其 他 各 面 都 在 这 个 平面 的 同 侧 , 则 这 样 的 多 面体 称 为 占 多 面体 . 

定义 9 在 一 个 多 面体 中 ,如 果 有 两 个 面 互相 平行 , 而 其 余 每 相 邻 的 两 个 面 的 交 
线 互 相 平行 , 则 这 样 的 多 面体 称 为 棱柱 . 楼 柱 中 互相 平行 的 黄 个 面 称 为 楼 柱 的 底面 ， 
其 余 各 个 面 称 为 樟 柱 的 侧面 , 相 邻 两 侧面 的 相交 线段 称 为 棱柱 的 侧 榜 ,两 个 底面 间 的 
距离 称 为 棱柱 的 高 ,用 一 个 捷 直 于 侧 楼 的 平面 来 截 楼 柱 ,所 得 的 图 形 称 为 楼 柱 的 直 截 
面 . 侧面 和 底 7 底面 是 正 多 边 形 的 直 棱 柱 称 为 正 楼 柱 ， 


中 个 


图 2. 2-5 


。2D6 。 


分 别 以 V,T,S,A,j,z 思 表示 棱柱 的 体积 ,全 面积 、 侧 面积, 底面 积 \ 高 .楼 长 和 直 
截面 的 周 长 , 有 
Y 一 Ah， 
S=ip, 
T= S++2A= D+2A. 
定义 10 在 一 个 多 面体 中 ,如 果 有 一 个 面 是 多 边 形 而 其 余 各 个 面 是 有 一 个 公共 
顶点 的 三 角形 , 则 这 样 的 多 面体 称 为 楼 锥 . 多 边 形 是 棱锥 的 底面 ,其 余 的 各 个 面 是 棱 
狼 的 侧面 ,侧面 上 会 集 于 一 点 的 两 相 邻 侧面 的 相交 线段 称 为 侧枝 , 侧 棱 的 公共 点 称 为 
棱锥 的 顶点 ,顶点 到 底面 的 距离 称 为 棱锥 的 高 , 如 果枝 锥 的 底面 是 正 多 边 形 且 从 顶点 
到 底面 的 垂 足 是 正 多 边 形 的 中 心 , 风 这样 的 棱锥 称 为 正 棱锥 . 正 楼 锥 的 侧面 是 全 等 的 
等 腰 三 角形 ,这些 等 腰 三 角形 底 边 上 的 高 称 为 正 棱锥 的 斜 高 
分 别 以 V,A,h 表示 楼 锥 的 体积 、 底 面积 和 高 ,有 


= 
7 一 本 4 名. 


分 别 以 T,S,A,, 户 表示 正 楼 锥 的 全 面积 .侧面 积 . 底 面积 . 斜 高 和 底面 的 周 长 ， 
有 


一 二 
s 一 2 ip 
T 一 S+A 一 地 坊 十 A 


定义 11 如 果 一 个 楼 锥 被 一 个 平行 于 底面 的 
平面 所 截 , 则 截面 与 底面 间 的 部 分 称 为 榨 人 台 . 这 两 
个 平行 的 面 称 为 接合 的 底面 ,其 余 各 面 称 为 模 台 的 
侧面 , 夹 在 两 底面 间 的 楼 称 为 棱 台 的 侧 棱 ,两 个 的 
面 间 的 距离 称 为 楼 人 台 的 高 . 由 正 楼 锥 截 得 的 楼 台 称 
为 正 棱 台 . 正 楼 台 的 侧面 是 全 等 的 等 腰 梯 形 ,这 些 
等 腰 梯 形 的 高 称 为 正 棱 台 和 和 斜 高 ， 

分 别 以 V,Al,As，,h 表示 楼 台 的 体积 .上 下 捅 
面积 和 高 ,有 


V = 于 (4， 十 4 十 VA ADh. 


分 别 以 TT,S,l,Al,As, pi, ps: 表示 正 楼 台 的 全 面积 .侧面 积 . 剑 高 .上 .下 底 的 面 
积 和 周 长 , 有 


六 一 去 (ph 十 pe i， 


TT 二 S 十 Ai 十 A, = 序 (p 十 po) 十 A 十 As. 
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定义 12 每 个 面 都 是 有 同 数 边 的 正 多 边 形 ,在 每 个 顶点 都 有 同 数 机 的 凸 多 面 
体 , 称 为 正 多 面体 . 

定理 13( 欧 拉 定 理 ) 在 任何 凸 多 面体 中 , 面 数 加 顶点 数 比 棱 数 多 二 ， 

定理 14 ”只 存在 五 种 正 多 面体 , 即 正四 .六 . 八 . 十 二 .二 十 面体 . 见 下 表 : 


正 多 面体 的 表面 积 及 体积 数值 表 


0, 11785a3 
1. 0000005 
0. 47140a5 
7. 66312a5 
2. 18170025 


1. 7320527 
6. 00000a2 
3. 46410a: 
20. 54578a* 
38. 660250° 


正信 面体 


表 中 < 是 校长 ， 


2.2.3 旋转 体 


定义 13 逢 形 绕 着 它 的 一 边 旋 转 一 周 所 得 的 几何 体 称 为 图 柱 , 
分 别 以 V,T,S,p,h 表示 圆柱 的 体积 ,全 面积 、 侧 面积、 底面 的 半径 和 高 ,有 
5 = 2n0h, 
T= 2m(h+ po), 
V= mh. z 
定义 14 直角 三 角形 线 着 它 的 一 个 直角 边 旋 转 一 周 所 得 的 几何 体 称 为 圆锥 . 
分 别 以 V,T So 天 表示 圆锥 的 体积 .全 面积 .侧面 积 ,. 底 面 的 半径 .母线 长 和 
高 ,有 
$= mi!, 
T= mltitp, 


一 1], 
V 3 六 


定义 15 直角 梯形 绕 着 垂直 底 边 的 腰 旋 转 一 周 所 得 的 几何 体 称 为 圆 台 . 
分 别 以 V,T,S,o ,wm 天 表示 圆 台 的 体积 ,全 面积 .侧面 积 、 上 .下 底面 的 半径 、 
母线 长 和 高 ,有 
所 一 TU pl 
T= mitlit on tt pmp), 


V 一 言 rei 十 上 十 ph. 
式 中 i 二 VYh 十 (pp 一 p01)7. 


a DB +» 


图 2. 2-7 图 2. 2-8 


定义 16 半圆 绕 着 它 的 直径 旋转 一 周 所 得 的 几何 体 称 为 球 ， 
分 别 以 VY,T,r 表示 球 的 体积 ,全 面积 和 半径 ,有 

T= dr 3 

V 一 和 wr， 
定义 17 球 (或 球面 ) 介 于 两 个 平行 平面 间 的 部 分 称 为 球台 (或 球 带 ). / 
分 别 以 V，T，S, oa， ppp， 上， r 表示 球 台 的 体积 ,全 面积 .侧面 积 上 、\ 下 底面 的 半 

径 ,高 和 球 的 半径 ,有 
S 二 2mh, 若 p= 二 0,; 则 S= x(gs 十 局 )， 


V = 去 砚 [3( 所 十 局 ) 十 尼 ] 


台 ( 或 球 带 ) 在 p 二 0 时 的 特殊 情形 称 为 球 缺 (或 球 冠 ). 
定义 18 半圆 内 圆心 角 小 于 x 的 一 个 扁 形 绕 着 半圆 的 直径 旋转 一 周 所 得 的 见 
何 体 称 为 球 扇形 或 球面 锥 体 . 
分 别 以 V,T,r 表示 球 凯 形 的 体积 ,全 面积 和 半径 ,p,h 分 别 表示 组 成 它 的 球 冠 的 
底 半 径 和 高 ,有 
T= m(2h+p), 
2 


2 
V a h. 


图 2. 2-9 
。29 。 


2.2.4 ”立体 角 


定义 19 一 个 具有 封闭 准 线 的 锥 面 所 围 成 的 空间 部 分 称 为 立体 角 , 锥 面 的 项 点 
称 为 该 立体 角 的 项 点. 
立体 角 的 度量 方法 是 :以 其 顶点 为 球 心 , 作 半 径 为 RR 的 球面 ,以 S 表示 该 球面 被 


立体 角 截 得 的 部 分 的 面积 ,用 比值 六 来 度量 立体 角 . 这 里 ,立体 角 的 单位 是 球面 度 . 
球面 度 的 数值 也 可 看 成 是 立体 拥 在 以 其 顶点 为 球 心 的 单位 球面 上 所 和 截 得 的 面积 


$2.3 证 题 法 概述 


本 节 所 列 的 证 题 法 ,在 整个 初等 数学 力 至 高 等 数学 中 都 常 被 采用 ,而 在 几何 学 的 
证 题 中 更 普遍 地 被 来 用 . 


2.3.1 合 题 命题 之 间 的 关系 
1. 命题 的 四 种 形式 


表达 一 个 判断 的 句子 称 为 命题 . 命题 有 真有 假 . 在 数学 中 ,每 个 命题 都 是 由 题 设 
和 结论 两 部 分 组 成 的 . 对 一 个 给 定 的 命题 ( 称 为 原 命题 ) 的 题 设 与 结论 加 以 互 换 或 个 
定 , 便 可 得 出 与 之 对 应 的 三 个 其 他 命题 ,分 别称 为 原 命题 的 逆 命题 , 否 命题 及 逆 否 合 
题 , 印 

1 原 命题 :车 A 则 8， 

2 逆 命 题 ; 知 昌 则 A， 

3 否 命 题 ; 若 入 则 B( 其 中 和 4 是 A 的 否定 , 即 非 A). 

4 逆 否 命题 ;车 8B8 则 A， 

原 命题 与 其 逆 否 命题 是 等 效 的 , 即 同 真 同 假 . 逆 命 题 与 否 命 题 也 是 等 效 的 ， 

它们 相互 间 的 关系 ,可 用 下 图 表示 


sa 30 »， 


2， 充 分 条 件 , 必 要 条 件 及 充 要 条 件 


如 果 一 个 命题 “ 知 A 则 B” 为 真 , 则 称 A 为 B 的 充分 条 件 . 相应 地 , 称 电 为 A 的 必 
要 条 件 . 此 时 也 称 A 蕴涵 B. 记 为 A 二 >B 或 BA. 

如 果 命 题 “ 若 A 则 8” 与 它 的 逆 命 题 “ 若 B 则 A” 同时 为 真 , 则 A 与 B 互 为 必要 充 
分 条 件 ,简称 充 要 条 件 , 记 为 AB. 


2.3.2 证 明 方 法 
1. 综合 法 


综合 法 是 一 种 从 题 设 到 结论 的 逻辑 推理 方法 , 即 是 由 因 导 果 的 证 明 方 法 . 比如 欲 
证 命题 知 A 则 忆 为 真 , 可 从 题 设 A 出 发 ,寻求 4 的 一 些 必 要 条 件 . 比如 Bo, Bl,B 
均 是 A 的 必要 条 件 . 第 二 步 , 再 分 别 寻求 Bo ,Bi ,Bs 的 一 些 必要 条 件 . 比如 Go ,Ci 均 
是 Bo 的 必要 条 件 ,Cz 是 B 的 必要 条 件 ,Cs,C, 是 Bi 的 必要 条 件 . 第 三 步 ,再 分 别 寻 
求 G0 ,Ci ,Cz ,C3 ,Cs 的 必要 条 件 . 比如 结论 口 是 Co 也 是 C 的 必要 条 件 . 思索 至 此 ， 
便 得 “A 一 > B, 一 >G 一 >D" 或 “4 二 > Bs 二 CG 一 > D” 两 条 证 明 的 理 路 了 .有 几 条 “A 一 >… 
一 > D” 的 理 路 ,就 有 几 种 用 综合 法 证 明 命 题 “ 若 A 则 已? 为 真 的 方法 ,选择 其 中 任何 一 
条 理 路 都 行 . 


本 
| 


8| sn a» 
AAA 
C7 0 Co Ca Ca 
! 
nD > 
例 1 设 直 和 三 角形 的 勾 、 股 ,. 荡 分 别 为 aypyc, 其 内 切 圆 的 半径 为 ;求证 
_ ab 
"a+bte 
用 综合 法 ,其 理 路 图 见 图 2. 3-1. 


2. 分 析 法 


与 综合 法 相反 ,分 析 法 是 一 种 从 结论 到 题 设 的 逻辑 推理 方法 , 即 是 执 果 索 因 的 证 

明 方 法 , 比如 和 欲 证 命题 “车 A 则 D*” 为 真 , 可 从 结论 DD 出 发 ,寻求 口 竟 一 些 充分 条 件 . 

比如 GG ,Gi ,CG 均 是 DD 的 充分 条 件 . 第 二 步 , 再 分 别 寻 求 Co ,Ci ,Cz 的 一 些 充 分 条 件 . 

比如 Bo ,Bi 是 Go 的 充分 条 件 ,B; 是 Ci 的 充分 条 件 , Bs ,Bs 是 Cz 的 充分 条 件 . 第 三 

步 , 再 分 别 寻 求 Bo ,Bi ,Bs ,B: ,B, 的 充分 条 件 . 比如 题 设 A 是 Bo。 也 是 Bi 的 充分 条 

件 . 思索 革 此 , 便 得 “D0 二 Bo < 二 A” 或 “DG, 夺 Bi 二 A” 两 条 证 明 的 理 隐 了 .有 几 条 
» 3] ， 


41b,c 蚌 直角 三 角形 的 r 是 三 角形 内 切 贺 
名 、 股 、 苞 的 半径 


方 ab = matbte) 


图 2. 3-1 


“D< 一 …< 一 A 的 理 路 ,就 有 几 种 用 分 析 法 证 明 命题 “大 A 则 D” 为 真 的 方法 ,选择 其 
中 任何 一 条 理 路 都 行 . 


7 人 
OI Ch Ca 
7F Fh TS 
Bb; 已 1 Bo 号 3 Ba 
人 
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例 2 在 人 ABC 中 ,BE 为 人 8 的 平分 线 ,过 EF 作 EF/BC 交 AB 于 Ff, 过 下 再 作 
FG/H AC 交 BC 于 G. 试 证 BF 一 CC. 
。 32 。 


用 分 析 法 ,其 理 路 图 如 图 2. 3-2. 


FE= BF FE= GC 


B CG CC 


图 2. 3-2 


在 大 多 数 情况 下 ,要 把 综合 法 与 分 析 法 结合 起 来 使 用 . 
3. 反 证 法 


因为 原 命题 与 其 逆 否 命题 等 效 ,所 以 当 直 接 证 明 给 定 的 命题 “车 A 则 B” 为 真 不 
易 , 其 至 不 能 时 ,可 改 证 它 的 逆 否 命题 “ 若 BB 则 A” 为 真 , 即 “ 若 8B 则 A” 为 假 , 详细 说 
来 , 即 证 明 ， 


3 。 


本 科 公理 
已 和 定理 /四 者 不 容 . 
内 
这 种 证 明 方法 称 为 反 证 法 
反 证 法 视 互 的 情况 又 分 为 两 种 ， 
(1) 车 互 只 有 一 面 ,那么 只 需 把 这 面 推翻 就 达到 证 明 的 目的 了 . 这 称 为 归 雇 法 
(2) 若 巨 不 只 -- 面 ,就 必须 将 其 面 面 驱 倒 ,才能 达到 证 明 的 目的 , 这 称 为 穷 举 法 


4. 归纳 法 


综合 法 .分析 法 和 上 反 证 法 ,都 是 按照 “从 一 般 到 特殊 ”的 思维 过 程 进行 推理 的 , 统 
称 为 演绎 法 . 与 演绎 法 相反 ,归纳 法 则 是 按照 “从 特殊 到 一 般 ” 的 思维 过 程 进行 推理 
的 . 

归纳 法 有 如 下 几 种 : 

(1) 不 完全 归纳 法 

所 谓 不 完全 归纳 法 ,就 是 通过 对 某 类 事物 的 真子 类 逐个 进行 考查 ,发 现 它们 具有 
某 种 性 质 ,就 大 胆 预 见 某 类 事物 具有 某 种 性 质 . 

不 完全 归纳 法 虽 不 是 一 种 严密 的 逻辑 论证 方法 ,但 它 仍 是 人 类 认识 真理 的 一 个 
源泉 .一些 重要 的 猜想 ,包括 著名 的 哥 德 巴赫 猜想 , 即 “ 任 何不 小 于 6 的 偶数 均 可 表示 
成 两 个 奇 之 数 之 和 ”( 也 常 简 记 为 1 十 1) ,都 是 通过 不 完全 归纳 法 作出 的 一 个 预见 , 预 
见 是 否 为 贞 , 当 然 仍 需 通过 严格 的 推理 论证 . 

(2) 要 人 举 归纳 法 

茶 类 事物 可 分 为 有 限 种 情况 ,如 果 通 过 逐个 考查 ,各 种 情况 都 具有 某 种 性 质 , 则 
可 以 归纳 地 得 出 结论 , 某 类 事物 均 具 有 某 种 性 质 , 这 就 是 枚 举 归 纳 法 ， 

(3) 数学 归纳 法 

如 果菜 类 事物 有 可 数 无 限 多 种 情况 ,就 无 法 逐个 考查 各 种 情况 都 具有 某 种 性 质 . 
数学 归纳 法 是 用 递 推 的 办 法 ,通过 “有 限 ” 来 解决 “无 限 ” 的 一 种 方法 , 它 是 用 归纳 法 证 
明 命 题 的 巨大 飞 茎 . 其 要 点 是 ; 记 关 于 自然 数 的 命题 为 Pln), 若 

1 Plm) 为 真 ( 其 中 m 为 某 一 确定 的 自然 数 )， 

2 P(&) 为 真 蕴 滔 P(E 十 1) 为 真 (其 中 为 不 小 于 mm 的 任 一 自然 数 )， 

则 对 一 切 不 小 于 mm 的 自然 数 nn,P(m) 为 真 . 

在 要 点 中 ,也 可 将 2 改写 成 "对 任 一 不 小 于 mm 的 自然 数 上 rx 过} 志 k,P() 为 真 
草 涵 P(E 十 1) 为 真 ” 

前 者 称 为 第 一 数学 归纳 法 ,后 者 称 为 第 二 数学 归纳 法 . 


+ 外 =" 


3. 二 角 学 
$3.1 平面 三 角 
3.1.1 角 的 两 种 度量 制 


1. 角度 制 :圆周 的 565 的 弧 所 对 的 圆心 角 称 为 1 度 的 角 , 记 作 1". 1 度 等 于 60 分 ， 


1 分 等 于 60 秒 , 记 作 1 二 60 ,1' 二 60", 角度 制 就 是 用 度 作 为 度量 和 角 的 单位 的 制度 . 

2. 弧度 制 : 绝 长 等 于 半径 的 张 所 对 的 圆心 角 称 为 1 弧度 的 角 , 统 度 也 称 为 经 . 弧 
度 制 就 是 用 弧度 作为 度量 角 的 单位 的 制度 ， 

半径 为 7, 圆心 角 为 多 弧度 为 单位 ) 所 对 的 略 弧 长 i 二 76. 

度 与 弧度 的 关系 为 


式 中 口 与 8 表示 同一 和 角 的 度数 与 弧度 数 . 
180 一 工 弧度 ， 
1° z= 0.01745 弧度 ， 
1 弧度 过 57?17 44. 8 
在 高 等 数学 中 ,角度 一 般 用 弧度 来 度量 ,并 略 去 “弧度 "两 字 . 例如 把 9 一 45 写成 


8 一 二 


人 
3.1.2 三 角 函 数 的 定义 和 基本 关系 


为 定义 任意 角 的 三 角 函 数 ,把 角 奸 于 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 中 ,使 角 的 始 边 与 工 轴 正 
向 重合 , 角 的 顶点 位 于 坐标 原点 , 角 的 终 边 可 落 在 四 个 象限 的 某 一 象限 之 中 ,或 坐标 
辅 上 . 规定 由 工 轴 正 向 按 逆 时 针 方 向 旋转 到 角 的 终 边 所 成 的 角度 为 正 角 , 按 顺 时 针 方 
向 旋转 所 成 的 角度 为 负 角 . 任意 角 8 的 取 值 范围 是 一 co<6< 十 cc. 


1. 定 闵 


正弦 sing 一 二 ， 余弦 cosg = 


正切 tang 一 全 ， 余 切 coth 二 


| hs sh 


正 割 secg 一 一 ， 余 割 csog 一 
。35 。 


其 中 zy 为 8 角 终 边 上 任 一 点 呈 的 爸 标 ,r= 二 Vz 十 (图 3,1-1). 正切 和 余 切 也 记 
作 tg 日 ct 从 


图 3.1-1 


如 果 作 单位 圆 , 则 锐角 三 角 妙 数 均 可 由 线 
段 来 表示 (图 3. 1-2). 
sin8 = AB, cos = 04,， 
tang = CT, cotf = DE, 
sec? = OT, ¢scd = OF. 


2， 基 本 关系 


(C1) Sing 。 cscd=1, 
(2) ecosg -secg 一 1， 
图 3.1-2 (3) tand + eo 急 一 1， 
(4) sin 8 cos’ 8=1, 


(5) sec:f—tan:0=1, (6) cse: 8—cottH=1, 


— Sing cos9 
(7) tang cos 有 1 《8) cotb 一 sing ， 
特殊 和 角 的 三 角 函 数值 
表 3.1-1 


3.1.3 三 角 函 数 的 诱导 公式 ”三 角 函 数 的 图 形 与 特性 
1. 任意 角 三 角 函 数 的 诱导 公式 


表 3. 1-2 


2 0 Ee 


» 37 » 


rr 士 昌 【一 ])9sect 士 [ 一 1 csct 
表 中 的 nz 


2, 三 角 函 数 的 图 形 与 特性 


(1) 正弦 函数 y 二 sinz(xE€E R,x 表示 弧度 数 ) 
正弦 函数 的 图 形 称 为 正弦 曲线 (图 3. 1-3), 由 于 |sinz| 委 1, 故 正 弦 曲 线 介 于 y= 
士 1 两 条 直线 之 间 . ?一 sinz 是 以 27 为 周期 的 周期 函数 ,sin(z 十 2r) 一 sinz. 


图 3. 1-3 


由 sin( 一 x) 二 一 sinx, 可 知 正 弦 钞 数 > 一 sinrz(zE 有 R) 是 奇 英 数 . 正弦 函数 在 每 一 
个 闭 区 间 | 一 至 十 2nz, 于 十 2nr |(n€Z) 上 是 增 函 数 (参看 6. 1. 3), 在 每 一 个 闭 区 间 


| 至 十 2nr, 亚 十 2nr | (ne Z) 上 是 减 函 数 ( 参 看 6.1. 3). 
(2) 余 纺 图 数 y= 二 cost(rIER) 
佘 弦 函 数 的 图 形 称 为 祭 弱 曲线 (图 3. 1-4), 由 于 | cosz| 氢 1, 与 正弦 曲线 类 同 , 余 
落 曲 线 介 于 直线 y== 土 1 之 间 . 
coOstI 十 2x) 一 cosx, 
s 38 。 


3. 1-4 


周期 了 二 2x. 由 cos( 一 7Z) 二 cosx,; 可 知 余 驴 明 数 y= 二 costT(zER) 是 侦 阻 数 . 余 汞 图 数 在 
每 一 个 闭 区 间 [(2n 一 1)x，2nxj](nE€E Z)y 上 是 增 申 数 , 在 每 一 个 闭 区 间 [ 2nx，(2n-1)xj 
(nEZ) 上 是 减 晴 数 ， 


(3) 正切 函数 ?一 tanz(zER 且 zz#mnr 十 至 ，nEZ 
正切 为 数 的 图 形 称 为 正切 曲线 (图 3. 1-5). 
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3. 1-5 


tan(Zz 二 x) = tanz， 


周期 T 一 x 正切 函数 y 一 tanz 是 奇 函 数 , 它 在 每 一 个 开 区 闻 ( 一 至 十 me, 和 于 十 mr) CnE 
Z) 内 都 是 增 本 数 . 

z= (z 十 却 )x(nE 思 为 正切 曲线 的 渐 近 线 . 

(4) 余 切 落 数 y 一 cotr(rER 自 zr, n€2) 

余 切 函数 的 图 形 称 为 余 切 曲线 (图 3. 1-6). 


。 39 。 
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图 3. 1-6 


一 Cotr， 


区) 


cotz 为 奇 函 数 , 它 在 每 一 个 开 区 间 {nx， (nn 十 1)x) (nEZ) 内 


cot( 工 十 


x. 余 切 函数 y 二 


都 是 减 函 数 ， 


半期 工 


z 一 nr(zE 2 为 余 切 曲 线 的 渐 近 线 ， 


secz( zER 且 7 天 mm 十 - ， 术 仁 Z) 


正 割 本 数 的 图 形 称 为 正 割 曲线 (图 3, 1-7). 


(5) 正 割 下 数 》 


一 一 上 一 一 一 一 一 一 一 上 一 一 


J 


T 3 


本 


之 


bo me ee me Te 。 Im 。 me 。 .me 


一 SeECTs 


Secft 过 十 2) 


周期 了 一 2， 


mx 十 可 CnE 加 为 正 割 曲线 y 一 secz 的 渐 近 线 . 


ee 


| secz | 之 1,z 


。 40 。 


(6) 余 齐 国 数 y 二 cscrx(xER 有 < 关 mr n€E 2) 
余 割 函数 的 图 形 称 为 余 割 曲线 (图 3. 1- 8) 
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3.1-8 


csct 工 十 2r) = Csct， 


周期 T 一 2r， |csez| 之 1，xz 一 mr0naEZ) 为 余 割 曲线 y 一 esez 的 渐 近 线 ， 

(7) 正弦 型 隐 数 "一 Asin(wz 十 他 的 图 形 ， 

其 中 A, w, 9 为 常数 , 且 A>0,，o>>0. 这 类 函数 在 物理 和 工程 技术 问题 中 经 常会 
过 到 . 例如 物体 作 简 谐 运动 时 位 移 y 与 时 间 z 的 关系 ,交流 电流 的 电流 强度 y 与 时 间 


z 的 关系 等 ,都 可 由 这 类 函数 来 表示 . ?一 Asin(wz 十 g) 是 以 红 为 周期 的 周期 函数 ,A， 


ww 分 别称 为 此 明 数 的 振 焉 与 频率 ,yq 称 为 初 相 . y 二 Asin(wz 十 g) 的 图 形 可 由 y 二 sinz 
的 图 形 经 过 适当 变换 而 得 到 ,一 般 步 又 如 下 : 

1 作出 y=Asinz 的 图 形 , 即 把 y 二 sinz 的 图 形 上 各 点 的 纵 坐 标 伸 长 (A 汪 1) 或 缩 
短 (0 过 A 过 1)A 倍 ( 横 坐标 不 变 ) 而 得 到 . 这 时 函数 的 振幅 由 1 变换 为 A. 

2° 作出 y 一 Asinmwz 的 图 形 , 即 把 y 一 Asinz 的 图 形 上 所 有 点 的 模 坐 标 缩短 (w 半 


1 或 伸 长 (0<<w<<1) 二 倍 ( 纵 坐标 不 变换 ) 而 得 到 . 这 时 函数 的 周期 由 2 变换 为 经 
3* 作出 y=Asina (xz 十 了 ) 的 图 形 , 即 把 ?一 Asinwz 的 图 形 向 左 (9>0) 或 向 右 
(p<0) 平 移 呈 而 得 到 . 此 即 为 西数 y 一 Asin(wz 十 9) 的 图 形 


例 1 作 函 数 y 一 5sin( 2z 十 到 ) 在 一 个 周期 内 的 图 形 ( 图 3. 1-9). 


se。 1] 。 


y = Ssin(2x+ 记 ) 


py = Ssin2x 


y= Ssinx 


Wi 


图 3.1-9 


3.1.4 两 角 和 的 三 角 函 数 公 式 “ 倍 角 公式 与 半角 公式 


]. sin(ae+P)= singcosB+ cosasinf, 
cos(a 土 及 一 cosacosp 二 sinasing. 


tan(e 士 四 一 tanc 十 tang 


1 干 tanatanf 
cotacotB 干 1 
cot(a 士 肋 cot8 十 cotm +. 
.» po _ Ztana 
2. sin2a=— sinacoso Ttanee. 
coOs2a = coOsa™— sin oe=2c0s:a—1= 1_2sinzv 一 ] 一 tana ， 
1 十 tanecaw 
Ztane 
tan2e ]—tan:o +. 
_ cota—1 
cot2a = ID to 


sin3a 一 3sina 一 4sin'a. 
cos3a 一 4cos3a 一 3cosa. 
运用 棣 英 弗 公式 (参看 1. 1. 5) 
(cosa isin oe)” = cosno isinng, 
得 
[时] 


in Na 一 | 
四 2 2 十 1 


mr 一 《2 二 1 


) COS asin! a, 


s 2 。 


cosrte 一 Yc (0) eos sasinto, 
nH 
村 n 为 偶数 ， 
est [号 j= 5 二 1 ,为 


2 (ee 一 os Gos 1, 2 (jsina 一 2" coOs" ‘sin 人 


对 于 任意 实数 x 和 任意 实数 a 关 2nmlm E& 荔 , 有 : 


sin 二 na ] 
》 cos(z 十 如 ) = costz 十 二 Ca 十 1)a 
k=1 sln -一 
2 
. 1 
1 sihn na ] 
> sin(z 十 各) = — sin(z+ 地 (n+lDa). 
A=] sin a < 
2 ; 
3，sin -分 一 一 cose 
2 2 
cos 上 一 1 二 cosa 
2 2 
tan 全 二 l—cosa 1 一 cosae _ _ Sina 
2 1 二 cosa Sina 1 十 cosa 
nt 二 1 十 eosae ”1 十 ceose _ _ sing 
& ] 一 Coser Slr 1 — cosa 


3.1.5 三 角 函 数 的 和 差 与 积 的 关系 式 
sina + sing = 2sin eBcos “了 


sina 一 sing 一 2cos shsin < 


cosa 十 cosg 一 2cos “Ecos 2. 


cosa — ¢osf 一 一 sim “bsin ot. 
tana 士 tang = sin(a 土 队 


cosacosp 


cote 十 cor8 二 十 sinta 土 户 


sinasing 


* dd +* 


tana 士 cotp 一 十 cosCa 干 局 


cosasing 


sinasing 一 一 去 CeosCa 十 月 一 cos(a 一 骨 ). 
cosacosp = 方 (cos(a 十 巨 十 cos(a 一 所)， 


sinacosp 一 可 (sinta 二 十 sinta A). 


3.1.6 三 角形 基本 定理 
1， 正 弦 定 理 


a bb _¢ 
sinA sinB sinC <k, 


式 中 及 为 外 接 圆 的 半径 ;ayeyc 分 别 为 角 A,B,C 
的 对 边 ( 图 3. 1-10)， 


2. 余弦 定理 
a 二 上 十 c 一 2ircosA, 
利用 循环 置换 A 一 B 一 C 一 A,a 一 6 一 c 一 a 得 


= +a’ — 2cacosB, 
2 =a 2a bcosC. 
图 3.1-10 注 ;以 后 遇 类 似 情况 , 仅 列 出 其 中 一 个 有 关公 


tan 考 (A 一 B) 


tan 方 (A 二 B) 


4 半角 定理 一 一 半角 与 边 长 的 关系 式 
下 式 中 的 2 一 于 (ao 十 b 十 or 为 AABC 的 内 切 圆 半径 , 且 
一 /Pp (pe) 


p 站 
aa dd。 


(GD sin S20 -0 
mA 

A_ /HDip— oO) rr 
(3) tan 3 Bp-a) pa: 
3.1.7 斜 三 角形 解法 
车 三 角形 的 三 个 角 都 是 锐角 或 者 有 一 个 是 钝 角 , 则 这 样 的 三 角形 称 为 斜 三 角形 . 


家 3,1-3 
已 知 元 索 所 求 元 素 求解 公式 


四 _asinB _ asinC 
一 边 & 及 两 骨 B,C A=x (B+) :由 二 sinA pr Sin 有 ， 


昌 a 
A, | 
两 边 a,5 及 夹 角 CC c 及 角 c= VT abos, sinA = uC, sinB 一 如 区 , 


td 


_ 二 ea? _ cai 天 

-= 汶 a 角 A,B,C cosA= 2be ,cosB= Zca ? 
一 Ce 
cosC— op 

边 a,b 及 其 中 一 边 bsinA ~ _ asinC 

的 对 角 和 A 让 B, 人 CC 边 e sinB= 2 ， C=x— CATB), c= SA ， 


在 对 于 上 表 中 已 知 两 边 及 其 中 一 边 的 对 角 的 情形 ,根据 已 知 条 件 , 其 解 的 情况 ， 
归纳 于 表 3. 1-4. 


表 3.1-4 


下 
a<b 无 解 a=bsina 一 和 解 
二 


3.1.8 三 角形 面积 公式 
设 三 角形 面积 为 $, 则 有 


9 dd5 * 


Ss= 二 oj 一 广 absinC (图 3.1-11). 


S= Vp-p Dp (= 二 人 二 0 十 9)， 
S 一 “人 (R 为 外 接 辆 的 半径 )， 


S=rp (r+ 为 内 接 圆 的 半径 , r = 4Rsin 全 sn 号 sm 各 )， 
SS 一 2Rsin4asinBsinC ， 


图 3.1-11 S= root 全 cot cot 5 
3.1.9 反 三 角 函 数 
1， 定 义 


(1) 正弦 函数 y=sinz (xzE [一 至 ,各 | ) 的 反 函 数 (参看 6. 1. 3) 称 为 反正 艾 郴 


数 , 记 作 ?一 arcsinz. 
(2) 余弦 落 数 ?一 cosz(zE[L0,rj) 的 反 郴 数 称 为 反 余 弦 蔷 数 , 记 作 y 一 arccosz. 
(3) 正切 函数 ?一 tanz(zE (一 至 ,地 ) ) 的 反 函 数 称 为 反正 切 函 数 , 记 作 y= 
AarctaniT. 
(4) 余 切 函数 y=cotz(xE (0,7)) 的 反 函 数 称 为 友 余 切 函 数 , 记 作 y= 二 arccotx. 
(5) 反正 弦 画 数 , 反 余弦 艾 数 ,反正 切 苑 数 , 反 余 切 本 数 统称 为 反 三 角 辆 数 5 友 三 
角 芳 数 还 包括 反正 割 困 数 和 反 余 割 郴 数 , 由 于 实用 中 用 处 不 大 ,本 手册 不 予 列 人 ). 


2. 版 三 角 串 数 的 图形 ( 见 图 3. 1-12.3. 1-13.3. 1-14 .3. 1-15) 


表 3.1-5 


反 人 余弦 y= 二 arccosx 一 ] 之 z+ 所 1 Oy 


* ff * 


图 3. 1-12 


图 3. 1-15 


ss 


3， 反 三 衣 函 数 的 恒等式 


sinfatrcsinz) = TX, || 委 1 
cos(arccosx) = x | 工 | 所 1 
tan{arctanx) = x | xz|<+ ooo. 
cot(arccotx) = 工 | xz |<+ es. 
arcsin(sinz) = x, | zx | 专 广 ， 


arceosfcosz) 一 了 ，0 近 工 志 Tr 
arctan(tanz) = zx， | zxz|< 全 


arccot(cotr) = x Or 
arcsin(— xX) 一 一 arcsinz., 
ATCCOS(— XZ) = A ~ arccosz. 
arctan(— x) 一 一 arctanz。 


arccot(— xX) = x — arccotz., 


arcSsinz 十 arccosz 一 2 
Aarctanz + arceotz 一 也. 
4. 反 三 角 函 数 的 基本 性 质 
1 奇偶 性 
由 关系 式 arcsin( 一 zx) 二 一 arcsinz， arctan( 一 X) 二 一 arctanz 得 知 反 正弦 函数 
y 二 arcsinx 和 反正 切 沼 数 y 二 arctanz 均 为 奇 函 数 ,它们 的 图 形 对 称 于 誉 标 原点 ， 
2 增 减 性 


反正 弦 丽 数 y= 一 arcsinz 在 区 间 [ 一 1,11 上 是 增 消 数 . 反 余 弦 函 数 y= 二 arccosz 在 区 
间 [ 一 1， 1 ] 上 是 减 消 数 . 反正 切 距 数 9 一 arctamnT 在 区 间 ( 一 co, 十 ce) 内 是 增 函 数 ， 反 余 
切 晴 数 y 二 arccotz 在 区 间 ( 一 名 ,十 o) 内 是 减 图 数 . 


3.1,10 三 角 方 程 


含 未 知 数 的 三 角 葡 数 的 方程 称 为 三 角 方程 . 例如 V2cosr 一 1 一 0，2sin2z 一 5sinz 
一 3 二 0, Xz 一 tanz 一 0 等 等 
满足 三 角 方 程 的 未 知 数 的 一 切 值 称 为 三 角 方 程 的 解 ( 也 称 为 解 集 ). 求 出 三 角 方 


程 的 解 集 的 过 程 称 为 解 三 角 方程 . 
sinz 一 4，cosxz 一 2，tanz 一 a，cotz 一 afa 为 常数 ) 称 为 最 简单 三 角 方程 , 下面 给 出 


最 简单 三 角 方 程 的 解 集 的 公式 表 ( 表 3. 1-6). 


» dB 


过 
师 
潮 
» 
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方程 的 解 集 


(zsz=2nr+ 豆 ， nEZ| 


[*] 
| 
Pt 


加 区 { 工 :一 mnT， nEZ} 
Sinz 一 如 [x:z=2nr 一 至 ， n€Z| 
{ 工 : 工 一 Tar 上 《一 1)narcsina，7zEZ) 


{ 工 :一 2rr nee) 


NA 
用 


{zx:z=nr 十 了 ; ncEZ} 


la|<1 { 六 :二 一 2nr 士 arccosa ， 力 大 也] 
lal>1 上 
tanzx=a ac R { 工 : 工 一 nr 十 arctanz， n€E 也 
cotz=a aER { 工 : 工 王 PT 十 arceotz ，7 记 了 ) 


三 角 方 程 的 形式 是 多 种 多 样 的 ,只 有 一 些 特殊 类 型 的 三 角 方程 才能 用 初等 方法 ， 
即 通 过 代数 运算 或 三 角 公 式 把 原 方程 化 为 一 个 或 若干 个 最 简单 三 角 方 程 来 求解 . 许 
多 三 角 方程 只 能 用 近似 方法 求解 的 近似 值 ,例如 z 一 tanz 一 0, 一 sint= 二 0, Xx 一 3 一 
去 sinz 一 0 等 ,就 是 如 此 . 

例 1 解 方程 V2cosz 一 1 一 0， 

1 x 

由 cosz 一 方 ,得 方程 的 解 集 为 {z:z 一 2nr 士 至 ，nEZ 

例 2 解 方程 2simx 一 5sinz 一 3 一 0， 

这 个 方程 只 会 同 角 同名 三 骨 函 数 , 可 分 解 因 式 , 化 为 两 个 最 简单 方程 : 

2sint 二 1 = 0, sinr—3= 0, 


由 sinz 一 一 二 , 解 得 x 二 nx 十 (一 1)" (一 筷 ) ,IEZ, 由 sinx 二 3, 无 解 , 所 以 方程 的 解 
。 49 。 


集 为 {z:z 一 mr 十 (一 1)" (一 去) ,n€Z). 


例 3 解 方程 3cos 地 十 cosx==1. 

这 个 方程 含 同名 不 同 角 的 三 角 函 数 ,由 三 角 公 式 可 化 为 只 会 同 角 同名 的 三 角 函 
数 的 三 角 方程 . 

已 知 cosr 二 2cos? 到 一 1, 代 人 方程 得 


2c08’ 部 十 3cos 志 一 2 一 0， 


2 


(2cos 到 一 1 (tos 地 十 2)= 0， 


由 cos 闻 一 三 , 解 得 z 一 4na 士 插 ， neZ 由 cos 可 一 一 2, 无 解 所 以 方程 的 解 集 为 


{z:z=4nx 土 径 ， n€Z). 


1 4 解 方 程 2siry zx 一 7sinzrcosx 一 4cos: 二 0, 
这 是 关于 sinz 和 cosz 的 齐 次 方程 , 它 可 化 为 关于 tanz 的 代数 方程 . 


《2sImz coszT) (sinz — dcosr) = 0， 
由 2sinz 十 cosz 一 0, 得 tanr 一 一 方 , 解 得 二 nm 十 arctan (一 方 ),nEZ 由 sinz 一 
4cosz 一 0, 得 tanr 一 4, 解 得 x 二 nx 十 arctan4，nEZ, 所 以 方程 的 解 集 为 
{z:z = mr 十 arctan( 一 二 ) ;ne Z} LU {x;x = wr arctan4d, n € 2). 


例 5 解 方程 asinz 十 bcosx==c (其 中 a,5,c 为 常数 ,有 是 2,6 不 全 为 状 ). 
这 个 方程 可 采用 引进 辅助 角 的 方法 求解 ,用 vai 十 闻 同 除 方程 两 边 , 得 


a ， b ¢ 
SiN 二 一 一 一 一 一 tOsSX 一 ， 
ve +8 va +e 4 十 攻 


引进 输 助 角 p 一 arctan 所 ,于 是 有 


方程 变形 为 
sin(z 十 g) = -让 
当 | -所 后 声 | 所 1 时 ,方程 的 解 集 为 
{x:z = rr + (— 1)"arcsin -二 和 元 一 9 n€ Z| 
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1 CC_ . 
当 | >]1 时 ,方程 无 解 . 


$3.2 球面 三 角 
球面 三 角 研 究 球 面 上 由 大 圆 统 构成 的 球面 三 角形 的 边 和 角 之 间 的 关系 , 球面 三 
角 在 天 文学 .测量 学 .制图 学 .结晶 学 .仪器 学 等 方面 有 广泛 的 应 用 . 
3.2.1 球面 角 球面 二 角形 球面 三 角形 


定义 1 用 通过 球 心 O 的 平面 截 球 面 ,所 得 的 截 线 称 为 大 圆 . 
大 圆 的 半径 即 为 球 的 半径 R. 球面 上 两 点 A,B 间 在 球面 上 的 最 短 距 离 是 大 圆 绝 
AB. 设 AB 所 对 的 圆心 角 为 a( 以 弧度 为 单位 ), 则 A 二 Ra( 图 3. 2-1). 


定义 2 两 大 回绝 相交 所 成 的 角 称 为 球面 角 , 

球面 角 可 用 两 大 圆 弧 在 交点 A 的 切线 间 的 夹 角 来 度量 ,也 可 用 两 圆 弧 所 确定 的 
两 平面 AO0B,AOC 所 构成 的 二 面 角 来 度量 (图 3. 2-2). 

球面 角 也 像 平 面 角 一 样 , 它 的 值 可 以 介 于 0 到 360" 之 间 . 

定义 3 球面 上 介 于 两 个 相 邻 半圆 局 中 间 的 部 分 称 为 球面 二 角形 (图 3. 2-2 的 阴 
影 部 分 ). 

球面 二 角形 的 面积 Sa 一 2R2A(A 为 球面 角 , 以 强度 为 单位 ). 

定义 4 三 个 两 两 相交 的 大 圆 缴 所 围 成 的 球面 上 的 部 分 称 为 球面 三 角形 (如 图 
3. 2-3 中 的 阴影 部 分 ). 

球面 三 角形 ABC 的 三 个 项 点 是 过 球 心 的 三 条 有 向 直线 与 球面 的 交点 A,B,C, 
三 个 球面 角 也 就 分 别 用 A,，B,C 来 表示 ,其 对 应 边 分 别 用 a,5,c 来 表示 . a,b,c 等 于 三 
有 向 直线 DOA, DB, OC 之 间 所 夹 的 三 个 平面 角 ( 图 3. 2-4), 亦 即 球面 三 角形 的 三 条 
边 用 平面 角 来 度量 . 

se Dl 。 


三 个 大 圆 弧 在 球面 上 可 构成 几 个 球面 三 角形 ,一 般 仅 限于 考虑 三 条 边 都 小 于 r 
的 球面 三 角形 ,这 样 的 三 角形 称 为 欧 拉 球面 三 角形 . 


图 3. 2-3 图 3. 2-4 


3.2.2 球面 三 角形 的 性 质 


l. 
2， 
3, 
4, 
3， 


0， 


0 一 < 十 p 十 c<<2r， 
mA 十 了 日 十 C<< 3 
在 任 一 球面 三 角形 中 ,大 角 所 对 的 边 较 大 ,反之 亦 然 . 
球面 三 角形 两 边 的 和 大 于 第 三 边 ,两 边 的 差 小 于 第 三 边 . 
任意 两 球面 角 的 和 减 去 第 三 个 球面 角 则 小 于 x. 例如 
A+B—C<x. 
球面 三 角形 的 外 角 小 于 不 相 邻 两 内 角 的 和 ,大 于 它们 的 差 . 例如 图 3. 2-4， 
A—B<D<A+B,. 


定义 5 球面 三 角形 的 三 角 之 和 与 x 之 差 称 为 球面 角 盈 (或 球面 角 超 ,球面 莘 
余 ), 记 作 下, 即 


EF=ATB+-C—x. 


球面 三 角形 的 面积 SER? (R 为 球 的 半径 ). 
3.2.3 球面 三 角形 的 计算 公式 


l, 


2, 
3. 


Sina _ sinb _ sine 
sin4 sinB sinC (正弦 定理 ). 

cosa 二 cosbcosc 十 sinbsinccosA 【〔 边 的 余弦 定理 )， 
cosA 一 一 cosBcosC 十 sinBsinCeosa 【〈 角 的 余弦 定理 ). 
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4. 耐 皮 尔 相似 


1 
Cos ta— 6) 
tan 和 3 一 cot 和 一 全 一 一 ， 
cos 3 (a 二) 
A ~ sin 地 (a 一 从 
tan 5 = cot 7 一 人 一， 
sin (a+b) 

1 
cos 一 (4 一 日 ) 
tan& 放 一 tan 二 一 二 一 一 一 ， 
cos 3 (A+B) 

. 1 
sin 一 (有 一 号 ) 
tan := mm 一 一 一 - 
sin 5 (A B) 


5. 半角 公式 
_ fsnp~sntp—oe) 
sinbsinc 


A 
2 
os A_ jsinpsin(p—a) 
2 
A 
2 


sinbsine ’ 


人 
SI 太一 如) 
_ 1 _ /sin(p—aysin(p—b)sin(p—ce) 
式 中 Pp 2 tabtec), 7 sinp 
6.， 半边 公式 
_ /cosPcos(P— A) 
sinBsinC 
cos 2 =, /ostP— Becos(P—O) 
2 sinBsinC ' 


_ costP— A) 


- 1 _ /costP—A)cos(P—B)cos(P—C) 
式 中 PP 7 (A+TB+O), Ma A . 


7. 德 朗 布尔 -高 斯 相似 


SE 


.A.Bb+i+c .a BC 
sin 7 sin 7 = sin -pcos pk 
sin Scos 2 一 cos -ecos “人 ， 
cos 今 sin& 5 < 一 sin 全 sin 二 人， 


COS 全 cos 2 < 一 cos -Sin SE. 


3.2.4 球面 直角 三 角形 解法 


洛 在 球面 三 角形 中 人 至少 有 一 个 角 是 直角 , 则 这 样 的 三 角形 称 为 球面 直角 三 角形 ， 
否则 称 为 球面 斜 角 三 角形 . 


B 在 图 3. 2-5 中 设 C= -> ,这 时 有 解 球面 直角 三 角形 
ABC 的 公式 

cosc = Cosacos = cotAcotB, 

cosA = SinBcosa = tanbcote, 

cosB = sinAcosb = tanacotc， 

Y sina = sinAsinc = tanbcotB, 

C sinp = sinBsinc = tanacotA. 
以 上 某 些 公 式 是 3. 2. 3 中 1 或 3 的 特殊 情形 
图 3.2-5 (C= 子 ). 但 上 面 所 有 公式 都 可 由 耐 皮尔 规则 得 出 . 此 
规则 由 图 3. 2-6 来 表述 . 设 C 一 -> , 剩 下 球面 直角 三 角形 的 五 个 元 索 a,b,c,A,B, 其 
中 cyA,B 代 之 以 地 一 ec， 了 一 A， 二 一 如, 将 它们 分 别 置 于 圆 的 五 个 部 分 . 紧 靠 着 某 一 

部 分 的 两 侧 部 分 称 为 该 部 分 的 相 邻 部 分 ,其 余 两 部 分 称 为 相对 部 分 . 


耐 皮尔 规则 ;在 图 3. 2-6 中 任 一 部 分 的 正弦 等 
于 相 邻 部 分 正切 的 习 积 ,或 相对 部 分 的 余弦 的 很 积 . 


例如 sina 一 tanptan 六 一 B) = tanbcotB, 


sinz 一 cos{( 于 一 A)cos (至 一 cj = sinAsine, 
对 于 球面 直角 三 角形 ,如 已 知 两 元 素 , 其 他 三 元 
素 可 由 前 面 公式 解 出 . 例如 已 知 斜 边 c 和 另 一 边 a， 
仅 当 sina<ssinc 时 ,问题 有 一 个 解 


cosb = SE, 图 3, 2-6 
COSQ 
t 
cosB 一 22 
tanc 
sinA = 2 
sinc 
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3.2.5 球面 斜 角 三 角形 解法 
在 下 表 3. 2-1 中 的 量 p,P,m,M 如 3.2.3 中 所 示 ， 


表 3.2-1 
， A m B_ mt CC mm 
边 ac | 甬 A,B,C | tan 2 Sin( 户 一 Q) an np)' 2 sin 二 ce) 
a _ costP—A) bb _cos(P—B) cc _costP—C) 
re re re 
1 
A+B C OOS (a6) 
COS 本 (ae 十 的 
. 1 
边 ar6 及 | 边 c, 角 和 A， 一 sm (tab) 
点 外 亡 8 tan 一 or :由 此 和解 出 A，B. 
炎 骨 sin -3 (4 十 月 
oe at bs 2 {A 二 TB) 
2 “ws 可 (4 一 已 
atb 上 os (4 Bb) a—p C so -F(A—B) 
ny “tn "Bn tan 1 : 
炎 边 c 6 c 1 as 5 (aD) 
由 此 解 出 a, 记 tm 了 了 一 cot-7 (4 十 助 一 一 . 
2 1 
cos -了 (atb) 
. cos (a—b) 
sinB 一 2 ,tan 总 一 cot 林 (4 十 有 一 二 一 一 ， 
边 a,b 及 | 角 B,C, 边 cos 5 (atb) 
-对 角 人 由 1 
ce a 二 pcos 3 A+B) 
tan 了 一 tan 2 
cos 《4A 一 号) 
1 A+B) 
,sinBsina C c 士 5 2 
sinb :fan 二 tan 一 ， 
sinA 2 2 cos -L(A—B) 
髓 有 A,B 及 | 攻心 边 吕 2 
一 对 边 a。 | < 1 
C ARBcos ss (a Bb) 
tan -> Tc t 7 一 


cos 于 (ae 十 护 


a DN * 


4. 解析 几何 
$3 4.1 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 
4.1.1 年 卡 儿 直 角 坐 标 系 


1. 平面 上 的 稍 卡 儿 直 角 举 标 系 


如 图 4. 1-1 所 示 ,过 平面 上 一 点 口 作 两 条 互相 垂直 并 规定 正方 向 的 直线 Orz 与 
Oy ,它们 统称 为 坐标 轴 ,Oz 轴 称 为 横 轴 ,Oy 轴 称 为 纵 轴 , 交点 口 称 为 坐标 原点 ,简称 
怕 点 . 再 取 定 一 个 单位 长 度 , 这 种 有 了 坐标 轴 及 取 定 一 个 单位 长 度 的 系统 称 为 平面 上 
的 笛 卡 儿 直 角 举 标 杀 ,简称 平面 直角 坐标 系 . 以 点 口 为 原点 .Oz 与 Oy 分 别 为 横 轴 与 
纵 轴 的 坐标 系 记 作 COzy， 


图 4.1-1 图 4. 1-2 


分 别 以 记 j 记 Oz ,Oy 轴 正 方向 上 的 单位 向 量 , 称 为 基本 单位 向 量 , 则 任 -- 问 量 
OM 可 唯 -- 地 表示 为 DIM= 卫 十 好 (图 4 1-1)，zyy 分 别称 为 点 M 的 横 坐 标 与 纵 坐 
标 , 记 作 MKz,3). 两 坐标 轴 把 平面 分 为 四 个 部 分 ,每 一 部 分 都 称 为 一 个 象限 ,象限 的 
顺序 及 点 的 坐标 z,y 在 各 象限 的 符号 如 图 4. 1-2 所 示 . 


2 空间 中 的 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 


如 图 4. 1-3 所 示 , 过 空间 中 一 点 口 作 三 条 两 两 垂直 并 规定 正方 向 的 直线 Or ,Oy 

及 Oz. 它们 统称 为 坐标 轴 . Oz 轴 称 为 横 轴 ,Oy 轴 称 为 纵 轴 ,Oz 轴 称 为 紧 轴 ,交点 OQ 

称 为 坐标 原点 ,简称 原点 . 再 取 定 一 个 单位 长 度 . 这 种 有 了 坐标 轴 及 取 定 一 个 单位 长 

度 的 系统 称 为 空间 中 的 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 ,简称 空间 直角 坐标 系 . 以 点 0 为 原点 ， 
: 56 。 


Ozr,Oy 及 Oz 分 别 为 横 轴 . 纵 攻 及 竖 轴 的 坐标 系 记 作 Oxyz. 


图 4. 1-3 图 4.1-4 


分 别 以 记 j,k 记 Oz,Oy,Oz 轴 正 方向 上 的 单位 向 量 , 则 任 一 向 量 OM 可 唯一 地 
表示 为 OM=# 十 yj 十 环 ( 图 4. 1-3). 工 区 9 之 分 别称 为 点 M 的 模 坐 标 、 纵 坐标 与 竖 坐 
标 , 记 作 M(x, yz), 

平面 xzOy, yOz 及 zOx 统称 为 坐标 平面. 它们 把 空间 分 为 八 部 分 . 每 一 部 分 都 称 
为 一 个 卦 限 . 八 个 卦 限 的 顺序 如 图 4. 1-4 所 示 . 空间 中 点 的 坐标 z+,y,z 在 各 卦 限 的 符 
号 如 下 表 . 


4.1.2 两 点 间 的 距离 


1 平面 上 两 点 间 的 距离 


平面 上 两 点 Ad (zi #1 )», NM; (x ; yz) 间 的 距离 为 
过 一 a (XT2 — ZI) 十 《加 一 yi, 


2. 空间 中 两 点 间 的 距离 


空间 中 两 点 Mkz yz)，A(Cz 关 22) 间 的 上 距离 为 
，57 。 


d= Vz — zx) + Cy 一 为 天 十 (各 一 交往 
4.1.3 分 线段 为 定 比 的 分 点 的 坐标 
1. 平面 上 
给 定 平面 上 两 点 Mi (mm ,yi ) 及 Mo (zy,y2). 车 点 M(z, 妨 是 线段 M Me 的 分 点 
(图 4.1-5) ,其 分 割 比例 为 MR 于 一 4, 则 


Ar Ay ( co 1 2 
当 )>0 时 , 称 为 内 分 ; 当 1<0 时 , 称 为 外 分 ; 当 ) 王 1 时 ,点 M 为 线段 MA 的 中 
点 : 


圭一 


_ 十 Xe 十 ye 
2 2 


图 4. 1-5 图 4. 1-6 


2. 空间 中 
给 定 空间 中 两 点 MM (ZI » 1 Ad {x2 3 2 ; 2 )， 若 点 AKCzyyyz) 是 线段 MM, 
的 分 点 (图 4. 1-6) ,其 分 割 比例 为 MU pe 则 


x1 十 Ts _ yi 二 Ay? Tl po _ 
之 一 1 十 YY 1 二 A 3 站 一 十 ( < 过 A 过 十 ;和 A 1). 


当 )>>0 时 , 称 为 内 分 ; 当 4 过 0 时 , 称 为 外 分 ; 当 ) 一 1 时 ,点 M 为 线 MiA 的 中 
点 : 
_ ZT 十 x Ny 十 之 
一 六 OO 9 + 之 7 。 


» OR »* 


4.1.4 坐标 变换 
1. 平移 变换 


知 将 坐标 轴 从 一 个 位 置 平行 移动 到 另 一 个 位 置 , 则 称 这 种 变换 为 坐标 轴 的 平移 
变换 . 
者 将 坐标 系 Orzy 平行 移动 为 新 坐标 系 〇 zy (图 4. 1-7), ODO 关 于 原 坐 标 系 Oxy 
的 坐标 为 4, 点 订 在 坐标 系 Ozy 与 Or'y' 下 的 坐标 分 别 为 (zx,y) 与 (x ,yy ), 则 平移 
变换 为 
工 一 @ 十 工 ，y 一 志 十 了 


图 4.1-7 图 4. 1-8 


若 将 坐标 系 Ozyz 平行 移动 为 新 坐标 系 O'z'y zx“ (图 4. 1-8), DO 关于 原 坐 标 系 
Oryz 的 坐标 为 4,8,c. 点 M 在 坐标 系 Ozyz 与 O'T yx 下 的 坐标 分 别 为 (z,y,z) 与 
(zy ,z ); 则 平移 变换 为 


=a+zx, yy 一 5 十 y，z 一 5 十 二 ， 
2. 旋转 变换 


设 在 坐标 系 Ory 中 ,原点 口 不 动 , 两 轴 旋 转 a 角 而 得 一 新 坐标 系 Ozy (图 4 1-9). 
若 点 M 在 坐标 系 Ozy 与 Or'y 下 的 坐标 分 别 为 (x,y) 与 (x,y), 则 相应 的 旋转 变换 
为 

T= xcosa— ysingy y= x singt y cosa 
或 
T' 一 zcosa 十 ysing, yy =— xsine 十 ycosa. 

设 在 坐标 系 Oxyz 中 ,原点 口 不 动 ,坐标 轴 旋 转 而 得 一 新 坐标 系 Ox y > (图 
4. 1-10). Oz' 轴 与 Oz 轴 、.Oy 轴 ,Oz 轴 的 正 向 夹 角 分 别 为 a1 ,BL， ;Oy 轴 与 Oz 轴 、 
O 彰 、.Ozx 轴 的 正 向 夹 角 分 别 为 c: ,应 ,iDOz 轴 与 Or 轴 、Oy 轴 、Ox 轴 的 正 向 夹 角 
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图 4. 1-9 图 4.1-10 


分 别 为 23 赎 ， 为 ， 奉 点 M 在 坐标 系 Oxyz 与 Or yz 下 的 坐标 分 别 为 (zy Zz) 与 (x'， 
yY ,= )，, 则 相应 的 旋转 变 撞 为 
7 一 Cosa 十 y cosas 十 2 cosas ， 
| y= x cosh yy cos i z coshy, 
z 一 区 COs + y cosys 二 2 cosys, 


Z = zcosa + ycosf 十 zcosn ， 
y = zcosas 十 ycosB 十 zcosy; ， 


和 
2 一 Zcosas 十 ycos 房 十 zcosys. 


3 4.2 曲线 方程 与 曲面 方程 
4.2.1 基本 概念 
1。 曲线 方程 的 概念 


定义 1 设 在 平面 直角 坐标 系 Ozy 中 给 定 某 条 曲线 C( 图 4. 2-1). 如 果 C 上 所 有 
点 的 坐标 z,y 都 满足 方程 p(z,y) 一 0, 且 坐标 z,y 满足 方程 w(x;,y) 二 0 的 所 有 点 都 
在 C 上 , 则 称 g(x;y) 二 0 为 所 给 曲线 的 方程 ; 反 过 来 ,曲线 C 称 为 所 给 方程 的 曲线 . 


2、 曲 面 方程 的 概念 


定义 2 设 在 空间 直角 坐标 系 DOz3yz 中 给 定 某 张 曲面 SC 图 4. 2-2), 如 果 S 上 所 
有 点 的 坐标 z,y,z 都 满足 方程 f(x,y,z) 二 0, 且 坐标 x,y,z 满足 方程 f(x,y,z) 二 0 
的 所 有 点 都 在 S 上 , 则 称 方程 f(x,y,z) 二 0 为 所 给 曲面 的 方程 ; 反 过 来 ,曲面 S 称 为 
所 给 方程 的 曲面 . 


- 


sa 0 * 


图 4, 2-] 图 4.2-2 


4.2.2 曲线 的 参数 方程 
定义 3 在 平面 直角 坐标 系 Ozy 中 ,如 果 曲 线 C 上 任意 一 点 的 坐标 工 ,y 可 表示 
为 某 一 变量 : 的 孙 数 
T= I y= y(t) (aRt 和 DD), (4, 2-1) 
当 使 z,y 随 变 量 :在 区 间 [a;5] 上 变化 时 而 描 出 曲线 C, 且 只 描 出 曲线 C, 则 称 (4. 2-1) 
式 为 曲线 C 的 参数 方程 或 参数 表示 ,变量 t 称 为 参 变量 或 参数 . 
在 空间 直角 坐标 系 Ozyz 中 ,如 果 曲 线 卫 上 任意 一 点 的 坐标 zy,y'*z 可 表 为 某 一 
变量 1 的 函数 
T= Xx, y= yf), z= zf) (Rit, 《4. 2-2) 


当 使 x,y*z 随 变 量 上 在 区 间 [a,5 上 变化 时 而 描 出 曲线 局, 且 只 描 出 曲线 六 则 称 
(4. 2-2) 式 为 曲线 卫 的 参数 方程 


4.2.3 交点 与 交 线 
1. 平面 曲线 的 交点 


给 定 两 条 平面 曲线 [1 :mh (xz1y)=0 与 C2 :次 (X,Yy)=0 ; 则 方程 组 
Pp (Ty) = 0, glxyy) = 0 
的 每 一 组 实数 解 都 是 曲线 Ci 与 曲线 C 的 交点 


2， 曲 面 的 交 线 


给 定 两 张 曲面 9 :万 (zy 人 一 0 与 9 : 户 (zyz 一 0, 则 方程 组 
ftx yz) 一 0，ja(zryyz = 0 
即 为 曲面 S; 与 曲面 $: 的 交 线 的 方程 . 


= 861 : 


3.， 曲线 与 曲面 的 交点 


给 定 曲 面 中 :并 92 一 站 与 曲线 :fi (xy) 二 0, fo (zyy12) 二 0, 则 方程 组 
fr, yz) -一 0, fi (I yr 2) = 0， flr yz) 一 心 
的 每 一 组 实数 解 都 是 曲线 卫 与 曲面 $ 的 交点 ， 


9 4.3 平面 上 的 直线 


4.3.1 平面 上 的 直线 方程 
1]. 倾角 与 斜率 


设 有 一 直线 工 与 Or 轴 交 于 点 AA,P 是 Oz 轴 上 位 于 点 A 右 方 的 一 点 ,M 是 位 于 
上 半 平 面 的 L 上 的 一 点 (图 4. 3-1), 则 称 角 as 王 一 PAN 为 直线 工 对 于 Oz 轴 的 倾斜 
角 , 简 称 工 的 倾角 , 知 工 平行 于 Orz 轴 , 则 其 倾角 为 零 . 对 任 一 直线 均 有 0<a<x 


图 4.3-1 


一 直线 的 倾角 a 的 正切 tana 称 为 该 直线 的 斜率 , 记 作 有 , 即 有 一 tanu， 
2. 点 斜 式 方程 


通过 定点 Mo (zm ,yo). 斜率 为 上 的 直线 上 的 方程 为 y 一 yo 二 k(x 一 xo), 称 为 上 的 
点 斜 式 方程 . 


3，、 斜 截 式 方程 


斜率 为 上 旦 在 Oy 轴 上 的 截 距 为 b 的 直线 上 的 方程 为 ?一 Ar 十 避 称 为 工 的 斜 截 
式 万 程 . 


se 2 * 


4. 两 点 式 方 程 


通过 两 个 不 同 的 定点 加 (a) 与 外 (zm,%) 的 直线 工 的 方程 为 二 宇 一 


二 2 Xl 


汪 当 , 称 为 工 的 两 点 式 方程 


5， 截 距 式 方程 


设 直线 上 在 Oz 轴 与 Oy 轴 上 的 截 距 分 别 为 。 与 5, 则 其 方程 为 宇 十 关 一 1, 称 为 
L 的 苓 虐 式 方程 

6， 一 般 式 方程 

二 元 一 次 方程 Az 十 By+C=0 称 为 直线 的 一 般 式 方程 ,其 中 系数 A,B 不 同时 为 
零 . 当 B 关 0 时 ,斜率 为 = 一 各, 在 Oy 轴 上 的 截 距 为 6 一 一 剖 . 


4,3,2 点 到 直线 的 距离 ”直线 的 法 方程 


设 直 线 工 的 方程 为 At 十 By 十 C=0, M(x y) 为 工 外 的 一 点 ,用 dz yy ; 工 ) 替 
示 点 AM 到 蕊 的 距离 , 则 
dry sl) = Let+tBy +C| 
TY Tay 
设 p,8 的 合 义 如 图 4. 3-2 所 示 , 则 方程 zcos0 十 ysin9 二 p(p 之 00, 092x) 称 为 
直线 工 的 法 线 式 方程 ,简称 法 方程 . 车 上 的 方程 为 Az 十 By 十 C 二 0, 则 工 的 法 方程 为 


Azrt+BytC_ i 上 , 当 C 一 0 时 , 取 与 上 或 中 同 与 . 
人 0, 根 号 前 的 符号 取 与 C 异 号 , 当 C=0 时 , 取 与 A 或 B 同 号 


4. 3.3 两 直线 的 夹 角 及 平行 .垂直 条 件 
1. 两 直线 的 夹 角 


设 在 坐标 系 CQzy 中 ,有 两 条 不 平行 于 Oy 轴 且 互 不 垂直 的 直线 五 与 (图 4.3-3). 
把 上 绕 交 点 S 过 转 使 它 第 一 次 与 L: 重合 时 所 需 转动 的 角 6 称 为 L; 到 上 ; 的 夹 角 . 
当 从 工 ! 到 7 为 逆 时 针 方向 时 ,0>0; 顺 时 针 方向 时 ,Ge0. 若 元 与 Iz 的 斜率 分 别 为 


k=tan al 与 忠 一 tan as 则 
Ra 一 1 
1 二 Riks 


tang 


2. 两 直线 平行 .各 直 的 条 件 


给 定 两 直线 攻 l ;Az 二 Bl y+ 一 心 ， 
La:Asz 十 Boy 十 C 二 0， 
必 63 LJ 


图 4.3-2 图 4 3-3 


则 声 与 Ls 平行 的 必要 充分 条 件 为 


A1B; 一 A.B1 二 0 或 pe = 用 
与 1 垂直 的 必要 充分 条 件 为 
AlA: 十 BB, = 二 0 或 爷 * 当 一 


4. 3.4 直线 束 三 直线 共 点 的 条 件 


通过 一 定点 的 所 有 直线 的 全 体 称 为 直线 束 , 定点 称 为 直线 束 的 中 心 ， 

设 直线 束 中 两 直线 工 ; 与 La 的 方程 分 别 为 :A1x 十 Biy 十 二 0 与 Ax 十 Boy 十 
Cz 二 0, 则 以 荆 与 工 的 交点 为 中 心 的 直线 束 的 方程 为 

ACAiz 二 Biyt CD) 二 TACAsT 二 Bry C2) = 0, 

式 中 ja 为 可 取 任 意 实数 值 的 参数 且 ye 十 守 关 0. 

设 有 三 条 直线 上 ;:AiTt 十 By 十 C= 二 0C1= 二 1,2,3). 着 上 ,Lz ,Ls 中 任何 两 条 直线 
既 不 平行 也 不 重合 , 则 直线 上 ,Lz ,Ls 共 点 的 必要 充分 条 件 为 
A! B; 


4.4.1 图 


关于 圆 的 定义 参见 2. 1. 5. 
以 点 AM (zy 加 ) 为 圆心 , 民 >>0 为 半径 的 圆 的 方程 为 
日 64 各 


(Xz— Xo) (yy) = R. 
特别 , 贺 心 在 原点 的 圆 的 方程 为 
c++y = RR. 
定义 1 在 平面 直角 坐标 系 Ory 中 ,由 一 般 的 二 元 二 次 方程 
aux 二 2amytary t+2axr+2a yas = 人 0 


C4, 4-1) 
Caf 二 a 十 a 关 0) 
所 确定 的 曲线 , 称 为 二 次 曲线 . 
在 方程 (4， 4-1) 中 , 若 all 二 dz a>0,a12 二 0, 即 有 
( 十 备 ) 十 (y 十 健 ) 一 圳 (af 十 对 一 ) (4. 4-2) 
™ 2 ) > 一 下 人 人 


当 af 十 中 >>aas 时 ,方程 (4. 4-2) 表 示 以 ( 一 印 ,一些 ) 为 圆心 ， 以 二 Va -aa 为 
半径 的 圆 . 
4, 4.2 禄 略 


定义 2 到 两 定点 的 距离 之 和 为 常数 的 动 点 的 轨迹 称 为 椭圆 . 两 定点 称 为 机 加 

椭圆 有 两 条 对 称 轴 ,焦点 所 在 的 对 称 轴 称 为 焦点 轴 , 两 对 称 轴 的 交点 , 称 为 椭圆 
的 中 心 . 对 称 轴 与 椭圆 的 交点 称 为 椭 阁 的 顶点 ,焦点 轴 上 两 顶点 间 的 线段 称 为 枉 圆 的 
长 轴 , 男 一 轴 上 两 顶点 间 的 线段 称 为 椭圆 的 短 轴 . 若 长 轴 长 为 2a, 短 轴 长 为 25, 唱 分 
别称 量 a 与 2 为 椭圆 的 长 半 轴 与 短 半 轴 ， 

在 如 图 4. 4-] 所 示 的 坐标 系 中 , 设 焦点 为 Fi(c,0) ,Fa (一 c,0), 则 由 定义 可 得 椭 
圆 的 标准 方程 

总 + 区- 


式 中 B= 二 a? 一 c?,， a>. 对 称 轴 为 Ox 与 Oy 轴 , 中 心 为 坐标 原点 已, 顶点 为 
A (Cas0) ;六 (一 as0) B10, )， B, 《0 ,一 六 .长 . 短 半 辅 分 别 为 Qsb. 
中 心 在 原点 的 椭圆 的 参数 方程 为 


T=acosts y= bsint (Ot 27). 


若 椭 圆 的 中 心 在 点 Mo (zo ,yo). 长 , 短 半 轴 分 别 为 a,& 图 4.4-2), 则 其 标准 方程 
与 参数 方程 分 别 为 


《 工 一 32) 十 《y 一 ya )* — 
a’ bp 


与 x+ 二 6 十 acost y= 二 wbsnt (Ot 2 的 椭 疗 
周 长 为 C= 4 v1l+esinidt,e = 4 二 .或 a l—esin 和 3. 


as 5 。 


图 4.4-1 图 和 4-2 


(关于 曲线 弧 长 计算 公式 , 见 6.7.4) 右边 的 积分 称 为 第 二 类 完全 椭圆 积分 ， 
| ， VT 一 ?sinitdt = F(y) 称 为 第 二 类 不 完全 椭圆 积分 ,是 一 类 重要 的 特殊 函数 , 它 


不 能 霄 示 为 初等 函数 ,不 能 用 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 计算 ,但 可 以 用 诸如 Mathematica 或 
MATLAB 等 数学 软件 计算 . 例 池 ,大 a 二 5, 8 二 3, 则 C= 25, 5327. 


4.4.3 双 曲 线 


定义 3 到 两 定点 的 距离 之 差 为 常数 的 动 点 的 轨迹 称 为 双 曲 线 . 两 定点 称 为 双 
曲线 的 焦点 . 

双 曲 线 有 两 条 对 称 轴 , 焦 点 所 在 的 对 称 轴 称 为 焦点 轴 . 两 对 称 轴 的 交点 称 为 双 曲 
线 的 中 心 . 对 称 轴 与 双 曲 线 的 交点 称 为 双 曲 线 的 顶点 . 通常 又 称 与 双 曲 线 相交 的 对 称 
轴 为 实 对 称 轴 , 称 另 一 条 与 双 曲 线 不 相交 的 对 称 轴 为 趾 对 称 轴 . 

在 如 图 4. 4-3 所 示 的 坐标 系 中 , 设 焦点 为 Fi(c,0) ,Fs( 一 c,0), 则 由 定义 可 得 双 
曲线 的 标准 方程 


了 | 
a 


式 中 玉 三 @ 一 点 ，c>a. 实 对 称 轴 为 Oz 轴 , 虚 对 称 轴 为 Oy 轴 , 中 心 为 坐标 原点 0; 项 
点 为 A1La;0)， A2( 一 a,0). 实 对 称 轴 上 双 曲 线 两 顶点 间 的 线段 A1Ai 称 为 双 曲 线 的 
实 轴 ,其 长 度 为 24, 称 最 a 为 实 半 轴 . 虚 对 称 轴 上 以 O 为 中 点 ,长 为 4 的 线段 B18 


称 为 双 曲线 的 虚 轴 , 称 量 5 为 虚 半 轴 . 直线 y 一 士 卫 x 称 为 双 曲 线 的 渐 近 线 


车 双 曲 线 的 中 心 在 点 Mo Cro ,yo) ; 实 半 轴 为 a; 诬 半 轴 为 (图 4,. 4-4) ; 则 其 标准 
方程 为 
。 66 。 


4. 4.4 抛物线 


定义 4 到 一 定点 与 一 定 直线 (假定 定点 不 在 定 直 线 上 ) 的 距离 要 等 的 动 点 的 较 
迹 称 为 抛物 线 . 定点 称 为 抛物 线 的 焦点 , 定 直 线 称 为 抛物 线 的 准 线 . 

抛物 线 有 一 对 称 轴 ,抛物 线 的 焦点 在 此 轴 上 ,此 轴 简 称 抛物 线 的 轴 , 抛 物 线 与 它 
的 轴 的 交点 称 为 抛物 线 的 顶 扩 . 


在 如 图 4. 4-5 所 示 的 坐标 系 中 ,抛物 线 的 焦点 为 下 ( 扎 ,0) , 准 线 方程 为 z 一 
一 也 焦点 到 准 线 间 的 距离 p>0 称 为 焦点 参数 . 由 定义 可 得 抛物 线 的 标准 方程 


yy = 2f. 
该 抛物 线 的 轴 为 Dz 轴 , 顶 点 在 坐标 原点 


4.4-5 4.4-6 


。 67 ， 


知 抛 物 线 的 对 称 轴 为 Oy 办 , 顶点 在 坐标 原点 ,焦点 参数 为 六 >0( 图 4.4-6), 则 其 
标准 方程 为 


焦点 为 王 (0, 冯 ), 准 线 方程 为 y 一 一 二 . 
若 抛 物 线 的 方程 为 y 一 一 2pr(p 之 0), 则 其 图 形 如 图 4. 4-7 所 示 . 焦点 为 
(一 备 ,0) , 准 线 方程 为 z 一 多 ,顶点 为 O60,0). 


4. 4-8 


图 4. 4-7 


车 抛物 线 的 方程 为 蕊 = 二 一 2py(p 放 0), 则 其 图 形 如 图 4. 4-8 所 示 . 焦点 为 
F(0, 一 惫 ) : 准 线 方程 为 ?一 妃 ,顶点 为 O(0,0), 

若 抛 物 线 的 方程 为 (fz 一 zx0)? 二 2p(y 一 yp) (Pp 之 0), 则 其 图 形 如 图 4. 4-9 所 示 , 焦 
点 为 下 ma ,yo 十 也) , 准 线 方 程 为 y 二 yo 一 也 ,顶点 为 A(zo ,yo) ,对称 轴 为 < 二 zo 


4. 4.5 圆锥 曲线 
1， 极 坐标 


在 平面 上 取 定 一 点 口 , 称 为 极点 , 自 O 引 一 射线 O4 , 称 为 极 办 (图 4. 4-10). 
p 一 |OM|>0 称 为 极 径 ,p 一 一 AOM 称 为 极 角 (0 委 9p<2r) tp,9) 称 为 点 M 的 极 坐 标 ， 
记 作 Muip,9). 

定义 5 车 一 条 平面 曲线 C 上 所 有 点 的 极 坐标 p ,wp 都 满足 方程 p 二 pCq8) ,和 且 坐 标 
ps9 满足 方程 op 二 p(y) 的 所 有 点 都 在 C 上 , 则 称 方程 op 二 pCy) 为 曲线 C 的 极 坐标 方程 ， 
简称 极 方程 ， 


。 68 。 


EF 省 一 
图 4 49 图 4. 4-10 


将 极 轴 与 直角 坐标 系 Ozy 的 Oz 轴 重 合 ,极点 与 原点 重合 (图 4.4-11). 设 点 M 
的 直角 坐标 为 z,y; 极 坐标 为 p,p, 则 直角 坐标 与 极 坐 标 有 如 下 关系 ， 


= 一 pcosg， 或 | V 天 十 y， 
y= psings tang = 一 


2、 轩 锥 曲线 


定义 6 车 平面 上 一 汉 点 到 一 定点 的 耻 离 与 到 一 定 直 线 的 距离 之 比 为 一 常数 
<(e>0), 则 此 动 点 的 轨迹 称 为 圆锥 曲线 ”定点 称 为 焦点 , 定 直 线 称 为 准 线 ,e 称 为 部 
心率 , 当 e<1 时 为 本 图,e>1 为 双 曲 线 ,e 二 1 为 抛物 线 . 


图 4.4-11 图 4. 4-12 


不 过 圆锥 面 顶点 的 任意 平面 截 圆锥 面 所 得 的 曲线 就 是 圆锥 井 线 (图 4. 4-12)， 
以 焦点 下 为 极点 口 ,过 点 D 且 垂直 于 准 线 工 的 直线 为 极 轴 OA ,极点 到 准 线 的 距 
。 69 。 


离 为 六 图 4. 4-13), 则 圆锥 曲线 的 极 坐 标 方程 为 p 二 一 < 一- 


1 一 ecoso 
3. 圆锥 曲线 的 切线 方程 
站 开 上 世 一 
悄 国 3 ts 二 1 上 总 RM (zo ,Yo) 处 的 切线 方程 为 


十 3 一 1， 


双 曲 线 蕊 一 站 =1 上 点 Mo (za ,yo) 处 的 切线 方程 为 


YY 一 


a bp’ 


图 4.4-13 图 4. 4-14 


抛物 线 Y= 二 2px 上 点 Mo (zo ,yo) 处 的 切线 方程 为 
yoy = p(x xo). 
4. 圆锥 曲线 的 光学 性 质 
由 椭 贺 的 一 个 焦点 发 出 的 光线 ,经 椭圆 作 和 镜面 反射 后 ,一 定 通过 它 的 男 一 个 焦 操 


(图 4.4-14). 


由 双 曲 线 的 一 个 焦点 发 出 的 光线 ,经 双 曲 线 作 镜面 反射 后 ,好 像 发 自 另 一 个 焦点 


的 光线 (图 4. 4-15). 


由 抛物 线 的 焦点 发 出 的 光线 ,经 抛物 线 作 镜面 反射 后 ,平行 于 抛物 线 的 轴 ( 图 


4. 4-16)， 
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图 4. 4-15 图 4.4-16 


4.4.6 一 般 二 次 曲线 
定义 了 设 二 元 二 次 方程 
a 二 2a2ry 二 awy TT2ari2a ya 一 0 
Ca 十 aiz 十 ao 天 0) 《4. 4-1) 
经 过 坐标 变 挽 后 可 化 为 方程 
anr 2 十 2aizy 十 ary :十 2aiz 十 2asy 十 as 一 0. 
如 果 它 们 的 系数 间 对 某 个 晤 数 囊 满足 如 下 关系 
Da ,aa ,az al 102 03) 一 Ba yatz ya2a yl1y42y603)， 


则 称 函 数 吏 为 方程 (4. 4-1) 关 于 坐标 变换 的 不 变量 . 
A 


3- 


dil 12 
1 = a 二 Taz ls = ， B= |as ea az 
好 12 U22 
| Ud2 U1 
三 22 2 全 3 如] 
并 一 十 
2 9 dl dll 


定理 1 了 ,J ,1 是 方程 (4. 4-1) 所 确定 的 二 次 曲线 在 平移 变换 及 旋转 变换 下 的 
不 变量 .并 是 旋转 变 模 下 的 不 变量 , 当 了 二 1 二 0 时 ,K 也 是 平移 变换 下 的 不 变量 ， 

定理 2 由 方程 (4. 4-1) 所 确定 的 二 次 曲线 ,可 用 不 变量 荆 , 卫 ,J 及 KK 判别 如 下 
表 . 
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不 变量 特征 曲线 名 称 
二 0 | (1) 糊 贺 


== 
法 
准 
出 


型 Ja 天 
机 之 0 | (2) 无 实 轨 迹 ( 虐 桶 圆 ) 
太一 0 (3) 点 (让 态 栏 加 ,或 一 对 虚 相 奖 直 线 ) 
双 曲 型 五 F 关 0 (4) 双 曲 线 


(5) 一 对 相交 直线 (变态 双 曲 线 ) 
Is¥0 (6) 抛物 线 

抛物 型 K<0 | (7) 一 对 平行 直线 

天 0 | (8) 无 实 轨 迹 ( 一 对 虚 平 行 直 线 ) 

K 一 0 | (9) 一 对 重合 直线 


ey 
六 
二 
Pe 
/ 
心 


be 
人 
心 
l 
它 


定义 8 以 方程 (4, 4-1) 的 不 变量 开 ,为 系数 的 方程 太一 习 人 十 二 一 0 称 为 方程 
《4. 4-1) 的 特征 方程 , 它 的 根 称 为 特征 值 ,或 称 为 特征 根 , 
定义 9 知 一 般 二 次 曲线 不 是 无 轨迹 的 情况 , 则 它 的 对 称 中 心 称 为 二 次 曲线 的 
中 心 
定理 3 点 1Mo (zxo ,yo) 是 二 次 曲线 (4,4-1) 的 中 心 的 必要 充分 条 件 为 zo ,加 满足 
方程 组 
ailzo 十 dl2 Yo 十 41 二 0， 
(4. 4-3) 
at2xo Tazz yo az = 0. 
定义 10 硅 二 次 曲线 (4. 4-1) 无 实 轨迹 , 则 规定 满足 方程 组 (4. 4-3) 的 点 
M(xo ,0) 为 它 的 中 心 . 
当 I 关 0 时 ,二 次 曲线 有 唯一 的 中 心 ,此 时 称 之 为 中 心 型 曲线 ， 
当 1 二 0, 了 3 关 0 时 ,二 次 曲线 没有 中 心 ,此 时 称 之 为 无 心 型 曲线 . 
当 民 二 0 时 ,二 次 曲线 有 多 个 中 心 ,此 时 称 之 为 多 心 型 曲线 . 
定理 4 中 心 型 曲线 方程 经 过 坐标 变换 后 可 化 为 


和 十 六 十 于 = 0， 《4. 4-4) 


其 中 心 ia 是 两 个 特征 根 . 
定理 5 无 心 型 曲线 方程 经 过 坐标 变换 后 可 化 为 


1 士 2\/ 一 并 ?一 0， (4. 4-5) 
1 


五 认 十 2 /一 全 了 一 0. (4. 4-6) 
1 


* 7T2 ， 


定理 6 多 心 型 曲线 方程 经 过 坐标 变换 后 可 化 为 
1 十 下 — 0, (4. 4-7) 


hy+ 关 =0. (4. 4-8) 
U 


定义 11 方程 (4. 4-4),(4.4-5),(4.4-6),(4.4-7) 及 (4.4-8) 称 为 一 般 二 次 曲线 
方程 的 典范 形式 ， 


3 4.5 常用 的 平面 曲线 


2 
1. 笛 卡 儿 徐 形 线 下 十 六 一 3azy 一 0, 或 + 一 症 手 ,y 一 了 和 (图 4.5-1). 顶点 


A( 梁 , 涩 ) (a>0). 


图 4.5-1 4. 5-2 


x _ 
2.， 募 叶 线 yy 一 元 一 (图 4.5-2)， 
3 心脏 线 (2 十 yy 一 2az(TT 十 YY) 二 a?¥ ,或 二 acosi(1 十 cosD) ,y 一 asintC1 十 
cost) 或 op 一 a(1 十 cosp) (图 4. 5-3), 曲线 长 L==8a, 心 脏 线 所 围 图 形 的 面积 一 六 xm， 


4， 双 纽 线束 十 ?一 22? (一 党 )= 二 0 或 二 2a?cos2g( 图 4.5-4). 汉 纽 线 所 
围 图 形 的 面积 S$ 一 2a ， 
5， 摆 线 ( 普 通 旋 软 钱 ) zz 一 ak 一 sint),y 一 al 一 cosi) 或 工 十 V2ay—y = 


aarccos(1 一 学 )( 图 4. 5-5), 周期 T=2ra. 一 拱 长 上 = 二 8a, 一 拱 面 积 二 3xa . 
* 73 面 


图 4.5-4 


图 4.5-5 


6， 外 摆 线 ( 贺 外 旋 轮 线 ) 
| = (ah)ecost — bcos < 2 ， 


pb 


4 和 (图 4. 5-6). 


此 曲线 是 一 以 65 为 半径 的 动 圆 沿 另 一 以 
a 为 半径 的 定 圆周 的 外 部 无 滑动 地 滚动 时 , 贺 
周 上 一 点 MM 所 描 成 的 轨迹 . 当 ea 一 上 时 ,外 摆 
线 即 为 心脏 线 . 

7， 内 摆 线 ( 园 内 旋 轮 线 ) 


1 = (a— eost hcos a—b, ， 


y= (ah)sini — bsin 


b 
一 


b, (图 4.5-7). 


此 曲线 是 一 以 5 为 半径 的 动 贺 沿 另 一 以 a 为 半径 的 定 圆周 的 内 部 无 滑动 地 滚动 
时 ,圆周 上 一 点 MM 所 描 成 的 轨迹 . 


" 7»* 


图 4. 5-6 


y= (a— sint — bsin 


4.5-8 


8、 星 形 线 zi3 十 yp 一 02 或 zz 一 acossty 一 asinz 红 图 4.5-8). 星 形 线 是 内 摆 线 
的 一 种 , 全 曲线 长 上 一 6a. 星 形 线 所 围 图 形 的 面积 一 襄 xa?. 

9， 阿 基 米 德 螺 线 po 一 cg, 此 曲线 为 一 动 点 以 常 速 v 沿 一 射线 运动 ,而 这 一 射线 
又 以 定 角速度 绕 极点 转动 时 ,该 动 点 所 描 成 的 轨迹 ,a 二 也 ( 图 4. 5-9)， 


A 


图 4. 5-9 4.5-10 


10, 等 角 螺 线 { 对 数 螺 线 ) po 一 me 多 ,此 曲线 与 所 有 过 极点 的 射线 的 交角 都 相等 
《 设 此 等 角 为 w, 则 有 一 coto)( 图 4. 5-10). 
11. 圆 的 渐 伸 线 ( 渐 伸 线 的 定义 参看 10. 1. 2) 
X=a(cost tsint), y=a(sint—tcost) (图 4. 3-11). 
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4.5-12 


12， 悬 链 线 

y=ach 入 -5 (ez 十 ez )( 图 4.5-12), 
弧 长 

Lo = ash 于 一 人 《ez — et). 

13. 电 物 线 

r=aln st Ve + Ve 一 六 ,或 


图 4, 5-13 
z 一 二 -ath 一 ;YY 二 asech 二 (图 4, 5- 13). 


14,， 三 陡 下 瑰 线 
Pp 二 asin3gp( 图 4.5-14(a)),p 一 acos3g( 图 4. 5-14(b)), 三 叶 玫 瑰 线 所 围 图 形 的 面 


积 S 一 二 ma 


图 4.5-14 
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15. 四 叶 玫 瑰 线 
2 一 4sin2g 图 4.5-15(a)),0 一 acos2p( 图 4.5-15Cb)y). 四 叶 玫瑰 线 所 赎 图 形 的 面 


_ 工 3 
积 驴 Fa. 


NO 
六 


(a) (5) 
4.5-15 


$4.6 平面 .空间 中 的 直线 


4.6.1 平面 方程 

1. 点 法 式 方 程 

吞 一 非 等 问 量 垂直 于 一 已 知 平 面 ; 则 称 这 向 量 为 该 平面 的 法 线 向 量 , 简 称 法 向 
量 . 

通过 定点 AM (xo ,yo 加 ) ,其 法 向 量 为 n 二 {A,B,C} (图 4.6-1) 的 平面 x 的 方程 
为 

AlzT— ro) + Blty— 0) 二 Ctx—»w) = 0, 

称 为 平面 x 的 点 法 式 方程 . 


2， 截 距 式 方程 
设 平面 在 Or 轴 、Oy 轴 与 Oz 轴 上 的 截 距 分 别 为 a,5,c( 图 4. 6-2), 则 其 方程 为 
守 十 广 十 守 二 1 (天 08 天 0c 天 0)， 
称 为 平面 的 截 距 式 方程 ， 
3 三点式 方程 


设 平 面 通过 不 在 同一 直线 上 的 三 点 MM 《 -1 1 1 训 1 ) ; Vi ( 22 9 2 ;Zz ) 与 
者 ?7 中 


图 4.6-1 图 4. 6-2 


M(x ,ya sz3); 则 其 方程 光 
工 一 人 立 ] YY | 
XX Rh | 二 0， 
TT YY 2 2 


称 为 平面 的 三 点 式 方程 
4. 一 般 式 方程 


三 元 一 次 方程 Ax 十 By 十 Cz 十 D=0 称 为 平面 的 一 般 式 方程 ,其 中 系数 A, B,C 
不 同时 为 零 , 且 为 该 平面 法 向 量 的 坐标 :n= {A,B,C}. 

当 和 有 ==B=0,C 了 0,D 关 0 时 ,方程 Cz 十 D=0 表示 平行 于 xOy 坐标 面 的 平面 . 知 
D 一 0, 则 方程 xz 一 0 表示 xOy 坐标 面 . 

当 A 一 0,B 天 0,Cx0,Dx0 时 ,方程 By 十 Cz 十 DD 二 0 表示 平行 于 Oz 轴 的 平面 . 
者 D=0, 则 方程 By 十 Cx 一 0 表示 通过 Oz 轴 的 平面 . 

当 有 克隆 0,B 关 0,C 关 0, DD 一 0 时 ,方程 Ar 十 By 十 Cz 二 0 表示 通过 坐标 原点 
OC(0;,0,0) 的 平面 . 


4.6.2 点 到 平面 的 距离 ”平面 的 法 方程 
设 平面 x 的 方程 为 Ax 十 By 十 Cz 十 D=0,M (zx'， ys = ) 为 x 外 的 一 点 ,用 
d(r yz it 表示 点 MT 到 zx 的 距离 , 则 


d(x yy zi 一 上 工区 工科 二 局 
4 十 床 十 人 


设 a8,7y 表示 平面 法 向 量 的 方 呵 币 ,p 表示 原点 到 平面 的 距离 , 则 方程 xcosa 十 
»78， 


ycosB 十 zcosy 王 p(p 之 0) 称 为 平面 的 法 线 式 方程 ,简称 法 方程 . 若 平面 的 方程 为 Az 十 


Azr 二 By 二 CzD 
By+-Cz++D=0, HTTOY TT 上 
ytCz 0, 则 其 法 方程 为 rT 0. 根 号 前 的 符号 取 与 DD 异 号 ， 


4.6.3 空间 中 的 直线 方程 

1， 标准 式 方 程 

兰 一 非 零 疝 量 平行 于 一 已 知 直线 , 则 称 这 向 量 为 该 直线 的 方向 向 量 . 

通过 定点 Mo (xo 4 0 20) 其 方向 向 量 为 S={i,m,n} 的 耳 线 L 的 方程 为 
一 ~ YY yo 二 ”2 ， 


nt ni 


称 为 直线 上 的 标准 式 方程 或 对 称 式 方 程 或 点 向 式 方程 , 而 方向 向 量 S= {4,m,n) 的 从 
标 tm n 则 称 为 L 的 一 组 方向 数 ， 


2. 参数 式 方程 
在 直线 的 标准 式 方程 中 , 令 比 值 为 参数 i, 即 得 方程 


r= Zoiy = wn,z= wo 十 花 ， 


称 为 直线 的 参数 式 方程 . 
3. 两 点 式 方程 


通过 两 个 不 同 定点 Mi (zi sy ; 21) 与 M, (ze 4 .2 ,22) 的 直线 的 方程 为 
TX _ MY 一 一 入 ， 


rr YY 2 之 ] 


称 为 直线 的 两 点 式 方程 . 

4. 一 般 式 方程 

两 个 系数 不 成 比例 的 三 元 一 次 方程 所 构成 的 方程 组 

Aiz 十 Bi 十 人 zz 十 站 一 心 ， A 二 Boy Cz DD 二 0， 

称 为 直线 的 一 般 式 方程 . 由 直线 的 一 般 式 方程 可 得 直线 的 一 组 方向 数 为 
B G&G -|? A A! Bi 
B GCI lc A A, Bz 
4.6.4 直线 .平面 的 相互 位 置 
1、 两 平面 的 天 角 及 平行 .得 直 条 件 


给 定 两 平面 mi :Aiz 二 By 二 z 十 已 二 ， 
2 :AsTI By yy 二 CoztD,=0, 
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则 
AiAs + BiB, t+ CC ， 
VAI+Bi+CO VATB+C 


式 中 (x Xt) 表示 x 与 x 的 夹 角 . 
mn 与 ze 平行 的 必要 充分 条 件 为 


A 
COS(A) s+? ) 一 


m 与 rz 午 直 的 必要 充分 条 件 为 
AiA, 十 BiB, 十 总 | [2 一 0, 


2 两 直线 的 类 角 及 平行 、. 委 直 条 件 


给 定 两 直线 
L 1 
1 二 mI nl 和 ， 
J ,2 光一 过 
2 L mm 元 
则 
cos( 工 ,Lz) 一 Bit mme tt nn 


VE+Fm tm Vtmtm 
式 中 (Li ,Lz) 表 示 i 与 Le 的 夹 角 . 
Li 与 L 平行 的 必要 充分 条 件 为 


站 -于 -了 严 
ls nie Me 


Li 与 1 垂直 的 必要 充分 条 件 为 
册 十 mn 十 nn 二 0, 
Li 与 1 共 面 的 条 件 为 


TT Meh 22™ 2 


当 雹 与 上 2 共 面 时 ,所 在 平面 的 方程 为 


TXT—X1 YY 2— 2 


3. 直线 与 平面 的 夹 角 及 平行 .垂直 杀 件 


给 定 直线 L: 一 于 一 = 一 一 与 平面 x:Az+By+Czx 十 D=0. 与 x 的 夹 


ea BO ， 


角 记 为 ( 工 ,x) , 则 
sin(DD) = — AtmB+ixw| 
V+m+trm VA+B+CG 
L 与 平行 的 必要 充分 条 件 为 
A+mB++C =0. 
L 与 x 垂直 的 必要 充分 条 件 为 


i 
A 
4, 平面 束 . 三 平面 共 线 的 条 件 


通过 一 定 直 线 的 所 有 平面 的 全 体 称 为 平面 束 . 定 直 线 称 为 平面 束 的 轴线 . 

设 平面 束 中 两 平面 m 与 xz 的 方程 分 别 为 Aiz 十 By 十 Ciz 十 六 一 0 与 Asz 十 
Bzy 十 Gz 十 D; = 二 0, 则 方程 

uAIz+ BiytCOz+D)+A(Azr+ Bo y+ Crt D) =0 

即 为 以 与 xz 的 交 线 为 轴线 的 平面 束 的 方程 ,其 中 ,2 为 可 取 任 何 实数 值 的 参数 旦 
+ 0. 

给 定 三 张 平面 Ti :Ar 二 BytCztD;=0(i=1 :2,3). 和 荷 咯 » 2 与 NT3 中 任何 两 张 
平面 既 不 平行 也 不 重合 , 则 x ,rs 与 x 共 线 的 必要 充分 条 件 为 矩阵 
A! B C DD 
AP Ce D: 
4 B C; DD 


的 秩 ( 参 看 5. 2. 3) 等 于 2. 
5， 平面 把 . 四 平面 共 点 的 条 件 


通过 一 定点 的 所 有 平面 的 全 体 称 为 平面 把 . 定点 称 为 平面 把 的 项 操 . 
设 平面 把 的 顶点 为 Mo 《zo ,Yo za) ; 则 方程 
A(T 一 X00) 二 p(y 一 %) 十 v(z 一 2%) 二 0 

即 为 平面 把 的 方程 ,其 中 ,pov 为 可 取 任 何 实数 值 的 参数 , 且 尖 十 记 十 关 0. 

设 平面 把 中 三 平面 Nl A? 与 ns 的 方程 分 别 为 AZ 十 玉 yy 十 已 & 十 心 一 0,A:z 十 
Boy 十 Caz 十 Ds 二 0 与 A3zx 十 Byy 十 C3z 十 Ds 二 0, 则 方程 

Aiz 二 Biy+Czt+ D+aAtAzr+t Bry Crt D;) 
二 uCA3zx 二 By 十 Cz 十 Ds) 二 0 

即 为 以 mm ,2 与 x 的 交点 为 顶点 的 平面 把 的 方程 ,其 中 ,yp 为 任何 实数 ， 

给 定 四 张 平面 元 :Aiz 十 Biy 十 Ciz 十 有 一 0 一 1，2，3，4) ;车 ;mest 与 my 中 任 
何 两 张 平面 既 不 平行 也 不 重合 , 则 rm ,rs 与 ze 共 点 的 必要 充分 条 件 为 

。8] ，。 


A B C&C Dn 
A: B tC D, 
A B: C DD; 
A: BB, C DD 


6， 直 线 把 . 三 直线 共 面 的 条 件 


通过 一 定点 的 所 有 空间 直线 的 全 体 称 为 直线 把 ,定点 称 为 直线 把 的 顶点 . 
设 直线 把 的 顶点 为 Mo (zo ,ma), 则 方程 


YX 


A A v 
即 为 直线 把 的 方程 ,其 中 4,pyv 为 可 取 任 何 实数 值 的 参数 , 且 形 十 性 十 ”天 0 
给 定 过 点 Mtz 加) 的 三 条 直线 工 ， 
(1,2,3), 
Li 7 Tt 
车 Li ,Lz 与 上 3 中 任何 两 条 直线 都 不 重合 , 则 二 ,上 与 上 共 面 的 必要 充分 条 件 为 
tl mm 


1» Hy 2 | 一 0, 
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$4.7 二 次 曲面 


4.7.1 球面 
定义 1 空间 中 到 一 定点 的 距离 为 定 长 的 动 点 的 轨迹 称 为 球面 . 定点 称 为 球 心 ， 
定 长 称 为 半径 ， 
2 以 点 Mo (xo ,yo +1260 ) 为 球 心 .RR 之 0 为 半径 


的 球面 的 方程 为 
(Zz— xo) Cy— yo) (ez) = RR 
特别 , 球 心 在 原点 的 球面 的 方程 为 
Tz 十 yy 十 2 = 二 R?( 图 4.7-1)， 
定义 2 在 空间 直角 坐标 系 Ozyz 中 ,由 
一 般 的 三 元 二 次 方程 
anx azYy an 二 2arry + 2013 78 
十 2az3 这 十 2 区 十 2qazy 十 baaz 十 ay 一 站 
(ci 十 oa 多 十 as 十 af 十 af 十 ao 和 天 0) 
图 4.7-] (4. 7-1) 


所 确定 的 曲面 , 称 为 二 次 曲面 . 
在 方程 (4. 7-]) 中 ,车 aa 一 az 一 aa 一 4>0,alis 一 al 一 as 一 0, 即 得 


(z+ 针 ) + (> 十 笃 ) 二 (z+ 和 全) = 二 (ff 十 只 十 af 一 aas)， (4. 7-2) 


习 


当 妊 十 民 十 叶 之 a 时 ,方程 (4. 7-2) 表示 以 (一 对 ,一 笃 ,一 钳 ) 为 球 心 ,以 


入 


二 va 干 中 干 如 一 aa 为 半径 的 球面 的 方程 , 称 为 球面 的 一 般 方程 . 


4. 7.2 椭 球 面 


定义 3 由 方程 


三 十 委 十 气 二 1 (4, 7-3) 


所 确定 的 曲面 称 为 椭 球 面 . 方程 (4. 7-3) 称 
为 椭 球 面 的 标准 方程 ,其 所 表示 的 精 球 面 的 
对 称 轴 为 Or 轴 、Oy 轴 与 Oz 轴 , 顶点 为 
Aifar00)y As (一 ay 0 0)，B (0,645,0), 
Bi (0,—68,0) ,GC (0,0,c),G (0;,0, 一 c), 半 
轴 为 a,b,c( 图 4. 7-2). 棋 球 面 所 围 的 立体 BB 


称 为 椭 球体 , 椭 球 体 的 体积 为 V 一 -3-xabc. 


在 (4, 7-3) 中 , 若 如 一 由 人 Pr 则 方程 
(4.7-3) 可 化 为 


sty 
如 | 机 


此 方程 表示 一 个 由 椭圆 


y= 二 0 
绕 短 轴 旋 转 而 成 的 旋转 曲面 , 称 为 凯旋 转 梢 球面 . 若 ae>8 一 c, 则 方程 44. 7-3) 可 化 为 
2 yt 
a pF 


| [一 和 


z= 二 0 


绕 长 轴 旋 转 而 成 的 旋转 曲面 , 称 为 长 旋转 椭 球 面 . 着 4a 二 6 二 c, 则 方程 (4. 7-3) 为 
。83 。 


rx + 十 Ls 一 + 
它 表示 以 原点 为 中 心 .a 为 半径 的 球面 . 


4.7.3 双 曲 面 
1. 单 叶 双 曲面 
定义 4 由 方程 
亏 十 和 一 所 一 1 (4. 7-4) 


所 确定 的 曲面 称 为 单 叶 双 曲 面 , 实 半 轴 为 a,65, 虚 半 轴 为 c( 图 4.7-3). 
在 (4.7-4) 中 ,车 4a=5, 则 方程 (4. 7-4) 可 化 为 


Hy 
a’ pe 


此 方程 表示 一 个 由 双 曲 线 


2, 又 叶 双 曲面 
定义 5 由 方程 


世 十 入 一 符 一-1 (4.7-5) 


as RA 


所 确定 的 曲面 称 为 双 叶 双 曲 面 , 顶 点 为 C (0,0,c) 与 C2(0,0, 一 0)( 图 4.7-4)， 
在 方程 (4.7-5) 中 , 若 ea 一 0, 则 它 可 化 为 


+Hy_ i 
a 2 
此 方程 表示 一 个 由 双 曲 线 
Tl] 
上 各 一 一 1， 
yy 三 0 
绕 实 轴 旋 转 而 成 的 旋转 曲面 , 称 为 双 叶 旋转 双 曲 面 . 
4.7.4 抛物 面 
1. 杭 圆 抛物 面 
定义 6 由 方程 
安 十 号 一 22 (4. 7-6) 


所 确定 的 曲面 称 为 椭 园 抛物 面 ,顶点 为 原点 O( 图 4. 7-5)， 
在 方程 (4.7-6) 中 , 若 a 二 5, 则 它 可 化 为 


r+ = ax. 
此 方程 表示 一 个 由 抛物 线 
y = 202z， 
r=0 
绕 其 轴 旋 转 而 成 的 旋转 曲面 , 称 为 旋转 抛物 面 . 
2.， 双 曲 抛物 面 


定义 7 由 方程 


所 确定 的 曲面 称 为 双 曲 抛物 面 ( 图 4.7-6). 
4.7.5 柱 面 


定义 8 由 平行 于 菜 一 定 方向 的 动 直线 沿 空间 一 条 定 曲 线 移动 所 产生 的 轨迹 称 
为 柱 面 . 定 方向 称 为 母线 方向 , 动 直 线 称 为 母线 , 定 曲 线 称 为 准 曲 线 ,简称 准 线 . 准 曲 
线 为 坐标 面 上 的 二 次 曲线 的 柱 面 称 为 二 次 柱 面 . 
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定理 1 者 一 曲面 的 方程 仅 含 空间 中 点 的 坐标 的 两 个 变量 , 则 此 方程 所 表示 的 
曲面 必 为 一 柱 面 ,其 母线 平行 于 所 缺 变 量 对 应 的 坐标 轴 . 

方程 Fly,z) 二 0,G(z,z) 二 0 与 H(zx,y) 二 0 分别 表示 母线 平行 于 Cr 轴 ,Oy 轴 
与 Oz 轴 的 柱 面 , 

下 面 是 母线 平行 Oz 轴 的 几 个 二 次 柱 面 的 方程 与 图 形 . 

1. 直 圆柱 面 十 yy 一 R= 二 0( 图 4.7-7) , 准 线 方 程 为 斑 十 光一 大 一 0 一 0. 


2. 梢 圆柱 面 ” 瑟 十 所 一 1( 图 4. 7-8), 准 线 方程 为 所 十 所 一 1,z=0 


图 4. 7-8 


3. 双 曲 柱 面 ”二 一 筷 一 一 1( 图 4. 7-9) , 准 线 方程 为 所 一 站 一 一 1,z==0. 
4， 抛 物 柱 面 ” 关 =2bz(p>0)( 图 4.7-10) , 准 线 方程 为 这 一 2bz(p>>0)，z 一 0. 


4.7.6 锥 面 


定义 9 通过 一 定点 的 动 直线 , 沿 空 间 一 条 定 曲 线 移 
动 所 产生 的 轨迹 称 为 锥 面 . 定点 称 为 顶点 , 动 直线 称 为 母 
线 , 定 曲线 称 为 准 曲线 ,简称 准 线 

以 原点 为 顶点 ,椭圆 所 十 人 二 1,z 一 k(&720) 为 准 线 的 
椭 四 锥 面 的 方程 为 所 十 黎 一 每 一 0( 图 4.7-11). 当 a=。 


时 ,得 圆锥 面 的 方程 为 工 世 区 一 各 一 0 


4.7.7 一 般 二 次 曲面 
1， 二 次 曲面 的 中 心 
定义 了 0 给 定 二 次 曲面 的 方程 为 
Cl1 区/ amy 十 aa 时 十 2a1z TY 十 2413 巡 十 242 这 十 201 工 小 ZazYy 


十 2a3z 十 as 一 0 {a 十 a 纪 十 a 十 a 和 十 a 十 a 和 天 0)， (4.7-1) 
凡是 方程 组 


图 4.7-11 


az 十 Qzzy 十 qz3z 十 42 二 0， (4.7-7) 
al13 工 十 asay 十 Ga 十 3 二 0 
的 解 均 称 为 二 次 曲面 的 中 心 ;者 中 心 在 曲面 上 , 则 称 此 中 心 为 二 次 曲面 的 顶点 . 凡是 
有 中 心 的 二 次 曲面 均 称 为 有 心 二 次 曲面 ,否则 都 称 为 无 心 二 次 曲面 . 


| 一 0， 
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2， 二 次 曲面 的 切 平 面 方程 与 法 线 方程 


定义 11 设 过 点 Mh (xo + Yo ;zo ) 且 方向 数 为 ,m,n 的 直线 L 的 方程 为 x 二 zo 十 
2 3 一 加 十 mtyz 一 加 十 ?将 此 方程 代 人 (4 7-1) 式 得 上 的 二 次 方程 . 若 关 于 + 的 此 二 
次 方程 分 别 有 相 异 的 二 实 根 . 相 等 的 二 实 根 .无 实 根 ,于 是 直线 工 与 由 方程 (4. 7?-1) 所 
确定 的 二 次 曲面 分 别 有 两 个 不 同 的 交点 .一 个 交点 (看 成 两 个 点 重合 而 成 ) 与 无 区 点， 
则 直线 工分 别称 为 二 次 曲面 的 割 线 、 切 线 与 离线 . 

定义 12 若 点 No (zo ,yo ,zo) 在 由 方程 (4.7-1) 所 确定 的 二 次 曲面 上 和 且 . 满 足 方程 
组 (4.7-7), 则 称 点 No (zo ,yo，zo) 为 二 次 曲面 的 奇异 点 ,否则 称 为 非 奇 异 点 或 寻 弟 
点 ， 

定理 2 设 点 No (zo Yo ,zo) 为 由 方程 (4.7-1) 所 确定 的 二 次 曲面 的 一 个 寻常 点 ， 
则 过 点 No (zo ;Yo ,zo) 的 所 有 切线 均 在 一 张 平面 上 ,此 平面 的 方程 为 

aute 二 a yo TT a3 20 二 a1) (To To) + Ca ro tse Yo + a21 zo 
二 az)(y— yo) 二 Casro aay ta ta)(z—z0) =0, (4,7-8) 

定义 13 方程 (4.7-8) 所 表示 的 平面 称 为 由 方程 (4. 7-1) 所 确定 的 二 次 曲面 在 
点 No (zo » Yo ;zo0) 处 的 切 平面 . 

定义 14 过 二 次 曲面 上 一 点 且 与 该 点 处 的 切 平面 垂直 的 直线 称 为 二 次 曲面 在 
该 反 处 的 法 线 . 

定理 3 过 由 方程 (4. 7-1) 所 确定 的 二 次 曲面 上 一 寻常 点 No (zo Yo ; zo) 的 法 线 
方程 为 

| 一 Yo 
Cilzo TT a yo 十 alszo 十 ea 位 12 LD 十 azg 加 十 azs2zo 十 az 
之 


da Lo 十 423 Yo 十 a33 0 十 qa 


一 1] 圭 点 No (Xo, Yo so ) 处 的 切 平面 方程 为 


| 


燃 球 面 瑟 十 东 二 
他 


bo 


它 


Zor YY Lo 
a Tp + !， 


法 线 方程 为 


a pp 5 
一 -人 (一 匣 ) 一 一 人 yy 一 如 ) 一 一 (zz 一 20) 
二 0 Yn > % a “ 


双 曲 面 所 十 光一 所 二 土 上 点 No (zo,y ,ww) 处 的 切 平面 方程 为 
2 十 2 一 一 士 1， 
法 线 方程 为 
a 


D ) —— 和 (zx—w) 
mT Ty y) 二 去 ZC— zo), 


se A ». 


2 2 
椭圆 抛物 面 27 十 各 二 2z 上 点 No (zo ye, 如 ) 处 的 切 平面 方程 为 


二 一 和 十 zy 


人 
法 线 方程 为 


GN 
rT 1) 一 (7 yo) 一 一 《z 一 20)》， 


3 二 次 曲面 的 不 变量 
定义 15 设 三 元 二 次 方程 (4. 7-1) 经 过 坐标 变换 后 可 化 为 方程 


anzx :amy :二 asz :十 2alzxy 十 2al3zz 十 2agyz 
十 2aiz 十 2asy 十 2a3x 十 a4 一 0， 
如 果 它 们 的 系数 间 对 某 个 画 数 更 满足 如 下 关系 
VA tag 033 12 13 + 423 924 02 1 03 904) 
= Ylan ya 23d12 1013 5Q23 101 1a2 43 1,04)) 
则 称 贸 数 更 为 方程 (4. 7-1) 关 于 坐标 变换 的 不 变量 . 


邻 


这 zz U23 


中 一 dll 十 aas 二 a33 1 ls 一 


HAI 39 ul3s ll 


1; = 他 12 上 和 性 23 ,了 一 


Wl 1 Wi 2 HI3 3 
Ki 一 十 十 
如 ] i ts da 3 好 4 
(22 A 2 M34 Hi3 3 好 11 在 12 ui 
六 一 |ass G3 da 十 M3 ll dl 十 dl2z 7 人 | 
A? 9 3 可] | 并 1 人 da 


由 一 |az az ao tz |. 
A14 G2 Hd33 如 3 
定理 4 工 ,12 ,1 ,1 是 由 方程 (4. 7-1) 所 确定 的 二 次 有 曲面 在 平移 变换 及 旋转 变 


找 下 的 不 变量 . 
定理 5 Ki;K: 是 在 旋转 变换 下 的 不 变量 ; 当 和 矩阵 A 的 秩 等 于 1 时 ,Ki 与 天 : 是 
。89 。 


平移 变换 下 的 不 变量; 当 A 的 秩 等 于 2 时 ,Ks 是 平移 变换 下 的 不 变量 
定理 6 方程 (4.7-1) 所 确定 的 二 次 曲面 可 用 不 变量 了 用, 了 ,D3 ,J ,Ki 及 Kz 判别 
如 下 表 . 


曲面 类 型 判 别 标志 曲 面 名 称 
14<0 (1) 梢 球面 


1 >0 
10 2) 无 实 轴 
1 .>0 4 (2) 无 实 轨 迹 ( 虚 椭 球 面 》 
中 心 弄 一 0 (3) 点 ( 堪 锥 面 ) 
10 [>0 《4) 单 叶 双 曲 面 


1 过 0 
1 <0 (5) 双 叶 双 曲 面 


一 0 (6) 二 次 实 锥 面 


nz0 ”| (7) 椭圆 抛物 面 
无 心 型 
7 RsF0 “| (8) 双 曲 抛物 面 


1 一 站 及 一 0 天 ?天 0 9) 抛物 柱 面 


有 i:K:<0 | (0) 梅 圆柱 面 
ls>0 了 "Ks>0 | (11) 无 实 轨 迹 ( 虚 椭圆 柱 面 》 
K;=0 (12) 直线 {一 对 相交 素平 面 ) 


Ks:A0 (13) 双 曲 柱 面 

K;=0 (14) 一 对 相交 平面 

Ki<0 | (15) 一 对 平行 平面 

Ki>0 (16) 无 实 轨 迹 ( 一 对 平行 虚 平 而 ) 
Ki 二 0 | (17) 一 对 重合 平面 


全 
| 


或 i， 上 3 寺 0 


多 心 型 
了 一 了 一 站 


en 
人 
OO 


定义 16 以 不 变量 五, 天, 于 为 系数 的 方程 妨 一 五 天 十 有 一 天 三 0, 称 为 方程 
《4. 7-1) 的 特征 方程 , 它 的 根 称 为 特征 值 .( 或 称 为 特征 根 )， 
定理 7 中 心 型 曲面 方程 综 过 坐标 变换 后 可 化 为 


各 让 十 加 半 十 加 2 十 也 ~ 0， (4.7-9) 
3 


其 中 Al ;A2 ;A3 是 三 个 特征 根 ， 
定理 8 无 心 型 曲面 方程 经 过 坐标 变换 后 可 化 为 


好 十 姑妈 士 2 一 子 z= 0， (4. 7-10) 
或 
2 K: _ 
Ax 土 2 y=0. {4,7-11) 
1 


+ OO 。 


定理 多 心 型 曲面 方程 经 过 坐标 变换 后 可 化 为 


A 十 和 > + =0, (4.7-12) 
或 
Nz + 他 =0, (4.7-13) 


定义 17 方程 (4.7-9),(4.7-10),(4.7-11),(4.7-12) 及 (4.7-13) 称 为 一 般 二 次 
曲面 方程 的 上 典范 形式 ， 

例 求 二 次 曲面 王 十 7 十 有 2 十 10yz 十 2zz 十 10xy 十 8z 十 4y 十 8z 一 6 二 0 的 典范 
形式 . 

二 9, 了 二 一 36, 卫 二 0, 了 二 0, Ks 二 144. 特征 方程 和 一 94 一 364 一 0 特征 根 为 


12, 一 3,0. 由 (4.7-12) 得 典范 形式 12x’ 一 3y 一 淮 一 0， 即 12 忆 一 3 学 一 4, 故此 方程 


表示 双 曲 柱 面 . 


。 091 ， 


5. 线性 代数 
$5.1 行列 式 


5.1.1 nn 阶 行列 式 的 定义 
1， 排 列 的 概念 与 性 质 


定义 1 在 一 个 自然 数 集 的 排列 (以 下 简称 排列 ) 中 ,如 果 各 个 数 按 由 小 到 大 的 
自然 顺序 排列 , 则 称 此 排列 为 自然 序 排 列 . 

定义 2 ”如果 在 一 个 排列 的 一 对 数 中 , 较 大 的 数 排 在 较 小 的 数 之 前 , 则 称 这 对 数 
构成 一 个 逆序 、 一 个 排列 包含 的 逆序 的 总 数 , 称 为 这 个 排列 的 逆序 数 。 排列 声 ， 
J2:" 的 道 序 数 记 作 Cj1 ,js 7 小 

定义 3 逆序 数 是 偶数 的 排列 称 为 偶 排列 ;逆序 数 是 奇数 的 排列 称 为 奇 排列 . 

定义 4 如 果 把 一 个 排列 的 某 两 个 数 互 换 位 置 ,其 余数 的 位 置 不 变 , 则 得 另 一 个 
排列 . 称 这 样 的 互 换 为 对 换 . 

定理 1 偶 ( 奇 ) 排 列 经 过 一 次 对 换 变 成 奇偶) 排列 . 

定理 2 在 由 数码 1,2,… ,n(n 之 2) 的 所 有 排列 中 , 侦 排 列 与 奇 排 列 的 数目 各 占 


一 半 , 都 是 驰 个 . 


定理 3 数码 1,2,…,n 的 任意 一 个 排列 ,都 可 经 过 一 系列 对 换 变 成 这 ?个 数码 
的 自然 序 排列 1,2,…,n, 且 所 作对 换 的 次 数 与 这 个 排列 有 相同 的 奇偶 性 . 


2. 及 阶 行列 式 的 定义 
定义 5 4 阶 行 列 式 


A Qi2 U1} A 
人 21 QQ22 2) Qi2n 
《5. 1-1) 
Qi ais Qs Am 
| 和 让 Aan 而 本 由 Pe 
等 于 所 有 取 自 不 同行 、. 不 同 列 的 = 个 元 素 的 乘积 
Cy CQ277 "my, (5, 1 -2) 


的 代数 和 ,其 中 11 9 9 是 数码 1 ,2 的 一 个 排列 ， 当 11 1 72 是 ;fn 是 偶 排 列 
。92 ， 


时 ,项 (5. 1-2) 前 面 带 正 号 ; 当 ,jz ，… ,js 是 奇 排列 时 ,项 (5. 1-2) 前 面 带 仙 号 ， 即 


All dn li Qin 
好 ?21 a2 这 21 Zn 
il 如 这 Ay i or 


Hn] 本 这 wis 让 叶 Hii nr 
(je ， 
= > CD QU1 Ca2j2 "ln, 
| rp i | 


其 中 》， (参看 5.1.6) 表示 对 数码 1,2,…,n 的 所 有 排列 求 和 . x 阶 行列 式 由 7 
人 


项 组 成 ， 常 把 行列 式 (5. 1-1) 简 记 为 D=|a; | 或 det{a )， 
5.1.2 行列 式 的 性 质 
1. 行列 互 换 ( 转 置 ) ,行列 式 的 值 不 变 , 即 


tl} 2 "ln 好 ] 1 pl Qnl 


[| 


Hn Hn OO dn dn dan 0 Hr 
由 此 可 知 ,行列 式 中 行 与 列 的 地 位 是 对 称 的 ,凡是 有 关 行 的 性 质 , 对 列 也 同样 成 立 , 
因此 台阶 行列 式 (5.1-1) 又 可 定义 为 
DpD=|a|= 2 CD e.g. 


| 9 中 i 


把 行列 式 的 行 与 列 互 换 的 这 种 手续 , 称 为 行列 式 的 转 置 , 即 上 述 关 于 行列 式 的 等 式 两 
问 互 为 转 置 行列 式 . 
2. 行列 式 中 一 行 的 公 因 子 可 以 提出 去 , 即 


| 12 dln all dl? 1 Mln 
ka 1 ka 2 Ra 一 上 | 全 这 他 加 
| 位 ne [ns nl 局 tr dm 


3， 如 果 行 列 式 中 有 一 行 的 元 素 全 为 零 , 则 这 个 行列 式 的 值 等 于 零 . 
4 如果 行 列 式 中 有 某 一 行 是 两 组 数 的 和 , 则 这 个 行列 式 等 于 两 个 行列 式 的 和 ， 
这 两 个 行列 式 的 这 一 行 分 别 是 第 一 组 数 与 第 二 组 数 ,其 余 各 行 与 原 行 列 式 的 相应 各 
行 相同 , 即 
。 93 。 


CR 


ba 十 ci bi 十 ci 机 ba 十 cap 


市 让 学 者 让 兴 放 浊音 和 看 且 国策 导 本 二 党 国 居 有 二 当 和 国 调 相 本 有 证 得 玫 和 恒生 


| 避 信和 m 
dll dl? ln Rll 212 Gln 
= |b bo ba | 十 |ca ca Ci 
dn dm dm Unl dm Om 
3、 对 换行 列 式 中 的 两 行 ,行列 式 反 号 , 即 
dll Al2 dln CI1 dl2 全 1n 
Ri i dn cl dk in 
dp dia hb dl din tian 
dnl dm pO dm dn dn OO dm 
6. 如 果 行 列 式 中 有 两 行 相同 或 成 比例 , 则 这 个 行列 起 的 值 等 于 零 ， 即 
dl1 dl2 “此 和 
Ui i2 Lin 
pompnernesnene 一 站 
ka il kai2 ka 


Cnl An? 机 Ur 
右 类 一 1, 则 上 述 行列 式 中 有 两 行 相同 ,其 值 为 零 . 特别 是 当 行列 式 中 有 一 行 的 元 素 全 
为 零 时 ,行列 式 的 值 等 于 零 ， 
7?， 把 行列 式 的 某 一 行 的 倍数 加 到 男 一 行 上 去 ,行列 式 的 值 不 变 . 即 


I1l dl? 机 ln all Hdl  ”” dlr 
uh aa a 十 加 厨 dy diz i Qn 
Ll 人 in 他 人 位 如 

pedarererearsssaaaaa | 
tnl nz Um Hn in dn 
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5. 1.3 行列 式 的 计算 

1， 化 行列 式 为 上 (下 )》 三 角形 行列 式 

定义 6 主 对 角 线 (从 左上 和 角 到 右 下 角 的 对 角 线 ) 下 (上 ) 方 的 元 素 全 为 备 的 行列 
式 称 为 上 三 角形 行列 式 (下 三 角形 行列 式 )， 主 对 角 线 以 外 的 元 素 全 为 零 的 行列 式 称 
为 对 角形 行列 式 . 

定理 4 上 (下 ) 三 角形 行列 式 的 值 等 于 它 的 主 对 角 线 上 元 素 的 乘积 ， 即 

Ql CQ Ci] 


0 da? "dan 


一 A 2 "Hm; 
0 0 Crm 
ll 0 0 
Un ?2 0 

A tp 
nl 位 2 Ur 


特别 地 ,对 角形 行列 式 的 值 等 于 它 的 主 对 角 线 上 元 素 的 乘积 . 
计算 行列 式 的 基本 方法 常 是 利用 行列 式 的 性 质 , 把 行列 式 化 为 上 三 角形 行列 式 ， 
再 根据 定理 4 计算 . 
例 1 计算 行列 式 
1 一 2 5 0 
—2 3 一 8 一 1 
3 1 一 2 4 
1 4 2 一 5 
解 ” 把 行列 式 的 第 1 行 的 2 倍加 到 第 二 行 , 记 作 “中 ，2 十 @@”, 以 下 类 似 . 


人 :2 十 人 名 1 —2 D 0 1] —2 95 D 
:E818 lo 1 2 -1 | 2 
0 7 一 1]17 4 0 0 一 3 一 3 
0 6 一 3 一 5 0 D0 9 一 1] 


加 "3 二 二 一 1。 (一 1)。( 一 3) 。( 一 20) 一 一 60， 
0 0 一 3 一 3 
0 0 0 一 2 


+ On »， 


2.、 行 列 式 按 一 行 ( 列 ?展开 


定义 7 在 = 阶 行 列 式 中 , 划 去 元 素 a; 所 在 的 第 i 行 与 第 列 , 剩 下 的 元 案 按 原 
来 次 序 组 成 的 4 一 1 阶 行列 式 称 为 元 素 a 的 余子 式 , 记 作 Mi 令 如 一 (一 DR 
称 A; 为 元 素 a; 的 代数 余子 式 . 

定理 5 设 呈 一 1 以 属 表 示 元 素 ay 的 代数 余子 式 , 则 下 列 公式 成 立 : 


了 D, 当 天 一 7 ， 
> auAs 一 《5. 1-3) 
二 1 0，, 当 天 天 1, 
- D, 当 i = ls 
> avA; 一 | 3 《5. 1 -4》 
才 一 】 0， 当 il 拓 1 


公式 (5. 1-3)((5, 1-4)) 表 明 ; 行 列 式 等 于 它 的 任意 一 行 ( 列 ) 的 元 素 与 此 元 素 的 
代数 余子 式 的 乘积 之 和 ;行列 式 中 任意 一 行 ( 列 ) 的 元 素 与 另外 一 行 ( 列 ) 的 相应 元 素 
的 代数 余子 式 的 乘积 之 和 等 于 零 . 

计算 行列 式 的 男 一 种 基本 方法 是 先 利用 行列 式 的 性 质 , 使 其 一 行 ( 列 ) 变 成 只 有 
少数 几 个 非 零 元 素 , 然 后 再 按 这 一 行 ( 列 ) 展 开 . 

例 2 用 按 行 列 式 的 某 一 行 展开 的 方法 ,计算 例 1 中 的 行列 式 . 

解 


1] —2 5 0 1 0 0 0 
—2? 3 —8 一 1 -2—1 2 —] 
3 1 ~—2?» 4 3 7 —17 4 
1 4 2 -5 1 6 一 3 一 5 
-1 2 1 —1 0 0 
一 3 一 3 
=17 17 4|=|7 3 一 3 -| = 
9 一 11 
6 一 3 一 5 6 9 一 1 
5.1.4 拉 普 拉 斯 展开 行列 式 的 乘法 公式 
1. 拉 普 拉 斯 展开 


定义 8 在 7 阶 行列 式 DD 中 ,任意 选 定 行 有 列 ( 志 ) ,位 于 这 些 行 和 列 和 的 交叉 

点 上 的 考 个 元 素 按照 原来 的 位 置 组 成 的 上 阶 行列 式 1M, 称 为 行列 式 D 的 k 阶 子 式 . 

在 口中 划 去 这 行列 后 余下 的 元 素 按 照 原来 的 位 置 组 成 的 4 一 阶 行列 式 M', 称 

为 太 阶 子 式 M 的 余子 式 . 若 上 阶 子 式 M 在 DD 中 所 在 的 行 、 列 的 指标 分 草 为 十， 

i20 人 一 则 称 A 为 M 的 代数 
余子 式 . 

定理 Gt 拉 普 拉 斯 定理 ) 设 在 行列 式 五 中 任意 取 定 了 有 (1 委 上 魏 2 一 1 个 行 ， 由 

这 上 足 行 的 元 素 所 组 成 的 一 切 & 阶 子 式 与 它们 的 代数 余子 式 的 屁 积 之 和 等 于 行列 式 呈 
站 石 * 


的 值 . 
利用 拉 普 拉 斯 定理 来 计算 行列 式 的 值 一 般 并 不 方便 ,这 个 定理 主要 是 理论 方面 
的 应 用 . 


2. 行列 式 的 来 法 公式 
定理 7 给 定 两 个 n 阶 行列 式 Di 二 lai | 和 D; 二 15 |, 则 


dl dl dln pl biz “ps 
dH2] Hz22 Hn ba bee bon 
D, 填 D; 一 
可 四 位 m2 府中 pb bnz pb, 
加 nr i 
> obu > 1 > ‘abin 
上 二 1 k=1 上 一 
用 下 及 
> eta > ak > ‘ab 
= | =] 二 一 1 二 1 
n [| n 
D> anbn > ambi Qt b pn 
二 ] 二 = 下 一 1 


5.1.5 范 德 蒙 德 行列 式 与 格拉 姆 行列 式 
1， 范 德 蒙 德行 列 式 


行列 式 
1 1 ] 
al a Cn 
af as a |= TI Ca) 
和 lgjcisn 
aT! a a™! 


一 《axz — a1) (a 如] ) a | ) Cen — a1) 


全 《3 — a2) (al — az (an — 2) 


* (ar — dn 2) (a — dy) 


于 {an 一 Cl》， 


上 式 左边 的 行列 式 称 为 范 争 数 德 行列 式 . 符号 "TI]? 是 连 乘 号 (参看 5. 1. 6). 


s OF =. 


2， 格 拉 姆 行列 式 


一 一 

行列 式 
Ct] :01 ) (a sto ) ~™" (a yn) li dl? "ein 2 
(zz 性 ) (a2 ,02 ) 机 {a2 + tn ) Cazl da "An 
(ayal) (dansaa) or Ca 0,) dr] Am "Gm 


圭 式 左边 的 行列 式 称 为 格拉 旭 行 列 式 . 其 中 i 二 (an 4 全 这 yn tl ,nn) 是 [is 
个 nn 维 向 量 (参看 5. 2. 1) , (aiyai) 是 内 积 , 即 
《ai yi) = Sagas. 


£=1 


5. 1.6 和 连 加 号 之 与 连 乘 号 [j 


7 个 元 窜 连 加 的 式 子 a 十 as 十 十 @ 记 作 jai > va = Al 十 如 十 十 己 ， 9 
1 一 一 了 


> ， 称 为 连 加 号 ,w 表示 一 般 项 ,而 连 加 号 上 下 的 写法 表示 i 的 取 值 范围 是 由 1 到 ,i 


呈 


称 为 求 和 指标 . 连 加 的 结果 与 求 和 指标 用 哪个 字母 无关, 如 > yo = > oa 一 as 


等 和 
pp 一 2 之 
有 了 时 相 加 的 元 素 昌 然 是 用 两 个 指标 编号 ,但 相 加 的 并 不 是 它们 的 全 部 , 而 是 指标 
适合 某 些 条 件 的 某 一 部 分 ,这 时 就 在 连 加 号 下 写 出 指标 适合 的 条 件 , 例 如 


D>) > ps = aq 二 aty 十 oan 十 ass 十 a24 十 …， 十 can 十 … 十 aian， 


1 一 2 1 


有 些 求 和 式 也 采用 符号 >，, 但 需 对 求 和 项 做 说 明 ,如 行列 式 
D=|a; | 一 > ， 《一 Dn a, dejo "A 
Ci jigsjin) 
2. 连 末 号 [上] 


n 个 元 素 连 滋 的 式 子 a1a…a, 记 作 LI ; 即 T[。 二 aaz…a、] 二 称 为 连 乘 
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号 , 把 连 加 号 改 为 连 乘 号 ,上 面 关于 连 加 号 的 论述 对 连 乘 号 同样 适用 .如 连 乘 的 结果 
与 求 乘积 指标 用 哪个 字母 无 关 , 即 a, = 工 [ = ] Te 


$5.2 和 矩 阵 


5,2.1 nn 维 向 量 空间 


定义 1 设 下 是 由 一 些 数组 成 的 集合 ,， 如果 0 与 1 都 在 KK 里 且 K 中 任意 两 个 数 
的 和 、 差 . 积 、 商 (除数 不 为 零 ) 仍 在 发 里 , 则 称 K 是 一 个 数 域 . 

有 理 数 集 .实数 集 ,复数 集 都 是 数 域 ,它们 分 别称 为 有 理 数 域 @ .实数 域 及 .复数 
域 C 

定 兴 2 由 数 域 KK 中 的 nn 个 数组 成 的 有 序数 组 (ai ?02 #4" ‘Qn ) 称 为 K 上 的 nn 维 疝 
量 , 记 为 a. 出 


和 一 (ai + sn ) 外 


其 中 第 i 个 数 a; 称 为 a 的 第 i 个 分 量 . 分 量 全 为 零 的 nn 维 向 量 (0,0,…,0) 称 为 nn 维 
零 向 量 , 记 为 0. 

定义 3 给 定 和 一 《al ,az 30) ,b= (bh 1b2 9 sb ). 如果 ai; =b; {i=1,2,° ,nN), 
则 称 a 与 b 相等 , 记 作 a=b. 

定义 4 给 定 4= (aryasy ya) 了 b= 二 (byb), 则 称 回 量 (al 十， 
2 十 be wpa 十 b4) 为 a 与 b 的 积 , 记 作 a 十 b, 即 a 十 b= 二 (aj 十 bya 十 ba sdn 十 bb, ). 
这 种 运算 称 为 向 量 的 加 法 ， 

定义 5 给 定 d= (adi yd2 :0 ): 则 称 问 量 信 al ,has ; "Aan) 为 数 A 与 向 量 a 的 
数量 乘积 , 记 作 和 a, 即 如 一 (Ma ,az ,as)， 这 种 用 数 去 乘 向 量 的 每 一 个 分 基 的 运 
算 , 称 为 数 与 向 量 的 数量 乘积 或 标量 乘积 . 

定义 6 给 定 6 一 (alyaz，……a), 则 称 向 量 ( 一 a ,一 az，… 一 aa) 为 向 量 o 的 负 
向 量 , 记 作 一 ae, 即 一 2 一 (一 al ,一 Q2 1， 一 an). 

定义 7 给 定 4 二 (gy420 呈 544) 5 二 ( 旭 ,如 刀 ), 则 称 向 量 a 十 (一 了 二 (al 一 
Biyaz 一 后，… 49 一刀) 为 4 与 b 的 差 , 记 作 4a 一 b, 即 a 一 b=a 十 (一 b). 这 种 运算 称 为 
问 量 的 减法 . 

定理 1 设 a,b,c 是 K 上 的 n 维 向 量 ,A,p 是 K 中 的 数 , 则 向 量 的 加 法 与 数量 乘 
积 满足 下 列 运算 规律 ， 

1. a+b=bta, 
2, {ag 十 中 十 c= 二 4 十 (b 十 0c)， 
3, a 十 0 二 a， 
4, a++(—au)=0,， 
5，1a 一 4， 
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6 = CW a, 

?7. QT a=Aa 二 nua, 

8. ACta 二 Tb) =Aa 二 4b. 

定义 8 数 域 KK 上 的 所 有 维 向 量 组 成 的 集合 ,赋予 它 的 加 法 运算 及 数 域 KK 与 
它 的 数量 乘积 运算 , 称 为 下 上 的 # 维 向 量 空间 , 记 为 六 .通常 取 久 为 R 或 C, 此 时 相 
应 的 及 分 别称 为 n 维 实 向 量 空间 R" 或 n 维 复 向 量 空间 C". 


5. 2.2 ”向量 组 的 线性 关系 


定义 9 设 a; EK :A EKG=]1 ,2,…,7), 则 称 b= > ja 为 Gifti -一 1 2 
一] 


的 一 个 线性 相合 . 4X. 习 二 1,2,……* ,7) 称 为 这 个 组 合 的 系数 . 此 时 称 5 可 由 a; (i 二 1， 
2，……7) 线 性 表 出 . 

定义 10 如果 向 量 组 gl ,0@2,'" ,a 的 每 一 个 向 量 都 可 下 回 量 组 bp 线 
性 表 出 ; 则 称 向 量 组 dl 82 "0 可 由 问 量 组 bi ,bo ,bh, 线性 表 出 . 如 果 两 个 向 量 
组 可 以 互相 线性 表 出 , 则 称 这 两 个 向 量 组 等 价 . 

定义 11 设 aE(i 一 1,2,…,7). 若 存在 K 中 个 不 全 为 零 的 数 A,(i==1， 


"7)， 使 De 一 人 ; 则 称 向 量 组 Hl 12 "1 线性 相关 . 
定义 12 ”如 果 向 量 组 @ ,as ，……Gr 不 线性 相关 , 即 只 有 ji ,ar 全 为 过 时 ， 


才能 使 得 > aa 一 0, 则 称 问 基 组 1 2 1 sr 线性 无 关 ， 


定理 2 ”如果 向 量 组 @ ,az ,"…,a; 线性 无 关 , 而 向 量 组 @ ,ez ，… ,4,,b 线性 相关 ， 
则 5 可 由 a1;as,……,a, 唯一 地 线性 表 出 . 

定理 3 向 量 组 @l ,ez :a (rz2) 线 性 相关 的 必要 充分 条 件 是 ， 其 中 有 一 个 向 
其 为 其 余 回 量 的 线性 组 合 ， 


定理 4 设 癌 量 组 Ad] :02 1s""" ， 症 线性 无 关 , 且 一 > ba (=1 ,2 7) , 则 b, ? 
hb ，… ,bb 线性 相关 的 必要 充分 条 件 是 


Ql QQr 
定理 5 ”如果 两 个 线性 无 关 的 向 量 组 等 价 , 则 它们 含有 相同 个 数 的 回 量 ， 
定义 13 向 量 组 的 一 个 部 分 组 称 为 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,如 果 这 个 部 分 组 本 身 
线性 无 关 , 但 从 原 向 基 组 的 其 余 向 量 中 任 取 一 个 添 进 去 后 ,所 得 的 部 分 组 都 线性 相 
关 . 
定理 6 《1) 疝 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 可 能 不 是 唯一 的 ,但 任 一 极 大 线性 无 关 组 
” 100 。 


都 与 原 向 量 组 等 价 . 2) 向 量 组 的 任意 两 个 极 大 线性 无 关 组 都 含有 相同 个 数 的 向 量 ， 

定义 14 向量 组 @ ,era 的 极 大 线性 无 关 组 中 所 含 向 量 的 个 数 称 为 这 个 向 
量 给 的 秩 , 记 作 rank{ai ,az ，……Gr 上 

定理 7 问 量 组 @ ,qz ,…,a, 线性 无 关 的 必要 充分 条 件 是 rankfat az ,ar 一 
六 

定理 8 (1) 如果 向 量 组 ayar, 和 ar 可 由 向 量 组 bb ,bo;…,b 线性 表 出 ,已 
rank{ai ri 10,} = rankib + ba ,**: ,b, } ; 则 这 两 个 向 量 组 等 价 . (2) 如 有 果 Hl 2 
与 页 和 夯 等 价 ,网 rank{ay ,gz yd} 二 rank{b, ,bs ,b,}. 


5.2.3 上 矩阵 及 矩阵 的 秩 
定义 15 由 数 域 其 中 的 加 Xz 个 数 上 人 一 1 2 ,7 二 1,2;"…',n) 排 成 的 
行 .n 列 的 表 
Ul] dl ”dtn 


A= |, (5. 2-1) 


[| 


Um] Hm  “”” Com 

称 为 玉 上 的 总 X 下 给 阵 , 记 为 4 一 (av )wx 或 Aux 表 中 的 每 一 个 数 都 称 为 矩阵 A 的 
一 个 元 素 . 若 w 二 n, 则 nXn 短 阵 和 二 Cas )rwxn 也 称 为 n 阶 方 阵 ,相应 的 行列 式 |as | 称 
为 方 阵 A 的 行列 式 , 记 为 | 人 A 二 |as | 或 det(A)， 

两 矩阵 相等 当 且 仅 当 行 数 、 列 数 相同 且 对 应 元 素 相 等 , 即 符 4 一 (az )mxn :8B 二 
Cbs )mxa; 则 A 二 B, 当 上 且 仅 当 2 一刀 ,这 1;2，ynij 一 1 2 

在 (5. 2-1) 所 示 的 矩阵 A 中 ,向 量 组 4% 一 (eayazyaan)0 一 1 2 900 称 为 入 
的 行 向 量 组 . 癌 量 组 b= 二 Ca ay em ) (7 一 1 22) 称 为 4 的 列 向 量 组 ， 符号 
“T”" 或 “," 均 表示 向 量 的 转 置 , 即 


pb; 一 (Qj 1 Qa) yo yan) 一 (ay 2) 有 一 , (7 一 112,*" ,1). 


Cm 

定义 16 设 A=(ai)mxa， 如 果 在 A 中 任 取 & 行 与 列 (% 和 minCm,n)), 则 它们 
的 交叉 处 的 元 素 按 原来 的 次 序 组 成 的 二 阶 行列 式 称 为 4 的 k 阶 子 式 . 

定义 17 和 矩阵 A 的 行 ( 列 ) 向 晤 组 的 秩 称 为 A 的 行 秩 { 到 秩 }. 

定理 9 玫 阵 A 的 行 秩 与 列 秩 相等 。 

定义 18 矩阵 入 的 行 秩 或 列 秩 统称 为 矩 阵 A 的 秩 , 记 作 rank(A)， 

定义 19 下 列 三 种 变换 称 为 矩阵 A 的 初等 行 ( 列 ) 变 换 , 简 称 初 等 变换 :1) 用 上 
中 的 一 个 非 零 数 蒋 A 的 某 一 行 ( 列 );(2) 把 A 的 某 一 行 ( 列 ) 的 倍数 加 到 另 一 行 ( 列 ) 
上 去 ;3) 互 换 A 的 茶 两 行 ( 列 》. 

， 10] : 


定义 20 看 在 年 阵 的 任 一 行 中 ,第 一 个 非 零 元 素 所 在 列 的 下 方 的 元 素 全 为 零 ， 
则 称 这 样 的 矩阵 为 阶梯 形 和 矩阵 
例如 矩阵 


都 是 阶梯 形 和 矩阵 , 

定理 10 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 . 

定理 11 任 一 矩阵 经 过 一 系列 初等 变换 总 能 化 为 阶梯 形 矩 阵 , 且 和 矩阵 的 秩 等 于 
阶梯 形 和 矩阵 的 非 零 行 的 行 数 . 


例 1 设 
3 一 2 0 1 一 ? 
A —i—3 2 0 4 
2 0 45 1 
4 1 —2 1 一 
求 A 的 秩 . 
解 ” 用 初等 变换 将 A 化 为 阶梯 形 和 矩阵 ; 
3 -2 0 1 一 ? —1—3 2 0 4 
—1 -3 2 0 4 0 1 6 —9 一 13 
| 0。_4s 1| |o 0 36 —49 一 69| 
4 1 22111) LO 0 0 0 0 
因 阶 梯形 和 矩阵 有 3 个 非 零 行 ,所 以 rank(A) 一 3. 
5.2.4 第 阵 的 运算 
1， 矩阵 的 加 法 


定义 21 设 A=(a;)mxns B= (by )mxn 令 C= (cy ) mxa ,其 中 Cy = AQy 十 而 人 一 1]， 
2 一 1,2… sn); 则 己 称 为 A 与 B 的 和 , 记 作 C=A 十 B. 

两 个 矩阵 相 加 就 是 它们 的 对 应 元 素 相 加 ， 只 有 行 数 相同 、 列 数 也 相同 的 矩阵 才 
能 相 加 . 

定义 22 ”元素 全 为 零 的 矩阵 称 为 零 乱 阵 , 记 作 Ox ,或 简 记 作 CC. 

定 光 23 设 及 一 《ai ) nxn ; 则 A 的 负 和 矩阵 息 义 为 一 A 三 Adi ) nxn. 

定义 24 设 A=(as)wxn;B 二 (By)mnxa; 则 A 十 (一 B)=A 一 B= (a; 一 5 )mxn 称 为 
A 与 B 的 差 . 

定理 12 矩阵 的 加 法 满足 下 列 规律 : 

(1) 交换 律 A 十 B=B8 十 A， 
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(2) 结合 律 (十 B) 十 C= 二 A 十 (B 十 CC)， 
(4) AT(—A)=0O, 


2. 存 阵 的 乘积 


定义 25 设 A=(ax)mxr，B=《by )wxns 令 C=(cs)mxn': 其 中 = Doubn Ci = 


] 1,2057 二 41320,1) ; 则 己 称 为 A 与 B 的 冬 积 , 记 作 C=AB. 

和 矩 阵 A 与 B 的 乘积 第 阵 C 的 第 i 行 第 ; 列 的 元 素 ci 等 于 A 的 第 i 行 与 B 的 第 ; 
列 的 对 应 元 素 乘 积 的 和 . 只 有 A 的 列 数 与 B 的 行 数 相等 时 ,乘积 AB 才 有 意义 ， 一 
般 地 ,4B 天 BA. 

定理 13 乍 阵 的 乘积 满足 下 列 规律 

(1) 结合 律 (AB)C=A(BO)， 

(2) 左 分 配 律 A(B 十 中 二 AB 十 AC， 

右 分 配 律 (B 十 C)A 王 BA 二 CA. 
定义 26 主 对 角 线 上 的 元 索 全 是 1 ,其余 元 索 全 是 0 的 = 阶 方 阵 


] 0 1::. DO 
0 1 0 
0 0 … 1 


称 为 n 阶 单位 矩阵 , 记 为 1 或 简 记 为 I. A1=14 一 A. 
定义 27 设 A=(a5)sxs: 则 A 的 k 次 界定 义 为 个 A 连 乘 , 记 作 全, 即兴 一 
AA-…Atk 个 因子 ). 


3， 给 阵 的 教 量 素 积 


定义 28 设 A=(ai)wmxr ,AEK, 则 4 与 A 的 数量 乘积 或 标量 乘积 定义 为 14A== 
【AQ Jmxn. 

定理 14 和 抢 阵 的 数量 冬 积 满足 下 列 规律 

(1) 1A=A, 

(2) 《AD 一 ARAJ， 

(3) 人 十 由 一 414 十 5A， 

(4) A(A 二 TB)=XiATAB, 

(5) ACAB)= AB=AWUDB). 


4. 天 阵 的 转 置 


定义 29 设 A=(ay)mxr: 把 A 的 行 . 列 互 换 所 得 到 的 矩阵 称 为 A 的 转 置 , 记 作 
。 103 ， 


AT, 或 4 , 即 AI 一 和 一 (ar)sxm， 
定理 15 和 矩阵 的 转 置 满 足下 列 规 律 ; 
(1) (A')'=A, 
(2) (A+B)'=A'+B!’, 
(3) (AB})'=B'AT, 
(4) (AA) =AAT. 


5. 存 阵 来 积 的 行列 式 与 秩 


定理 16 设 Ai(i 二 1,2,.… ,1m) 是 数 域 扩 上 的 m 个 nXn 和 矩阵 ; 则 1II4|= 


[1 | A; |. 

定义 30 设 A=(a,),xs. 若 |A1 关 0, 则 称 A 为 非 奇 异 矩 阵 或 非 退化 矩阵 ,否则 ， 
称 A 为 奇异 矩阵 或 退化 矩阵 ; 若 rank(A) 二 n, 则 称 A 为 满 秩 和 矩阵 ,否则 称 A 为 降 秩 
和 矩阵. 

定理 17 设 A= (a;)oxn; 则 

(1) 144 一 和 |， 

(2) |A'|=|A|, 

(3) A 为 非 奇 异 和 矩阵 的 必要 充分 条 忻 是 :A 为 满 秩 和 矩阵 . 

定理 18 设 A=(a;)nxr ;B= (6),x;; 则 

ranktAB) < min(rank (tA) ,ranktB)). 


6， 矩 阵 的 克 罗 内 克 积 


定义 31 设 A=(as)mxa，B= (br)rx: 是 域 KK 中 的 两 个 矩阵 , 则 短 阵 C= 
(cy )mxm 称 为 A 与 B 的 克 罗 内 克 积 , 记 作 C 一 ACB, 即 


anB auB 四 amnb 
C=AQB= aaB awB … amB 
amB amB '* damB 


定理 19 ”假设 下 述 和 、 积 有 意义 , 则 克 罗 内 克 积 具有 下 述 性 质 : 
(1) AGOCB: 十 B,) = 二 ACOB, 十 AGOB， 5 
(2) (A 二 +A}IC0B=A WB+A,B, 
(3) CCACOB) = (CA B= A CB), 
(4) (AiCoOB DAGOB = (A A OB B, )， 
(5) ACO( BB; ) = (CAVB 0B, = A BB;, ， 
(6) ACB) 一 AGOB 
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特别 , 若 A=A4T,B=BT, 则 (AGOB)T 一 AGOB. 
5.2.5 和 盼 阵 的 逆 


定义 32 设 和 A 是 数 域 K 上 的 nXn 矩阵, 如果 存 在 下 上 的 nXn 和 矩阵 B, 使 得 
AB==BA=7, 则 称 A 为 可 逆 和 矩阵 ,简称 A 可 道 , 而 B 则 称 为 A 的 逆 短 阵 , 记 作 A ， 
即 AA™' =A 4 一 工 

由 此 可 知 , 如 果 和 总 可 道 , 则 4 1: 也 可 道 , 且 (4 0) 一 = 一 A. 进而 可 知 , 若 A 可 道 , 则 
其 闭 抵 阵 是 唯一 的 ， 

定义 33 给 定 上 Xz 和 矩阵 A 三 (ay )sxn; 则 行列 式 |A1 二 |a; | 中 元 素 a 的 代数 余 
子 式 Aj ; 称 为 矩阵 A= (os )。x* 中 元 素 ay 的 代数 余子 式 , 而 称 和 矩阵 


An A 7 An 
A* 一 An 有 22 机 A 
Al As, 及。 


为 和 的 伴随 矩阵 . 
定理 2 设 A= (a nxn ;由 | 
(1) A 可逆 的 必要 充分 条 件 是 A 为 非 退 化 的 , 且 当 和 A 可逆 时 ,有 4 一 全 4A"， 
(2) A 可 逆 的 必要 充分 条 件 是 A 的 行 ( 列 ) 向 量 组 线性 无 关 . 
定理 21 设 和 A= (0; ) nxn ;内 | 
(1) 如 果 A 可逆, 则 AT 也 可 道 , 且 (A7)-1 二 (A-1)T; 
(2) 如 果 A 可 逆 , 则 |A™!|=|Al”!，; 
(3) 如 果 有 A= (45) xs18 二 人 5)wxs 者 可逆 , 则 (AB) = 二 BT'AT. 
定理 22 设 A=(a;)wxs 是 数 域 R 上 的 矩阵 , 则 方程 组 
AxA = A, 
AAAX 一 大， 
Ax 一 CAX YT, 
XA = (KAJT 


(5. 2-2) 


有 唯一 解 . 

定义 34 定理 22 中 方程 组 (5. 2-2) 的 唯一 解 称 为 矩阵 4 的 广义 逆 抢 阵 , 记 作 
AT+， 

定理 23 车 4 是 非 奇异 方 阵 , 则 A-! 满 足 方 程 组 (5. 2-2), 故 4 一 4 !. 因此 ， 
矩阵 A 的 广义 道 和 矩阵 4A+ 可 视 为 非 奇 异 方 阵 站 的 送 4 的 推广 . 


5.2.6 和 撼 阵 的 分 块 ”初等 矩阵 
1. 短 阵 的 分 块 


设 A= (a )mxry 曙 一 (Ps; Dxn ;把 A,B 分 成 一 些小 矩阵 : 
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mm {Au A A ri{fBy Be B,, 
A 一 712 A 及 ,2 Aor ， B= rp Bo By, B;, ， 
ri A A, A, LA Bu Br B, 


其 中 每 个 A 是 mi Xr 算 阵 ,Bj 是 Xn 矩阵 . 像 这 种 把 一 个 秆 阵 分 为 若干 小 第 阵 ， 
而 把 每 个 小 矩阵 当 作 数 一 样 来 处 理 的 作法 , 称 为 矩阵 的 分 块 . 若 A 的 列 的 分 法 与 B 
的 行 的 分 法 一 致 , 则 


直 呈 和 和 和 和 在 


其 中 Cr 二 > ApBin(p=1,2,.,s; 9 = 1,2,",). 
让 二 1 


2， 初 等 起 阵 


定义 35 由 单位 答 阵 了 经 过 一 次 初等 变换 得 到 的 和 矩阵 称 为 初等 矩阵 , 
定义 36 设 A,B 是 数 域 K 上 的 矩阵 ,如 果 A 经 过 一 系列 初等 变换 可 化 为 B, 则 
称 A 与 B 等 价 . 
定理 24 设 和 二 (as)mxs; 则 入 可 与 一 形 如 
10.… 0 0 ... 0 
0 1 0 0 ': 0 


OO 
号 
Lo 熏 

oo 
OO OO 


0 0 1 0 0 +: 0 
的 矩阵 等 价 , 它 称 为 A 的 标准 形 , 主 对 角 线 上 1 的 个 数 等 于 A 的 秩 . 
定理 25 ”可逆 矩阵 总 可 以 经 过 一 系列 初等 行 ( 列 ?变换 化 为 单位 矩阵 ， 
定理 26 如 采用 一 系列 初等 行 ( 列 ) 变 换 把 可 逆 和 矩阵 A 化 为 单位 矩阵 , 则 用 这 一 
系列 相同 的 初等 行 ( 列 ) 变 换 去 化 单位 矩阵 就 得 4 '， 


3. 求 递 上 矩阵 的 方法 
(1) 伴随 矩阵 法 . 设 和 A 是 nXn 可逆 矩阵 , 则 
-1 1] 
| 
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(2) 初等 变换 法 . 设 A 是 nxn 可 道 矩 阵 , 在 4 的 右边 写 上 ”=X7z 单位 矩阵 了, 构 
成 一 个 zX22 算 阵 (4 六 ,再 对 (4A 了) 进行 一 系列 初等 行 变换 ,把 它 的 左 半 部 分 A 化 为 
单位 和 矩阵 六 则 它 的 右 半 部 分 了 就 化 成 4 的 道 矩阵 4 , 即 


(ATD) (A) 
例 2 设 
0 1 2 
A=|1 1 3 
2 一 1 0 
求 4 
解 ” 先 用 伴随 矩阵 法 . 因 A 的 伴随 矩阵 为 
4 一 2 2 
4 一 |8 一 4 2.,,|A|=2, 
一 3 2 一 
所 以 
2 一 | 1 
_ 1 > 4 —2 】 
AT 
2 2 
表 用 初等 变换 法 ， 
4 一 2 2 1 0 0 
| 一 4 2 0 1 0 初等 行 变换 
一 434 2 一 100 1 
] 0 0 2 一 外 1 
0 1 0 4 —2 1 
0 0 1 一 人 总 1 一 二 
所 以 
2 一 1 1 
-| 4 -2 1 


5. 2.7 儿 种 特殊 的 矩阵 
1， 对 角 上 矩阵 


定义 37 主 对 角 线 以 外 的 元 素 全 为 零 的 方 阵 称 为 对 角 答 阵 ， 形 如 
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0 0 让 dn 
的 对 角 人 矩阵 , 记 作 [a sd rr"" :Qn | 或 diagta a2 sn), 


定理 27 ”对 角 和 矩阵 可 逆 的 必要 充分 条 件 是 : 它 的 主 对 角 线 上 的 元 素 都 不 为 零 
并 且 , 若 4 一 [ai 1 dd 可 道 ,， 刚 A 一 [ai 1 a2 | "oa! 


2. 准 对 角 埠 阵 


定义 38 主 对 角 线 上 是 一 些小 方 阵 ,其 余 元 素 全 为 零 的 分 抉 方 阵 称 为 准 对 角 和 抑 
阵 . 形 如 


A! 0 0 
0 上; 0 
0 D0 A 


的 准 对 角 和 矩阵 , 记 作 LA， As ,4 ,其 中 Al,A:, "A, 都 是 方 阵 . 
定理 28 准 对 角 和 矩阵 可 逆 的 必要 充分 条 件 是 : 它 的 主 对 角 线 上 的 小 方 阵 都 可 
逆 , 并 且 , 若 A 二 [A ,A ;A 可逆 , 则 A™!==[Ai! ,Az!,*… ,Ar!]. 
定理 区 ”给 定 两 个 有 相同 分 块 的 准 对 角 和 矩阵 A=[Al,As,…,A,],B=[B,， 
B:，…，,B,j].， 若 它们 相应 的 分 块 是 同 阶 的 , 则 
A 二 B=[A 二 Bi,As Bo ,A 二 8B, |]; 
AB = [AB' ,A B:,……,A.B,)], 


3， 上 (下 ) 三 角形 延 阵 


定义 了 主 对 角 线 下 C 上 ) 方 的 元 素 全 为 零 的 方 阵 称 为 上 三 角形 矩阵 (下 三 角形 
和 矩阵) 上 三 角形 矩阵 与 下 三 角形 和 矩阵 统称 为 三 角形 矩阵 . 

定理 30 上 (下 ) 三 角形 矩阵 可 道 的 必要 充分 条 件 是 : 它 的 主 对 角 线 上 的 元 素 都 
不 为 零 ， 当 上 (下 ) 三 角形 矩阵 和 可 逆 时 , 则 


Qi x Gil 0 


0 a 其 0 
其 中 ”* "表示 主 对 角 线 上 (下 ) 方 的 元 素 , 即 可 道 的 上 (下 ) 三 角形 矩阵 的 逆 上 矩阵 仍 是 
上 (下 ) 三 角形 矩阵 . 
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4， 对 称 直 阵 与 反对 称 撼 阵 


定义 和 设 4=(ai)sx, 若 4 一 A, 则 称 4 为 对 称 矩 阵 或 交错 和 矩阵, 若 AT = 
一 4, 则 称 A 为 反对 称 矩 阵 或 余 对 称 和 矩阵 ，R" 上 的 对 称 和 矩阵 简称 实 对 称 和 矩阵， 

定理 31 两 个 对 称 ( 反 对 称 ) 抢 阵 的 和 仍 是 对 称 ( 反 对 称 ) 矩 阵 ; 可 道 的 对 称 ( 反 
对 称 ) 算 阵 的 道 矩 阵 仍 是 对 称 ( 反 对 称 ) 矩 阵 . 


5. 正 净 短 阵 , 正规 上 矩阵, 再 短 阵 . 埃 尔 米 特 天 阵 , 阿达 马 矩 降 


定义 41 设 A=(ay)oxyarERG 一 1;2, 90 如果 AIA 一 AAT 一 六 即 A- 
一 4 , 则 称 A 为 正 交 算 阵 . 

定理 32 若 和 是 正 交 矩阵 , 则 det(A)= 土 1. 

定理 33 正 交 和 抢 阵 的 磁 积 仍 是 正 交 和 矩阵. 正 交 和 矩阵 是 可 道 的 , 且 其 道 矩 阵 仍 是 
正 区 和 托 阵 . 

定义 42 域 C 中 的 方 阵 A= (a ),xs 的 共 斩 转 置 矩 阵 为 (zi )oxy (6i 是 a 的 共 思 
复数 ) , 记 作 A' 或 A". 若 AAT 一 A7A, 则 称 A 为 正规 矩阵 . 

定义 43 车 域 CC 中 的 方 阵 口 满足 UTU=T 即 U7'= 避 , 则 称 U 为 西 和 矩阵 ,简称 
U 矩阵 . 

定理 34 西 矩 阵 的 行列 式 的 值 是 复数 ,其 模 等 于 1, 

定理 35 ”本 和 矩阵 的 乘积 仍 是 酉 矩阵 .本 和 矩阵 的 遂 矩 阵 仍 是 酉 和 矩阵. 

定义 和 4 ” 若 域 C 中 的 方 阵 H 满足 如 7I 一 瓦 , 则 称 五 为 埃 尔 米 特 和 矩阵 ,简称 晶 短 


定理 36” 实 对 称 乍 阵 . 正 交 竹 阵 , 丁 矩 阵 . 埃 尔 米 特 矩 阵 都 是 正规 矩阵 . 
定义 4 仅 由 十 1 与 一 1 组 成 的 ? 阶 方 阵 称 为 = 阶 阿达 马 和 矩阵 .其 行列 式 的 值 


等 于 芭 ,其 中 由 为 1,2 或 4 的 倍数 . 


$S.3 线性 方程 组 


5.3.1 含 2 个 未 知 量 .4a 个 方程 的 线性 方程 组 
含 n 个 未 知 量 x1 ,zz，…,zs sn 个 方程 的 线性 方程 组 的 一 般 形式 为 


dll 小 ] 十 Ql re 十 … 十 Qnzs 一 a [| 
好 321 1 十 azz 工 2 十 “9 二 aznTs 一 zz 


(5. 3-1) 


tn] Tl 十 dn Tz 十 | 十 amT 一 bh,. 
若 记 
A 一 (ai Jr s 革 一 《 工 ] az 一 (A ,be ,bl, 


s |]09 。 


则 方程 (5. 3-1) 可 表 为 如 下 的 矩阵 形式 : 
Ar 一 下 (5, 3-2) 
当 4b 二 0 时 ,方程 组 
Ar=0 (5. 3-3) 
称 为 方程 组 (5. 3-2) 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 ,方程 组 (5. 3-2) 称 为 非 齐 次 线性 方程 组 . 
定义 1 若 癌 量 二 ( 台 , 台 ，…, 芭 )T 满足 方程 组 (5. 3-2), 即 Ax? 二 b, 则 称 如 
为 方程 组 (5, 3-2) 的 解 向 量 . 
当 det(A) 二 |a, | 关 0 时 ,方程 组 (5. 3-2) 的 解 向 量 为 x 二 A-!1b， 这 种 方法 通常 称 
为 送 和 矩阵 法 ， 
定理 1( 克 莱 姆 法 则 ) ”如 果 det(A) 关 0, 则 方程 组 (5. 3-1) 有 了 唯一 的 解 


= DD: 1... 
Xi det(A (1 二 1 ,2， ;nn) ,其 中 


a 
dettA) = 


dn Hn nl ds dmitl "Wm 
是 未 知 量 zi ,za ，…zs 的 系数 行列 式 . 而 五 是 将 detC(A) 中 第 i 列 的 元 素 &3; ar ，*…， 
| 分 别 用 pe sh 去 代 蔡 所 得 的 行列 式 ， 


Ci a2 or oad oo An 


am dn OO nil On dn 7 Um 
(2 = 一 ] ,2 了 
定理 2 齐 次 线性 方程 组 Ax 一 0 有 非 零 解 的 必要 充分 条 件 是 det(A)=0. 


5. 3,2 一 般 线性 方程 组 


会 总 个 未 知县 站] rr Th sD 个 方程 的 线性 方程 组 的 一 般 形 式 为 
QT 十 QT 十 十 QlnTn 一 而 ， 
22 工 | 十 CsaTa 十 … 十 Qtnzn = bs, 


| 


(5. 3-4) 


Qm ZI 十 mg T2 二 mn = bn,. 
奉 记 
A= (a nat = (ryTer esr) b= Ch ,bob ), 
则 方程 组 (5. 3-4) 可 表 为 如 下 的 矩阵 形式 ; 
* 1]0O * 


4r 一 户 (5. 3-5) 


当 ==0 时 ,方程 组 (5. 3-5) 所 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 为 
Ar 一 小 (5. 3-6) 


定义 2 矩阵 A= (ay )wxu 称 为 方程 组 (5. 3-5) 的 系数 矩阵 ,而 矩阵 4 一 (4A, 思 称 
为 它 的 增 广 矩 阵 ， 方 程 组 (5. 3-6) 称 为 方程 组 (5. 3-5) 的 导出 组 . 

定义 3 给 定 方 程 组 

Ax = $b, (5. 3-7) 

其 中 及 = (a wxny x 二 (zy TayZa) B= (bby Bn)T. 当 贡 一 (双双 
双 )7 是 方程 组 (5. 3-5) 的 解 向 量 时 ,车 它 也 是 方程 组 (5. 3-7) 的 解 向 量 ; 反 之 , 当 x 是 
方程 组 (5. 3-7) 的 解 向 量 时 , 若 它 也 是 方程 组 (5. 3-5) 的 解 向 量 , 则 称 方程 组 (5. 3-5) 
与 方程 组 (5. 3-7) 是 同 解 方程 组 ， 

定理 3 对 方程 组 (5. 3-5) 的 系数 矩阵 4 及 右 端 作 相 同 的 行 初等 变换 ,所 得 到 的 
新 的 方程 组 与 原 方程 组 同 解 . 


]， 齐 次 线性 方程 组 


定义 4 设 hr 是 齐 次 线性 方程 组 (5， 3-6) 的 解 向 量 组 ,如 果 :ts 
mm, 线性 无 关 , 且 方程 组 (5. 3-6) 的 任 一 解 向 量 寻 都 可 由 全 ,他 ，… 伞 线性 表 出 , 则 称 
解 向 量 组 护 ， 开 ”证 为 方程 组 (5. 3-6) 的 一 个 基础 解 系 . 

定理 4 设 齐 次 线性 方程 组 (5, 3- 的 的 系数 矩阵 A 的 秩 为 >, 此 时 

《1) 方程 组 (5, 3-6) 有 非 零 解 的 必要 充分 条 件 是 ~<x 

(2) 车 r<n, 则 方程 组 (5. 3-6) 一 定 有 基础 解 系 ， 基础 解 系 不 是 唯一 的 ,但 任 两 
个 基础 解 系 必 等 价 , 且 每 一 个 基础 解 系 所 含 解 向 量 的 个 数 都 等 于 n 一 r. 

(3) 车 ~<m 设 六 ,信和 … 亿 -是 方程 组 (5. 3-6) 的 一 个 基础 解 系 , 则 它 的 一 般 解 
为 

和 二 放生 十 相 家 十 十 A 和， 

其 中 (i 二 1,2,…,n 一 7) 是 数 域 扩 中 的 任意 常数 . 

求 基础 解 系 的 一 个 方法 如 下 ， 

设 r<n; 对 系数 矩阵 A 进行 初等 行 变换 将 其 化 为 阶梯 形 人 矩阵, 写 出 相应 的 阶梯 
形 方程 组 ， 


Cll 1 二 cls zs 十 … 十 Orir OX nn 
Cog -二 十 … 十 Car 人 Tt, CT Cnn 

(5 3-8) 
Crir rrH 


其 中 c; 关 0(i 二 1,2,… ,7r), 再 分 别 用 nn 一 r 级 数 ， 
C100,0), CO 0 (O00 1) 
* 1li : 


代替 自由 未 知 量 (cr yzrr ，… ,za) ; 则 可 依次 求 得 方程 组 (5. 3-8) 的 2 一 r 个 解 癌 量 ， 
外 一 《70 yi 0 
1 一 (721 yee ss yer OD, 1 ,0), 
He = Ce Yr 0 0 1), 
这 n 一 r 个 解 同 量 就 是 方程 组 (5. 3-6) 的 一 个 基础 解 系 . 
例 1 求 下 列 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 基础 解 系 : 
ZIi 十 27zz 十 3xa 十 374 十 7x5 一 必 ， 
32 十 27z 十 十 x 一 3xs 一 人 0， 
Tz 十 223 十 2z 十 6z5 = 人 0， 
57zl 十 4Tz 十 323 十 3z4 一 25 二 0. 
解 ” 对 系数 矩阵 A 进行 初等 行 变换 得 
3 


A— 9 rank(A) 一 2. 


心 ob 
总 人 


] 2 3 

0 1 2 

0 0 0 

Vy 0 0 
由 此 得 同 解 的 阶梯 形 方 程 组 

Zi 十 278 =— 3x3 一 374 — ?rs 

Ta 一 一 223 — Lx — OTs, 


分 别 令 (xz se To 一 (1,0,0), 0,1,0),(0,0,1) 即 得 一 个 基础 解 系 
Th 一 (1，, 一 2,1,0,0), 祖 = (1]， — 2;0:1,0) ,3 一 《5， — 6,0,0,1). 


2. 非 齐 次 线性 方程 组 


定理 5 方程 组 (5. 3-5) 有 解 的 必要 充分 条 件 是 :rank(A) 一 rank(A)， 

定理 6 设 rank(A4)=rank( 有 AA) 二 r+, 和 是 非 齐 次 方程 组 (5. 3-5) 的 一 个 解 向 量 ( 常 
称 为 特 解 ) ;入 ; 信 ，… ,1%-,: 是 其 导出 组 (5. 3-6) 的 一 个 基础 解 系 , 则 方程 组 (5, 3-5) 的 
解 向 量 均 可 表 为 : 

一 加 十 对 一 为 十 入 条 十 委 信 十 十 4 一 雪 一 ， 

其 中 (i 二 1,2,…,n 一 7) 是 数 域 KK 中 的 任意 常数 (这 种 形式 的 解 向 量 常 称 为 一 般 
解 )， 

求解 非 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 方法 如 下 : 

对 增 广 和 矩阵 A 进行 初等 行 变 换 将 其 化 为 阶梯 形 矩 阵 , 写 出 相应 的 阶梯 形 方 各 
组 . 

(1) 车 7 二 n, 则 阶梯 形 方程 组 形 如 ，: 

，112 ， 


Cll 并] 十 cl2 zz 十 …- 十 cs 一 dl 3 
C2 十 … 十 cin 工 。 一 d? 4 


(59, 3-9) 


CT = A 
其 中 ci 天 0 一 1 2 ,nn), 依次 由 第 好 个 ,第 nl1 个 ， … ,第 一 个 方程 可 解 得 Cs 
Tn—l "Ts 由 此 即 得 方程 组 (5. 3-4) 的 唯一 解 证] 9 证 2 
(2) 大 <m, 则 阶梯 形 方程 组 可 表 为 


[| 十 clz Xe 十 人 十 cuz， 二 dh Ort Cn Tn 
Ca AT 十 …- 二 cote 一 de car ~ CoanTns 
《5, 3-10) 
rr 了 工 r 一 d, 人 《rrH rtl CmTns 


其 中 63 关 0(i 三 1,2,-…,r)， 此 时 方程 组 C5. 3-4) 有 无 穷 多 组 解 ， 若 今 zi 二 z+4; 一 
… 一 和 二 0, 则 可 由 方程 组 (5. 3-10) 求 得 一 个 特 解 所 二 (8 ,8 8 ,0,0,…,0), 再 由 
其 导出 组 的 一 个 基础 解 系 站 , 华 ，… 邓 -可 得 方程 组 (5. 3-4) 的 一 般 解 ， 
例 2 求 下 述 方程 组 的 一 般 解 
Xl 十 272 十 3zx3 十 3X 十 ?7xs 二 6， 
371 十 2x2 十 2 十 2 一 3z5 一 人 
2a 十 27z3 十 224 十 8255 一 3， 
Zi 十 zz 十 3zs 十 3z 一 太一 12. 
解 ” 对 增 广 和 矩阵 4 进行 初等 行 变换 
2 


一 
Lo 
Co 2 CD Lo 
Ko 
Km 


] 
0 
0 
得 同 解 的 阶梯 形 方程 组 
2 十 2rzs 十 32z3s 十 3z 十 725 一 6 
Za 十 273 十 2x4 十 6xs 一 3. 

令 三 二 xz 二 x; 一 0, 得 一 特 解 加 一 (0,3,0,0,0)， 再 由 例 1 可 知 所 给 方程 组 的 导出 组 
的 一 个 基础 解 系 为 

hn 二 2,1,0,0) ,1 = (1,—2,0,1,0), 

Wh = (5;— 6,0,0,1). 
故 求 得 所 给 方程 组 的 一 般 解 为 

Y={0,3,0,0;0) 二 (Cl, C2,1,0,0) 


十 A2 (1， —2,0,1,0) 十 A3 9， —6,0,0,1). 
" 113 。， 


其 中 以 ,N,N 是 数 域 中 的 任意 常数 . 
835.4 线性 空间 


5.4.1 线性 空间 的 维 数 ” 基 与 坐标 


定义 1 设 X 是 数 域 K 上 的 线性 空间 (参看 14. 2. 8)， 如 果 中 存在 线性 无 关 
的 n 个 向 量 , 而 任意 % 十 1 个 向 量 都 线性 相关 , 则 称 半 为 K 上 的 n 维 线性 宝 间 ,n 称 为 
X 的 维 数 , 记 作 dimX= 二 n.。 当 存在 这 样 的 nn 时 ,匀称 为 有 限 维 线性 空间 ,否则 , 称 为 无 
限 维 线性 空间 ,又 dm{0} 王 0. 

以 下 设 式 是 和 上 的 2 维 线性 空间 

定义 2 成 中 地 个 线性 无 关 的 向 量 gl ,gz …… 和 5 称 为 六 的 一 组 基 . 

例如 ,向 量 组 6 二 (1,0,…,0) ,ez 二 (0,] ,0),… ,es 二 (0,0,， 1) 就 是 玉 中 的 
一 组 基 , 而 且 称 这 样 的 基 为 自然 基 . 

定理 1 设 gj,62,…,E, 是 XX 的 一 组 其 ,x 时 中 的 一 个 同 量 , 则 x 可 由 基 &1， 


E24 "+B 唯一 地 线性 表 出 : 点 一 > ne 。 且 称 数组 十 1] -2 Tn 为 品 量 x 在 基 Els 


E22 +" Er 下 的 坐标 , 记 作 二 《zz i re 和) 
定义 3 设 eyez…a 及 答 , 虽 ，…; 仙 是 的 两 组 基 , 且 它们 有 如 下 关系 : 二 二 


> 一 ] ,2 ,出 称 和 矩阵 及 二 (a; )。x 为 由 基 8i 4 是 2 4 》 到 基 9i ;Pe “让 


的 过 渡 和 抢 阵 . 

定理 2 过滤 矩阵 一 定 是 可 逆 的 . 

定理 3 设 gi,82 yy55 及 让 :人 P，…1! 仙 是 XX 的 两 组 基 , 且 由 B1182 ,6r 到 机， 
水 ，… ,1 的 过 渡 和 矩阵 是 A 二 (a );xn， 如 果 关 中 的 向 量 x 在 基 E ,82 ，… ;5r 友基 中， 
丽 ，… ?下 的 价 标 分 别 为 Cz yzo yy 及 Cy yy 5); 则 (Ki ren) 一 
A(y syn yy Cy yi) A rr) , 

定理 4 设 包 ,E2283 理 ;TE 向 太一 ,4 是 六 的 三 组 基 . 

(1) 如 果 由 & ;B285 到 人 证, 介 的 过 小 算 阵 是 4 , 则 由 四 …… 伸 到 
E12" En 的 过 渡 和 矩阵 是 A | 

(2) 如 果 由 B81 ;62 … 到 有 ;1 ，… ,和 的 过 渡 和 矩阵 是 AA, 由 二, 家 1 人: 汤 到 1， 
7 的 过 渡 和 矩阵 是 吾 , 则 由 8&1 ss 到 yy ……p 和 加 的 过 渡 和 矩阵 是 AB. 


5.4.2 线性 子 空间 


定义 4 设 基 是 下 上 的 ”= 维 线性 空间 ,了 是 X 的 子 集 且 满足 : 奉 ,yEY, 则 过 十 
yEY; 阁 rEK,xEY,; 则 ox EY, 则 称 Y 为 X 的 线性 子 空间 ,简称 子 空间 . 
定理 5 设 @l 四 是 % 的 一 组 癌 量 ， 则 这 组 向 量 上 所 有 可 能 的 线性 组 合 
- ll4 ， 


a 所 成 的 集合 是 六 的 一 个 子 空间 , 称 为 由 1 ， 竟 2 9 本 生成 的 子 空间 , 记 作 


Log ,gz 6 或 span(al ,Ga ar)， 

定理 0 设 Y 是 XX 的 一 个 m 维 子 空间 1 02 3 tn 是 Y 的 一 组 基 , 则 

(1) 向 量 组 ya， 可 扩充 为 XX 的 一 组 基 , 妈 可 找到 关 的 n 一 mr 个 向 量 
QntlrGm429""' ya! 使 癌 量 组 ,02 :ao dr 和 pa 是 X 的 一 组 基 . 

(2) 若是 X 的 一 个 向 量 , 则 aEY 的 必要 充分 条 件 是 :a 关于 基 m ,az ，…an， 
awmt+19""" 的 坐标 为 (zz siTn 0 ;0)， 

定理 7 (1) 两 个 向 量 组 生成 相同 的 子 空间 的 必要 充分 条 件 是 ;这 两 个 向 量 组 等 
价 . 

(2) dimL ta ,A 0) ~—rankta ,02 ,°° ,0,). 


5.4.3 子 空间 的 区 ,和 、 直 和 


以 下 设 六 与 丈 都 是 数 域 K 上 的 线性 空间 XX 的 子 空间 . 

定理 8 右 用 Yi 败 Y; 表示 六 与 Y 中 的 公共 元 素 的 集合 , 则 Yi 人 Yi ,也 是 闫 的 
子 空间 , 且 称 Yi 人 Yi, 为 Yi 与 Yi 的 交 . 

定理 9 若 用 YY 十 Ys 表示 全 体形 如 二 十 移 (yy EY ,yzEY;) 的 向 量 组 成 的 集 
合 , 则 如 十 Yi 也 是 苹 的 子 空间 , 且 称 YY 十 Yi 为 六 与 Ys 的 和 . 

定理 10( 维 数 公式 ) dimY 十 dimny: 一 dim(Y 十 Ye ) 十 dimnCY 所 Y ). 

定义 5 如 果 了 中 的 每 个 向 量 ? 可 唯一 地 表 成 y= 二 六 十 (yy EYI,yr EYs) 的 形 
式 , 则 称 Y 了 为 Y 与 Y; 的 直 和 ， 记 作 了 一 六 十 ys 或 半 员 Y;. 

定理 11 和 YY 十 Y， 为 直 和 的 必要 充分 条 件 是 ， 让 J 十 ya 一 由 为 ET 入 EY:,) 
可 推出 yy 二 yy 二 0. 

定理 12 和 六 十 为 直 和 的 必要 充分 条 件 是 ;Yi 站 Yi 二 10), 因 此 dim(Yi 十 
Y;)=dimY 十 dimy。， 


$5.5 线性 变换 


5.5.1 线性 变换 的 定义 与 运算 


定义 1 设 X!,X; 是 数 域 KK 上 的 两 个 有 限 维 的 线性 空间 ,gq 是 Xi 到 Xs 的 一 个 

肌 射 (参看 14. 1, 5)， 如 果 对 任何 向 盘 x*,y€E Xi 及 任意 的 a,;BEK, 有 
plar 十 py) = apr) Poly 

则 称 wp 为 Xi 到 Xs 的 线性 上 映射， 并 把 1 维 线性 空间 XX! 到 m 维 线性 空间 多; 的 线性 
映射 的 全 体 记 为 如 ,Xz). 

定义 2 设 久 是 数 域 K 上 的 n 维 线性 空间 , 则 天 到 的 线性 映射 p 叉 称 为 六 中 
的 线性 变换 或 线性 算 子 ，w(x) 称 为 < 在 变换 2 下 的 象 ,zx 称 为 p(z 的 原 象 ,p(xz) 也 币 

* ] 15 。 


简 记 作 pz. 
由 定义 即 得 p( > xx, ) 一 > ,Xp(x )， 从 而 线性 变换 保持 线性 组 合 与 线性 关系 


不 变 ; 线 性 变换 把 线性 相关 的 向 量 组 变 成 线性 相关 的 向 量 组 . 

定 久 3 ”如 果 对 任何 x 久 有 E(x 二 x 及 90(x) 二 0, 则 分 别称 EE 及 0 为 六 中 的 恒 
等 变换 (或 单位 变换 ) 及 零 变 换 ， 

定义 4 设 入 ,和 ?是 X 中 的 线性 变换 ,xE 和 AGE 天 , 则 

(1) 由 (十 p27)(X) 二 p(X?) 十 go (x) 确 定 的 变换 gi 十 go 称 为 pn 与 qz 的 和 

(2) 由 Gg) (x) = Xp(x) 确 定 的 变换 jp 称 为 与 9 的 数量 乘积 ,特别 由 
(一 pg) (zx) 二 一 g(x) 确定 的 变换 一 g 称 为 g 的 负 变换 . 

《3) 由 (gq) (9) 一 pr (qr (xX)) 确 定 的 变换 qq 称 为 pp 与 2 的 乘积 ， 

(4) 由 二 pp'…g(8 个 因子 ) 确 定 的 变换 yf 称 为 gp 的 大 次 村 . 

定义 5 设 p 是 关中 的 线性 变换 如 果 存 在 外 中 的 线性 变换 yy, 使 py 一 pp 二 EE， 
则 称 gq 为 可 送 线 性 变换 ,yy 称 为 gq 的 逆 变 撞 , 记 作 g ', 即 py! 一 pg w= 二. 

定理 1 人 恒 等 变换 、 零 变换 ,线性 变换 的 和 , 数 与 线性 变换 的 数量 乘积 、 负 变换 、 
线性 变换 的 乘积 及 逆 变 换 都 仍 是 线性 变换 . 

定理 2 线性 变换 的 运算 满足 下 列 规 律 

(1) 加 法 交换 律 与 结合 律 

og = po (Gio = otg 二 7 
(2) 乘法 结合 律 
(pp = ppp) 
(3) 乘法 对 加 法 的 左 分 配 律 与 右 分 配 律 
atop) = np pt pn = pn pA. 
(4) 19= 9, (MDB 一 MUpp) ,Tg=ApT pp A 二 和 2) 二 A 十 MP ;其 中 A ,1E 


5.5.2 线性 变换 的 盾 阵 


定理 3 设 针 是 nn 维 线性 空间 ,Eg1 ,82，*…' ,6 是 XX 的 一 组 基 ,aa ,qo 是 其 中 
任意 7 个 向 量 , 则 存在 唯一 的 线性 变换 gp, 使 得 
P(E) = (i= ,2 0). 
定义 6 设 久 是 n 维 线性 空间 ,gj ,sz,… ,Es 是 XX 的 一 组 基 ,yp 是 X 中 的 线性 变 
换 , 于 是 p(e ) 0 一 1,2…… 门 可 唯一 地 由 &1 ;82，… ,Br 线性 表 出 , 设 为 


p81) 一 > aigi 人 一 12 ， (5. 5-1) 
- i 二 1 


称 甜 阵 4 二 (ay )vxn 为 给 定 的 线性 变换 关于 所 给 基 的 矩阵 ,简称 线性 变换 的 和 矩阵, 
定理 4 设 二 是 ”> 维 线性 空间 El] + Bo "En 是 兰 的 一 组 基 , 则 4 中 的 每 个 线性 
* 116 。 


变换 按 公式 (5.5-1) 都 对 应 于 一 个 xzXz 矩阵 ,这 个 对 应 具有 以 下 性 质 ， 

(1) 线性 变换 航 和 对 应 于 和 矩阵 的 和 . 

(2) 线性 变换 的 数量 乘积 对 应 于 和 抢 阵 的 数量 乘积 . 

(3) 线性 变换 的 乘积 对 应 于 抢 阵 的 乘积 . 

(4) 可 逆 的 线性 变换 与 可 逆 和 矩阵 对 应 , 且 逆 变换 对 应 于 逆 抢 阵 ， 

定理 5 设 基 中 的 线性 变换 p 在 基 si,sz，…5 下 的 矩阵 为 人 ,向 最 x 在 基 8i， 
gzB 下 的 坐标 为 (zi ,xx2 ，… ) ; 则 ql 在 示 81 ;2 ;984 下 的 伐 标 Cy ye sy ) 
可 用 公式 (yy yyy 二 ACzn yz"… ,Xs) 计算 . 

定理 6 设 外 中 的 线性 变换 g 在 基 gl ,82，… ,8 与 基 ?, 闻 ,人 下 的 矩阵 分 
别 为 A 与 B, 目 从 蔚 6 ,82,… ,5 到 基 作 , 华 ，…… 有 的 过 渡 和 矩阵 是 忆 , 则 B=P AP. 

定义 7 设 A,B 为 数 域 K 上 的 两 个 n 阶 手 阵 , 如 果 存 在 乓 上 的 阶 可 逆 和 矩阵 己 ， 
使 得 B=P AP, 则 称 和 矩阵 A 相似 于 和 卸 阵 吕 , 记 作 4 一 8 

定理 7 和 矩阵 之 则 的 相似 关系 具有 下 列 性 质 : 

(1) 自 反 性 4 一 A. 

(2) 对 称 性 若 A~8, 则 B~A. 

(3) 传递 性 车 A~B,B~C, 则 A~C. 

定理 8 如 果 两 个 矩阵 相似 , 则 它们 可 着 作 同 一 线性 变换 在 两 组 基 下 所 对 应 的 
和 矩 阵 . 


5, 5, 3 ”本 征 值 与 本 征 向 量 


定义 8 俊 y 是 数 域 K 上 线性 空间 X 中 的 线性 变换 ,如 果 对 io E 天 ,存在 一 个 非 
零 癌 量 5 使 得 g( 自 二 468, 则 称 和 为 g 的 一 个 本 征 值 或 特征 值 ,# 称 为 g 的 属于 的 
一 个 本 征 向 量 或 特征 向 量 . 

定义 9 设 A4 一 (ai )rwxr 是 数 域 K 上 的 nn 阶 方 阵 ,4 是 一 个 复数 , 则 知 阵 *1 一 A 的 
行列 式 


A—ay] 一 6 2 Qn 
a Ad 一 

F(N) = det(Al — A) = 
一 总 了 ”人 nn2 ii A 一 tm 


是 数 域 K 上 关于 》 的 一 个 次 多 项 式 , 称 为 矩阵 A 的 特征 多 项 式 ， 

者 FCA) 二 A", 则 称 A 为 曙 零 矩阵 若 FCO) 二 0 一 1)*, 则 称 A 为 窟 单 矩 阵 . 

定义 10 线性 变换 g 在任 一 组 基 下 的 矩阵 4 的 特征 多 项 式 称 为 gw 的 特征 多 项 
式 . 8 的 特征 多 项 式 的 根 就 是 w 的 本 征 值 ,矩阵 A 的 特征 多 项 式 的 根 称 为 A 的 本 征 
值 或 特征 值 . 

定理 9 设 和 矩阵 A= (a, ),x; 的 特征 多 项 式 为 

F(A) = detQT — A) = 十 bam 十 十 be 十 可， (5. 5-2) 
*。 1l7 * 


则 它 的 系数 


CD 


1 1 号 昌 册 夫 吉 二 面 油 直 由 过 二 者 者 二 和 间 帮 看 放生 吴 党 自 
CT i i 


其 中 二 1,2,…,n, 而 和 号 。 D2， 表示 对 所 有 可 能 的 1 至 # 中 的 整数 袜 ， 
1 i 
ia 求 和 ,特别 


hl = (— 1) > 全 站 日 一 一 Sa, : 
i=1 


i] Sn 


Qi Hl io 


=)” 2 " 


1 Ci Sn | 
Gi] tia i 
Hl] 12 ln 
|92 G22 Aon 
= {—1) = (— 1)"detCA)., 


nl 全 m2 夯 中 呈 上 本 


定理 10 设 算 阵 4=(ai )wx 的 特征 多 项 式 (5, 5-2) 式 的 个 根 为 A ha 
(有 重 根 时 重复 出 现 ) , 则 
& = (— 1) > Ai Ai 
1 i i 
其 中 大 一 1 ,2 nn. 
定理 11 设 和 矩阵 A=(a; )wxs 的 特征 多 项 式 (5. 5-2) 式 的 于 个 根 为 1 ,ha ,A 
(有 重 根 时 重复 出 现 ) , 则 


_ dy] ig ”ii 
An Ai A 二 一 ， 
1 io En li ry i En 了 


特别 有 > = > Yas, Ta = det(A)， 
'=1 i=1 ;二 1 


定义 让 方 阵 A=(as )wxs 的 主 对 角 线 上 的 元 察 之 和 > a (或 A 的 n 个 特征 值 


1 一 1 
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之 和 2 ) 称 为 A 的 迹 或 对 角 和 , 记 作 tr4 或 Sp4, 即 


trA 一 Des 一 > 人- 

定理 12 如果 ?xm 矩阵 A 与 8B 相似, 则 A 与 B 有 相同 的 特征 多 项 式 及 相同 的 
行列 式 ， 

定理 13 设 A= (a; ) nxn ,Mo 是 AA 的 本 征 值 , 则 为 A 的 属于 1 的 本 征 阿 量 的 必 
要 充分 条 件 是 :e 为 齐 次 线性 方程 组 (MI 一 A)x=0( 或 Ax 二 Xox) 的 非 零 解 , 其 中 x 二 
(zlyZ2zy yze) 

定理 14( 佩 龙 - 弗 罗 页 尼 乌 斯 定理 或 弗 罗 员 尼 乌 斯 - 佩 龙 定理 ) 如 果 人 A= 
《az nxn 之 0 即 @5 过 042] 二 1,20 yy 则 存在 各 之 0 和 Xo 二 《x01 yzog 和 yzon)zo 人 0， 
it 一 1 22 使 得 (1)Axo 二 xo, 即 1o 古 A 的 本 征 值 ,xo 是 A 的 属于 Xo 的 本 征 问 
量 . (2) 如 及 4 是 A 的 任何 不 同 于 Xo 的 本 征 值 , 则 |4|<<h. (3) 本 征 值 的 几何 和 代 
数 重 数 都 等 于 1. 

如 果 及 之 0 即 di 之 0 一 1 2 ,+ 且 对 某 个 正 整数 上 有 A* 记 0, 则 上 述 结 论 仍 
然 成 立 . 

定理 15( 柯 朗 - 费 希 尔 极 小 化 极 大 定理 ) ”如果 A; (有 A) 表示 对 称 和 矩阵 A 的 按 大 小 
排列 的 第 i 个 本 征 值 , 即 ii44A) 委 ia 人 4) 委 …… 委 (4) ,1 和 nn, 则 


Ax 
Ai(A) = min max TT 
Wr ER ER xX 
— Wa 一 


其 中 1 表示 正 交 ， 

定理 16( 西 尔 维 斯 特 惯性 律 ) 如 果 A 为 对 称 矩 阵 ;C 为 可 逆 和 矩阵 ,B= 二 CAC, 则 
和 A 与 B 具有 相同 数目 的 正 . 负 和 零 本 征 值 . 

定理 | 里 菊 原 理 ) ”如果 和 是 A 的 最 小 本 征 从 ,相应 的 本 征 向 量 为 x， 


记 R(x) = ; 则 和 使 RLY) 达到 极 小 , 即 


Xl Axi 
xTx 

以 下 设 8 是 数 域 K 上 的 = 维 线 性 空间 X 中 的 一 个 线性 变换 ， 

定理 18 存在 天 的 一 组 共 使 得 9 在 这 组 基 下 的 矩阵 为 对 角 和 矩阵 的 必要 充分 条 
件 是 ;gp 是 n 个 线性 无 关 的 本 征 向 量 . 

定理 19 阁 g 有 个 不 同 的 本 征 值 (或 当 K=C 时 ,yg 的 特征 多 项 式 没 有 重 根 )， 
则 存在 的 一 组 基 , 使 得 y 企 这 组 基 下 的 德 阵 为 对 角 和 矩阵 ， 

定理 20 设 因 ,从 是 9 的 不 同 的 本 征 值 ， 如 果 后， 有 ，… 扣 ,是 属于 
1，(i 一 1 2 有 的 线性 无 关 的 本 征 向 量 ,出 向 其 组 

£11 E12 1 G1 » &21 ) &22 2 1 ) 9 hr 


x! 
ho 一 一 minRCnD = min* A = RO) 一 Hf 
zz0 XI 


"19 。 


也 线性 无 天 . 

如 果 gg 有 nn 个 线性 无 关 的 本 征 向 量 , 则 存在 XX 的 一 组 基 使 得 9 在 这 组 基 下 的 甜 
阵 为 对 角 和 矩阵 , 且 主 对 角 线 上 的 元 素 除 排列 次 序 外 是 完全 确定 的 ,这 些 元 素 正 是 p 的 
全 部 本 征 值 ( 重 本 征 什 按 其 重 数 排出 ). 

例 ” 设 线 性 变 搁 9 和 企 基 Elyezyea 下 的 拓 阵 为 
1 2 2 
2 1 2 
oe 2 1 
求 g 的 本 征 值 与 本 征 向 量 ,并 求 与 A 相似 的 对 角 矩 阵 , 

解 求 4 的 特征 多 项 式 


站 二 


和 


1 一 1 一 2 —2 

一 2 1 一 1 一 ? 

-2 一 2 一 1 

的 根 , 由 此 得 gp 的 本 征 值 为 1 三 一 1( 二 重 ) ,hz 二 5. 将 它们 分 别 代入 齐 次 线性 方程 组 
s zx 一 222 一 23 — 0, 


FO) = detQAI — A) = 二 A 十 1)* (一 5) 


—27 十 (1)zx— 2 = 0, 
—271 2x72 二 (A—1)xs 一 0， 
得 线性 无 关 的 三 个 本 征 向 量 & 二 (1,0, 一 1), 色 二 《0,1, 一 ]) ,名 二 (1,1,1). 由 &1 ,82， 
gs 到 与 ,es 的 过 渡 和 矩阵 为 
] 0 1 


一 一 1 1 


则 矩阵 


—1 0 0 
or 
0 0 5 
即 为 与 A 相似 的 对 角 短 阵 . 


3 5.6 着 尔 当 典 范 形 
5.6.1 最 小 多 项 式 


1， 向量 的 最 小 化 堆 多 项 式 


定义 1 设 g 是 复数 域 C 上 ?” 维 线性 空间 和 中 的 线性 变换 .如 果 对 于 给 定 的 非 
。120 ， 


零 向 量 xEX, 有 多项式 和 人) ,使 得 oo)() 一 0 成立, 刚 称 人) 为 大 的 化 零 多 项 式 . 

定义 2 在 zx 的 所 有 化 零 多 项 式 中 , 首 项 系数 为 1, 且 次 数 最 低 的 称 为 x 的 最 小 
化 零 多 项 式 , 记 为 (4). 

定理 1 向 量 x 的 最 小 化 零 多 项 式 x 04) 是 唯一 的 . 

定理 2 向 量 x 的 最 小 化 零 多 项 式 (4) ;能够 整除 x 的 任何 化 零 多 项 式 o: O00)， 
即 存在 多 项 式 请 (1) ,使 o.0) 三 pw QDhOUD) 成 立 , 记 作 jw C0 16s 62). 


2, 线性 变换 的 最 小 多 项 式 


定义 3 设 p 是 线性 空间 X 上 的 线性 变换 ,如 果 对 于 任意 的 向 量 x€E X, 有 多 项 
式 p《z) ,使 (Cp) (x)==0, 即 ly) 为 零 变换 , 则 称 jyl2) 为 g 在 关上 的 化 零 多 项 式 ， 

定义 4 设 扩 是 一 个 数 域 ,4 是 一 个 文字 ,如 果 和 矩 阵 A 的 元 素 a; (4) 是 系数 属于 
的 A 的 多 项 式 ( 记 作 aj (4A) EK)), 则 称 入 为 4 矩阵 , 记 作 A( 一 (ai (4))， 方 阵 
A= (ai )wxv 的 特征 矩阵 47 一 上 4 就 是 一 个 ) 矩阵. 

定理 3( 凯 菜 -哈密 顿 定理 ) 设 和 A= (ai )wx 是 数 域 攻 上 的 一 个 二 阶 方 阵 ， 


Fi 是 A 的 化 零 多 项 式 . 

定义 5 在 =Xz 和 矩阵 A 的 所 有 化 零 多 项 式 中 , 首 项 系数 为 1, 且 次 数 最 低 的 称 为 
A 的 最 小 多 项 式 , 记 作 yg (4). 

定理 4 7zXiz 和 矩阵 A 的 最 小 多 项 式 是 唯一 的 . 

定理 5 _*Xm 和 矩阵 A 的 最 小 多 项 式 ja 02), 能够 整除 A 的 任何 一 个 化 零 多 项 式 ， 
特别 ,ya (4) 能 够 整除 FG), 即 gn CD)1FG). 

5, 6.2 A 人 算 阵 的 典范 形 

定义 6 下 列 三 种 变换 称 为 矩阵 4A() 的 初等 行 ( 列 ) 变 换 , 统 称 为 初等 变换 ; 
(1) 用 下 中 的 一 个 非 零 数 乘 A() 的 某 一 行 ( 列 ); C2) 把 4(A) 的 某 一 行 ( 列 ) 的 产 (A) 傍 
Ch(A) 是 一 个 多 项 式 ) 加 到 另 一 行 ( 列 ) 上 去 ;(3) 互 换 AC) 的 某 两 行 ( 列 ). 

定义 7 车) 和 矩阵 4A() 可 经 过 一 系列 初等 变换 化 为 1 和 矩阵 了 (), 则 称 AD) 与 
BGAD) 等 价 , 


定理 6 任意 一 个 非 零 的 和 矩阵 A(A) 都 等 价 于 如 下 的 对 角 和 矩阵 : 
di (A) 


ds (A) Q 


d, (A) 3 (5. 6-1) 
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其 中 rr 之 1d 0) (i 二 1,2,…;7) 是 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 , 且 区 人 人 CD 一 1， 
2,… ,TO—1). 


形 如 (5. 6-1) 的 矩阵 称 为 A(X) 的 典范 形 . 4 矩阵 的 典范 形 是 唯一 的 . 
5.6.3 不 变 因 子 与 初等 因子 


定义 8 1 和 矩阵 A() 的 典范 形 中 主 对 角 线 上 的 非 零 元 束 dD (i 二 1,2,…,7) 称 
为 A() 的 不 变 因 子 . 

定义 9 把 矩阵 A( 或 线性 变换 po) 的 每 个 次 数 大 于 零 的 不 变 因子 分 解 成 互 不 相 
同 的 一 次 因 陈 方 幕 的 乘积 ,所 有 这 些 一 次 因 式 方 狂 (相同 的 必须 按 出 现 的 次 数 计算 ) 
称 为 矩阵 A( 或 g) 的 初等 因子 ， 

定理 7 两 个 1 和 矩阵 相似 的 必要 充分 条 件 是 :它们 有 相同 的 不 变 因子 或 相同 的 初 
等 因子 . 

定理 8 设 A, 中 是 级 域 天 上 的 两 个 由 xm 矩阵 , 则 4 与 妃 相 似 的 必要 充分 条 件 
是 :它们 的 特征 矩阵 A0)=41 一 A 与 B04)= 二 41 一 B 等 价 . 


5.6.4 者 尔 当 典范 形 
定义 10 形 如 


JJ (1 一 


1 : 
的 短 阵 称 为 车 尔 当 块 ,其 中 EC 由 若干 个 车 尔 当 块 组 成 的 准 对 角 和 矩阵 
fi tA) 


J2 tA) 0 
J (X42) 一 。 {5, 6-2) 


J (A) 

称 为 车 尔 当 形 矩 阵 . 

定理 9 设 g 是 复数 域 C_ 上 nn 维 线性 空间 X 中 的 一 个 线性 变换 , 则 在 X 中 必 丰 
在 一 组 基 , 使 g 在 这 组 医 下 的 滤 阵 是 千 尔 当 形 矩阵 ,这 个 若 尔 当 形 和 矩阵 除 去 其 中 车 尔 
当 块 的 排列 次 序 外 ,是 唯一 确定 的 , 称 这 个 若 尔 当 形 和 矩阵 为 y 的 车 尔 当 典范 形 或 若 尔 
当 标 准 形 . 在 9 的 奉 尔 当 典 范 形 中 , 主 对 和 角 线 上 的 元 索 正 是 yg 的 全 部 本 征 值 ( 重 本 征 
值 按 其 重 数 排 出 )， 
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定理 10 复数 域 C 上 的 任意 一 个 n 阶 方 阵 A 都 与 一 个 形 如 (5, 6-2) 的 春 尔 当 形 
答 阵 相似 , 即 存在 非 奇 异 矩 阵 P, 使 P"'AP 二 J. 这 个 若 尔 当 形 和 矩阵 除去 其 中 若 尔 当 
块 的 排列 次 序 外 ,是 唯一 确定 的 , 称 这 个 若 尔 当 形 矩 阵 为 A 的 若 尔 当 典范 形 或 若 尔 
当 标准 形 , 在 A 的 者 尔 当 典范 形 中 , 主 对 角 线 上 的 元 素 正 是 A 的 全 部 本 征 值 , 且 任 一 
本 征 值 出 现 的 次 数 等 于 它 的 重 数 . 


8S7 二 次 型 


5.7.1 二 次 型 及 其 矩阵 表示 
定义 1 一 个 系数 在 数 域 有 KK 上 的 zi ,zs，… ,x 的 二 次 齐 次 多 项 式 


fin sr ra) =A La Ti To 二 :十 2415T1T; 
十 az2 3 十 2a23a Xz zs 十 …… 十 2a2nT2 Tn 
十 十 az (5, 7-1) 
称 为 数 域 K 上 的 n 元 二 次 型 ,简称 二 次 型 . 当 攻 为 R 或 C 时 ,分 别称 为 实 二 次 型 或 复 
二 次 型 ,二 次 型 (5, 7-1) 的 系数 排 成 的 对 称 矩 阵 


Ull dl ln 

次 21 dH i 
A 一 

tn] Cn2 “"" rm 


称 为 所 给 二 次 型 的 矩阵 ,其 中 2 Aan tj =], 2 茶 今 工 一 (zi ,Ty， … xn ) ， 则 
所 给 二 次 型 可 表示 为 
fr yr sz) = x Ax. 

二 次 型 的 矩阵 的 秩 也 称 为 二 次 型 的 秩 . 

定义 2 设 A,B 都 是 K 上 的 >Xz 和 矩阵 ,车 存在 久 上 的 可 逆 的 >XP 和 矩阵 C, 使 得 
B=C 4AC, 则 称 A 与 号 是 合同 短 阵 , 记 作 A 二 B. 

定理 1 和 矩阵 之 间 的 合同 关系 具有 自 反 性 ,对 称 性 及 传递 性 . 

定义 3 设 ZT TT， 和 是 两 组 文字 ,系数 在 数 域 K 中 的 一 组 关系 
陈 


zi = Py (= 1,2,,n) (5. 7-2) 


一 ] 


称 为 由 Zi ;Xs 到 yy 加， 的 一 个 线性 替换 ,或 简称 线性 替换 , 若 
detlcs ) 天 0, 则 称 线性 替换 (5. ?7-2) 为 非 退 化 的 线性 替换 . 
定理 2 经 过 一 非 退 化 的 线性 替换 ,二 次 型 仍 变 成 二 次 型 , 且 新 二 次 型 的 矩阵 与 
原 二 次 型 的 矩阵 是 合同 的 . 
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5.7.2 标准 形 


定理 3 数 域 K 上 任意 一 个 二 次 型 都 可 经 过 非 退 化 的 线性 替换 化 为 平方 和 
dizxt 十 da x4 十 …… 十 dnzs 

的 形式 , 它 称 为 所 给 二 次 型 的 标准 形 . 

定理 4 数 域 玉 上 任意 一 个 对 称 矩阵 都 合同 于 一 个 对 角 和 撼 阵 . 

用 初等 变换 法 化 二 次 型 为 标准 形 . 

设 二 次 型 了 二 fz ,zo ，*… ,zs) 的 矩阵 为 A, 作 初等 变换 

(0) 对 4 作成 对 的 初等 行 、 列 变换 (>) 
JT， 对 了 工 只 作 其 中 的 初等 列 变换 “C 

其 中 局 是 对 角 和 矩阵 DD 二 [d,4ds,…,d,j,C 是 非 退 化 的 线性 替换 矩阵 , 此 时 ， 
f=dyi Tdz Wi 二 十 dy!. 

例 用 初等 变换 法 化 二 次 型 frie zs = x rst Trix — 3x2 x 为 标准 形 . 

解 ”zza2s) 的 矩阵 为 


0 12 1/2 
A= |1/2 0 一 37/2|， 
1/2 一 3/2 0 

0 1/2 172 1 0 0 
1/2 0 一 3/2 0 一 1/4 0 
A\ |1l/2 ~3/2 0 0 0 3 
0)= 1 0 0 | |1 -1/2 3 
0 1 0 1 1/2 一 1 
0 0 1 0 0 1 

1 0 0 1 一 1/2 3 
D= [0 一 1/4 | 1 1/2 -| 

0 0 3 0 0 1 


线性 蔡 换 为 


1 一 一 方 加 十 3ys， 


工 3 一 33， 


由 此 得 fn $2 za) 一 并 一 二 关 十 3 姑 . 


5.7.3 二 次 型 的 惯性 指数 


定理 5 在 二 次 型 的 标准 形 中 ,系数 不 为 零 的 平方 项 的 个 数 是 唯一 确定 的 ,与 所 
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作 的 非 退 化 的 线性 替换 无 关 . 
定义 4 设 扩 rz2o) 是 一 实 二 次 型 ,其 矩阵 的 秩 为 ”>, 且 标准 形 为 
diy? + dA + dy — dm yn —'— dy’, (5. 7-3) 
其 中 d; 守 0(i 二 1,2,…,r). 若 再 作 一 -线性 替换 


Y; 一 7 (1 = 1],24"* ,7), 
入 一 和 一 7 十 17r 十 2 
则 (5. 7-3) 就 变 成 
双 十 对 十 … 十 对 一 中 F 一 … 一 尼 ， 《5.7-4) 
(5. 7-4) 式 称 为 实 二 次 型 f(z zz) 的 规范 形 . 
若 FIziz…zn) 是 一 复 二 次 型 ,其 窍 阵 的 秩 为 7, 则 其 规范 形 为 
对 十 如 十 … 十 好 (为 二 次 型 的 秩 ). 
定理 6 任 一 实 ( 复 ) 二 次 型 ,经 过 一 适当 的 非 退 化 的 线性 蔡 换 总 可 以 化 为 规范 
形 . 规范 形 是 礁 一 的 ， 
定义 5 在 实 二 次 型 f(z ,zxz，… ,za) 的 规范 形 中 , 正 与 负 平 方 项 的 个 数 思 与 7 一 
记分 别称 为 f(a zz) 的 正 惯 性 指数 与 负 惯性 指数 , 正 . 负 惯性 指数 之 差 p 一 
(r 一 力 一 22 一 > 称 为 7Czz wz) 的 符号 差 . 


5.7.4 正 ( 负 ) 定 二 次 型 


定义 6 设 乒 fa 一 YA 为 ?元 实 二 次 型 , 符 对 任 一 组 不 全 为 零 的 实 
数 ccz，……cr 都 有 

(1) ec co>>0C<0),， 则 称 Fnmyz wm) 为 正定 二 次 型 { 负 定 二 次 
型 ) ,此 时 称 A 为 正定 矩阵 ( 负 定 矩阵 ). 

(2) cycs ;C0) 之 QC( 夺 0), 则 称 fCzi ,x ;… ,zz ) 为 正 半 定 二 次 型 ( 负 半 定 二 
次 型 ) ,此 时 称 A 为 正 半 定 和 矩阵 ( 负 半 定 矩 阵 }. 

正定 二 次 型 ( 仙 定 二 次 型 ) 必 是 正 半 定 二 次 型 ( 负 尘 定 二 次 型 )， 

者 fx 9 -上 2 ;Tn ) 既 不 是 正 半 年 的 ， 又 不 是 负 半 定 的 ; 则 称 f(x + a sn ) 为 
不 定 二 次 型 ， 

定义 7 设 A=(as)oxs; 则 (kn) 阶 子 式 


di ii i 

Hig i Ci 二 
PP; 一 

Qi die ih 


称 为 A 的 & 阶 主 子 式 , 其 中 1 志 主 过 记 之 之 和 和 Rn; 而 半生 nn) 阶 了 于 式 
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是 是 间 委 当 昌 顺利 村 遇 国 由 由 趾 吕 轩 呈 阳 


称 为 A 的 & 阶 顺 序 主 子 式 . 
定理 了 设 f(x 1 工 2 9" Tn = TAx 为 n 元 实 二 次 型 , 则 
(1) 扩 zi ,Te，… sw,) 为 正 ( 仙 ) 定 的 必要 充分 条 件 是 它 的 正 ( 负 ) 惯 性 指数 等 于 
(2) f(z sxas"* ,zn) 为 正 ( 俩 ) 定 的 必要 充分 条 件 是 它 的 规范 形 为 
省 十 台 十 下 十 守重 一 怠 一 一 民 》. 
(3) f(z zz) 为 正 ( 负 ) 定 的 必要 充分 条 件 是 A 的 特征 值 全 大 (小 ) 于 零 . 


(4) Fr ,zz) 为 正 ( 负 ) 定 的 必要 充分 条 件 是 A 的 所 有 顺序 主子 式 全 大 于 
零 (A 的 奇数 阶 顺 序 主子 式 全 小 于 零 , 偶 数 阶 顺 序 主子 式 全 大 于 零 ) 


(5) 了 zi Xe ,Xs) 为 正 半 ( 负 ) 定 的 必要 充分 条 件 是 它 的 正 ‘ 负 ) 惯 性 指数 与 A 
的 秩 相等 . 


(6) f(z yza，"… ;zn) 为 正 半 (人 负 ) 定 的 必要 充分 条 件 是 矩阵 A 的 特征 值 全 大 (小 ) 
于 或 等 于 替 ， 


定理 8 设 和 A 为 实 对 称 和 矩阵 , 则 


(1) A 为 正 ( 仙 ) 定 的 必要 充分 条 件 是 44 的 所 有 顺序 主子 式 全 大 于 零 (4 的 奇数 
阶 顺 序 主子 式 全 小 于 零 ,偶数 阶 和 顺 序 主子 式 全 大 于 零 》， 


(2) 4 为 正 ( 负 ) 半 定 的 必要 充分 条 件 是 A 的 所 有 主子 式 全 大 (小 ) 于 或 等 于 零 
$S.8 欧 几 里 得 空间 
5.8.1 度量 托 阵 
定义 1 赋予 一 个 内 积 (参看 14. 5. 6) 的 实 线 性 空间 称 为 欧 几 里 得 空间 , 记 作 EE 
n 维 欧 几 里 得 空间 记 作 E". a,b 的 内 积 记 为 (4, 及. 


a 的 长 度 定 义 为 上 al 二 Vlasa), 当 | aj = 二 1 时 , 称 a 为 单位 向 量 . 


定义 2 设 Bl1 1 B21" Bn 是 EE" 的 一 组 基 , 令 i 一 《向 8) E112) ,第 阵 
凡 一 (av )。x 称 为 所 给 基 的 度量 矩阵 . 


定理 1 上 度量 矩阵 是 正定 的 实 对 称 和 矩阵 . 


定理 2 设 廊 的 基 gl ,gz ,En 与 引 3 玉 人 的 度量 矩阵 分 别 是 及 与 B. 且 


由 &1 ;E62 BE 到 1 的 过 渡 和 矩阵 是 C, 则 B=C'AC. 即 不 同 基 的 度量 和 矩阵 
是 合同 的 . 


定理 3 任 一 x 阶 正定 矩阵 A 都 可 看 成 E" 的 某 一 组 基 的 度量 短 阵 . 
5.8.2 规范 正 交 基 


定义 3 设 三 ,2，,"…*'og, 是 E" 的 一 组 非 零 向 量 ,如 果 它 们 两 两 正 交 , 即 (a; ,a;)== 
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04G 夫 力 , 则 称 该 向 量 组 为 一 正 交 向 量 组 . 
定义 4 由 司 的 n 个 正 交 问 量 组 成 的 茜 称 为 正 交 惹 ,由 单位 向 量 组 成 的 正 交 基 
称 为 规范 正 交 基 或 标准 正 交 基 . 
定理 4 所 的 一 组 基 为 规范 正 交 基 的 必要 充分 条 件 是 : 它 的 度量 矩阵 是 单位 矩 
阵 . 
定理 5 到 的 任 一 正 交 向 量 组 都 可 扩充 成 E” 的 一 组 正 交 基 ; 任 一 正 交 单位 向 量 
组 都 可 扩充 成 到 的 一 组 规范 正 交 基 . 
定理 6 人 设 &,62，…,Er 是 E" 的 任 一 组 基 , 则 存在 妈 的 一 组 规范 正 交 基 他， 
和 ，…, 外 :使 
LgBiseas 8 = Lm Th) (i = 1,2.",n). 
定义 5 把 一 组 线性 无 关 的 向 量化 成 一 组 与 它 等 价 的 单位 正 交 向 量 组 的 方法 ， 
通常 称 为 规范 正 交 化 方法 或 施 密 特 正 交 化 过 程 . z 
定理 7 《规范 正 交 化 方法 ) 
设 @ ,az go (之 2) 是 线性 无 关 的 向 量 组 , 令 
b) = a, 
bo 一 dr 有 +? 


《03 sb1) _ (a3;b;) 


ba, bh ch,bb 


= 一 _ lam 及) _ (an 'b, ) _ (a ;bb,1 ) 
b 人 Ch sb ) hb, (bh, ,bo (hl bb ' 
则 b, ; b; "tb 二 与 1 rf En 等 价 的 正 交 向 量 组 ,再 令 
1 ] 


T_T 
m= Th TT 
则 四 :Tn 便 是 与 Ql ta "st 等 价 的 单位 正 交 同 量 组 ， 
5.8.3 正 交 变 换 与 对 称 变 换 


定义 6 设 g 是 E" 的 一 个 线性 变换 ,如 果 对 任意 两 个 向 量 4,bE Fr ,都 有 (pa， 
gg) 一 (aa 及, 则 称 gy 为 正 交 变换 . 

定理 8 设 yg 是 E" 的 一 个 线性 变换 , 则 下 述 三 个 条 件 都 是 p 为 正 交 变换 的 必要 
充分 条 件 ; 

(1) gp 保持 长 度 不 变 , 妈 对 任 一 向 量 aE 捅 ,都 有 |wa|= 二 Jal, 

(2) 如 果 8&1 ,682 ，… ,Er 是 E” 的 一 组 规范 正 交 基 , 则 pg1 ,gez ,… ,ws 也 是 五 ”的 一 
组 规范 正 交 基 . 

(3) g 在 任 一 组 规范 正 交 基 下 的 矩阵 是 正 交 和 矩阵 . 

定理 9 (1) 正 交 变换 是 可 逆 变 换 , 其 六 变换 仍 是 正 交 变换 .“ 
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(2) 两 个 正 交 变换 的 来 积 也 是 正 交 变 换 . 

定义 7 设 p 是 E" 的 一 个 线性 变换 ,如 果 对 任意 两 个 向 量 a,bE 所 ,都 有 (ga， 
b) 一 (a,gb), 则 称 q 为 对 称 变换 . 

定理 10 号 的 线性 变换 g 为 对 称 变换 的 必要 充分 条 件 是 ;gy 在任 一 规范 正 交 基 
下 的 矩阵 都 是 对 称 算 阵 . 

定理 11 如果? 是 吾 " 的 一 个 对 称 变换 , 则 存在 EF" 的 一 组 规范 正 交 基 ,使 在 这 
组 基 下 的 矩阵 是 对 角 和 矩阵 . 


5.8.4 实 对 称 算 阵 的 对 角 化 


定理 12 设 4 是 ” 阶 实 对 称 和 矩阵 , 则 

(1) A 的 本 征 值 贿 为 实数 ， 

(2) R" 中 属于 A 的 不 同 本 征 值 的 本 征 向 量 必 正 交 ， 

(3) 存在 正 交 矩阵 CC 使 CAC 为 对 角 和 矩阵 . 

化 实 对 称 和 矩阵 A 为 对 角 和 矩阵 的 方法 ， 

(1) 求 A 的 本 征 值 hl As ,A 

(2) 对 每 个 本 征 值 天, 求 出 相应 的 特征 向 量 , 即 求 齐 次 线性 方程 组 (并 一 A)z= 一 0 
的 一 个 基础 解 系 dd oi, a , 骨 规 范 正 交 化 得 下 1 sh + 朱 (i=1,24°" 7), 

《3) 以 向 重组 

th 

为 列 向 量 组 的 宅 阵 C 就 是 所 求 的 正 交 垂 阵 , 它 使 C !'AC 为 对 角 和 矩阵 , 且 C 1AC 的 主 
对 角 元 依次 是 本 征 值 41 ,hz ，…， 

定理 13 任 一 实 二 次 型 Fl ;XT2 sn = TAx ,都 可 经 过 正 交 变换 化 为 标准 
形 入 并 十 和 并 十 一 十 yy; 其 中 入 ,he ，…, 加 就 是 矩阵 A 的 全 部 本 征 值 ， 

例 用 正 交 变 模 化 实 二 次 型 fx 4 tT ) 一 工 Ar 为 标准 形 ;其 中 

2 一 1 —1 1 
1 2 1 一 ! 
-1 1 2 -1 
1 一 1 —1 2 

并 求 正 交 和 矩阵 C, 使 CIAC 为 对 角 短 阵 . 

解 ，|41 一 A|==Q 一 1)?Q 一 5). 对 4==1 求 出 齐 次 线性 方程 组 (1 一 A)zx=0 的 一 
组 基础 解 系 为 

gd = (1,1,0,0)T ,0 = (1,0,1,0)T ,gs = (1.0,0, — 1)7. 

规范 正 交 化 得 


及 二 
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_ (8,_ 4, A _ A) 
th 6 6 ， 6 ， 9 
_ 人 但 my lll_l1y 
对 4 二 5, 求 得 它 的 坟 二 (地 ， D1? 于 ,到 ) 下 于 是 
YZ YE 3 1 
2 6 6 2 
/3 _/ _ 1 ] 0 0 0 
2 6 6 2 0 1 0 0 
C= ， Cl!AC 一 
0 V6 v3 1 0 0 1 0 
3 6 < 0005 
vv3 1 
0 0 2 2 
zlyzzyzazy 一 痢 十 湖 十 省 十 5 妇 ， 
5.8.5 本 空间 


定义 8 赋予 一 个 内 积 的 复线 性 空间 称 为 丁 室 间 , 仍 记 作 Un 维 西 空间 记 作 


在 UU 中 同样 可 以 定义 正 交 基 与 规范 正 交 基 . 

定理 14 UW” 中 两 组 规范 正 交 其 的 过 渡 和 矩阵 是 UU 矩阵 . 

定义 9 设 p 是 的 一 个 线性 变换 . 

(1) 如 果 对 任意 a,bEU' ,都 有 (pa,pb) 一 (Ga 有, 则 称 p 为 Lm 上 的 西 变换 . 酉 变 
换 在 规范 正 交 基 下 的 矩阵 是 西 抱 阵 . 

(2) 如 果 对 任意 a,bEUDU" ,都 有 (qa 有) 二 (a,gb),; 则 称 p 为 对 称 变换 . 

定理 15 设 和 A 为 埃 尔 米 特 矩 阵 , 则 

(1) A 的 本 征 值 为 实数 , 且 属 于 不 同 本 征 值 的 本 征 向 量 必 正 交 . 

(2) 存在 酉 矩阵 C, 使 C7'AC==CTAC 为 对 角 算 阵 . 

(3) 二 次 齐 次 多 项 式 F(zlz ,zo) 二 XTAx 称 为 埃 尔 米 特 二 次 型 .存在 西 答 
阵 C, 当 z=Cy 时 , f(xy Tarr Tn) =di yd yy dr yy. 
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6. 微 积 分 


86.1 分 析 基 和 础 
6.1.1 实数 


1. 有 有 理 数 


整数 和 分 数 统称 为 有 理 数 , 全 体 有 理 数 的 集 记 为 双 

有 理 数 集 Q 具有 如 下 性 质 . 

1 吕 是 有 序 集 . 就 是 说 ,对 任意 两 个 有 理 数 a 和 8, 下 列 三 个 关系 中 有 且 只 有 一 个 
成 立 :a<b, 4 二 ba >b. 

2 名 是 稠密 的 , 就 是 说 ;在 任意 两 个 不 相等 的 有 理 数 之 间 一 定 还 有 第 三 个 有 理 数 
存在 . 因而 ,在 任意 两 个 不 相等 的 有 理 数 之 间 有 无 穷 多 个 有 理 数 存 在 . 

3° QQ 对 于 四 则 运算 (: 加 法 ,减法 ,乘法 和 除法 ) 是 封闭 的 . 就 是 说 ,对 于 任意 a,# 
EQ,atb,a—bar ba/b(w0) 均 属于 QQ. 

每 个 有 理 数 都 可 以 表示 成 有 限 小 数 或 无 限 循 环 小 数 . 

如 果 夯 一 条 直线 ,规定 向 右 的 方向 为 直线 的 正方 向 ,在 其 上 取 原 点 口 及 单位 长 度 
OE, 它 就 成 为 数 直 线 ,或 称 数 轴 见 图 6. 1-1. 


OO EE 
1 


图 6. 1-1 


对 每 个 有 理 数 a, 都 能 在 数 育 线 上 找到 一 个 确定 的 点 A 与 之 对 应 , 称 数 避 为 反 有 A 
的 坐标 . 反之 未 必 . 在 数 直线 上 , 除 有 理 点 外 的 点 所 对 应 的 数 称 为 无 理 数 ， 
每 个 无 理 数 都 可 表示 成 无 限 不 循环 小 数 ， 


2. 实数 


有 理 数 和 无 理 数 统称 为 实数 ,全 体 实数 的 集 记 为 RR. 
实数 集 及 具有 如 下 性 质 : 
1 R 是 有 序 集 . 
2”R 是 稠密 的 . 
3” R 对 于 四 则 运算 是 封闭 的 . 在 RR 中 还 可 进行 乘 方 及 其 道 运 算 ( 对 每 个 正 实数 都 
可 以 开 任 意 次 方 ;每 个 正 实 数 都 有 对 任意 不 等 于 1 的 正 底数 的 对 数 ). 
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全 及 是 连续 的 . 就 是 说 , 数 直 线 上 每 一 个 点 A ,都 有 一 个 实数 > 与 之 对 应 ,是 人 
的 坐标 . 这 样 ,在 实数 集 RR 与 作为 点 集 的 数 直线 之 间 就 建立 了 一 一 对 应 关系 . 这 是 实 
数 系 的 直观 描述 ,而 不 是 严格 理论 . 


3. 工人 德 金 分 割 


下 面 介绍 建立 实数 系 的 严格 理论 之 一 一 一 戴 德 金 分 割 |， 

定义 1 所 谓 有 理 数 集 0 的 一 个 分 割 ,是 指 将 8 分 成 两 个 子 集 5S 和 工 ,它们 满 
足 :1” S 关 信 ,T 关 廊 . 式 中 信 是 空 集 ;2 0= SUT;3 对 任意 zES 以 及 任意 y€ET, 均 
有 zx<y 这 样 的 分 割 记 为 S| 它 有 三 种 情 祝 : 

(1) S 无 最 大 数 , 醋 有 最 小 数 ; 

(2) S 有 最 大 数 7 ,本 无 最 小 数 ; 

(3) S 无 最 大 数 , 工 亦 无 最 小 数 ， 

对 于 (1) 或 (2) , 称 分 割 S| 工 定义 有 理 数 >,r 是 3 与 工 的 界 数 . 为 确定 起 见 , 约 和 定 
把 r 放 在 T 内 .对 于 (3), 不 存在 有 理 数 为 S$ 与 的 界 数 ,这 就 是 8 的 不 连续 性 . 此 
时 , 称 分 割 S|T 定 义 一 个 无 理 数 a. 

可 以 类 似 地 定义 实数 集 及 的 一 个 分 割 . 于 是 ,关于 实数 集 R 的 连续 性 可 以 叙述 
为 ， 

定理 1( 戴 德 金 定理 ) ”对 于 实数 集 RR 的 任 一 分 割 SIT, 或 者 S 有 最 大 实数 ,或 者 
工 有 最 小 实数 ,二 者 必 居 其 一 . 

定义 2 对 于 数 集 X, 如 果 存 在 MER, 使 对 一 切 xEX, 都 有 zsM, 则 称 数 集 X 
有 上 界 ,M 为 X 的 一 个 上 界 . 

类 似 地 ,对 于 数 集 外 ,如 果 存 在 mERR, 使 对 一 切 rEX, 都 有 xz 实 mx, 则 称 数 集 XX 
有 下 和 界 ,m 为 义 的 一 个 下 界 . 

如 果 数 集 芙 既 有 上 界 又 有 下 界 , 则 称 数 集 藉 是 有 界 的 . 

数 集 X 是 有 界 的 ,其 必要 充分 条 件 是 ,存在 正 数 o, 使 对 一 切 zEX, 都 有 |x| 拟 pp. 

定义 3 对 于 数 集 X, 如 果 存 在 8ER, 满 足 :1 ”对 一 切 了 EX 都 有 zxS 安 8 2 对 每 
个 e 汪 0, 存 在 zo EX, 使 得 zo>8 一 e, 则 称 8 是 数 集 关 的 上 确 界 , 记 为 8=supX.B 是 数 
集 外 的 最 小 上 界 , 也 记 为 B=1.u. b.X. 

类 似 地 ,对 于 数 集 X, 如 果 存 在 cE 及 ,满足 :1 对 一 切 :EX, 都 有 x 之 a;2 对 每 
个 e>0, 存 在 EX, 使 得 zo 过 a 十 e; 则 称 w 是 数 集 X 的 下 确 界 , 记 为 a 二 infX.a 是 数 
集 XX 的 最 大 下 界 , 也 记 为 ao 一 1 b. 其 

非 空 数 集 如 果 有 上 (下 ) 确 界 , 则 上 (下 ) 确 界 是 唯一 的 . 

定理 2( 确 界 存在 定理 ) 有 上 (下 ) 界 的 非 空 数 集 愉 ,一 定 存在 上 确 界 supX( 下 确 
界 infX). 


4， 区间 


设 a 与 6 为 两 个 实数 ,有 a<b, 则 令 
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(a, 人 一 {z:zERia< xz<b) , 称 为 开 区 间 ; 

[a,61={x:zTER,a 寺 x 人 0} , 称 为 闭 区 间 ; 

(ab l={x:r ER,a<r 人 eb} lab)={r:rER,atzr<h), 
分 别称 为 左 开 有 闭 区 间 、 左 闭 右 开 区 间 , 统 称 半 开 区 间 ， 

除 上 述 有 限 区 间 外 ,还 有 无 限 区 则 : 

(—00, 十 00) 二 {x:XER)，, 

(qa:+o0)= {zx:xXER,a<r), 

[La ,十 ce) 一 (ZERRa<zh， 

(—o00)={z:rER,rH), 

(—o0.b]= {xz:rER,rED). 

设 a;8 为 两 个 实数 , 且 85>>0, 则 (a 一 5,a 十 站 二 {zx:XER,|x 一 a| 过 6} 称 为 点 a 的 
6 邻 域 , 记 为 Ulta; 站. 

定义 4 设 克 是 一 族 开 区 间 ( 有 限 个 或 无 限 个 ) ,如 果 对 于 每 个 zxE [a ,站 ,总 存在 
一 个 开 区 间 AE .如 使 得 zEA, 则 称 . 龙 是 La;5j 的 一 个 开 覆 盖 . 如 果 《是 有 限 族 , 则 称 
必 是 [a,6j] 的 一 个 有 限 覆 盖 . 

定理 3( 博 雷 尔 有 限 覆 盖 定 理 ) 从 闭 区 间 的 开 和 覆盖 中 必 可 选 出 有 限 园 盖 . 即 设 
开 区 间 族 .性 盖 了 财 区 间 [La, ao , 则 存在 有 限 个 AAA Ed 使 得 (Ai ;Al 
Anm} 履 盖 [La,65j. 


6.1.2 数列 的 极限 
1. 数列 极限 的 定义 


设 TER(nEN,N 是 自然 数 集 ), 则 按 下 标 增 大 的 顺序 排列 所 得 的 x1 ,zz ，*…， 
xr，… 称 为 数列 ,侧记 为 {x} 宇 ! 或 {zx}. 

定义 5 给 定数 列 {zx,} ,如 果 存 在 a€ER, 对 每 个 e 汗 0, 都 存在 NEN(CN 与 有 
关 ) ,使 得 当 n>NN 时 ,不 等 式 |zx, 一 a| 过 6 成 立 ; 则 称 数 a 是 数列 {zx}) 的 极限 ,或 称 数 
列 {z} 收 全 于 数 a, 记 为 limzs 二 a. 

数 a 是 数列 {x} 的 极限 ,其 几何 解释 是 ;在 数 轴 上 作 以 a 为 中 心 ,以 任 给 的 正 数 
为 半径 的 开 区 间 (a 一 e,a 十 e). 于 是 ,不 论 开 区 间 的 长 度 2e 怎样 小 ,从 N 十 1 项 起 , 数 
到 {x}) 的 所 有 各 项 全 部 落 在 开 区 间 (a 一 eya 十 e} 内 , 即 在 Ca 一 sya 十 6) 之 外 至 多 有 有 限 
个 {zo 的 点 ， 


Xa Xl XM4L XN X3 
图 6. 1-2 


特别 , 当 a 一 0 时, 称 {x} 为 无 穷 小 量 . 
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数 a 是 数列 {zx} 的 极限 的 必要 充分 条 件 为 {xo 一 a} 是 无 穷 小 量 . 
定义 6 给 定数 列 {x,} ,如 果 对 每 个 和 M>0, 都 存在 NEN(GN 与 M 有关 ), 使 得 当 
?> 六 时 ,不 等 式 | 五 |>M 成 立 , 则 称 数列 {z} 是 无 穷 大 量 . 记 为 limz, 一 02. 


若 z 天 0CzE N) , 则 数列 {z,} 是 无 穷 小 量 等 价 于 { 二- } 是 无 穷 大 量 


如 果 对 每 个 M>0, 都 存在 NENCN 与 M 有 关 ) ,使 得 当 ?> 六 时 ,不 等 式 冯 全 NM 
成 立 , 则 称 数 列 {x,} 是 正 无 穷 大 量 . 记 为 limz， 二 十 co. 

如 果 对 每 个 M> 0, 都 存在 NEN(N 与 M 有 关 ), 使 得 当 ?> N 时 ,不 等 式 
z, 达 一 M 成 立 , 则 称 数列 {z,) 是 负 无 穷 大 量 . 记 为 limz, 一 一 oo， 

定义 7 若 序 号 1 和 &m 之 zz 之 之 丽 之 …; 则 称 {zo ) 作 ;是 {zr) 呈 1 的 部 分 数列 或 
子 数列 . 如 果 limz,, 一 (6 是 有 限 数 ) , 则 称 数 E 是 {z, ) 守 ,的 一 个 聚 信 

定理 4 有 界 数列 {zx})2?! 一 定 存 在 最 大 的 (最 小 的 ) 聚 值 . 

这 个 最 大 的 案值 称 为 它 的 上 极限 , 记 为 limz, ,或 limsup{z,); 最 小 的 聚 值 称 为 它 
的 下 极限 , 记 为 lmz 或 lim inflz,). 


Ho 


对 于 无 上 界 的 数列 {z,), 约 定 Jimz, 一 十 cc. 对 于 无 下 界 的 数列 {z,} ,约定 


limz, 一 一 co， 


Teo 


定理 5 如 果 limz 一 h 是 有 限 实数 , 则 对 每 个 se>0,1" 存在 NEN, 当 n>N 时 ， 
有 ,< 达 h 十 e;2" 对 每 个 序号 并, 存在 mm 并, 使 得 z hh 一 
类 似 地 ,如果 lm Tr 一“ 是 有 限 实 数 ; 则 对 每 个 ae>0,， 1° 存在 NEN, 当 n>N 时 ， 


村 下 


有 x 之! 一 e;2” 对 每 个 序号 KK ,存在 mo 之 K ,使得 zu 过 (十 se 
2， 数 列 极限 的 性 质 
(1) 若 数 列 {z,} 收 敛 , 则 其 极限 是 唯一 的 . 
(2) 车 limz, 一 a 是 有 限 实数 , 则 {zs,} 有 界 . 


(3) 若 数 列 (z,} 是 有 界 的 , {y,} 是 无 穷 小 最 , 则 {x,y,} 也 是 无 穷 小 量 . 
{4) 在 limz 及 [imyn 均 存 在 ;又 xz, 六 y(n>N,N 是 某 一 确定 的 序号 ) : 则 limz。 


之 limy,. 
(5) 大 limz > lim yn ; 则 存在 NEN, 当 n>N 时 ;有 Tn > Yn 
3， 数 列 极限 的 四 则 运算 法 则 
有 Timzv 及 limy, 均 存 在 , 则 
《1) lim(z, tty, ) = Tim + limy,. 
(2) limtza yr) = im, * lim oy- 
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jimz， 
(3) 当 limy, 天 0 时 ,有 lm 一 my 
4、 数 列 极限 存在 的 判别 法 


定义 8 给 定数 列 {z,} ,者 对 每 个 e>0, 总 存在 NENCN 与 es 有 关 ), 当 n,m>>N 
时 ,有 | 一 za | 过 Ee; 则 称 {zx,} 是 基本 数列 

定理 6( 柯 西 准 则 ) 数列 {zc,} 收 全 的 必要 充分 条 件 为 {x,}) 是 基本 数列 . 

定义 9 若 雪 和 人， 则 {zx} 称 为 递增 数列 或 非 减 数列 ,车 工 过 x 过 
< 称 为 严格 递增 数列 或 增 数列 . 把 不 等 号 反 和 癌 , 即 可 定义 递减 数列 
或 非 增 数列 .严格 递减 数列 或 减 数列 . 它们 分 别 统称 为 单调 数列 严格 单调 数列 . 

定理 7 单调 有 界 原理 ) 若 {x,} 是 递增 (递减 ) 有 上 (下 ) 界 的 数列 , 则 它 收敛 . 此 
时 


limz = sup{za } (limz, = inf{zx,}), 


例如 数列 =1 十 方 十 寺 十 … 十 士 一 Inn(nE ND) 是 递 碱 有 下 界 的 , 故 它 收 仑 ,从 
而 有 
1 十 广 十 于 十 …… 十 二 一 C 十 Im 十 eg， 
nm 


其 中 lime, 二 0, C 一 0. 5772156649… 称 为 欧 拉 常 数 . 
定理 8 数列 tzo/ 收 伍 的 必要 充分 条 件 是 {zo} 的 上 .下 极限 相等 , 此 时 limz = 


lirmz, = him,. 
I "om 


定理 多 夹 逼 准则 ) 阁 志 志 三 zn 之 N,N 是 某 一 确定 的 序号 )， X lm 一 


limz, 一 a， 则 limy, =a. 
5. 区 间 套 定理 聚 点 原理 


定义 10 设 人 [a,b,j}2!1 是 一 个 闭 区 间 族 ,如 果 满 足 :1 对 每 个 nE N, 均 有 
Lai br jC [Lab ;2 lm(b, 0)=0; 则 称 {[er ,21 是 一 个 区 间 套 . 

定理 10( 区 间 套 定理 ) 若 {[a,,6]> 是 一 个 区 间 套 , 则 必 存 在 唯一 的 一 点 < 属 
于 所 有 这 些 闭 区 间 ( 即 cELan,b,],nEN), 且 


lima, = liméb, = Cc. 


定义 11 设 下 是 数 辅 上 的 一 个 点 集 ,an 是 数 轴 上 的 一 个 定点 ,如 果 对 每 个 e>0， 
在 区 间 (z 一 szo 十 6 中 都 有 属于 五 而 又 异 于 ze 的 点 , 则 称 zo 是 王 的 一 个 售 点 . 特 
别 , 如 果 对 每 个 s>0, 在 区 间 (zm 一 sz)( 或 (zz 十 sc 中 都 有 属于 五 的 点 , 则 称 zx 
是 的 一 个 右 取 点 (或 左 聚 点 ). 
注 ” 聚 点 一 定 是 聚 值 ,但 聚 值 未 必 是 聚 点 . 如 {( 一 1)") 达 1, 一 1 和 1 都 是 它 的 诗 
“134 。， 


值 , 但 一 1 和 1 均 不 是 它 的 聚 点 , 

定理 11( 魏 尔 斯 特 拉 斯 聚 点 原理 ) 车 太 是 一 有 界 的 无 穷 集 合 , 则 下 至 少 有 一 个 
诊 点 . 

推论 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 紧 性 定理 ) 任何 有 界 数 列 都 有 收 敏 的 子 数列 . 

若 有 界 数列 {z } 是 由 互 不 相同 的 数组 成 的 , 则 上 极限 jimz 就 是 它 的 最 大 聚 点 ， 
下 极限 limzx, 就 是 它 的 最 小 聚 点 . 


注 ” 确 界 存在 定理 .区间 套 定理 、 魏 尔 斯 特 拉 斯 聚 点 原理 、 魏 尔 斯 特 拉 斯 紧 性 害 
理 , 博 雷 尔 有 限 欠 盖 定理 ,单调 有 界 原理 和 柯 西 准则 之 闻 是 互相 等 价 的 . 

例 1 利用 柯 西 准则 证 明 单调 有 灌 原 理 . 

不 妨 设 数列 {zx} 递增 有 上 界 . 车 {x;} 不 收敛 ;由 柯 西 准则 知 {x} 不 是 基本 数列 ， 
即 存在 eo >>0, 对 每 个 N, 存 在 mn 宝 mm 六 ,使 


En Tm 一 | Xn -二 me | 宇 ， 
于 是 ,存在 {mw}) 有关 人 > 人 DT 人 > 有 一 1 2 使 


Tn, 一 > 0， 


于 是 ， 
Tn Ts, Tm — Zn) (Xm Zn) 
= (zn — Tn) 十 (ra | 一 Rose 十 和 十 (zs — Tm ) Tn, 
之 侠 一 1)eo 十 zw， 
故 


lm, 一 十 co， 
和 


这 与 题 设 了 矛盾 , 故 {z,) 收 合 ， 

例 2 利用 单调 有 界 原理 证 明 魏 尔 斯 特 拉 斯 紧 性 定理 . 

先 证 明 任 何 数列 必 有 单调 子 数列 . 考虑 集合 Jo 二 (zw Xmrl, 工 mt2 2 一 2 
… 有 且 仅 有 以 下 两 种 情形 ， 

]" 每 个 工 , 有 最 大 值 , 取 > | —max Tn ss, 一 TaX 了 n+19 Tn ) 一 max 了 n+ 
显然 {zw } 是 ta | 

2" 存在 rz ,Tw 无 最 大 值 . ( 易 见 当 mm>>rm 时 ,Ts 亦 无 最 大 值 . ) 取 二 一 Zoo， 内 
Tm, 无 最 大 值 , 故 zmo+1 ,zmo+2，"… 中 必 有 茶 个 大 于 zm , 记 它 为 ze , 同样 , 因 Jo 无 最 
大 值 , 故 zs,+1 ,zo,+2，… 中 必 有 某 个 大 于 zo, 记 它 为 zw. 假定 已 取出 za ;rp ，'*， 
za. 因 T 无 最 大 值 , 故 二,#+1 ,Ts+2，… 中 必 有 茶 个 大 于 zu， 记 它 为 x 如 此 无 限 
继续 下 去 ,得 {zx} 的 严格 递增 子 数列 (xz, } 

没 { 志 ) 为 有 办 数列 ,由 1",2 知 {z) 必 有 单调 子 数列 {z,。), 它 自然 也 是 有 界 的 . 
由 单调 有 和 界 原理 知 {zx } 收 敏 , 即 {zs} 有 收 合 的 子 数列 ， 
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6.1.3 也 数 
1， 翅 歼 的 定义 


定义 12 设 必 是 一 个 非 空 集 , 是 一 个 法 则 或 对 应 规律 , 它 使 三 中 的 每 个 元 素 
ZX 对 应 于 一 个 实数 了 (xz), 则 称 了 是 定义 在 X 上 的 实 值 函数 ,也 称 f 是 XX 到 RR 中 的 一 
个 映射 , 记 作 f: XX->R. XX 称 为 定义 域 . {f(x) :zxEX}CR 称 为 值 域 , 记 作 fCX). 如 果 
XCR, 则 了 就 是 一 元 实 函 数 或 单元 实 函 数 ; 如 果 XCR" (参看 6.1.7), 则 了 就 是 rn 元 
实 落 数 , 当 "之 2 时 ,统称 为 多 元 实 函 数 . 


例 3 xz 的 符号 函数 
一 ]， 当 z<0 时 ， 
1， 当 x 汪 0 时 ， 
像 这 样 分 段 表 示 的 函数 称 为 分 段 函 数 . 
例 4 z 的 整数 部 分 [zj, 表 示 不 超过 工 的 最 大 整数 . 有 时 也 记 为 ECz). 例如 
[11]=11,[#j==3,[ 一 1, 6]== 一 2 等 . 
例 5 狭 利 克 雷 函数 
1， 若是 有 理 数 ; 
pn = 车 + 是 无 理 数 
例 6 黎 曙 函数 
rw ={ 车 z 一 也 ,p,9 互 宕 ,q> 0 
0， 在 是 无 理 数 ， 


例 7 在 关系 式 生 十 郊 一 1(03 关 0) 中 , 当 二 在 [一 1, 菇 中 取 定 一 -个 值 时 ,y 的 值 就 
随 之 而 定 , 依 定义 12,y 是 定义 在 [一 1,1] 上 的 一 元 函数 . 由 于 y 没有 直接 解 出 来 ,而 
是 隐 含 在 关系 式 之 中 , 故 称 为 隐 范 数 . 

在 满足 一 定 的 条 件 下 ,关系 式 F(z,y)==0 就 是 一 元 隐 函 数 的 一 般 表 达 式 (参看 
6. 2. 3). 

定义 13 对 于 f:X->Y(X,YCR,Y 二 A(X) 是 值 域 ), 如 果 六 中 任意 两 个 元 素 
zly72， 当 2 天 ze 时 , 必 有 f(zi) 关 flzz), 则 称 是 可 逆 的 或 一 对 一 的 . 当 上 是 可 道 
时 ,给 定 Y 的 一 个 元 素 y, 则 在 XX 中 有 且 只 有 一 个 元 素 z, 满 足 y= 二 f(x), 令 工 二 p(y)， 
称 yg:Y>X 是 了 的 反 利 数 , 记 为 pg 二 广 ， 

定义 14 给 定 了 :XY(Y=f(XCR), gp:Y>2Z(2CR). 令 (g° f) (x)= 
PCfZ)), 则 称 p*f:X 一 Z 为 f 和 og 的 复合 函数 或 合成 函数 . 


2， 远 孝 的 几 种 性 态 


C1) 单调 性 : 若 对 任意 证 1 4 . 工 2 所 大 (X 亡 中)， 妆 Xl TX 时 ,有 fx ) 夺 F(z2); 则 称 
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上 为 递增 函数 (或 非 减 函数 ), 若 对 任意 工 ,zr EEX, 当 工 之 zs 时 ,有 f(z) 之 fzz), 则 
称 了 为 严格 递增 函数 (或 增 函 数 ). 把 不 等 号 反 向 , 即 可 定义 递减 函数 (或 非 增 洋 数 )、 
严格 递减 函数 (或 减 函数 ). 它们 分 别 统称 为 单调 函数 .严格 单调 画 数 . 

(2) 有 界 性 :车 存在 mr,MER, 对 一 切 xEX, 均 有 mm 所 f(x) 夸 M, 则 称 f 是 有 界 
函数 . 

函数 上 有 界 等 价 于 :存在 实数 反 >>0, 对 一 切 ZE 六 , 均 有 | 了 f(x) 1 KK. 

(3) 奇偶 性 : 设 X 一 民 对 一 切 zE ,满足 f( 一 x) 二 一 了 f(z)( 或 f( 一 X72) 二 (7)) 
的 函数 六, 称 为 麻 函 数 ( 或 偶 画 数 )， 

(4) 周期 性 : 设 关 二 R. 如 采 存 在 非 零 实数 对 一 切 xE XX, 满 是 f(z 十 T) 二 
x) , 则 称 晤 数 了 上 是 周期 男 数 , 数 工 称 为 周期 . 如 果 存 在 正 局 期 的 最 小 值 , 则 它 称 为 
基本 周期 . 


3， 和 初等 小数 


定义 15 只 函 数 ,指数 函数 .对 数 聘 数 \ 三 角 函 数 和 反 三 角 函 数 统称 为 基本 初等 
函数 . 

(1) 大 沙 数 

形 如 > 一 六 的 消 数 称 为 军 函 数 , 式 中 jy 是 任何 实 常数 . 它 的 定义 域 随 不 同 的 而 
异 ;但 无 论 - 为 何 值 , 在 区 间 (0， 十 co) 内 宕 瞻 数 总 是 有 怎 义 的 ， 在 图 6.1-3 及 图 6b. 1-4 
中 给 出 蛤 消 数 在 取 各 种 不 同 数值 时 的 图 形 . 


YP4 y=xm n>0 1043 2 3 


图 6. 1-3 
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-13-12 -1 -2-3-10 =xWRc0 


6. 1-4 


(2) 指数 函数 
形 如 y=a7 的 函数 称 为 指数 函数 , 式 中 a 是 异 于 1 的 正 数 . 在 图 6. 1-5 中 给 出 指 


数 铺 数 在 a 取 各 种 不 同 数值 时 的 图 形 . 


CT 


图 6.1-5 


以 e 为 底 的 指数 函数 e7 ,也 用 符号 exp{z} 表 示 . 


(3) 对 数 晴 数 
形 如 y= 二 logsx 的 聘 数 称 为 对 数 函 数 , 式 中 4a 是 异 于 1 的 正 数 . 在 图 6.1-6 中 给 出 
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对 数 了 范 数 在 a 取 各 种 不 同 数值 时 的 图 形 . 
以 为 底 的 对 数 函 数 log.z ,常用 符号 


Inz 表示 . 图 图 
(4) 三 角 函 数 . 反 三 角 函 数 的 定义 及 “ Wm 
其 图 形 参 看 3. 1, 2 及 3. 1.9. 琴 卫 本 
thz = Sbz 一 STE, chr = chz 一 0 国 | 
co shz | | 


echo cschz = 一 1 i 
二 一 -分 别称 为 双 曲 正弦 , 双 曲 余 人 DR 十- 
引 、 双 曲 正切 双 曲 余 切 . 双 曲 正 肇 . 双 曲 余 ”||| | | se | | 
制 ,统称 为 双 曲 西数 , 它们 对 于 z 的 一 切 值 
都 有 意义 (cthzx 和 cschz 在 x 二 0 时 无 意 图 6.1-6 
义 , 须 除外 ). 在 图 6. 1-7 及 图 6.1-8 中 画 着 双 曲 函数 的 图 形 ， 


了 | 
| 


几 由 常数 和 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 四 则 运算 和 复合 步骤 所 生成 的 函数 ,统称 
为 初等 沙 数 . 
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6.1.4 函数 的 极限 


为 书写 简洁 ,用 全 称 符号 *Y ”表示 “对 于 每 个 ”, 存 在 符号 “3 ”表示 “存在 ”, “一” 
表示 “ 趋 近 于 ”. 


1 苑 数 极限 的 定义 


定义 16 设 a 是 X(XCR) 的 聚 点 ,A 是 定数 , 若 Ye>0, 36>>0(6 与 有 关 ), 当 
ZEX 且 oz 一 al<6 时 , 恒 有 | 厌 z 一 4A|<e, 则 称 函 数 f(x) 当 x>a 时 以 A 为 极 
限 , 记 为 imf (xz) 二 A. 

定义 17 设 a 是 XCXCR) 的 聚 点 , 若 YM>0,36>0(6 与 M 有关 ), 当 zEX 且 
0 之 |x 一 a| < 时 , 恒 有 | f(z) >>AM, 则 称 元 数 f(z) 当 za 时 是 无 穷 大 量 , 记 为 
limf (7)=o0. 

定义 18 设 a 是 X(XCR) 的 右 ( 左 ) 育 点 ,Al(As) 是 定数 ,车 Ye>>0, 36>0(8 
与 e 有 关 ), 当 XEX 且 a 一 8 之 xz<ala 之 Tz 之 a 十 6) 时 ,得 有 | f(x) 一 A |<e(| f(z) 一 
A |<e), 则 称 图 数 Az) 当 za 一 0(z->a 十 0) 时 以 A1 (CAs) 为 左 极限 ( 右 极限 ), 记 为 
lim f(z)=A= f(a—0)( im flz)—A:= f(at0)). 

其 他 极限 或 无 穷 大 量 可 类 似 地 定义 ,如 下 表 


| Fz) 一 有 | < 
[flr}—A|<e 


I<—N 


bm f(r)=A Iizi>N | ~Ai<s 
im f(z)=+oo a<zr<atd | f(r)>M 
lm f(r)=+o0 a 一 <z<a | f(r>M 
TD (TT Hoo 0<|z—al<d| fe)>M 
lim f(z2)=+o0 z>N f(z)>M 
lim f(z) 二 十 co ZN fz I>M 
lim f(z)=+o0 [| 人 > FM 
Tim fz) 三 一 | F(z) 当 二 =a+0 时 是 负 无 穷 大 | Mr>0 a<x<atsd | f(r)<—M 
50| f(z) 当 wa--0 时 是 负 无 穷 大 |M>0 a 一 S<z<a | f(x)<—M 
[my 一 “9 | f(z) 当 zra 时 是 负 无 穷 大 |M>0 0<|z—al<8| f(z)<—M 
mA) 二 一 9| f(z) 当 > 十 oo 时 是 负 无 穷 太 | Mo No xz>N f(r <—M 
A) 二 一 0| Faz) 当 一 > 一 co 时 是 负 无 穷 大 |M>>o| Nol x<_N | fewy<_m 
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jim Ai) 一 一 co | Fa) 当 二 co 时 是 负 无 穷 大 lz|>N | fw<—M 
,im fT)=00 | f(z) 当 zat+0 时 是 无 穷 大 a<z<atd | Fri>M 
Jim Fa 一 co | f(z) 当 za 一 0 时 是 无 穷 大 a—B<z<a | Fol>M 
Jim Az)=00 | f(z) 当 xw> 十 oo 时 是 无 穷 大 zr>N [f(z2) I>M 
Jim fz) 二 9 | f(z) 当 > 一 oo 时 是 无 穷 大 xz<—N | IF!>M 


limflz)=% fz) 当 x 一 00 时 是 无 穷 大 [zi>N | fin I>M 


2， 函 数 极限 的 四 则 运算 法 则 
在 lim f(z) ,limg (zc) 均 存 在 , 则 

(DD lim(CFGz) 士 gz)) 一 lim f(z)+limg(z). 
(2) TDmg F(x)» ECZ) 一 ]im 六 7。limg( 立 ). 


Cx) lim fF (Cx) 


(3) limg (xz)#0 时 ,有 limgea 本 lim gC) : 


3 通 数 极限 存在 的 判别 法 


定理 12( 柯 西 准 则 ) lim 三 (z) 存 在 的 必要 充分 条 件 是 :Ve>0, 36>00G 与 e 有 


关 ), 当 zi ,zsEXR 且 0 过 [zi 一 a 过 5,0 之 [zs 一 a| 达 8 时 , 恒 有 1 f(z) 一 了 f(z) || 过. 

定理 13( 单 调 有 界 原理 ) 设 F(z) 是 单调 有 界 函 数 ,a 是 XX 的 右 ( 左 ) 康 点 , 则 
lim f(x) ( lim fz)) 存 在 . 

定理 14 limf《z) 二 A 的 必要 充分 条 件 十 ; lim fz) 一 lim f(z)=AA. 

定理 15( 海 涅 定理 ) lim f(x) 二 A 的 必要 充分 条 件 是 :对 XX 中 任意 的 ,一 a 
(Za HE 和 N) ,都 有 lim 大 rr) 一 人 

定理 16( 灾 到 准则 ) 设 YWzExX' 有 flr) Eg(T) ERh(z), Alimf (x) 一 
lim h(x)=A, 则 limg (x)=A. 

4. 两 个 重要 极限 

SiNnT 


I 人 0 下 


(2) lim (1 十 二 ) =e, 特 别 lim(1 二 二) 一 e 
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6.1.5 无 穷 小 .无 穿 大 的 比 鸭 
1. 无 穷 小 的 比较 


设 lim fz) 二 0,limg(z)= 二 0(g(z) 恒 取 正 值 )， 


f(x) 
zr 


1 若 385>0, 当 zxXEX 且 0 过 |x 一 a| < 时, 恒 有 0<< 有 所 gl 


中 局 为 常数 ), 则 称 当 xz->a 时 , f(z) 与 g(x) 是 同 阶 无 穷 小 . 

2° 若 limf 一 0, 则 称 当 za 时 , f(z) 是 g(x) 的 高 阶 无 穷 小 . (x) 是 f(x) 的 
低 价 无 穷 小 , 记 为 f(x) = 二 oCg(z)) (za). 

为 方便 起 见 , 也 把 limf(z) 一 0 记 为 f(x) 二 001)(x->a). 

3° 着 lm [5 =1, 则 称 当 z 一 a 时 , f(z) 与 g(x) 是 等 价 无 穷 小 , 记 为 
fr)~g(r) (ra), 

f(z 一 g(x) (zx 一 a) 的 必要 充分 条 件 是 : f(x) 一 g(x) 三 ol f(x)) (zx*a) 或 
flr) —g(r)=o(g(r)) (Ia). 


若 38>0, 当 EX 上 且 0<1z 一 al<8 时 , 便 有 | 故人 | <K< 十 co, 则 记 为 
f(x}=O(g(x i) (ra). 

4 若 lm 人 二 c(k>>0, 0 之 |c| 过 十 oo), 则 称 当 z>a 时 ,f(z) 是 gCz) 的 k 阶 
无 穷 小 . 

2 无穷大 的 比较 

设 limf (xz)=°0°, lim g (7) 二 co (g(xz) 恒 取 正 值 ). 

1 车 33>0, 当 zEX 且 0<1z-al<8 时 , 便 有 0<Ki<| 人 2 |<K<+o 
( 式 中 Ki ,Ki 为 常数 ), 则 称 当 xz>a 时 ,f(z) 与 gCz) 是 同 阶 无 穷 大 . 

2 若 lm 一 oo, 则 称 当 z~a 时 ,f(z) 是 gCz) 的 高 阶 无 穷 大 ,g(x) 是 /Cz) 的 
低 阶 无 穷 大 . 

3 车 im 太一 1, 则 称 当 z->a 时 ,f(z) 与 g(z) 是 等 价 无 穷 大 

4" 若 lime lS ck>0,0< 1c| 志 十 co) ; 则 称 当 za 时, f(z) 是 g(x) 的 kk 阶 


无 穷 大 . 
把 自 变量 的 变化 过 程 za 换 成 z 一 co, 上 面 的 陈述 均 有 效 ， 
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6.1.6 序数 的 连续 性 


1. 部 数 和 连 续 的 定义 

定义 19 设 xEXCXCR) 是 久 的 聚 操 , 符 lm f(x) 二 f(zx0) , 则 称 蓝 数 f(z) 在 
岂 -二 日 连续 + 

下 列 陈 述 与 定义 19 是 等 价 的 . 


1° 大 flxo 0)= f(x 二 0) 二 (xo) ; 则 称 函 数 大) 在 点 -0 连续 . 

2 看 Ve>0, 3 人 >0(5 与 有 关 ), 当 xEX 且 |zx 一 zo 1<<6 时 , 恒 有 有 
f(z) 一 了 f(zo)|<<e, 则 称 漳 数 f(x) 在 点 xo 连续 . 

3 记 Ar=7X— xo,Ay= fro Ar)— flro) ,车 limAy 一 0, 则 称 函 数 了 (XY) 在 点 如 
连续 . 

若 f(z) 在 点 zo 连续 , 则 lim A(z) 存 在 . 反之 未 必 . 例如 f(x) 一 Smz ,虽然 


limf(x)=1 :但 0 不 属于 (xz) 的 定义 域 ,当然 更 谈 不 上 f(x) 在 0 点 连续 了 . 

定义 20 各 f(xo 一 全 一头 To flro 十 0)== (x0)) , 则 称 效 数 六 2 在 点 Eo 左 连 
续 ( 右 连续 ). 

讨论 函数 fz) 当 c=.ro 时 的 极限 是 否 存 在 及 函数 fz) 在 点 z 是 否 连续 ,都 是 
研究 函数 fz) 在 上 扣 zo 的 邻 域内 的 局 部 性 态 . 

定义 21 如 果 范 数 fx) 在 站 内 任 一 点 z 都 连续 , 则 称 f(x) 为 祥 上 的 连续 函数 
《 若 站 =[a;8j], 则 对 于 区 间 [a, 四 的 左 端点 2, 只 能 说 右 连续 ;对 其 右 端点 六 只 能 说 左 
连续 ). 

定理 17 所 有 的 初等 国 数 ,在 其 定义 域 的 任 一 内 点 (人 参看 6. 1, 7) 都 是 连续 的 . 

2. 函数 在 一 点 连续 的 性 质 及 其 运算 法 则 


定理 18 车 函数 A(z) 在 点 zo 连续 ; 则 3 抽 5>0, 当 xEX 且 |z 一 zo | 过 8 时 , f(x) 
是 有 界 的 . 

定理 19 着 函数 f(z) 在 点 zo 连续 , 且 f(z0)>0(f(zo)< 过 0), 则 36>0, 当 zxE 
XX 有 [zx 一 zo | < 时, f(r) 0 (f(r) 0), 

定理 20 若 f(x) 和 gl(z) 都 在 点 xo 连续 , 则 f(z) 土 g(x) ,了 f(x)，g(z) 在 点 xo 
也 连续 ; 且 当 5(z) 天 0 时 , 妈 呈 在 点 an 也 连续 

定理 21 着 y= 了 A(z) 在 点 xo 连续 ;z 一 (在 点 加 连续 ;z 一 ofa), 则 复合 函数 
(Fop) 一 Fo(D) 在 点 凡 连续 

3， 亏 数 的 不 连续 点 及 其 分 类 


定义 22 如 来 f(z) 在 点 ww 不 连续 , 则 称 点 xo 为 函数 fz) 的 不 连续 点 或 间断 点 . 
» 44 »， 


] 香 乒 mo 一 0) 王 大 z 二 0 和 关 六 ro) 出 称 点 zo 为 函数 f(T) 的 可 去 不 连续 点 , 例 
如 zx 一 0 是 f(z) 一 22 的 可 去 不 连续 点 

2 若 f(zo 一 0) 关 fzo 十 0), 则 称 点 xo 为 函数 所 z) 的 趾 跃 不 连续 点 . 例如 z= 二 0 
是 f(z) 二 arctan 二 的 跳 取 不 连续 点 ,这 里 


一 六 一 (0 一 0) 关 f(0 十 0) = 至， 


可 去 不 连续 点 和 跳跃 不 连续 点 统称 为 第 一 类 不 连续 点 . 
3 郊 数 f(x) 的 非 第 一 类 的 不 连续 点 称 为 它 的 第 二 类 不 连续 点 . 例如 zx 二 0 是 


fz) 一 士 也 是 g(x) 二 sin 二 的 第 二 类 不 连续 点 . 


4. 函数 的 一 致 连续 性 


定义 23 着 Ye>0, 6>0(8 只 与 6 有 关 ), 当 Zz ,zzEX 且 | 一 zz1 过 6 时, 恒 
有 | 了 f(z) 一 了 Az2) | 之 e, 则 称 函 数 Fz) 在 和 上 一 致 连续 ， 
1 


车 fz) 在 X 上 一 致 连续 , 则 f(z) 在 关上 点 点 连续 ,反之 未 必 . 例如 f(z) 二 一 
虽然 在 外 二 0,1) 上 点 点 连续 ,但 它 在 鲜 上 是 不 一 致 连续 的 . 
5, 闭 区 间 上 过 续 函 孝 的 性 质 


定理 22( 康 托 尔 定理 ) 着 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 , 划 f(x) 在 Le, 上 
也 一 致 连续 . 

定理 23( 谣 尔 斯 特 拉 斯 第 一 定理 ) 闭 区 间 [La,81 上 的 连续 闻 数 A(z) 在 该 区 间 上 
必 有 界 . 

定理 24( 魏 尔 斯 特 拉 斯 第 二 定理 ) 闭 区 间 [La, 纪 上 的 连续 画 数 f(z) 在 该 区 间 上 
必 取 到 最 大 值 . 最 小 值 , 即 3 x ,zz EE [ab], 使 得 YWxELa, 站 ; 均 有 

fiz) < fx) flr), 

定理 25( 波 尔 查 诺 - 柯 西 定理 ) 设 f(zx) 在 [a,5j 上 连续 ,yy 介 于 了 (a) 与 六 的 之 
间 , 则 3 EE[ay 四 ,使 f( 和 = 

特别 , 若 f(a) :六 让 之 0, 则 8&E ta, 四 ,使 了 (全 ==0. 

本 定理 也 称 为 介 和 值 定理 . 

注 ”在 定理 25 中 ,车 改 为 沁 介 于 Fz) 在 [ae, 约 上 的 最 大 值 与 最 小 值 之 间 ? 也 行 , 

定理 26 者 函数 f(z) 在 [a,81 芋 严格 单调 且 连 续 , 则 存在 反 渗 数 z= 二 广 1(y), 且 

此 反 娩 数 也 严格 单调 且 连 续 . 


6.1.7 R" 中 的 点 集 


定义 24 形 如 {zl ,Ta 其 中 十 所 及, 天 一 1 27 的 # 元 数组 构成 的 集 ， 
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记 为 R". 称 (zi 2 为 并 中 的 点 . 设 X= (x ,Tz 9" XT) 各 y= (yi » Ye Vn) 
是 慌 中 的 点 , 则 称 ‖ xz 一 ?= (Cn 一 2)2)52 为 * 和 y 之 间 的 距离 . 特别 称 


1 x|1 = (2) 为 x 的 模 , 即 点 x 与 原点 O 之 间 的 距离 


定理 27 设 久 三 (zn yx 9Zh) (EN) 和 4 二 (a ,6a2,… ,as) 都 是 谨 中 的 点 ， 
则 Jim x —all =0 的 必要 充分 条 件 是 limzs 二 a; (i 二 1,2,"…,n). 

在 瑟 中 ,所 请 x->a, 指 的 就 是 x 一 a | 一 0. 

定义 25 设 ECR ,车 3K>0,YzEE, 均 用 xj <<K, 则 称 EE 是 有 界 的 . 

定义 26 设 ECR' ,xoEEE,6 为 正 数 , 称 {x:xER", x 一 xo 二 80), 为 点 x 的 5 
邻 域 , 记 为 UCxo; 人 ,车 3862>0, 使 UCxo; 和 9)CE, 则 称 xo 为 的 内 点 . 


定义 27 设 ECR', 则 EE 的 一 切 内 点 构成 的 集 称 为 E 的 内 部 , 记 为 E 或 忆 . 

定义 28 设 ECK ,zxEE, 如 果 x 的 任 一 邻 域 U 内 有 属于 EE 且 异 于 x 的 点 , 则 称 
x 为 EE 的 聚 点 或 极限 点 . 集 EE 的 一 切 来 点 构成 的 集 称 为 EE 的 导 集 , 记 为 EF 或 E'. 称 
EU EY 为 马 的 闭 包 , 记 为 瑟 或 E-. 

定义 29 设 GCR ,如 果 G 的 每 个 点 都 是 G 的 内 点 ( 即 G=C) , 则 称 G 为 开 集 . 
开 集 的 余 集 称 为 闭 集 . 


定义 30 设 EC 庆 , 则 称 严 \ 下 为 已 的 外 部 ,属于 它 的 点 称 为 王 的 外 点 . 称 王 站 
Rr\E 为 FE 的 边界 ,属于 它 的 点 称 为 玉 的 边界 点 . 

定义 31 给 定 中 的 两 点 A 二 (alyas yan);B 二 (yb,), 称 工 二 a 十 
(56; 一 a ti(0 坟 1 坟 1,1 二 1,2,,N) 为 Rr" 内 连续 A4,8B 两 点 的 直线 段 . 有限 个 首尾 相 接 
的 直线 段 组 成 六 内 的 折线 . 

定义 32 设 ECR', 若 玉 内 任意 两 点 均 可 用 一 位 于 E 内 的 折线 来 连接 , 则 称 王 
为 连通 的 . 

定义 33 称 连 通 的 开 集 为 区 域 , 如 果 万 是 区 域 , 则 称 万 为 闭 区 域 . 


6.1.8 nn 元 函数 的 极限 


定义 34 设 针 CRr,f 是 定义 在 基 上 的 实 值 跑 数 ,a 是 X 的 率 点 ,A 是 定数 , 符 
Ye>0, >06 与 es 有 关 ), 当 xEX 且 0 过 上 x 一 a 过 8 时 ,民有 | f(z) 一 Al 过 e; 则 
称 1 元 函数 了 (zz) 当 x>a 时 以 A 为 极限 , 记 为 limmf (x) 三 A. 


可 见 , 只 要 把 x 和 a 理解 为 R" 中 的 点 ;并 以 上 x 一 a 中 代替 1x 一 a1|, 则 定 头 34 和 
定义 16 是 相同 的 , 因此 ,函数 极限 的 四 则 运算 法 则 以 及 定理 12,15,16 在 nn 元 廿 数 的 
情况 下 也 是 正确 的 . 

在 定义 34 中 ,limf (xz) 二 和 是 指 在 x 二 (x ,zz 的 每 个 分 量 同 时 超 于 a 二 
《al ,azy…an) 的 相应 分 量 时 所 得 出 来 的 ,有 时 称 它 为 二 重 极限 . 

除 些 之 外 ,还 有 函数 六 zz) 的 另 一 种 极限 , 它 是 由 x 的 分 量 依 某 种 次 序 相继 地 各 
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自 趋 于 极限 而 得 出 的 ,叫做 累 次 极限 , 这 一 点 , 与 一 元 函数 不 同 . 下 面 仅 给 出 az 一 2 时 
累 次 极限 的 定义 ， 

定义 35 设 fz;) 在 D={(zx;y):|1z 一 zo | 之 c,;|y 一 w | 二 d} 上 有 定义 ,车 对 每 
个 y 关 yp lm fz,y) 一 p(y) 和 存在 , 义 lim p(y) 一 AI 则 记 为 : lim (lim f(z,y)) 一 


lim lim f(z 三 A. 同样 可 定义 


J 


lim ( lim f(x,y)) = lim lim f(z,y) 一 AAA， 
I yp 了 和 


这 样 定 多 的 极限 称 为 累 次 极限 ， 
定理 28 设 flx,y) 在 D={(z,y):|z 一 zo| 之 cy;1y 一 yo | 过 dQd) 上 有 定义 ,如 果 1 
lim x, y) 二 有 六 ;2” 当 0 过 |y 一 yo | 过 x 时， lim fizxyy) 二 p(y) 存在 ;3 当 


(ry {a +13 


0 之 |z 一 zo | 之 c 时 , lim 了 (zy) 二 Zz) 存在 ; 则 lim lim f(xyy)== im lim f(z,y)=AA, 
"yo TI yn 
车 lim lim f(x,») 一 名 和 也 lim lim fz») 二 A: 都 存在 ,未 必 有 Al 二 A ;即使 
yp 
A,=A,， im ,2 也 未 必 存在 


{I Yr ‘zn 


6.1.9 元 孙 雪 的 连续 性 


对 于 定义 在 XCXCR) 上 的 nn 元 晃 数 f(r) 如果 把 x 一 (zz 你 一 
Czas Ti Th EN), y= (yr) 等 都 看 成 记 中 的 点 ,以 | TX | 9 
| Xl 2 | 代替 |x 一 zo 上 [zai 一 Zz |; 以 区 域 口 代替 RR 中 的 开 区 间 (a, 妇 ;以 有 界 闭 区 
域 D 代 蔡 R 中 的 闭 区 间 [a, 习 , 则 定义 19 及 其 等 价 陈述 2 ,3",4,21 及 定理 3,18,19， 
20,22,23,24 在 元 薄 数 的 情况 下 也 是 正确 的 . 另外 定理 21,25 在 1 元 注 数 的 情况 
下 ,本 质 上 也 是 正确 的 ,陈述 稍 有 差异 . 

定理 29 假设 1 4= f(x) 二 f(z ;zy ) 在 点 xo 二 (zo To2，'…* sv0r) 连续， 
2 工 二 (二 Gt 一 112 yy) 在 点 和 j 二 (to ;toz ;… tom) 连续 ， 
3 zw 二 (二 g(to2 fom)(i 二 1,2,……,n), 则 复合 孙 数 

u= f(gp Ct) ,Gg (1) ,p(t)) 
= 大和 (人 下 

在 点 志 二 (to ;to2 ,ton) 也 是 连续 的 ， 

定理 30 设 D 是 R" 中 的 有 界 闭 区 域 ,f(z) 在 5 上 连续 ,yy 介 于 m= 二 min{ f(x): 
xED} 与 M 一 max{ f(x):zTED) 之 间 , 则 存在 &=( 名 ,名 ,…', 吉 )ED, 使 得 (6) 二 

特别 ,者 存在 zi ,zz ED, 且 Fz) Fr)<0, 则 存在 引 万 ,使 得 f(8)=0. 
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$6.2 微分 学 


6.2.1 图 数 的 导数 与 微分 
1]， 导数 的 定义 及 其 几何 意义 


定义 1 设 明 数 y= 二 fz) 在 区 间 1(1ICR) 内 有 定义 ,xo El. 当 自 变量 在 点 mm 有 
一 个 改变 量 Az 时 ,相应 地 函数 有 一 个 改变 量 Ay= f(zo Ar) 一 了 (xo). 如 果 当 


Ar~0 时 ,比值 呈 的 极限 存在 (有 限 数 ) , 则 称 函 数 f(x) 在 点 zo 可 导 , 这 个 极限 称 为 


函数 f(z) 在 点 mn 的 导数 或 微 商 , 记 为 (zo),y ,或 入 | ,好 
工 一 了 0 
y lw =f 0) =P 一 lm 一 Tim 一 (x0) (6.2-]) 


2 


薄 数 的 导数 有 如 下 的 几何 意义 :联结 点 AM (zz 和 点 MIzm 十 Ar， 
(mm 二 AD) 名 = 人 如一 人 一 从} 表示 曲线 y 一 f(x) 的 割 线 MoM 的 斜率 . 当 M 
没 着 曲线 y= 三 用 xz) 趋 于 MM 时 , 割 线 MoAM 的 极限 位 置 MoT 为 曲线 y 王 大 zz 在 点 Mo 
的 切线 .于 是 7 (zo) 一 Jim 如 -人 o 一 太 z? 一 tana 表 示 切 线 MoT 的 作 率 . 式 中 


是 切线 MT 与 z 轴 正 向 的 夹 角 . 
曲线 y 一 f(z) 过 点 Mo (To ;f(T0)) 的 切线 方程 为 
y—~ 六 xz) 一 大 (zz 一 如)， (6. 2-2) 
若 太 (zo) 天 0, 册 曲线 y 二 了 f(z) 过 点 MM (zo ,f(zo)) 的 法 线 方 程 为 
y— flze) = py (6. 2-3) 
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定义 2 车 lim 人 加 人 2 一 及 a 存在 (有 限 数 ), 则 称 此 极限 为 函数 y= 了 (z) 
rr 
在 点 zo 的 左 导数 , 记 为 了 '_ (zo). 它 表示 曲线 y 一 f(z) 在 点 Mo 的 左 切线 的 侠 率 . 
' : 0 0 一 
类 似 地 , 若 im, 站台 一 颁 , 一 全 开 存在 (有 限 数 ), 则 称 此 极限 为 西数 ?一 /(z) 


在 点 如 的 右 导数 , 记 为 了 ，(zo), 它 表示 曲线 ?一 大写 在 点 Mo 的 右 切 线 的 斜率 ， 
导数 F (mm) 一 天 存在 的 必要 充分 条 件 是 F _ (xo) 二 (zo) 二 K, 式 中 KER. 
定理 1 若 f “(zo) 存 在 , 则 f(z) 在 点 xo 必 连 续 . 反之 末 必 . 
例如 f(z) 二 |z|, 它 在 点 zx 一 0 连续 ,但 一 1 一 _ (0) 关 f "(0) 二 1, 故 f'“(0) 不 存在 . 


2, 微分 的 定义 及 其 几何 意义 


定义 3 设 晴 数 y= 二 f(z) 在 区 间 了 内 有 定义 ,xo ET 当 自 变量 在 点 加 有 一 个 改 
变量 Az 时 ,车 函数 的 改变 量 可 以 表示 为 Ay=4(z)Az 二 oflaArl)， 则 称 范 数 
y 二 f(z) 在 点 xo 可 微 , 称 Ay 的 线性 主 部 4A(zo)Az 为 函数 f(z) 在 点 zo 的 微分 , 记 为 

dy 一 A(zo)Az. 

对 于 自 变 量 zx, 规定 dz 一 Arzr, 帮 dy 一 由 (zojdz. 

定理 2 函数 y 一 Az) 在 点 zzo 可 微 的 必要 充分 条 件 是 它 在 这 点 的 导数 “(zo) 
存在 . 在 这 个 条 件 成 立时 ,A(zo) 一 三 (zo). 故 

dy = f (xo) dx, (6. 2-4) 

函数 的 微分 有 如 下 几何 意义 ,在 图 6. 2-1 中 ,NK=tane* Mo N= 了 (xo)dzx=dy. 

可 见 , 攀 数 y= 二 了 f(z) 在 点 z 的 微分 dy, 就 是 曲线 ?一 Fr) 在 点 Mtz Arz)) 的 切线 

上 的 点 的 纵 坐 标 ( 对 应 于 改变 量 Ax) 的 改变 量 . 用 dy 近似 表达 Ay, 就 相当 于 在 点 XU 
附近 把 曲线 y= 二 f(z) 近似 地 看 做 是 曲线 在 点 Mo 的 切线 . 

定义 4 如 果 哨 数 y= 二 fz) 在 1 内 每 一 点 zx 存在 导数 , 则 称 f(z) 为 f(x) 的 导 函 
数 ( 若 了 为 闭 区 间 [a, 归 ,在 a 点 处 , 若 fx) 的 右 导 数 存 在 , 则 称 f(x) 在 左 端 点 a 处 可 
导 . 同 理 , 在 5 点 处 , 阁 f(x) 的 左 导数 存在 , 则 称 Fz) 在 右 端 点 总 处 可 导 ), 如 果 
f(x) 在 I 内 连续 , 则 称 f(x) 在 了 内 连续 可 微 


3， 导 数 与 微分 的 基本 公式 故 


ATCCOST 


arctanz 


BICCOLT 


4， 微分 法 则 


定理 3( 四 则 运算 法 则 〉 者 KKz) 和 Yz) 都 是 可 微 的 , 则 
《atz)y 士 wzr)) 一 zz +tv (r), 
《TU = w(x) vr wr) vv C7), 


uCTIN CX) 7) ux) vy (x) _ 
(5) 一 (ay 《 当 wzy 天 0)， 《6. 2-5) 


相应 地 
dlutv) = dut du, 
d{u:v} = vdutud ow, 


4d 站)= 了 时 ( 当 Az) #0). (6. 2-6) 


定理 4( 链 式 法 则 或 复合 求 导 法 则 〉 车 二 g( 引 在 点 to 可 导 ,y 三 fz) 在 点 zz 
可 导 ,xo = 二 g(to)》 , 则 复合 函数 y 一 了 (g(t)) 在 所 io 可 慎 , 且 


oy = f(g Co) 《6.2-7) 
根据 链 式 法 则 ,可 得 一 阶 微分 形式 不 变性 , 即 (6.2-4) 不 论 工 是 自 变 量 还 是 中 间 


变量 都 成 并 ， 
定理 5 若 函 数 y= f(z) 在 (a,b) 内 连续 且 严 格 单调 ,又 在 点 zo EE (a,5) 处 
了 (zo) 关 0, 则 反 函 数 工 二 ply) 在 点 yw_ (三 所 z 让 可 耶 , 且 


p (加 ) = FTC CD (6. 2-8) 
定理 6 对 于 参数 方程 
一 ) 
(” Pt C2 之 1 )， 
y= Wt) 
车 9 (DV (都 存在 ,+ 二 gl) 在 (a :tz ) 内 连续 且 严 格 单调 , 则 当 0 (1)F0 时 ,有 
dy _ YD) 9 
9 ets (6. 2-9) 
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5， 高 阶 导 数 及 高 阶 微分 


可 以 归纳 地 定义 
高 阶 导数 
yn 一 (30 (一 23，); (6. 2-10) 
高 阶 微分 
dy=dld™ yy) (n= 2,3,"); (6. 2-11) 
并 且 有 
3 = 9 (6, 2-12) 


常 以 Cla,5j;C[a,bj,C™*[a,5j 分 别 表示 [a,bj 上 连续 函数 的 全 体 ,[a,5] 上 具有 
连续 阶 导数 的 最 数 的 全 体 ,[La, 如 上 具有 任何 阶 导 数 的 函数 的 全 体 , 即 
CLa,b= {f:f 在 [a,b] 上 连续 }， 
人 [La bj 一 { 六 Fn 抱 Cla,b]}(n Ee N),， 
CLa,b]= {f:f™ € Cla,bj,n € N). 
CLa;bj 有 时 也 写成 CLa,5]. 
定理 7 设 u,v€EC[a,bj(nEN), 则 ww-: vEC[a,5], 旦 
(zz = >》 (jue vir ， 《6. 2-13) 
式 中 Mt0) 一 到 wo 一 六 


称 (6. 2-13) 式 为 莱 布 尼 荧 公式. 


6. 常用 函数 的 高 阶 导数 表 


TH i CRlina)™ + a™ 
( 当 为 非 负 整数 且 之 p sin (c+) 
时 阶 导数 等 于 零 .) 2 
Inz (—1)" 。(m 一 1 。 二 cos(z 十 玛 ) 
gr | ,nD!. 1 
jna T gk" sin ( kz 十 -7 ) 
ct kk" er 

如 cos(tz 十 王 


6.2.2 多 元 函数 的 偏 导 数 与 全 微分 
1. 偏 导数 的 定义 及 其 几何 意义 


定义 5 设 一 7(z,y) 在 点 (zm,%) 的 一 个 邻 域内 有 定义 ,如 果 极 限 
mm 并 A 各 一 帮 友 为) 存在, 则 称 它 为 卫 数 (x,y) 在 点 (xz,%) 对 工 的 偏 导 


数 , 记 为 江 ， 或 (zy 加 ) ,同样 ,可 定义 f(x, 在 点 (zo, yo) 对 y 的 偏 导 数 


df + f(xor Yo AY)— f(xos yo) 
四 ‘ + 一 | “ 
Oy ‘zp "yp 了 户 0 a0 AYy 


二 元 函数 f(z,y) 的 偏 导数 的 几何 意义 :路 | 。。 表示 平面 曲线 Ci， 


(" 一 f(r,Y), 
和 一 加 


在 点 MU (zy ,Fn yoo)) 的 切线 MoT 的 斜率 , 即 藉 | 一 tana . 式 中 a 是 切线 
M。T, 与 工 轴 正 向 的 夹 角 . 红 | 。。 表示 平面 曲线 C2， 


人 


二 二 0 
在 点 M, 的 切线 MTT 的 斜率 , 即 区 一 tan8 . 式 中 有 是 切线 MsT; 与 y 轴 正 向 
的 夹 角 . 


图 6. 2-2 


一 般 地 ,元 函数 的 仿 导 数 , 可 类 似 地 定义 . 
+ 151 ， 


二 元 函数 x= zy) 在 点 (zy%) 两 个 偏 导数 存在 不 能 保证 (x;y) 在 扣 
(zo , Yo ) 连 绪 . 
例如 
0， 当 zy 二 0; 
flr;y) = 1， 当 20. 
(0,0) 二 《0,0)==0, 但 f(z;y) 在 点 (0,0) 不 连续 . 
fxsy) 在 点 (zo ;) 连 续 也 不 能 保证 f(z;Y) 任 上 感 (zo ;两 个 偏 导数 存在 . 
例如 , F(z) 二 1z[ 十 |y1 ,f(z,y) 在 点 (0,0) 连 续 , 但 f(z,y) 在 点 (0,0) 两 个 仿 
导数 都 不 存在 . 
2， 全 微分 
定义 6 若 二 元 胃 数 w= 二 了 f(x,y) 的 改变 量 可 以 表示 为 
Au = A(z, yArT Bz y) Ay t+ olp), 
式 中 p 二 (Az 十 (Ay)?) 台 , 则 称 f(x,y) 在 点 (zx,y) 可 全 微分 ,简称 可 微 . 而 称 Av 的 
线性 主 部 A(zx,y)Azx 十 BL(z,y)Ay 为 函数 f(z,y) 在 点 (x,y) 的 全 微分 , 记 为 du 二 
Atr, Ar Br yay. 
对 于 自 变 量 zx,y, 规 定 dr 二 Axydy 二 Ay; 故 du 二 Alzx,y)dzr+t+Blz,y)dy. 
定理 8 和 若 二 元 隔 数 x= 一 f(z yy) 在 点 (zyy) 可 全 微分 ,; 则 f(x,y) 在 点 (zx,y) 处 


区 ,区 都 存在 , 且 
I dy 
一 3 394 - 
dit Fd 十 Fy (6. 2-14) 


定理 9 若 六 x; 在 点 (zx;y) 可 全 微分 , 则 f(x;Y) 在 点 (X,Y 连续. 友之 未 必 . 
例如 , A(z,y) 二 [zl 十 |y| ;虽然 了 zyy) 在 点 (0,0) 连 续 , 但 f(x,y) 在 点 (0,0) 处 
两 个 偏 导数 都 不 存在 , 玖 f(zx,y) 在 点 (0,0) 不 可 全 微分 . 


f(z') 在 点 (z,y) 处 蓄 , 区 都 存在 不 能 保证 了 zy) 在 点 (x1) 可 全 微分 
例如 
1 一 1 。 天 1 
虽然 在 点 (0,0) 处 光一 区 一 0, 但 f(z; 沪 在 点 (0,0) 不 连续 , 故 f(z, 少 在 点 (0,0) 不 可 
全 微分 
定理 10 若 区 , 呢 在 点 (z, 习 连续 , 则 f(x, 在 点 (zy) 可 全 微分 .反之 未 必 


例如 ,f(z,») 一 (zy) 吕 在 点 (0,0) 可 全 微分 ,但 在 点 (0,0) 处 2 , 细 都 不 连续 
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定义 7 车 二 元 函数 疙 z,y) 的 二 个 偏 导数 共 , 区 在 区 域 DCDCR:) 内 连续 , 则 
称 在 D 内 连续 可 微 

上 述 结 果 , 均 可 推广 到 nx 之 2 的 一 般 情形 

3. 链 式 法 则 


(1) 车 4= f(z,y;z) 有 连续 的 偏 导 数 ,T 二 zx(),y 二 y(2),z 一 zl1) 对 上 的 导数 都 
存在 , 则 


di _adudr ,du dy ,ud 


dt az'di (ay dt | az' dt (6, 2715) 
一 般 地 , 石 u= flx 1 sy Tn Ti = T=] ,2,0), 则 
du au dr | du + ,十 Ou dr» (6.2-16) 


dt Bx dt dr dx, at 
(2) 若 妈 = 了 f(z,ys2) 有 连续 的 偏 导数 ,r= 二 x0 和 yy 二 y(s5,) ,z= 二 z(3,t) 的 偏 导 数 
存在 ; 则 . 
au _ 4,9 | GW,9y ,98 
ds dr 9s dy ds az 9s’ 


ae _ au.95 | 4.9y , Au.92 
at grB dy dz at 


写成 矩阵 形式 为 
az az 
os aot 
光一 (¥, ‘dy ,3 ds dl C6. ) 
az 9z 
ds ot 
一 般 地 , 知 u= f(x #2 jy :12 wt) (1—=1, 2, 7) ; 网 | 
Ou _ du ,9r | Ou ‘2 Ou dTn 
3 dx at Bx ,tt “二 3 at; 
(7 一 1 
写成 抢 阵 形式 为 
(2 9u ... gu ) 
Bt1 dt” “Di 
0 dX1 口 工 
dil dt 9 
,3 3 2rz Gra ,,, dz 
过 也 于 OH P| 下 硬 at dt ort, 一 
Ox, 9x, 口 工 。 
dt fs tn 
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定理 11 大 二 了 (zy yy) 在 点 (Xz, yx) 有 连续 偏 导 数 ,z 二 zz(5,1), y= 二 yls， £) ¥ 
z 一 z(5 轨 都 在 点 Cs,2 有 连续 偏 导数 , 则 不 论 z, y,z 是 自 变量 还 是 中 间 变 量 ,都 有 


du ou Qu 
du= dr tay gd 

这 就 是 多 元 函数 的 一 阶 微分 形式 不 变性 

4. 齐 次 函数 与 欧 拉 公式 

定义 9 给 定 1 元 基数 f(x 生计 了 ,如果 它 能 恒 等 地 ( 即 对 于 任何 TL] 了 2 
… ,Tn ) 满 足 关系 式 

ftri tr stn 一 t" f(z 之 四 (6.2-19) 
则 称 fx 9 ;xn ) 是 一 个 ne 次 齐 次 函数 . 

定 建 12 设 让 ZIl 9 -3 1 … ,zs ) 在 区 域 D 内 有 关于 所 有 变 元 的 连续 偏 导数 , 则 
fx 9 为 nm 次 齐 次 函数 的 必要 充分 条 件 是 :对 于 任 一 点 《zi + 2 和 
,成 立 等 式 

yp 《1 122 Tn Ti 一 mf 工 ] 4.T2 9 (6. 2-20) 
1 一 ] 
等 式 (6. 2-20) 称 为 欧 拉 公式 . 

5, 方向 导数 

定义 9 设 & 一 了 (zyyyz) 在 点 已 (xo + YD ;0 ) 的 某 邻 域内 有 定义 ,r= 二 ((ArY’ 十 
(Ay)? 十 (Az)?) 六 ,P(ro 十 reosa,s 加 十 rcospz 十 rcosy) 是 过 点 凶 沿 方向 {= (cosas 
cosp,cosy) 的 射线 上 的 点 . 如 果 极限 lm 六 一 上 存在 , 则 称 这 个 极限 为 函数 


一 Pr,y, 在 点 Ps 沿 方向 1 的 方向 导数 , 记 为 于 | .方向 导数 在 直角 坐标 系 下 的 
表达 式 为 


9f 
al 


一 2 


Pu 加工 


‘cosa + af cos 十 红 | “COSY. (6. 2-21) 
»|Fo 1p 


6， 高 阶 偏 导 数 及 高 阶 全 微分 


对 于 二 元 画 数 4 一 f(z,y) ,注意 尖 和 孙 仍 然 是 二 元 函数 ,因此 可 以 考虑 二 阶 全 
导数 
ad fd 3 ra 9 /9uy 9 fa 
半 ( 斑 )'( 续 )' 关 ( 六 )' 萝 ( 苇 ) 
我 们 引进 下 列 符号 来 表示 它们 ， 


eu 示人 ( 妾 
以 3 于 或 六 (zy) 来 表示 3 中 )， 


。 lo54 * 


i 来 表示 这 (P 


a z (z,2) 来 表示 元 ( 邓 s) 


以 9 或 fy (r,3) 来 表示 芒 2) 


同样 , 纶 区 也 是 二 元 函数 ,因此 可 以 考虑 三 阶 偏 导数 于 (了 六 ) ,而 以 三 -或 者 


fr ( 工 ,y) 来 表示 它 :对 于 更 高 阶 的 偏 导 数 的 意义 可 依 此 类 推 . 

类 似 地 ,可 定义 n 元 机 数 二 f(z ,zz ,…,z,) 的 二 阶 以 至 上 阶 偏 导数 . 

定理 13 设 在 点 Po(zxo ,yo) 的 一 个 邻 域 内 ,函数 二 f(z,y) 存 在 两 个 二 阶 混合 
偏 导 数 F。 和 .F- 且 这 两 个 混合 偏 导数 在 点 Po (xo , yo) 连续 , 则 

fs | 一 fw |p,. 
注 fo 1p 关 f%z | 的 情况 是 存在 的 . 例如， 
je ” 安 二 世 二 站 当天 十 六 天 0 
0 


， 当 好 十 光一 0. 


5 区 


f» (0,0) 一 一 1 天 1 一 卢 (0,0). 

类 化 地 , 洛 2 一 f(xi ,Tes za) 企 区 域 DtDCR") 内 一 切 必 阶 混 合 偷 导数 连续 ， 
则 它 的 阶 混合 篇 导数 与 求 偏 导 的 次 序 无 关 ， 

二 元 孙 数 二 A(z,y) 的 二 阶 全 微分 为 


du= dldu) 一 Dd’ 


3 
= (心志 十 四 部 ) wx 

类 似 地 ,n 元 函数 二 f(z ,zs，… ,zx,) 的 & 阶 全 微分 为 
= (dr td td ) 


一 dr ‘dri (6. 2-22) 
+ = 1 bo ax 9 J 


6.2,3 脆 函 数 
1]， 由 一 个 方程 确定 的 隐 函 数 
定理 14 若 1 F(z,y) ,Fy(x,y) 在 点 Ph (zo;Y60) 的 一 个 邻 域内 连续 ;2 F(xo, 


yo0) = 二 0;3 F(zo 1%0) 隆 0; 则 在 点 P, (xo ; 0) 的 一 个 邻 域内 ;方程 F(z,y)=0 确定 一 


个 单 值 连续 函数 y 二 y(z), 即 有 F(x,y(z)) 三 0, 和 yo 一 y(zxo). 
定理 15 若 1 F(z;y) ,Flrxyy) ;F(z,) 在 点 P(xo ,yo) 的 一 个 邻 域内 连续 ; 
= 155 。 


2 F(zo) 一 0;3- F, (zoomD0, 则 在 总 Po (zo ,%) 的 一 个 邻 域内 储存 在 ,连续 且 


有 
2 — FE (6. 2-23) 
定理 16 若 1 Fz yz To; yy (Cry ry x;y 在 点 Po (xol , Toss"**， 
Tou ;Yo ) 的 一 个 邻 域内 连续 ;2" PF (Xo » Coz »''* » Ton ;3y0 ) 二 0;3” FF, (ol ; To2 » "9 Ton § Yo ) 
天 0, 则 在 点 P, (zo ;Toz Con 5 yo) 的 一 个 邻 域内 ;方程 下 (zz 一 0 确 
定 一 个 单 值 连续 函数 y= yr Ta In) Bp F(x, ***, Ta y Y CT "Tn )) = 0, 
Yo = y(xo 9* "+ 9 .Ton ). 
定理 17 知 1 FFCzyzay zy PF (Xi, Ta TY) (i=1,2,",n), 


F(x 2 "Tn ;y) 在 点 Po (To » To *** » Ton ; Yo) 的 一 个 邻 域内 连续 ;2 天 《zol Xoz, 
”0 yo) 一 033 F, (ol 1 To2 »*** Tom ; Yo) 关 0; 则 在 点 P, (zo :Toe 1 ;Xon ; Yo) 的 一 个 


邻 域内 (i 二 1,2,…,n) 存 在 ,连续 且 有 


FF, (CTY ，T2 rT } 人) 


一 Fr (1 一 ] ,2 C6, 2-24) 
Xi y CT 1 To 9 3 Tn Y) 


从 


2. 雅 可 比 行列 式 及 其 性 质 
定义 10 设 有 ?个 变 元 的 m 个 函数 


y= yr Tr) (i= 1,2,,n), (6. 2-25) 
则 称 
dy 9 0% 
HX dx Ax, 
Gy Oye ye 
dy | az dr Bt, 


可 人 工 | "Tn ) 


[ 国 是 | 


Ys dyn 32 
ox DT» 9 


为 (6. 2-25) 式 的 雅 可 比 行列 式 . 
雅 可 比 行列 式 具 有 如 下 性 质 : 
1 知 贡 一 其 人 1 +* 2 ys Tn ) oi = Lj Ct sia 2 ,1) ,由 


dy 1 yr) Dr -一 ac V1 yn ) 《6 2-2617 
OCT Tn) 日 (及 sts) 全 


2” 若 y= Yi (x 1T2 1 Tn ) + XT Cy M2 sr Yn T=) , 则 


(人 和)》 Tl sy) _ 7 
BT ss Ta) OY ss Yn) l. (6, 2-27) 
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3 若 六 二 yx LE Tn ) (一 |] ,2 71), 
本 = ztirte s,s ts ) (7 一 127 nm < Nn), 
则 


OY Ym) dt 1s "Ym Qa si ) _ 
5 3 


等 式 右边 的 和 式 是 取 遍 从 #4 个 标号 1,2,…,n 内 每 次 取 m 个 的 一 切 可 能 组 合 的 ， 
3， 由 方程 组 所 确定 的 隐 范 数 


定理 18 若 ] FCzyyjtwy 疏 与 Gryyyurv) 以 及 它们 的 所 有 一 阶 偏 导数 都 在 点 


Po (zo yoitw yw) 的 一 个 邻 域内 连续 ;2” F(zo, yywwyw) 二 0,G(Cmo0, ;tw) 二 0; 

"oe 六 0; 则 在 点 Bo (xo,yw%;2w0，;w) 的 一 个 邻 域 内 ,方程 组 
1 | tr) 0% ‘up} 

Flry yu y) = 一 全 人 yy) 

| :Yitsv0 -确定 一 组 具有 一 阶 连 续 偏 导数 的 解 “Ty 目 有 

Gir yu,v)=0 UvU—=v(r yy) 


ou ao ja du a(F,G) /13 CC) 
dr a(xrt)) duyv) Dy a(ysw) |/ du v0) 


9v __ a(F,G) /a(F,G) 9v __ 2(F,G) /1aCF,G) 
ax az) aluyv) ay dwry}) dlwrv) 
定理 19 设 xER"r,yER". 若 ] Fi(x;y)(i 二 1,2,… ,mm) 以 及 它们 的 所 有 一 阶 
伍 导 数 都 在 点 Pr = (Xo; yo0) = (xo 02 Ton } Yo] 9 Yoz s … ,yon ) 的 一 个 邻 域 内 连续 ; 
和 HC sy Pm) , 人 
GCy 9 | ， 关 0; 则 在 点 P 的 一 个 邻 城内 ， 


方程 组 F (x¥;y)=0(1=1,2, 三 起 ;P17) 确 定 一 组 有 具有 一 阶 连 续 偏 导数 的 解 
Yi 二 yr T= 1 2, ,mm), 


3 


(6, 2-29) 


2 F, (xo yo) =0(i= 1 ,2 ,1 13 


县 有 
dy _ dF, ,EF,) a(Fl s,s": Cs 
QT a( yn Nl TE Yi 2 9 9 0 
(t= 12 ‘I 大 二 1， 2 ,+ (8, 2-30) 
4， 雅 可 比 逮 阵 
定义 11 设 有 个 变 元 的 m 个 函数 
Yr = fx | {1 一 1 ,2 7), (6. 2-31) 
则 称 
oy oY oy 
dx dx 口 工 ， 
dy dy gy2 
f= OD yn) | 入 37 Bx 
Den 1 日 晶 昌 本 要 号 症 和 志和 和 二 和 血 国 恒 蛋 学 吗 四 国 
Gym ym ym 
dX dr Tn 
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为 (6. 2-31) 式 的 雅 可 比 和 矩阵 
记 x= (zxirzar Ta y= ya Ym) = CA rT for Ts) 
万 (zi…zo))T 将 (6.2-31) 式 表 成 向 量 形式 y 二 f(x), 式 中 是 R" 到 R” 的 一 个 映 
射 . 记 如 一 (zol yzog os) Ar 一 (ArAzg Arz) 有 
fm tT AX) — f(xo) 
= Cfilzo TAT Ton tt ATn) — fy rors Ton) ss fm Xol 
+ Axls To TT ArT) O— fo Crols rs Ton)) 
=- (也 (这) satalarl,… >( 祝 ),Ar te liarl ) 


时 n T 
=- (六 )25 人) ) + larl (ee) 
式 中 驹 是 有 在 操 各 的 值 ,es 一 (el 4 Em) 
设 对 于 每 个 (i=1 ,2 ,y= f(x LE ,作为 好 元 晓 数 ( 即 R" 到 R 的 
一 个 映射 ) 在 点 x 可 微 , 则 | Jim ;一 0, 从 而 
lim | fCxo + Mr) CO— fxo) — oh Ax | 一 0 


az--0 | Ax | 
因此 ,w% 又 称 为 从 到 到 R" 的 映射 y= f(x) 在 点 xo 的 导 算 子 , 记 为 六 (x6) 二 区 . 
(x0) 二 % 是 从 展 到 R” 的 一 个 线性 映射 . 


5， 坎 数 相 关 与 吨 数 无 关 


定义 12 设 久 = 二 CryT2s Ti 二 1,20 呈 0) 以 及 它们 的 所 有 一 阶 偏 导数 
党 在 某 开 集 DCLDCR") 上 连续 ,如 果 所 ,fi,…, 所 中 的 某 一 个 ,例如 , 能 表 成 其 余 
的 户 fii fit ;的 遇 数 ,好 当 (xz 2 "Tn 忆 口 时 

fi (Tl TT) = FOf CT Ter Hn) 
fi x Te HZ 

则 称 fi 大 sf 在 万 内 锯 数 相关 . 

如 果 户 , 正 ,…,f 在 DD 的 任何 点 的 邻 域 中 皆 非 旺 数 相关 , 则 称 方 , 户 ,…… 廊 在 
D 内 函数 无 关 . 

例如 , 设 加 二 十 zz 十 zy 4yYz 二 TI 十 如 十 三 ys 二 训 T 十 X23 十 T3T1. 显然 有 便 
等 式 yo 二 Ff 一 2ys ;可见 yy ,yz ,Ya 在 整个 天 内 是 晒 数 相关 的 . 

定理 20 若 户 ;下 ,… ,fr 在 D 内 函数 相关 , 则 雅 可 比 答 阵 在 DD 内 任何 点 处 
的 秩 皆 小于. 

定理 21 若 对 于 呈 内 任何 点 , 雅 可 比 和 矩阵 改 的 秩 皆 为 m; 则 刻 , fi，… ,fn 在 D 
内 晴 数 无 关 ， 
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定理 22 设 雅 可 比 和 矩阵 在 DD 内 的 秩 恒 为 , 则 对 于 任何 点 如 二 (zol ;zo，…， 
xz)ED, 便 有 函数 f， ，f,，…，f 以 及 xo 的 一 个 邻 域 U, 使 得 1 fo ,fo 下 
在 U 内 函数 无 关 ;2 f/f ,…,f 以 外 的 任何 f. ,在 U 内 各 能 表 为 fm ， fs, ，…， 
/的 函数 


6. 徽 分 表达 式 中 的 变量 替换 


(1) 单元 昂 数 的 情形 
设 y= Arz), 并 有 表达 式 Hr, yyy yy)， 
1 作 自 变量 的 变换 x 二 gp(2) ,于 是 
yz 一 »， yz 一 2 (6. 2-32) 
这 样 , HCzy yyy ys 一 百 ( yy yy). 
2" 自 变量 和 函数 都 作 变 换 z= 二 p(t,z)，y 二 g(t,w), 式 中 为 新 的 自 变量 ,w 为 新 
的 函数 ,于 是 
zt = gi + unus, 
yr = ul 
2 = G+ 2Gous tt Ge (ui) pu ， 
ye = fa tfou' + fi (Cu) + pun, (6. 2-33) 
这 里 z' ,y: ，"… 是 对 4 的 全 导数 , 即 把 看 成 1 的 函数 ;pw … 是 对 上 的 偏 导 数 , 即 
把 q(t) ,不 语 2， 看 成 二 的 二 元 函数 对 上 求 偏 导 数 .将 (6.2-33) 代 和 人 (6.2-32)， 
于 是 yy 1Yy2 :可 用 旨 ww syur 表示 . 
这 样 , 百 (zy 一 (wu te se). 
(2) 多 元 函数 的 情形 
| 
1 作息 变量 的 变换 saw, ee 于 是 
dz dz,99 | dz.0 
9u 97r Ou gu 


az _ dz 99 | oz,9y 
dv ara dy av 


由 (6. 2-34) ,从 , 窟 可 用 u,v 从 ,代表 示 . 其 他 高 阶 偏 导数 也 可 仿 此 求 出 ,这 样 


(6. 2-34) 


9z Ox Pz dz Fz ) 
az "ay dr 9rdy ay 
3z dz Dz Giz dz 7) 


F(x,y,z, 


= F(w vz， ' Ay’ du: dud’ OF 


* lo9 ， 


2 目 变 量 和 因数 都 作 变 换 T= pu vr) ;9p v0) 2 二 XY(urvy2) , 式 中 Wr 
为 新 的 自 变 量 ,zw 为 新 的 站 数 ,于 是 


9z ( 58 十 29. 到 ) 十 经 (到 十 2， sw) 


dx ‘gu drw du By “Ou 9w du 
9X, 9X,9w _ 
= 3 3 3 3 (6. 2-35) 
3 十 8 ,9 dz {98 302 
(9 T aw 怕 钙 六 (各 + 攻 2 ) 
_ 3X 9X.9w 
av dw gv 


由 (6. 2- 35) ,3 ， 苑 可 用 wapitoy 5 到 表示 . 其 他 高 阶 仿 导数 也 可 仿 此 求 出 . 这 样 ， 


F(z = az az Fz 92 oz,, ) 
gr dy dr droy’ dy 


dw dw FW Fw Fw …) 
au au du Dram Ot 


下 面 的 例子 ,给 出 微分 表达 式 中 的 变量 雹 换 的 有 趣 应 用 
例 1 对 二 阶 仿 微 分 方程 z 2 十 27y 巡 基 十 3 二 0, 作 自 变量 的 变换 6 


一 F (u,v 


盖 ,# 一 》 方 程 可 化 简 为 :3 党 一 0, 进 而 可 解 出 u=nf (6) 十 g(é) 即 uyf (之) 十 
2) 式 中 的 f,g 是 任意 的 二 阶 可 微 函 数 . 
6. 2.4 微分 学 基本 定理 


TI， 中 值 定 理 
定理 23( 罗 尔 中 值 定 理 〉 车 1” F(z) 在 [a,bj 上 连续 ;2” Fz) 在 (ae, 的 内 可 导 ; 


} 


吧 
1 
~ 
忆 


[人 Pi 


A FF--------- 
rr = 一 


图 6, 2-3 
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3 fla) 二 了 (5), 则 存在 &€ (lay 旭 , 使 (8)=0. 
在 几何 上 ,这 表示 划 线 y= 二 f(x) 过 点 CCe, /外 ) 的 切线 CT 是 水 平 的 . 
定理 24( 拉 格 训 日 中 值 定理 ) 若 1 FFCz) 在 [Ta, 申 上 连续 ;2” rz) 在 (a, 思 内 可 


导 ; 则 存在 4 (4, 办 ,使 f (0=HE =A2 ,tp 
ff)— fo) = FB—a), a Eh. (6. 2-36) 


C 
上 二 
"| 
I 
' 
1 
I 
I 
I 
I 
1 
6 


图 6. 2-4 


在 几何 上 ,这 表示 曲线 y= 二 f(x) 过 点 C(&, 了 (8)) 的 切线 CT 平行 于 芒 AB. 
定理 25( 柯 西 中 值 定理 ) 若 1 f(#),g(1) 在 [a,8] 上 连续 ;2”f(1) ,g(t) 在 (a 有) 
内 可 导 生 g (2) 才 0; 则 存在 &E (a,8) ,使 


六 78) 一 Fa _27 
gl g(P)— gla) | 


在 几何 上 , 若 用 参数 方程 
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f 一 gl), 
了 一 ft) 9 
表示 平面 曲线 , 则 曲线 过 点 CCg(6 ,了 ( 介 ) 的 切线 CT TAD. 


以 下 两 定理 统称 洛 必 达 法 则 , 它 是 用 来 计算 让 ;00 一 00,0 ,00,0 ,00 ,1” 等 


不 定式 的 极限 的 法 则 ,是 柯 西 中 值 定理 的 一 种 应 用 
定理 站 大 1 函数 f(z) 和 g(x) 在 点 a 的 某 一 邻 域内 除 点 a 以 外 处 处 可 徽 , 并 


日 g(r)2A0;2° limf (zx)=0, limg (x)=0;3° 极限 limL7e 驴 存在 (或 为 无 穷 大 ); 则 极 


a<i<B 


限 tim 友 鸭 存 在 (或 为 无 穷 大 ) 而 且 
tm 二 = im DB. 


+ (zr) 
定理 27 和 若 1 肾 数 f(z) 和 和 a 的 某 一 邻 域内 除 点 a 外 处 处 可 微 ,并 且 ， 
# (TIT) FEO;2" limf (zx) =00, limg (x)=00;3 极限 liml7《 可 存在 (或 为 无 穷 大 ); 则 极限 


limf3 妇 存在 (或 为 无 穷 大 ) 并 且 


B(x) 
za BCT) py g (rT) 


把 自 变量 的 变化 过 程 z>a 换 成 x 一 ce, 上面 的 陈述 均 有 效 . 
注意 im 人 7(3 不 存在 时 ， li im 全 仍 可 能 存在 ， 只 是 不 能 用 洛 必 达 法 则 来 求 极限 . 


例如 ， lim 二 sz 一 1, 介 Ce sinr)” — jim 一 cosz 不 存在 . 


recofZ 十 Sinz)] 一 oa mj 十 cosz 


其 他 类 型 的 不 定式 ,通过 下 面 简 明 图 表 均 可 转化 为 扩 或 生 型 不 定式 . 


1° WN 
ai 
{到 对 数 ) 


人 


例 2 求 极限 timz Tz. 
令 一 了 Ts ; 则 ny 一 这 一 inz 


_Jnz 1 
lim jny = am 本 一 一 一 lim 二 1. 
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lim jny 


故 limy 一 limem 一 er 一 e 1. 
下 ] I—*] 


2. 泰勒 公式 


定理 28 设 孙 数 扩 z) 在 所 Xo 的 某 一 领域 U(xo;6) = (x: | — zo | 过 全 } 内 十 1 
阶 可 微 , 则 在 此 邻 域内 有 


六 和 
Fa = DE td) tnln), (6. 2-38) 
一 让 " 


式 中 (Zz) 二 ol1z 一 zo 上 |)(z>z0), 称 为 佩 亚 诺 余 项 .或 


加 tL (££) 加 
ri (x) = fr To) rr! 


(& 介 于 xz 与 xo 之 间 ), 称 为 拉 格 朗 日 余 项 . (6. 2-38) 式 称 为 f(z) 在 点 zo 的 到 阶 泰 勒 
公式 . 
特别 , 当 Xo 二 0 时 ,有 


上 i 
Hz = 六 大 Or 十 mkz)， (6. 2-39) 
i=0 tt: 
十 1) 
式 中 六 (七 一 o(|z|9(z0) ,或 天 (可 一 大 下 生 ze 介 于 了 与 0 之 间 ). (6.2-39) 
式 称 为 麦克 劳 林 公 式 . (6. 2-38) 在 上 一 0 时 就 是 (6. 2-36)， 
一 些 初等 冰 数 的 麦克 劳 林 公 式 ， 
二 ] 二 下 二 于 攻 ， 
er = 一 1 十 计 十 芝士 十 省 十 o(| 工 | )， 
yor or 
sinz 一 工 37 + 十 (一 1) Com oz) )， 
cosZ = 1 一 下 十 村 一 "十 {一 7)" +o(| x 1"), 
(2m0)! 


1 4 


,一 (yl) ,.. 
+z 一 1 十 应 十 和 人 好 十 


十 全 od| x |"), 


瑟 十 二 一 … 十 (一 D 一 于 十 oa 
天 
定理 29 设 二 元 函数 所 z,Yy) 在 成 (zo ;yo ) 的 某 一 邻 域 具 有 十 1 阶 连 续 侦 导数 ， 
则 在 此 邻 域内 成 立 如 下 的 泰勒 公式 
ma 十 Azi 加 十 Ay) = >) 二 


i “。 


jn(l 十 xXx) 一 并 一 


可 日 人 
(az 贡 +Ay 芍 ) fro) + nlsy), 
(6. 2-40) 
式 中 (zy) 二 (Az 之 Ay 2) forotoAr, yw +OA, 0<0<1 
业 a (十 1)1 3 > gy 大 "Yo yy LD 二 
* 163 * 


一 般 地 , 设 n 元 妙 数 zz)= 二 了 (wi ,zz ,Zz ) 在 点 zo 二 (ro ;zw ，… zo) 的 荣 一 
邻 域 具有 上 & 十 1 阶 连续 偏 导数 , 则 在 此 邻 域内 成 立 如 下 的 泰勒 公式 
xo Ar sro? 十 和 re 9"** ,To 十 Az,) 


中 
= (和 二 Ar 3 + + A 这) 


* f{ Zol LE "on ) 二 rr Cr 1 To ye (6, 2-41) 


式 中 re( Xl } X21 Xn ) = 


1 
F(A ike 十 人 … 十 Am 雹 ) 


点 二 1 


ro 十 Am ro 十 Ar yzo 十 BAzr)， 0<0<1. 
特别 , 当 & 一 0 时 ,(6. 2-40),(6. 2-41) 就 是 二 元 函数 ,n 元 函数 的 微分 中 值 公式 
fx Arsyo tt AY) = flroryo) tt Fro Ax, yo + OAy) AL 
十 六 (rm 十 Ar 十 gay)Ay，0<9 一 |， (6. 2-42) 
zol 十 Ariyroas + Axe ys Ton + Ar, ) 
= f(xo ;Zor sy ,Ton) 二 了 5 (ro BAT , Ton TT Ar, ) A 
te fo, C(x0 OAz Ton tOAr)Ar,, OLO<L1l. (6.2-43) 


$ 6.3 微分 学 的 应 用 


6.3.1 单元 函数 微分 学 的 应 用 
]， 肖 数 的 增 减 性 


定理 1 设 了 是 数 太 z) 在 区 间 [a,5]j 上 连续 ,在 Ca; 如 内 可 导 , 则 

1 f(z) 在 [a,6] 上 为 常数 的 充 要 条 件 是 : Y TE (a,6), 了 (zx) 二 0. 

2 f(z) 在 La;6] 上 递增 {递减 ) 的 充 要 条 件 是 : YzE (asb), fF (x)0CF (zr)R 
0). 
3 f(z) 在 [a,bj 上 产 格 递增 (严格 递减 ) 的 充 要 条 件 是 ， 
(DD YrECa Dd), fF (tOCF (rz) EO). 
(6) FA (z) 在 (e, 芒 的 任意 部 分 区 间 内 都 不 恒 等 于 零 ， 


2， 半数 的 极 值 


定义 1 设 函 数 f(z) 在 点 xo 的 某 一 邻 域 UCzxo ;人 ) 二 {rx:|x 一 zo | 寺内 有 定义 ， 
若 对 UKzo; 人 内 任意 异 于 点 xo 的 点 z, 均 有 fz) 所 f(ro) (f(z) 之 了 (xo)), 则 称 函 数 
放 z) 在 吕 xo 有 和 极 大 值 ( 严 格 极 大 值 }. 把 不 等 号 反 向 , 即 可 定义 极 小 值 .严格 极 小 值 . 
极 大 值 . 极 小 值 统称 为 极 值 . 
定理 2 者 函数 人) 在 点 xo 的 某 一 令 域 U(x; 人 二 {zx; |z 一 zxo1<<8} 内 可 导 , 则 
* 1]64 。 


fz) 在 点 zo 取得 极 值 的 必要 条 件 是 了 (xo) 二 0. 

车 (760) 二 0, 则 称 点 mm 为 f(x) 的 稳定 点 或 驻 点 . 

定理 3 若 1 连续 琐 数 fz) 在 点 zo 的 某 一 邻 域 UCzro;6)={x; [zx 一 zo | 过 65) 
内 可 导 ( 点 z 可 以 除外 );2" 阁 (ro) 二 0 或 f(x) 在 点 z 导数 不 存在 ;3 六 C(x) 在 点 zo 
两 侧 异 号 . 于 是 

1° 车 当 工 经 过 点 xo 时 F(z) 由 正 变 负 , 则 函数 f(x) 在 点 z 有 极 大 值 ; 

2 若 当 工 经 过 点 zo 时 三 (z) 由 负 变 正 , 则 函数 f(z) 在 点 zo 有 极 小 值 . 

定理 4 若 函 数 f(z) 在 点 z 有 二 阶 导数 , 且 f(zo)= 二 0, 耿 (xo) 关 0, 则 当 《x0) 
<0(CF (xzo)>>0) 时 ,函数 f(z) 在 点 xo 有 极 大 ( 极 小 ) 值 . 

定理 $5 者 函数 f(z) 在 点 zw 有 1 阶 导数 ,月 (x0)= 二 0 二 1 ,2 一)， 
Fr? zo) 天 0, 则 

1 当 1 为 偶数 , 且 fF” (Xo) 0 时 ， 函数 f(z) 和 在 点 Lo 有 极 大 值 ; 

2 当 ? 为 偶数 , 且 (Crzo)>0 时 , 画 数 fz) 在 点 zo。 有 极 小 值 ; 

3 当 ? 为 奇数 时 ,函数 f(z) 在 点 zo 无 极 值 . 


3， 了 天数 的 最 大 值 . 最 小 值 


设 函 数 f(z) 在 [a, 妇 上 连续 , 则 求 f(x) 在 [a,5j 上 的 最 大 值 .最 小 值 的 步 又 如 下 : 
1° 求 出 fz) 在 l(a, 四 内 的 稳定 点 和 Cx) 的 导数 不 存在 的 点 , 设 这 些 点 是 有 限 个 
Tl ra dn 计算 出 函数 值 f(x ) sf Te ) ,fTn). 
2 计算 f(z) 在 La,51 的 两 个 端点 处 的 值 fla) ,了 (5b). 
3 最 后 就 有 
max {f(z)) = max{ fx), fx) es fxr), Fla), f(D)}. 
min {fC7)} = min{ f(z), Fra) fT) ay， 站 


4， 沪 数 的 廿 性 及 捐 点 


定义 2 设 函 数 f(z) 在 [a,5] 上 有 定义 ,如 果 它 满足 下 列 两 个 等 价 条 件 中 的 任何 
一 个 ,就 称 六 7x) 是 La,bj 上 的 下 凸 子 数 { 严 格 下 凸 函 数 ). 这 两 个 等 价 条 件 是 ， 

1” 对 [ae, 旭 上 任何 两 点 zi ,zx2 (zl 之 zz) ,以 及 任何 满足 ai 十 a 三 1 的 非 负 实数 a， 
az ,都 有 

faz az) Caf lr) a fxz) 
(fimzi tt oer) aflr) as f (x2)). 
2” 对 [a,b] 上 和 任何 两 点 zi ,ze (zi 过 x2) ,以 及 工 ! 和 xz 之 间 的 任何 一 点 xz, 都 有 
{f(r) 一 帮工) 二 f(z) — fr) ( f(T) 一 fxr) -一 六 Ta ) 一 f(x) )， 


ey i | rr | 2 
把 上 和 击 不 等 式 中 的 不 等 号 反 向 , 即 可 定义 上 山 沙 数 (严格 上 凹 菠 数 ). 
对 于 下 凸 欧 数 ( 上 凸 苑 数 ) ,其 图 线 (级 ? 上 所 有 的 点 都 在 相应 弦 的 下 面 (上 面 ), 或 
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位 于 弦 本 身上 ,曲线 y= A(z) 也 随 着 函数 Kz) 本 身 而 称 为 下 出 的 (上 是 的 ). 

注 有 时 称 [a,5] 上 的 下 凸 函 数 ( 上 凸 函 数 )f(x) 为 [a,5j 上 的 上 陡 浮 数 ( 下 冲 葬 
数 ) ,在 是 分 析 的 有 关 书 籍 中 ,又 称 [a,58] 上 的 下 凸 耳 数 f(z) 为 [a,5j 上 的 凸 疯 数 . 

定理 6 设 隐 数 f(z) 在 [a,8] 上 和 连续 ,在 (4a, 人 站 内 可 导 , 则 F(z) 在 La,6j 上 是 下 由 
跨 数 (上 凸 欧 数 ) 的 必要 充分 条 件 是 六 (zx) 在 (a,5) 内 是 递增 的 (递减 的 ). 

由 此 可 知 , 若 六 zx) 在 (ta, 妃 内 二 阶 可 导 , 如 果 在 (2; 好 内阁 (2) 守 0C 了 F(z) 夺 0), 则 
畏 数 F(z) 在 C4, 办 内 是 下 凸 的 (上 是 的 ). 

定 尽 3 设 晒 数 了 (二) 在 点 To 的 某 一 邻 域 LU (ro ;) 一 { 工 ; |z— zo | 二 6} 内 连续 , 且 
在 UCzo; 人 9) 内 各 点 处 共有 导数 或 其 导数 为 无 穷 大 , Po (zo ,f(zo)) 是 曲线 y 一 f(z) 上 
的 一 点 ,如 果 曲 线 在 点 Po 的 一 旁 为 上 凸 ,在 另 一 旁 为 下 凸 , 则 称 点 Po 是 曲线 的 一 个 
拐点 . 

定理 7 着 隙 数 y= 了 fz) 在 点 z 的 某 一 邻 域 U(xo; 介 二 {xz: |z 一 wo | 过 人 科 内 存在 
二 阶 连续 导数 , 且 (x) 在 此 邻 域内 点 zo 的 两 侧 有 相反 的 符 叶 , 则 点 Po (zxo ,Czxo)) 
是 曲线 y= f(z) 的 一 个 拐点 , 且 此 时 有 (zw6}=0. 

注 ”如 果 所 xX) 连续 , 且 在 点 xo 处 一 阶 导数 为 无 穷 大 ,二 阶 导数 不 存在 ,那么 点 
Po (xo ,Frzo)) 也 可 能 为 拐点 . 


例如 ,x)= 二 zz, 在 xz 关 0 处 ,六 (zx) 一 记 z ,f(z) = 一 地， 在 z= 二 0 处 ， 
广 (z) 一 十 co, 太 (xz 不 存在 . 因 产 (z) 在 点 z=0 的 两 侧 有 相反 的 符号 , 故 点 (0,0) 是 
曲线 y 二 x 六 的 一 个 拐点 . 

5, 函数 作 图 


以 上 对 于 隐 数 性 态 的 研究 都 可 以 用 到 函数 作 图 上 . 其 主要 步骤 为 ， 
1” 确定 使 (x) 二 0 或 导数 不 存在 的 点 ,并 检验 它们 是 否 对 应 于 函数 的 极 值 ; 
2 确定 使 A(z) 一 0 及 二 阶 导数 不 存在 的 点 ,并 检验 它们 是 否 对 应 于 拐点 ; 


3 列表 ; 
4 绘图 ， 
例 画 出 函数 y= Vz 一 一 x 十 1 的 图 形 . 


:3 wy- 一 8 
> 3r— Dr DI? 3 gtr — 1 (rt 1) 


ee 


2.94 
{—1.0) 
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图 6. 3-1 


因 lim 闻 一 1, lim(y 一 z) 一 一 闻 ! 故 有 新 近 红 y 一 z 一 村. 
8， 曲率 
设 y=f(z) 在 (a, 站 内 具有 连续 导数 , 则 曲线 y= 二 f(x) 的 强 长 微分 (简称 弧 微 分 ) 
为 
di = v1l+(y)dzr. 6. 3- 1) 
设 y= 二 f(z) 在 (a; 中 内 具有 二 阶 导数 , 则 曲线 y= 二 f(z) 的 曲率 (参看 10. 1. 2) 为 
K = | CC . (C6. 3-2) 
若 y 天 0, 则 曲率 半径 (参看 10. 1, 2) 为 
R= 去 = | . (6. 3-3) 


若 y 关 0, 则 曲线 y= f(z) 在 点 (zyy) (y= 二 f(x)) 的 曲率 中 心 ( 参 看 10. 1. 2) 


- [和 | 
+ 


了 


A 
p= y+ 


(6. 3-4) 


6. 3.2 多 元 函数 微分 学 的 应 用 
1]. 空间 曲线 的 切线 , 曲面 的 切 平 面 与 法 线 
(1) 给 定 空 间 曲 线 C: 
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了 工 一 rl), 


y 二 y(t)， (oo 委 及 


z= ett), 
曲线 C 在 点 Po (lzr(lto) ,y(to),zlto)) 的 切线 方程 为 
TIT—x(to) _ yy(to) _ z— z(to) _ 
Fm) 一 了 to) 一 wb) C6. 875) 


(2) 给 定 曲 面 S$;F(Zx, y; 2) 二 0, 设 Po (xzoy myzo) 是 曲面 S 上 的 一 点 ( 即 
了 (op "Yo ;20 ) 二 0), 则 曲面 S 过 点 了 的 切 有 平面 方程 和 法 线 方程 分 别 为 


2 " ™ a " 可 of 二 一 = 一 
3z| 。 (了 To) 二 3 (y y0) 十 本 > (z—2z0)=0, {6.3-6) 
TE (6. 3-7) 
FE ~ 3F] ~ arl 
di Po dy Pu a Po 


(3) 给 定 空间 曲线 C: 
F(x,y2) 一 0， 
(oc, 二 0. 
设 Po (zo ma) 是 曲线 C 上 的 一 点 ( 即 F(z ,Yor20) =0,G(xo ,ym) =0), 则 
曲线 C 在 点 了。 的 切线 方程 为 


Z 一 2 一 ?一 一 一 > 2zo 《6. 3-8) 
dF ,0) dt(F ,0G) oF ,GG) 
a(y,z) Po Ad(z,T) Po dlr,y) Po 


(4) 给 定 曲 曾 S: 
X= Tu Vv), 
y= yuv), (uw) ED" 
& 一 (UY), 
也 "是 Cun 平面 上 的 一 个 区 域 . 设 Cw,w)ED" ,于 是 Po(z(iym) ,yl(w :ww)， 
z(uoyw)) 二 (zo;%; 加 ) 是 曲面 S$ 上 的 一 点 , 则 曲面 S 过 点 Ps 的 切 平面 方程 和 法 线 
方程 分 别 为 


OCy, 2) . QZ, 工 ) . _ 
3 本 | 二 
Crzyy)》 (2z— 20) = 0, (6. 3-9) 
(ur v) (uy vn? 
万 一 Xo y— Yo 一 科 2 ,3-10 
d(Cy,z) a(x, T) d(x y) 人 
m0 | on) ayW | cw) By | 0 uw) 


特别 , 当 则 面 S 由 z= 二 f(z,y) 给 出 时 , 设 Po lz; Yo;yz6) 是 曲面 S$ 上 的 一 点 ( 即 
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zo 二 f(zxo,y0)); 则 曲面 S 过 点 Po 的 切 平面 方程 和 法 线 方 程 分 别 为 


| or 一 9f| .ev 一 - 
zw 二 了 了 p, {x + (yO— yo), 《6. 3-11) 
yo .3-12 
af 37 一 了 《6 ) 
dx Po 9y Po 
2. 无 约束 极 值 


定义 4 设 n 元 晴 数 fx)= f(x + T2413""* ;x ) 在 点 To = (zo To syTon ) ER 的 
菜 一 邻 域 U(Gxo0;6) 二 {x:xE 放 ,x 一 < 之 6) 内 有 定义 ,者 对 U(x ;6) 内 任意 异 于 xo 
的 点 x, 均 有 所) 和 Axo (fCY) 之 fCxo)), 则 称 函 数 fx) 在 点 xo 有 极 大 值 (严格 极 
大 值 }. 类 似 地 ,可 定义 极 小 值 .严格 极 小 值 . 极 大 值 、. 极 小 值 统称 为 极 值 . 相对 于 有 约 
束 极 值 ,这 类 问题 也 称 为 无 约束 极 值 问题 . 

定理 8 者 nn 元 孙 数 xX) 二 f(z ,Ts ，… Ta) 在 点 各 二 (zoryzo2r"* Ton)ER' 的 
菜 一 邻 域 UCxo;6) = 二 {x:xE 放 ,| x 一 xo 上 ‖<<8} 内 存在 有 限 偏 导数 , 则 fx) 在 点 x 取 
得 极 值 的 必要 条 件 是 f(xo) 二 0, i 二 1,2,"** nn. 

若 f(x0) 二 0, i 二 1,2,… sn, 则 称 点 x 为 稳定 点 . 

定理 9 设 二 元 小 数 f(z,y) 在 稳定 点 (xo，, Yo) 的 某 一 邻 域 内 所 有 的 二 阶 偏 导数 


， jy ， AB 
连续 , 记 A= f2 (xo ry0) ,B=f ,xo , yo) C= f° {Xo + 内 一 | 一 AC 一 全 ， 


s 
则 有 如 下 结论 ， 


fro 1Y0) 为 极 大 值 


定理 10 设 ni 元 葬 数 ftx)= fx sz "Xn ) 在 稳定 点 Yo 一 (zol 5 过 02 Di 和 
及" 的 某 一 邻 域 UTCz iD ={z:xE 正 ,| x 一 外 <s} 内 所 有 二 阶 偏 导数 连续 , 记 ay = 
太一 12070)), 以 设 表 示 阶 矩阵 4 一 (ar ),xr 的 k 阶 顺 序 主子 式 , 即 


A 2 lt 
HU? 22 好 中 

_ 一 Ck 一 1 2 ,7), 
Ari 位 吕 “人 


于 是 1 如 果 4 是 正定 的 , 即 D>0C(&4 二 1,2,… ,nn); 则 函数 A(x) 在 稳定 点 wo。 有 极 小 
值 ;2 如 果 A 是 人 负 定 的 , 即 ( 一 1)*D, >0(k 二 1,2,*…,n) , 则 申 数 了 F(z) 在 稳定 总 Xo 有 
极 大 值 ;3 ” 如果 A 是 不 定 的 , 则 稳定 点 各 不 是 极 值 点 ， 
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3 有 约束 极 值 


有 约束 极 信 间 题 是 指 ; 求 元史 数 (x) yx 一 (zz 和 ezE 了 在 六 个 约束 条 
件 ; gx 二 0 全 二 1,2, 司 ,rmsm 之 nn) 下 的 极 值 , 
(1) 拉 格 朗 日 羔 数 法 


令 F(x)=fC0)+ >, Mga (CY), 
起 二 1 


式 中 加 记 二 1 2 70) 竺 定 . 
把 下 当 作 十 mm 个 变 元 x1 5 29 MAL Ae ss Am 的 函数 , 则 F 的 稳定 点 
Mo 一 (zol yzoz oy Ton 4A01 9A02 yon) 应 满足 方程 ; 


| 一 0 GG=1,2,,n), 


ox 
Er — 人 0 (k= 1,2," ,1m). 


至 于 zw 一 《zo ro To 是否 真 的 是 f(x) 在 约束 条 件 gi (x) 二 0 二 1,2,…， 
m) 下 的 有 约束 极 值 点 ; 尚 需 进 一 步 讨 论 . 

设 f(D 及 g(x)( 二 19201 mM) 在 点 x 二 《xo ;Xo2 yzoo) 的 一 个 邻 域内 有 二 
阶 连续 偏 导 数 , 记 刀 二 CMo)(i,j 二 1,2,…,n) ,又 记 BB 二 (by )wxo;, 则 1 如 果 B 是 
正定 的 , 则 在 点 2 二 Czxo ,ros ,zo ) 晴 数 flx) 在 满足 约束 条 件 g(x) 二 0(& 二 1,2， 
…,m) 下 取得 有 约束 极 小 值 ;2 如果 B 是 负 定 的 , 则 在 点 xo 二 《zo yzoz xzo) 男 数 
fx) 在 满足 约束 条 件 gi(x) 二 0(& 二 1,2,… ,mm) 下 取得 有 约束 极 大 值 . 

(2) 代 人 法 

设 上 和 Set 一 1 2 2) 在 所 考察 的 点 Xo — (Tl ， X02 9" Yon ) 的 某 一 邻 域 ， 
U(xo ;0) 二 (x:xER, |x 一 x | << 人) 内 有 关于 一 切 变 元 的 一 阶 连续 偏 导 数 , 研 究 mX 
7 阶 的 雅 可 比 和 矩阵 


dg gg1 38! 
DTI Tr2 Dn 
d8z dg2 dg2 


1 = DBsB2 Br) 一 dx! dx 加 了 An 


了 (yz yo 


[ 


Ggm gEmn 9 gm 
xl Or? re 


若 在 点 Xo 矩阵 J wo) 的 秩 rankJ (xo ) =m, 则 在 点 Xo 它 至 少 有 一 个 阶 行 列 式 不 为 
过 ,例如 设 


dlg1 yg2s"""s Fn) 0， 


er 

依 3 6.2. 3 中 隐 冰 数 存在 定理 ,在 Xo 的 充分 小 的 一 个 邻 域 内 可 解 出 Ti (x1 ,Tz， 

Tm (in ml, 0),. 这 样 ,检验 Xo = (Xo yoz To ER 是 否 为 了 (tz) 在 
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约束 条 件 gx (x) 二 0(& 二 1,2,…,m) 下 的 有 约 东 极 值 点 就 等 价 于 检验 Py = (ro yzoz， 
"orm 全 R' "是 否 为 复合 晒 数 f(x $m mt 《2 0 (Zi1， 
… ,Tn_m)) 的 无 约束 极 值 点 . 


设 nn 元 函数 (x) 二 了 (zj ;zo，… ,Xs) 在 有 界 闭 区 域 DCDCR") 上 连续 , 求 f(x) 在 
D 上 的 最 大 值 , 最 小 值 的 大 致 步骤 是 : 

1 求 出 函数 六 x) 在 区 域内 部 的 所 有 极 信 点 ,并 计算 相应 的 水 数值 . 

2 求 出 函数 f(x) 在 区 域 的 边界 上 的 极 值 点 ,并 计算 相应 的 函数 值 . ( 注 ;实际 上 
相当 于 一 个 有 约束 极 值 问题 . ) 

3” 上面 1 ,2" 两 项 计算 出 的 函数 值 中 最 大 (小 ) 者 ,就 是 函数 f(x) 在 D 上 的 最 大 
(小 ) 值 . 

对 于 实际 问题 ,还 可 由 实际 意义 来 判断 ， 


》$6.4 不 定 积 分 


6.4.1] 基本 概念 与 性 质 


定义 1 对 于 定义 在 某 一 区 间 了 上 的 函数 jz), 如 果 有 这 样 的 函数 F(z), 使 得 
YrE1l 都 有 下 (z)= 了 (x) 或 dF(z)= 二 fz)dz; 则 称 FCz) 为 f(z) 在 1 上 的 一 个 原 函 
数 ， 

定理 1 如 果 f(x) 在 某 一 区 间 了 上 连续 , 则 在 IT 上 f(x) 的 原子 数 一 定 存在 . 
定理 2 设 F(z) 是 f(z) 在 区 间 I 上 的 一 个 诛 函 数 , 则 F(z) 十 CCC 是 任意 常数 ) 
是 fz) 在 IT 上 的 原 咬 数 全 体 , 
定义 2 了 藻 数 灰 z) 在 某 一 区 间 I 上 的 原 医 数 全 体 称 为 1(z) 在 IT 上 的 不 定 积分 ， 


记 为 | f(z)dz ,其 中 f(zx) 称 为 被 积 画 数 ,f(z)dz 称 为 被 积 表达 式 ,z 称 为 积分 变量 


如 果 F(z) 是 f(x) 在 了 上 的 一 个 原 阔 数 ， 则 | f(z)dr = F(z) 十 CC(C 是 任意 常数 ). 
定理 3 不 定 积分 具有 下 烈性 质 . 
"(| Fadz) 二 f(x) 或 za(| f(rdr )= flz)dz 
及 
[Fopadr = FaD+TC 或 |dF(z) = Fa+C 


2 | (Gf Cz) 二 Ca f(x) ) dr = Cj (Di 十 C| 户 CadrC ;Cz ER. 


了 f(z) 的 一 个 原 函 数 F(z) 的 图 形 称 为 f(z) 的 一 条 积分 曲线 , 它 的 方程 是 
y 二 F(x) 因 玉 (x)== 了 f(x), 故 积分 曲线 在 点 (z，F(z)) 的 切线 斜率 等 于 用 Zz) 在 扣 工 
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y=F (x) 


| 
| 
-一 一 ’ - “Oe 
I 
| 


6. 4-1 


的 值 . 把 这 条 积分 曲线 沿 y 轴 的 方向 平行 移动 一 段 长 度 C 时 ,就 得 到 另 一 条 积分 曲线 
?一 F(z) 十 C. 图 数 Az) 的 每 一 条 积分 曲线 部 可 由 此 法 获得 ,所 以 不 定 积分 的 图 形 就 
是 这 样 获得 的 全 部 积分 曲线 所 组 成 的 曲线 族 . 又 因 不 论 常数 C 取 什 么 值 ,都 有 
(F(x) 十 C)' 二 f(z), 故 如 果 在 每 一 条 积分 曲线 上 横 坐 标 相 同 的 点 作 切 线 , 则 这 些 切 
线 是 彼此 平行 的 . 


6.4.2 积分 法 

1. 分 项 积分 法 

它 利用 不 定 积分 的 线性 性 质 , 即 定理 3,2" 

2. 第 一 种 换 元 法 

定理 4 设 1 | /oau = FCw) 十 C; 2? = xz) 可 导 , 刚 
[fou Cdr = Fl(utr)) 十 六. 


第 一 种 换 元 法 用 得 最 多 ,是 最 重要 的 积分 法 . 例如 
今 丸 一 ar 十 思 则 | f(az + Dar = Tfewd (a A 0); 


令 丸 二 地 , 则 | f(r)eidr 一 寺 | Food (k 0); 
令 二 inz, 则 | 大 Deedr 一 | roDau: 
令 芯 一 sinz, 则 | f(sinz) "cosz dz 一 | Foas 


邻 荆 一 danz, 则 | Cranz)seczz dx 一 | roa 
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等 等 . 
3. 第 二 种 换 元 法 
定理 5 设 1x= 二 g(t) 是 单调 的 ,可 导 的 , 目 po 天 0 
2°| f(g() 9 Cd = GD 十 C, 网 
[fonar = Bg 2) +O, 


式 中 pg ' (zx) 是 x 二 p(t) 的 反 孙 数 ， 
第 二 种 换 元 法 一 般 用 于 消除 积分 号 下 几 种 类 型 的 根 式 . 例如 


被 积 函 数 f(z) 中 含有 z 一 9 
VG2 一 六 3 工 一 Qsint 或 工 一 acost 
GE 十 六 Xx 二 Qtant 或 工 一 acott 
Xi—a: 二 asect 或 x 二 acsct 
Vr—a)(b—x) z 一 a 十 人 一 a)sin24 或 一 ea 十 (一 c)eos21 
V(x—a)(r—b) z 一 a 十 全 一 aysec2t 或 工 一 a 十 (6 一 a)csczi 
4， 分 部 积分 法 


定理 6 设 wu(z) 及 v(xz) 都 具有 连续 的 导 罗 数 , 则 
jan Dadr = wt) 0 — [on nd 
即 
Jaw = uo — [udu. 


这 里 的 关键 是 如 何 选取 uCz) ,使 | zx)"w (z)dz 容易 积分 . 常见 的 情况 有 


被 积 函 数 六 xz) 选取 的 uz) 
P(xz} ,sinkz 或 P(r) ,coskr P(xz) 
Plx) re™ Plz) 
P(x) . Inz Inz 
Pz) , 反 三 角 晃 数 反 三 角 函 数 
en .sinkz 或 6 . cos 大工 eR sinkr,coskr 


注 : 表 中 P(z) 是 多 项 式 ， 
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一 般 说 来 ,在 同一 题 中 ,往往 要 将 几 种 方法 综合 应 用 . 
例 1 | TC(2— ) yy 
x 


1 一 
d(xz:) 1 dl — x) 
解 原 式 = | :所 Iz 二 | 了 + 1 一 好 
= 六 ln a + C= 言 InQl+z) 一 In|1—z | 十 C 


例 2 | 1 十 sinz 十 cosz 


1l+sin zx 
入 原 式 一 | Tt | d+ dz, 
| 一 本 | ee Tn 一 壤 aretan(y5tanz) 十 局， 
re f(t )+o 
| 二 sinadz 一 天 = arctan(sinz) + O;, 


故 , 原 式 一 Jie tanr) 一 二 "(Ft eT )+ arctan(sinzx) 二 CC, 


解 原 式 一 | 和 zd 一 | 二 Er( 令 zw) 
-| 二 -| (二 和 


= lnx 一 nz 十 D 十 -十 C 


= 一 In(e 十) 十 二 于 1 tC 


十 


dz 
cosiz 


例 4 | 
解 原 式 一 |secszaz 一 |sect zseczaaz 一 | Camz+ 1)’:ad(tanz) 
= | + 2tan’z+ tantz)d(tanz). 
= tanz 十 全 tantz 十 到 tansx 十 C. 


解 一 令 = 二 十 1,du 一 5z4ar， 
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1Y2 
| 中 du = 二 | — 2u + du 


5 
一 2 十 2 一 于 o ) 十 C 


] 加 
5 十 Tor iy I FI 


3z" 十 3z* 十 1 
5(Cx 十 1) Twi. 


解 二 。 原 式 一 za 十 ”az 一 一 +i|a 二 x) d(x ) 


= 去 (十 z) +C= 一 和 一 十 C 
15 ]5fz2? 十 173 
dx 
me [一 安 
rT v4d—2x 
解 一 令 工 = 2sinr， | 
_ ] — cost 2 一 /4 一 
原 式 = 卫生 一 二 | 1 Se|+c= In| 2 V2|+c 


附 机 二 与 ， 的 关系 ; 当 0 < 之 之 2 时 ,如 6. 4-2 所 示 . 


ku 


1 2 二 uu _ 1 2 十 vy 
一 一 二 | 5 | 十 C = 一 二 上 "| YESl+c 
解 三 。 原 式 一 | < 


一 一 | du ( 售 w= sectydu = sect*tantat) 


2 u*—1] 
d(t 十 广 ) 
1 1 2 _1 上 | 五 
一 | 各 = | re sn tan( 广 十 地 ) 十 人 
1 一 cos(t 十 至) . 
11,|. 2 1 |1+ sint 
= 一 也 In ita) 十 C = 一 到 1 < +c 
= 一 方 in 2+ Aa 
下 


2<z<0 时 原 式 一 | 一 一 和 一 
工 : (<) 一 】 


《一 xz) (二 ) 一 】 


附 。” 解 三 中 变量 z 与 上 的 关系 , 当 0< 过 xz 之 2 时 ,如 图 6.4-3 所 示 ， 


j4-- 妇 
图 6. 4-3 
A /2tr .20 1) ,__ ut 
解 四 令 ; 2 一 并 一 刀 十 1 ty 
| 
原 式 222) /2 十 z tC—1 2 "| Fil+tc 
2 一 工 
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| Es 
V2 十 十 V2 一 工 


Bidt 
~ (1+ 


原 式 = | 一 -2 一 =- 二 | 一 此 一 二 In|1+ ViTF|+C 


6.4.3 原 函 数 可 表 为 有 眼 形 式 的 几 类 函数 
任 一 初等 函数 在 它 的 定义 区 间 内 是 可 微 的 ,并 且 它 的 导数 仍 是 初等 本 数 . 然而 初 


StnTt 


等 函数 的 原 函 数 却 不 一 定 能 用 初等 函数 来 表示 . 例如 ， | 一 如 ， |sinzaz， | Sazar， 


| 余 等 等 ,看 起 来 好 像 很 简单 ,但 实际 上 它们 均 不 能 用 初等 函数 来 表示 , 即 不 能 表 为 


有 限 形 式 ， 

本 节 所 讲 的 几 类 函数 , 均 可 通过 完全 确定 的 计算 程序 将 它们 的 原画 数 用 初等 函 
数 来 表示 ,即将 它们 的 原 函 数 表示 成 有 限 形 式 . 这 种 完全 确定 的 计算 程序 ,在 理论 上 
是 有 价值 的 ,但 在 实践 上 有 时 较 演 融 . 为 此 , 仍 需 强调 对 具体 问题 作 具 体 分 析 , 灵 洛 地 
使 用 积分 技巧 . 


1. 有 理 了 区 数 的 积分 


给 定 有 理 丁 数 全 , 趟 中 P(z) 二 ao 如 十 qj 下 十 … 十 a 与 
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Q(T) = 十 抽 十 十 Bb 之 间 没 有 公 因 子 ,ao ,加 沽 0. 当 nn 之 mp 时, 它 是 真 分 式 ; 
当 n>m 时 , 它 是 假 分 式 ,此 时 名 如 二 W(z) 十 侣 妃 , 式 中 WCz) 是 整 式 ,&( 忆 是 真 分 


Q(x) CT) QCz) 
式 . 真 分 式 C% 芋 总 可 拆 成 如 下 四 种 类 型 的 部 分 分 式 的 代数 和 (参看 1. 1. 7)， 
1 A ， 
本 
2 二 全 (mn 是 不 小 于 2 的 整数 ) 
3 Dp 4g<0), 
MzrtN 


4 ts 一 49<0, 是 不 小 于 2 的 整数 ). 


如 果 能 解决 上 述 四 种 类 型 的 部 分 分 式 的 积分 问题 , 则 利用 分 项 积分 法 就 可 以 解 
决 任 一 真 分 式 的 积分 问题 ,从 而 就 解决 了 有 理 函数 的 积分 问题 . 


| A yr =A| AE- ~ Aln| xz—alt+C, 
下 


x—a a 
2 | ar = A "dro) = T+ 
"| Ed ~ intr + pt D+ 各 wown- 逢 寺 :+6 
er | CE 

+(N- 党 ) cy 人 ET = + 
n= -一 +. 对 于 J;, 令 wu 二 十 人 驴 , 记 a =g~ 记 ， 


2(1—n) (P+ pr+o)™ 
一 _Mp\[| de _,， 一 | 一 ec 人 
则 天 = (N 一 学 )| 去 多 有 记 五 一 | 全 ,有 递 推 公式 ， 


太一 十 (32 一 3)J ) Cn = 2,3,°°). 


1 (sry 
A 
而 五 一 | 过 安 一 二 arctan 总 十 C. 从 而 第 4 型 的 部 分 分 式 的 积分 问题 就 解决 了 ， 


至 此 ,可 以 得 出 结论 :任何 有 理 函 数 的 原 函 数 都 是 初等 簿 数 ， 
例 7 | 2x! 十 2x 十 13 


(Crotty 
ff 1 3z+4 zt+2 

解 原 式 | (二 i) 
_fa fr 3r1+4 , [zt2 
-| 过。 [十 干 1 | 二 a 
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而 |- 竺 ;= In| zx—21)+4+C,, 


ei” 一 了 | (zz 十 1 和 dz 十 1) +4| < 
= 5 二 (Fi “Es 


= FT + 2arctanz+ 0， 


| 甘 季 -=- 间 侣 定 +4 替 1 


一 方 In(z 十 1) 十 2arctanr 十 Ga. 


(zx—2): 4z 一 3 


十 ] 2(22 二 1 -一 4arctanzr 十 革 . 


1 xxl 
解 原 式 = | (z+3TD str) 


Es ziw 


— 去 二 寺 In | zt 二 1 一 让 In(z 一 工 十 1) 


2 _ 
一 方式 十 让 In (zx 二 1 _” 工 arctan 红 二 C 


6 了 一 z 十 1 V3 V3 
2. 三 角 函 教 的 有 理 式 的 积分 


用 Rao 表示 xm 的 有 理 函 数 ， [Resinz,cosz)dr 就 表示 三 角 函 数 的 有 理 式 的 


积分 . 
(DD 设 RE 一 二 一 RG) ; 则 Ru,v) = 二 Ri (ww ,vu 此 时 ， 
R{sinz,cosz) dz =Ri sn x cosr) sinrdr =— Ri (1 一 cos2 zr,cosr)dcosr, 


今 1 二 cosz, 可 将 |RCsinz,cosz)dz 化 为 1 的 有 理 了 消 数 的 积分 
《25 设 ROw, 一 四 二 一 Rw);, 则 ROwy)=Rzs (wu, ) .wv 此 时 ， 


R(sinr,cosr)dzr=R, (sinz;cos: Tcosrdz= Ry (sinr,1— sn .rdsinz, 
令 1 二 sinx 即 可 . 


(3) 设 RC 一 ww 一 巷 二 RCws 功 , 则 RW) 二 Rs( 蔚 , 妨 ). 此 时 ， 
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Resinr, cosr)dr=R; (anz TFT )az 


令 tanz 即 可 (注意 dr=- 4 ). 

任何 有 理 式 RC(u,v) ,总 可 以 表示 成 上 述 三 种 特殊 类 型 的 有 理 式 的 和 . 事实 上 ， 
RG = 二 (RO 一 RC 一 wD) 十 刻 (R( 一 w 功 一 RC 一 uw 一 幼 ) 十 去 (R( 一 4 一 
十 R(usD)), 上 面 三 项 分 别 是 (1),(2),(3) 型 ， 

(4) 一 般 地 , 作 变 量 替 换 :一 tan 地 , 即 z 二 2arctant, 可 将 | RGsinz,cosr)dz 化 为 
i 的 有 理 函 数 的 积分 . 事实 上 ,此 时 


. 2 _l—£ ,.__2 
sinz 一 了 ?COS7 一 Ep TEE 
于 是 ， 
. 加 1 一世 2 |R 
| RGsinz,cosz)az = , 1) = | 并 二 ， 


式 中 及 (4) 是 1 的 有 理 函 数 . 


3. 简单 无 理 函 数 的 积分 
{1) |Rz, vartbdr nnE€N. 
作 变 量 替换 := Yaz 下 5, 即 x 一 人 一， dz 一 于-dt. 于 是 ， 


[Roz, Vaz Thar = |R(2 人 1 一 dr 一 | 
去 二 5 
(2) |R(z /ee th dz CE N). 
i | 
作 变量 蔡 换 ! 一 /GE 二 8, 即 = 一 于 二 6,dz 一 下 人 一 和 让 一 几 , 于 是 ， 


|R (zw 时)a dr = |R( 红 二 1) dd [Reya. 
(3) Rez, ar Ti Fedr. 
先 对 二 次 三 项 式 az? 十 rt 十 c 进行 配方 , war: 十 妈 十 c 可 能 是 下 面 三 种 情 视 之 


1” val'vA—w,u= x—a; 

2 /aT SRT, ya 

3° Vial'vu—A,u= ra. 
" ]80 。 


式 中 心 ,za 是 常数 
再 分 别 作 变量 替换 & 二 Asint,u = Atant,u 二 Asect 可 以 达到 消除 根 号 的 目的 ， 


_ dx : 量 兰 换 z_a 二 上 
对 于 形 如 1 一 | 一 一 -和 二 二 二 = 人 6 N 的 积分 , 作 变 量 将 换 zo 一 二 ， 


可 得 [= | 一 一 一 一 生生 一 一 一 一 一 
V (ix 十 妈 十 中 关 十 《2aa 十 六 二 4 


dr 
9 一 一 一 一 一- 一 ， 
例 | a ve 二 z+! 
ei 


解 ” 令 1+z 一 一 , 即 z 一 二 一 ldz 一 一 写 . 


原 式 二 一 -hn 1 一 方 十 vt~—t+tllitC 
tt 十 1 
__1,|1—z++2 CE 
in 2 十 ]) 了 人 


6.4.4 不 定 积分 表 


1， 基本 积分 表 
-il 
( [zdz = tC ww 关 - 


一 一 Inlzl+TC (zz 天 0). 


| 

| 

(9 fadz = 人 +C (a). 
| 


) |eosmdz 一 sinz 十 上. 


Am 
oh 


(7) 


人 = tanz-HC(z 天 2 rm E Z,Z 是 整数 集 ). 


si 并 


(9) 


(8) | < 一 一 cotz 十 C kz 天 贡生 oa. 
| es 二 一 arcsinz 十 ( (| zr 1)》， 


有 


(10) [和 rE 一 arctanz 十 CC. 


(11) |shadz = chzt+C. 
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(12) [chaaz 一 shzrt+C. 
| = thr 十 已 


二 一 cthrx 十 C (zf 关 人 0). 


a 


I de inr+ VTTD+C. 


一 下 十 vl1|+c dzr|»>1). 


(07) | -天 = 二 


E44|+C 《| 工 | 尖 1)》， 


2 有理 函 数 积分 表 


(18) |(ar +b)"dz — (A+ 十 CC 天 1) 


1 
49) | - 宪 ; = 上 In | az 十 5 十 C 


C20) [zaz 二 braz = (E+ ~ dart 


a {n 十 2) a Cn 1) 十 已 (Cn 天 一 1 一 2)， 


CD | = 三 -名 In| artbl+C 
Tr pb + 
(22) | Sy tn|artbltC 


= 
(23) | sy Py (rtm mr Tn)tC 


(#1 天 1 ,2)， 


(24) | 三 玫 = 二 (去 (az 十 避 一 25(az 十 及 十 nl az 十 十 C 


aztb a 
， 
(25) | 到- 空 5 一 点 (az 十 6 一 20nlaz 十 | 一 Ei)+c. 
cdr 1 
《26 1 | 二 各: 一 方 (In | ar 二 Tb ta se nz tC 
pdr 1 2 
(C27) j: + a( TC tar th 


ro) (nl,2,3). 
dr 1,|arte 
09 [zs tre)+c 
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dx LIn| 2 


(az th) rb 


1 1 2, |ar 二 6 
a (er ED + oe $I z )+c 


I+c 


(29) | 


dr 
(30) | = (ar + | 


(31) | 一 < 一 1 rectan 二 十 CC. 
Z 十 4 a a 


G32) | -至 7 = 让 In| 于 十 和 (zl a. 
dr 
(33) | 于 
a 2art 十 号 3 
-一 一 -一 arctan 一 一 -一 十 C 《4ac — 6 > 0)， 
1 "aa ~ 
2axz Tb— vy 2 
一 一 -一 jn 十 人 dac—b < 0), 
vb — dac pe yy — dac 
dr adr 
C34) | - x2 十 好 十 c 2a -In | az’ 十 好 十 < | 一 如 去 “十 上 是 十 c 
?tr 十 7 
(35) | 玛 去 轩 dz 
m 2 2an—bn ar +b 
50ln | ar 十 ht 十 cc 上 十。 /tn /人 
(dac 一 基 > 0)， 
em 2az + — vb — dac 
| br nom -一 一 一 | 十 C 
nlar 十 好 十 ec < 十 让 | 
en 
(36) | 一 下- a 
Ty (n— i)(dac—P (Car 十 好 十 0 中” 
{2n — 3)2a dar 
Dl (im to A. 
(37) | -一 ze 一 __ +2 
《Ga [二 Cn— Ddac—P (ar hr 二 oT 
(2n— 26 dr 
TD EB) p57| (az 十 十 cc) aA). 
(38) | co) 2 了 ar 十 这 十 c 2cJ az 十 三 十 c 


3， 无 理 男 数 积分 表 


C39) | Va zr 本 (z Vg 一 形 十 本 arcsin 于 )+C (| x | a). 
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(40) 上 E we — rdr 一 一 于 人 一 22332 十 C (| 雪 o)， 


2 2? 
(41) | z= dx = ME aln 


4 十 va 一 工 Fi+c (| z | 过 a). 


(9 | = csinE +C (| zx |< a). 
2 
(43) | -在 类 一 却 Ve r+ oarcsinT +C 《| 工 |< a). 


C44) | vr +atdxr = 3 vx 二 a 二 +aln(r 二 + vr 二 Ta) 二 CC. 


(45) jz vi 二 dx = 诗 (z 十 az)a2 二 CC 


(46) | E+ gr = VT Fa aln|et Ve + VE te 十 C 
(47) | 一 衬 一 一 intz 十 vv 地 十 co) 十 C 
mz — 3 
C48) | 让 /ZT Fa +C 
(49) | -一生 宪 - = 壮 FFa Entt+ MEFa)+C. 
Tr 十 a’ < 2 
dr 1 lat+ vita’ 
(0 | 一 全 二 jn 一 十 已. 


dr -Y 工 十 二 
id 


(52) | /TRdr = /adnlrt /Fa DtC (zl>e). 
(53) |z VP Adr = -amtC (zl 之 由 


2 2 
(54) | E24dr = /Fa oarccos 2 +C (lz | 宇 a). 


69 | FE n+ /Fe HLC (zl>a). 
TAdx 一 
59 | -2 二 =- vz a 十 (| zx | a). 
(57) | -站 本 二 一 去 G ten|lrt /ie D+C (| 工 | 人 >)， 
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or 
(9) | PE 


Ln|2 VAAr HB HC +2Ar+BIt+O 
VA 


(A > 0, 4AC—B: > 0),， 


-Lin|24Az 十 BC (A044AC—B: = 0), 


vA 

-sin +5 (A O04AC— BB < 0). 
(59) | 一 一 一 一 . Yar 十 颇 +- 呈 | 

vAz 十 Er 十 C A 24.wVAzz 十 Br 十 C 
4. 三 角 吕 数 积分 下 


(60) |sinardz = 一 一 一 cosor 十 蕊 ， 


(61) |sinrazdz —— es | a isinreoradz (n> 0). 


nia 


(62) | zsinozaz 一 Sinez 一 +C. 
位 


(63) [zsinadrz 一 一 于 cosar 十 了 | cosardr (n> 0). 


(64) |: 符 - = 二 an 等 |+C 

(651 | er -0 + i (2> 1 
(66) | 和 千 一 一 二 tan( 笃 一 持 )+C 

(67) | 天空 一 = 二 tan( 野 二 于) 二 C 

(68) | 一 至 tan( 经 一 地) 十 每 cos( 旦 一 所) +c 
(69) | = 和 cot( 持 一 禾 针 志 In sin( 工 一 笃 ) Itc 


C71) | eosaradr 一 二 sinar 十 已. 
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行 一 加 -一 
(72) [cos'azdz 一 ee 十 2 一 | oosroradzx (n> 0), 


(73) [zeosardzx 一 + Za 十 性， 


《74) Iz coOsardz 一 ZSinax 
赴 


(75) | - 实 - 一 二 In| tan( 笃 十 筷 ) 

(76) | - 符 - = D+ (n>). 
(07) | 二 空 一 =- 二 tan 又 十 C 

(78) | 天 空 一 = 一 十 cot 时 十 C 

(79) | 于 符 一 T= 亚 tan 嗓 十 与 jn 

(80) | 于 2 = 一 二 cot 院 十 号 In ee 

a | ee dz 一 zx 一 二 tan 笃 十 C 

(82) | is -dz = 一 z 一 十 cot 字 十 C 

(83) | -一 空 二 =- tan( 笃 十 各 )|+c 

(84) | 一 一空- 一 -= an( 罕 一 得 )|+C 

(89) | co evi = tan(or 至)+C 

(86) | or my = tan(r +4 )+tC 

(87) | aE 一 二 (cz 十 sin(oz 十 亚 ) | )+C 

(88) | ee = (rn cos( 十 ie 

9 | )+e 

(90) | 一 smezdz = 一 冯 ( 瑟 + oos(m+)|)+c. 
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一 三 |z sinazdz (n> 0), 


(9D | 二 eeedz = 一 二 ta 学 十 二 In tan 禾 |+C 
92) | oe ot 过 一 二 ln mn 学 |+C 
(93) | 二 ne 一 ot (等 十 至) 睹 元 mn mn( 鹤 二 于)|+C 
(94) | = =- ar ( 坚 十 十 至 ) 一 到 上 an( 笃 十 亚 )|+C 


(95) |sinar :cosardz 一 sinfar 十 慷 
卜 


(96) | Sima cosardz 一 sin or +C (n A 一 ] )， 


C97) | snar-cowaraz 一 一 cosrar 十 CC (nm 1). 


1 
atn 二 1) 


(98) |sinraz -cos"ardz 


Sin™” gr:cos™t! or 下 至 一 
a tntm) 如 十 


]1 | ， 
sin ar:cos"ardz 


_ SIN™ gr * COS™ 1 gr | ,ne 
nm 十 地 二 误 Sinnozeos grdr (nm 人 0). 
(99) | 一 - 空 一 = Lln | tanar |+C. 
Sinaz * COSor a 
(100) | 一旦 一 = 一 一 圭一 一 一 十 | 一 一 空 二 (n 关 1) 
Sin CoOsna alin—— ll)cos”™ or Sinar * COs™ "ar 
(101) | A = 一 一 一 二 一 一 十 | 1). 
SnoT COSer atn— 1)sin™ or SIN™™ or COST 
G02) | smaz CC (1). 
cos"aT aln— 1l)ceos™ ar 
《103) | s sin- SD or —— sinar 十 工 hn tan 区 十 哇 ) I+c. 
COSaT es es 4 2 
(104) | SLE47 一 re | E21) 
COS"AT atn— lcos™ or nn— ll] cos 
- 2 
05) | smeazaz QT 一 Sin -十 | sin rg Cn#1). 
CO cz 一) COSar 
Sin ra 7 一 SiN” or | sin"azx 
409) | 各 全 < a Cm— 1)cos™ or m—1 | cos" ox dz (m1) 
| sin™ az n— lf sin or 
2 mo or TT nm COS” omar 2 (m Fn)， 
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_ sin™ az _ nlf sin ar 
om— lcos™ lar m— 1 cos™ rT (天 有 
7 | ss 1 
(107) simazd aln— Doniar tC Cn) 
(108) cos ar jx 一 一 (cosaz 十 tan 二 )+C 
sinax or 2 
2 
(109) | ssazaz 一 一 一 cosar +| A (n 1). 
sin'ax nO— 1] osin™ or sin™ :az 
COS'aT ， _ COS” !ar COS” ?or 
(110) | ssazdz ~ BE | edz Cn#1), 
COSar 1 COS™ or | COS'ox 
QD | 上 gy | Ed (m1), 
COS™ az n—lf cos™ ar 
an—m)sin" lar nO— Sin"az dz (天 证， 
cos” oar 了 一 :| cos" ax 
atm— l)sin iar mC—1 ee (天 站 
(112) [tanardz 二 一 In | cosax | 十 CC， 
(113) jar ararz = ~ tm o — taroradz (72 天 ])， 
tan_ ax 71 _ 
(4 | 姻 lat Gn £2— 1). 
Ee 
(116) | 云 空 一 必 j= 一 地 一 记 In | sinaz 一 cosar | 十 性 
tanazcdzr _ 工 _ 1 . 
C117) 1 aaa 一 了 zal | sinaz 十 cosaz | 十 已. 
(118) | -ee 一 学 + 二 an | sinax — cosar | 十 C 
(119) |cotararz 一 一 四 | sinaz | 十 CC. 
(120) |eorazadz — ct" or 一 | coreraz Cn = 11). 
COtar yy _ 
(121) | mea = or oz 十 人 Cn 天 一 1). 


5， 双 曲 函 数 积 分 表 


(122) |shardz = Tchar +C. 
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(123) [chardzx = lshar +C 
(124) |shrardz — 工 sh2az 一 三 十 C 
40 2 


(125) [shraraz 一 工 sh2uz 十 王 上 十 C 
4 2 


(126) | sharaz 一 sh — ! sh" ?ardz Cn = 2,3,°**), 


(127) [ehrazdz 一 shar*ch™ ar 十 2 一 | chrzardz (Cn C= 2,3,"""). 


(129) [Es 一 全 arctaner 十 


_ 1 char _ 72 一 2| 
C130) | 妆 - shroz 本 af 一 1》 sh 一 ar n—1 sh or (n A 1), 
l shar | n—2[ cr 
(131) [i chrax ”ve 二 1》 chior 十 nO— | chr ?or (nA 1). 
7 一 | _ 
0132) | dz = 和 +2 dz (mm##)， 
以 天 一 说 ) sh 形 一 sh™e 
_ 1 Ch" ar 7 一列 十 2 chear 
it 一] shriar + m—1] | sh or dx 《mm 天] 


1 ‘ch™ ar ar ,nn—l ch cr (m1). 


~ am—1) sherlar m—1) sh” tor 


(133) | Ee az = 1 .sh or_m—l[ sh ory, (站 天 站 ， 


atm—n) ch lo mm—ni cheoz 


1 i shraz J, 
aln— 1) ch or n— 1 ch az 
加 ] ,Sh™ ar 

atn— 1) ch ior 


(nA 1) ， 


十 亚 一 1 dz (nD). 
(134) |zshardz = 三 chor — 广 shar +C 

(135) [zchazdz = 三 shoz 一 char + C. 

(136) | hardz 一 一 | ehaz | 十 C 

G37) [ctharaz = LIn | shar |C 


C138) | thrazdz 二 一 th or 十 | hrzardz (Ma 2 1). 


1 
a(n— 1) 
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(139) ethrazaz 二 一 cth™ or 十 | cthr?ardz {ni = 1). 


es 
— 1) 
(140) nt :shardz 


i 一 (ashar.chaz — BehBr shar) + C 《@ 天 并 )， 


(141) | chaz.chBrdz 


= = Lg (ashar*chpr 一 RhBz'char) 十 C (az 天 唐 )， 


(142) | char-shacaz 


= = (oshar shf — gchar:chfr) +C (oF). 


《143) D'sintcr c+ dd)dr = schlar t'sin(cr t+ d) 


五 十 - 


2 一 一 sh(az 十 "costcr 十 由) 十 避 . 


chfaz + bp):coster tt d) 


(144) i 十 加 "coskcr 十 Ga 一 : 全 


十 五 二 -sh(az 十 brsin(ez 十 妈 ) 十 总 1， 
(145) |mcez tsin(es + ddr — Fezsh(ar + sin(cz+d) 
— ch(ar 十 Bcoslez 二 十 品 . 


(C146) [chcar +:coster t+ ddr = ———sshlar + bcostcr + d) 


证 十 - 


十 Tachlar +h): ‘sin(er 二 + dd) 二 i. 


6， 指 数 画 数 积分 表 


(147) 人 = Te +C. 


1 


(148) | zee<cdz = 和 e+C. 


(151) |er siniear 一 ps Casinbr — bcoshr) 十 已 ， 


(152) | cosirdz 一 3 acoshr 二 bsinhx > 十 已 . 
a 
: 1 
(153) Je sin"zdz 一 二 一 (asinz 一 ncosz) 十 2 |e Sin dz. 
(154) | ‘COS"rdx 一 2 (oacosz 十 zstnz) 十 we eb |e "CDOs" Xd. 


7. 对 数 函 数 积 分 表 ( 下 列 各 式 中 z > 0) 

(155) | nzdz = zlnz 一 z 十 C 

(56) | (lnz)?dr = zlnz)? 一 2zlnz 十 2z 十 C 

(157) | (inprdz = z(nz)" 一 可 nor'dz Cn€N). 


(158) [zineaz = 一 zh (Ee +C mz—1). 


?72 十 】 -ty ) 


Tne) 
"i 一 元 十] 


(159) | 一 anzpraz 一 [zr (nr)™ dr (m1n€EN. 


(160) | Waz 一 nz- je (1). 


nT 
lInz, _ ]nz ] 1 
0161) md 一 TDP mi te ‘m1. 
六 中 IT 一 ] 
(162) | Pedr —— Et | edz (mln€N) 


(163) | 全 =inlinzlHC (zz 关 1) 


dr 1 
(0160 | 二 让 二 一 二 二 CO 关 1z 关 1 


(165) | singnzyaz 一 CsinCInz) — cos(lnz)) tC. 


(166) [cosGinz)dz = 至 (sin(inz) + cos(Inz)) + C. 
8. 反 三 角 沪 数 积 分 表 


C167) | aresin dz 一 TArCSIN = 十 wa 一 三 十 C. 


2 
(168) | rarcsin 之 jr 一 (万 一 上 )arcsin = 十 学 wo 一 好 十 已 
2 4 0 4 
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2 
(169) | zarcsin 二 dz 一 二 arcsin 到 1 2 var—z+C. 
(170) |arccos 一 dz 一 六 sarceOs 二 一 V 有 一生 十 必 
tT, _/T a 
(171) | zearccos dr 一 ( 7  )arccos 三 一 二 Vo 一 z+ 
3 
(172) | areeos dz = 本 arccos 二 a vee—r+C. 


(C173) |arctan dz = Zzx*arctan 一 Ine’ 十 了 ) 十 心 


(174) |z: “Aarctan dz 一 计 ( + 2)arctan 二 一 人 二 CC. 
(175) | "arctan dr 一 太 arctan 世 一 径 一 些 - -二 和 In(e 十 也 ) 十 性 
Tt! wt 
(176) |z: “arctan 一 dz 一 5 > 二 Tarctan 亲 一 7 | Td (rn FF— 1). 
(177) |arecot 2 dr = x arccot 这 + -Ina 十 下) 十 CC. 
(178) |= “arccot 一 dz 一 Fe 二 zx )arccot = + 多 二. 8 
(179) |z: Arccot dx 一 二 arceot 三 + 轰 - -Ine 二 二) 十 CC 
TH 工 0 et! 
(180) Iz x "arccot 一 dz 一 六 arccot 十 站 -| 过 Ta (nA— 1). 


$6.5 定 积 分 


6.5.1 定 积分 的 定义 


定义 1 设 了 是 闭 区 间 [a, 纪 上 的 有 界 函 数 . 在 Le ,的 上 给 定 一 组 分 点 4 一 如 扫 本 
为 P= 二 人 wo; Tr} , 称 它 是 [a,j 的 一 个 划分 . 又 记 
ATi = Ti il) A max{Ar). 取 §$ EL :Ti i=1,2 0) 上 一 
(& ,所 ,… 名). 称 go 一 > f(&)Azi 为 f 在 [a, 幻 上 关于 划分 与 点 组 & 的 紧 万 和, 如 


果 存 在 一 个 实数 了， Ye>0, -46>0,， 对 [La ,器 的 任何 划分 P= {zo 9 和 1 "Xn 在 
[xisTj] (i 二 1,2,…,n) 上 的 任意 选取 , 只 要 4 二 65, 就 有 loc 一 I| 二 


] > Fls)Az 一 了 | 之 e, 则 称 f 在 [a,5j 上 效 肛 可 积 ,简称 可 积 . 称 1 为 f 的 [a,5j 上 


的 定 积分 (也 称 歼 曼 积 分 ), 记 为 I= | fn)dr. 约定 | f(zDdzr 一 一 [fdr, 
. 192 。 


| Fopa=o 

定义 2 设 f 是 闭 区 间 [La,6] 上 的 有 界 函 数 ,在 [a,bj] 上 给 定 一 个 划分 P= 
{zo ;ZT1 1)， 分 别称 2( 了 ,P) 二 PMA 与 a(f,P) = Dam Az 为 了 在 La, 妇 上 
关于 划分 P 的 达 布 上 和 与 达 布下 和 其 中 

M: = sup{ f(r):x € [x ,zi |)}, 
= inf{f(xz):r EE Lz zl} = 1,2,,n), 

定理 1 达 布 上 和 与 达 布 下 和 有 下 列 性 质 ， 

1 对 任意 划分 P, 有 aCf,P)&a(f,P). 

2 设 划 分 Q@ 是 划分 P 的 加 细 , 即 PP 的 所 有 分 点 都 在 Q@ 中 , 则 a(f,P) 之 0(f/,Q)， 
og(f ,Palf, 0). 

3 设 P 和 QQ@ 是 [a,b] 上 的 任意 两 个 划分 , 则 gf,P 才 olf,Q). 

4” 对 任何 划分 P, 有 olf1P) 守 mtb 一 a) ,aol(f,P 了 之 M(Bb 一 a). 其 中 M= 
sup{ f(z) :rELa 0d) ,m=inf{ f(z) :TELa,b]). 这 表明 , 达 布 上 和 有 下 界 , 从 而 有 下 
确 界 . 达 布 下 和 有 上 界 , 从 而 有 上 和 确 界 . 


定义 3 分 别称 f(z)dz = inf{a(f,P):P 是 [a,6] 上 的 划分 } 与 f(z)dz = 
suptg(f,P);P 是 La,5bj 上 的 划分 } 为 f 在 [a,5b] 上 的 上 积分 与 下 积分 . 
易 见 ,| f(z)dz < | fr) dex. 


定理 2 设 f 是 闭 区 间 [Lae,6] 上 的 有 界 呢 数 , 则 下 列 陈 述 两 两 等 价 ， 
1 了 在 [a,b] 上 获 曼 可 积 ， 


2* | f(Ddr =- | fir)dr, 


3" lim 2 jw Ax 二 0, 其 中 = sup{| Fr 一 大 说 [ry € Lzrl )) 
FT 一 1 
(一 ] 2) 


6.5.2 可 积 函 数 类 


定理 3 闭 区 间 上 的 连续 是 数 是 可 积 的 . 

定理 4 设 了 是 闭 区 间 [La ,如上 的 有 界 函 数 , 且 在 La, 史 上 除去 有 限 个 点 外 是 连续 
的 , 则 三 在 [La "如 上 可 积 . 

定理 5 闭 区 各 上 的 单调 了 毅 数 是 可 积 的 ， 

注 关于 黎 曼 可 积 的 必要 充分 条 件 , 参 看 14. 4. 5. 


6.5.3 定 积分 的 性 质 


定理 6 定 积分 具有 如 下 基本 性 质 ， 
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1 若 了 和 8 都 在 [a,8] 上 可 积 , 则 f. g 及 af 十 BgCa,BER) 在 [a,6] 上 也 可 积 ,此 
时 


由 
| (af (x) Bg(r) dr = a| fC)az +B| g(x)dz. 


2 设 a 达 c<b, 则 在 Le, 上 可 积 的 必要 充分 条 件 是 在 [a,c] 和 [ce,5] 上 都 可 
积 , 有 日 : 


| Fa = | /war t+| fondr. 
| finadr < | g(x)dz. 


fr (1) = 人 当 f(z) 之 0 0， 当 f(x) > 0 
0， 当 f(zx) < 0. 一 fz)， 当 f(7) 0. 


定理 9 若 在 [a,6](a<5) 上 可 积 , 则 | 了 | 在 [a,6] 上 也 可 积 ,县 | | fp dz ] < 


广 四 =1 


| ep la 


1 天 在 La,5j 上 可 积 不 能 保证 了 在 La,5j 上 可 积 , 例如 ， 

一 1， 工 是 L0,1] 上 的 有 理 数 ， 
1， 工 是 [0,1] 上 的 无 理 数 . 
f(z)| 志 1, | 则 在 La,8] 上 可 积 ,但 f 在 [0,1j 上 不 可 积 . 


定理 10 车/ 在 [a, 妇 上 可 积 , 记 F()=| f(Dd(a 必 x 人 , 则 FC 是 [qs 可 
上 的 连续 函数 
6.5.4 完 积 分 的 中 值 定理 
定理 11 若 f 是 [a,5] 上 的 连续 函数 , 则 存在 $e [oa 站 ,使 
| rcDaz = He: 一 9 (6. 5-1) 


定理 12 车 1"f 在 [a,5J] 上 连续 , 2"g 在 [a,5] 上 可 积 , 3"g(z) 在 [a,5] 上 不 变 号 ， 
则 存在 经 [La,b, 使 


flz) = | 


| rp'ecaar = Fe| gadr. 
定理 13 若 1°f 在 [a,6J 上 非 负 递 碱 , 2*g 在 [a, 习 上 可 积 , 则 存在 4E (a; 妨 ,使 
[fiw gr dz = Fe+o| gn)dr. 


定理 14 车 1°f 在 [a,8] 上 非 负 递 增 ,2"g 在 [a,8] 上 可 积 , 则 存在 &E€ (a, ,使 
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| fC.g dr 一 HG 一 0)| gender. 
定理 15 若 1f 在 [a, 刀 上 单调 ,2%g 在 [a, 刀 上 可 积 , 则 存在 一 点 &€ (a,6) ,使 
[foracnar = flat 0 gradet fo—0| gade. (6.5-2) 


6. 5.5 微 积 分 学 基本 定理 


flz), 即 世 COz) 是 六 zz) 的 一 个 原 函 数 . 
定理 17 若 f 在 [a,8] 上 连续 , 则 


6 8 
| Fr)dr = F(X) | 一 下 (2D) — Fra)., 《6. 5-3) 


式 中 F(x) 是 f(x) 的 任 一 不 函数 ， 
《6. 5-3) 式 称 为 牛顿 - 莱 布 尼 蔚 公式 ,定理 17 称 为 微 积 分 学 基本 定理 . 
注 定理 17 可 推广 为 ;者 在 [a,5j 上 可 积 , 且 有 原 晴 数 B(x)，, 则 


6 6 
| fwdr = 7) | = $b) — Ba). 


6. 5.6 定 积分 的 计算 


定理 18( 换 元 法 ) 设 1'g() 是 [a, 有 上 的 连续 可 微 防 数 ,其 值 域 含 有 La,5bj, 并 且 
pla) 二 4a， (及 二 5; 2 f(T) 是 定义 在 pl 四 值 域 上 的 连续 函数 , 则 


[fwdr = | fog)Y Wa (G6. 5-4) 
定理 19( 分 部 积分 法 ) 设 xz)yo(z) 都 是 Le ,区 上 的 连续 可 徽 函 数 , 则 
b 上 
| uw ndr = uz) 00) | 一 | vw (ndr, (6. 5-5) 
或 
二 b 
[udu = w -| vdu, 
、 r/2 /2 n—] 
例 1 记 1 一 | Sima zdz = | cos"zTQr 则 有 说 推 公式 :了 一 T_: ,于 是 
nl no3.....3,.1.x 
7 "人 7 为 偶数 ， 
IT = | 4 (68. 5-6) 
EF 圭一 
一 .二 3 和. 二， 为 奇数 ， 


例 2 设 f(z) 在 L 一 a,aj 上 连续 , 则 
* 195 。 


freoa 由 他 f(TIdr， 当 是 偶 沙 数 时 ，; 


(6. 5-7) 
0， 当 了 是 奇 琐 数 时 ， 
例 3 设 所 z) 是 周期 为 全 的 连续 函数 , 则 对 任意 实数 a, 有 
{fendz = | fr)dr. (6. 5-8) 
36.6 重 积 分 
6.6.1 二 重 积分 
1. 二 重 积分 的 概念 


定义 1 设 DCR', 称 d(D) 二 sup{ x 一 y 上;z,yED) 为 DD 的 直 德 . 
定义 2 设 了 是 有 界 闭 区 域 DtDCR:) 上 的 有 界 孙 数 . 用 分 段 光 滑 的 曲线 网 把 也 
划分 为 n 个 子 区 域 D;(i=1,2,…,n) , 称 它 为 DD 的 一 个 划分 P. 用 AA,; 表示 D; 的 面 


只 (=1,2,…s 克 ) , 记 4 一 max{d(D)), 取 &ED,(i=1,2,…,n). 称 D108). AA, 为 
上 的 黎 曼 和 . 如 果 存 在 一 个 实数 Ye>0,36>0, 对 万 的 任何 划分 忆 以 及 名 在 万; 
= 1,2,…,z) 上 的 任意 选取 ,只 要 1<<8, 就 有 | D) fC).A. 一 1 之 e, 则 称 f 在 D 上 
黎 受 可 积 ,简称 可 积 . 称 了 为 了 在 只 上 的 二 重 黎 曼 积分 ， 简称 二 重 积 分 , 记 为 

[= 由 rd 


定理 1 有 和 曾 财 区 域 DCDCP 有 ?上 的 连续 本 数 了 在 D 上 可 积 ， 
定理 2 若 了 在 有 界 闭 区 域 DIODC 形 ) 上 连续 , 则 存在 sE 了 ,使 


rez， yaA = f(AreatD). 
DD 
式 中 Area( 吃 ) 表 示 DD 的 面积 ， 
2. 二 重 积 分 在 直角 坐标 系 下 的 计算 公式 


定义 3 设 有 界 闭 区 域 PCDC 展 ?由 连续 曲线 
y= p(T y= gr) (Vr ELab), gp lr) < g(r)) 
以 及 直线 zz 一 ay 一 久 a<<o) 所 国 成 , 则 称 万 为 xx 型 区 域 ， 
定理 3 设 了 在 z 型 区 域 刀 上 连续 , 则 
ee yaA = 小 ce dzay = 上 dj (za (6. 6-1) 


定义 4 设 有 界 闭 区 域 DCLDCR) 由 连续 曲线 
。 196 ， 


T=ph{y), z= hy) 《YYyE Leo ly) < ty)) 
以 及 直线 9 一 cy 一 dc<d) 所 围 成 , 则 称 忆 为 了 型 区 域 . 


图 6. 6-1 


图 6.6-2 
定理 4 设 f 在 y 型 区 域 D 上 连续 , 则 
| = fee waray 一 [ ay| ,f(x dz. (6. 6-2) 


3. 二 重 积分 的 变量 替换 


设 1°z(usv),y(us 共 都 在 Oiuv 平面 的 某 开 集 G* 内 具有 连续 的 一 阶 偏 导数 ; 2: 
雅 可 比 行列 式 24z: 汉 在 G* 内 恒 不 为 零 ; 则 变换 
了 :一 TCD， 一 TCD EC 
把 G' 一 对 一 地 变 成 Qzy 平面 的 点 集 G 一 T(G* ). T(G* ) 是 G' 在 变换 了 之 下 的 旬 


集 . 
定理 5 设 D' 是 G' 中 的 有 和 界 闭 区 域 ,DD=TCD' ) ,如果 f(z,y) 在 DD 上 连续 , 则 


Jr, yaray 一 | rzcom ,yu 0)) 2 dudy, (6. 6-3) 
b pe 


任 (6. 6- 3) 中 ， 当 f(x, yl (ry ET(D' ), 有 


Area( TC(D’ )) 一 Ne dudv 
一 31 :AreatD’ ),(&d) ED'. 
Ou VU) | ess 


当 DD* 含有 点 C6; 且 d(D' ) 一 0 时 ,有 


Jirn Areat T(D*)) _ = | ae 
De )_-0 Area(D') a(tusv) | 


为 Ouv 平面 到 Oxy 平面 的 映射 在 点 (4 的 面积 延伸 系数 . 
"197 。 


DC y) 
称 | ab 


例 1 
人 0< 近 pp< 十 ceo,0 委 9 委 27; 


y = psing. 
yarsy | cosg —psing _ 
这 二 alp»9p) sing pcosgp p' 于 和 


[fs, wardy 一 | fipeosps osing) pdpdg. 
Db ps 


《6. 6-4) 式 就 是 二 重 积分 在 极 坐 标 系 下 的 计算 公式 . 
6.6.2 三 重 积分 
1. 三 重 积分 的 概念 


(6, 6-4) 


定义 $ 设 f 是 有 界 闭 区 域 人 (QER) 上 的 有 界 隔 数 . 用 分 片 光 滑 的 曲面 网 把 
划分 为 nr 个子 区 域 Q (i 二 1,2,…,n) , 称 它 为 有 2 的 一 个 划分 P. 用 AV; 表示 0; 的 体积 


(一 1, 2 记 2 二 max{d(f2)}, 其 中 
cd) = sup{ | xz— yl :zsy € 人 


取 &EQ GG 二 1,2,…,n), 称 > Fe).av 为 了 的 黎 曼 各 . 如 果 存 在 一 个 实数 证 
VseD>0,33>>0, 对 只 的 任何 划分 已 以 及 总 在 0 一 1, 22) 上 的 任意 选取 ,只 要 


) 之 6, 就 有 | > Fe.AV 一 1 之。, 则 称 f 在 Q 上 黎 曼 可 积 ,简称 可 积 , 称 [为 了 在 


2 上 的 三 重 黎 晶 积 分 ,简称 三 重 积分 , 记 为 
1 = fr yr dV. 
! 


定理 6 有 界 闭 区 域 0(0CR) 上 的 连续 函数 了 在 吕 上 可 积 . 
定理 7 若 f 在 有 界 闭 区 域 人 (CRi) 上 连续 , 则 至 少 存在 一 点 &E 呈 ,使 


fcr,y, av = f(8) .Vol(n), 
[| 


式 中 Vol( 人 3) 表 示 2 的 体积 . 
2， 三 重 积分 在 直角 坐标 系 下 的 计算 公式 


设 空间 有 界 闭 区 域 2 表示 为 
ZI (XIy) RT); 
| Sy yt), 
入 扫 : 工 扫 六 
yr) uCz) 是 [Lab 上 的 连续 函数 .在 Ory 平 面 上 ,由 
。 198 。 


《6. 6-5) 


y= (rT y= yr), r=a, r= 


所 国 成 的 平面 区 域 记 为 cu. zi (zx,y) ,ze (x;y) 是 gs, 上 的 连续 函数 . 


图 6., 6-3 


定理 8 老 了 在 由 (6. 6-5) 所 表示 的 有 界 闭 区 域 人 上 连续 , 则 
由 reswaav= fy, 2 ardya: 
a 科 
zp Tiy) 
=|‖ dzdy|” fz,y, de 
my <] 《3 
加 b yo (7) zn IY) 


这 里 ,将 三 重 积分 化 为 先 对 x 再 对 y 最 后 对 z 的 累 次 积分 . 
类 似 地 ,三 重 积 分 也 可 按 别 的 次 序 化 为 累 次 积分 . 


3. 三 重 积分 的 变量 替换 
设 1° THU Ty) ET ;Z(usy vw) 都 在 Ourro 空间 的 某 开 集 G* 内 具有 连续 


的 一 阶 偏 导 数 ;2" 雅 可 比 行列 式 24z52 妇 在 G' 内 恒 不 为 零 ; 则 变换 工 ， 


(us vst) 


T= Tu UY = yu = gu) WU) EG', 


把 G' 一 对 一 地 变 成 Ozyz 空间 的 点 集 G 二 TCG" ). T(G" ) 是 G' 在 变换 了 之 下 的 象 


定理 9 设 人 0' 是 GG* 中 的 有 和 界 闭 区 域 ,0 二 TCN* ) ,如 果 f(z,y;2) 在 站 上 连续 ， 


»， 199 。 


由 rez,ywaardyaz 
0 


= | fests 0) ,yl v50) ,zu 0,00)): | a2) dud'udiw, (6. 6-7) 


ds Uy) 


在 (6. 6-7) 中 , 当 f(r ys2)El, (zy 2) EE TO ), 有 
To 下 


Ou UY) 


cud vad 


= | d(T, yy) 
a (us Uy TU) 


Vol J 伙 玉 二 CE 2" 


《 
当 2* 含有 点 Cv 区) ,和 4 ) 一 0 时 ,有 


t Vol(T(0° )) )) _ = | (rs ys 之) 
dn Y=0 Vol ) du vs Tu) 


称 | :2 | 为 Ourne 空间 到 Oxyz 空间 的 映射 在 点 (u,v,w) 的 体积 延伸 系数 
例 2 
T= pospy OZp<+Hoo, O&KpElr 一 ce 所 zz 一 十 co， 
y= psing, 
外 一 局， 
这 里 
cosp 一 psinp 0 
Ep] = | sinp pcosp 0I=p; 
0 0 1 
于 是 
下 reesyaparayaz 一 | fpeosps osing, 2 pdpdpdz. (6. 6-8) 
n + 
(6. 6-8) 式 就 是 三 重 积分 在 柱 面 坐标 系 下 的 计算 公式 
例 3 
z= rsindcosp, 0<r<Hcoeo，0 委 0 和 xx，， V9 en 
y = rsinfsing, 
z 一 rcost, 
这 里 
singcosp rcosfgcosp 一 rsingsiny 
5 = | singsinp ”rcosgsinp ”rsingcosp | = rsing, 
Cos 一 rsing 0 
于 是 
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Jr 2 


[ Eh nb i i i i i i 


x 
人 6.0-4 
光 图 6.6-5 
en zdrdydz 
n 
= 由 frsindcosgp, rsindsing, rcosD) rr sintdrdbdo. (6.6-9) 
ni 


(6. 6-9) 式 就 是 三 重 积分 在 球面 坐标 系 下 的 计算 公式 ， 
6. 6.3 7 重 积 分 


设 有 界 闭 区 域 QC2CR ?表示 为 
QT 达 上 上， 
TT 魏 : 
gtT) Tz) (6. 6-10) 


pn 二 过， 
式 中 Qu 为 常数 ， 
goe (TI1 ) ;2 CT) (I) sy TL) ;由 (TI 1 


为 连续 攀 数 . 
定理 10 车 了 在 由 (6.6-10) 所 表示 的 有 界 闭 区 域 0(QCR") 上 连续 , 则 


下 re Le Jr dr? "dr, 
上 


放 (TI) 1 
= | id (6. 6-11) 


po tT] ) Pr ly Te rl) 
设 lx 一 (gs 10 052 i=l,2 ye ;7n) 都 在 Of g190**g; 至 间 的 某 开 集 避 * 内 上 县 有 这 
绽 的 一 阶 偏 导数 ; 2" 雅 可 比 行列 式 3EL 本 二 汪 二 在 G* 内 恒 不 为 零 ; 则 变换 了: 
* 201 »* 


Ti = Xi(q Gr) = 12 gg EGCG") 
把 G' 一 对 一 地 变 成 Orziz…zm 空间 的 点 集 G 二 TC(G' ). T(G' ) 是 G' 在 变换 工 之 下 
的 象 集 . 
定理 11 设 人 2' 是 G* 中 的 有 界 闭 区 域 ,n= 二 TCQ" ) ,如 果 f(zi,zx2，… ,zr) 在 和 0 
上 连续 , 则 


:fe sre) dr dra se dr 
IF 


dT rT2 yn 
= | fezi Cg sg sg ss ma Cg eg) ET dqidq2 "dg. 
nn” 


(6. 6-12) 
例 4 
二 1] 一 rcosbi 
Za 一 rsind cosb ， 
Ty = rsind swing costs ， (6.6-13) 


Tel = rsin sindy + Sin 2 Os ， 
Tn 一 FSind sinds "sind, 2 SinA 1. 
0<r<+oo, OCHErT (i=1,2, nn 2), 0&0 E27. 
(6. 6-13) 式 称 为 广义 球 坐 标 变换 


这 里 ， 
DCTY y To sy Th) 1 _， | ，_ 一 4 
nT sn 机 SI 2, 
OCrs 1 ) 

于 是 


中 ez Ta Tn AT dr Cr 


nn 


| fereost ,rsinG, cost ,°° ,rsinQ "sind. 1)°r™ Sin™ rsind 2 rd "ea 
人 站“ 


《6. 6-14) 


$ 6.7” 定 积分 与 重 积分 的 应 用 
6.7.1 平面 图 形 的 面积 


1. 设 DCDCR’ ) 是 由 连续 曲线 


y= (x) y= x VY rELab), gz) (T)) 
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及 直线 z= 二 a,z 二 b(n 过 5) 所 围 成 的 z 型 区 域 , 则 
Area(D) = ||dzdy = | (ga (7) — qr (zr) dr. (6. 7-1) 
h 阁 


2. 设 DCDCR?) 是 由 连续 曲线 
I= r= pV ELc ad) ,gy) < ly)) 
及 直线 y 二 cy 一 d(c< 之 d) 所 围 成 的 y 型 区 域 , 则 
Area(D) = ||dzady = | (加 (一 由 Cd C6. 7-2) 
已 
3. 利用 面积 的 定 积分 表示 可 得 杨 不 等 式 ; 设 y 王 此 z) 是 L0,ce) 上 的 严格 递增 国 
数 , 昌 六 0) 二 0, 记 富 1 (yy) 为 其 反 晃 数 , 则 有 
ob 过 | gz)dz 二 | 如 (Waya > 0 Di 


等 号 仅 当 6 二 8(a) 时 成 立 . 
4. 设 DC(DCR2) 是 由 极 坐标 方程 p= 二 p(y) 表 示 的 连续 曲线 及 矢 径 


p=a: p= tap 


所 乃 成 的 , 则 
8 lp 1 有 2 _ 
Area(D) = jera = | ap| pdo = 3) ppdy. (6. 7-3) 
6.7.2 曲面 的 面积 
T= ru VY), 
对 于 划 面 = = ywv), (uw ED', 
之 一 Cu VU), 


"是 Owuv 平面 上 的 一 个 闭 区 域 . 假设 


1 xz 一 ziy 一 yo 一 zw 在 呈 " 上 具有 连续 的 一 阶 偏 导数 ; 
。 3 1a(zT) ) /a(x NY 
< pen = (RS) + (Ge) ) + (SE ) ) 

在 了 ”上 恒 不 为 零 ; 则 曲面 2 的 面积 为 


一 Joe vdudv 


2 、172 
-| (eS 3 ) + (3 ) + (于 ) ) dudvu, (6.7-4) 


特别 有 : 
1, 设 f(z) 之 0 是 [4,6] 上 的 连续 函数 ,如 果 有 曲面 是 由 曲线 y= 二 f(x) 
(zxE€ [a 外 ) 绕 工 轴 旋转 而 成 , 则 三 可 以 表示 为 
* 203 。 


T=x; y= f(z)cosp, z= FTJsinp， aRrEb, OQogpE 2 
于 是 2 的 面积 为 


$= 2r| f(z) VITO Cede. (6.7-5) 
2. 如 果 上 由 显 式 z 二 A 人 x,y) (rz,y)ED}) 给 出 , 则 
afy” 138 _ 
5 一 | ($2) + ($F) 十 1 drdy. (6. 7-6) 


6.7.3 体积 
1. 截面 积 已 知 的 体积 公式 


设 空间 区 域 0 位 于 平面 + 二 a,zx 二 bla 才 让 之 间 , 它 被 于 直 于 工 轴 的 (位 于 z==a， 
三 上 之 间 ) 任 一 平面 所 截 的 截面 积 A(z) 是 已 知 的 ; 且 A(z) 在 [a,5j 上 连续 , 则 0 的 
体积 V 是 


由 
v=| Alx)dr. (6. 7-7) 


2， 旋 转 体 的 体积 公式 


设 Fz) 是 La 如 上 的 连续 函数 , 则 由 曲线 y= 几 z), 轴 及 直线 工 一 一 4,I 一 户 所 国 
平面 图 形 绕 x 轴 旋 转产 生 的 旋转 体 的 体积 V 是 


— z| fi Cr) dz. (6. 7-8) 


3， 设 空间 有 界 闭 区 域 介 由 (6.6-5) 式 表示 , 则 


volcp) = ljav = | (zp — zr, ydrdy. (6. 7-9) 
dry 
6.7.4 弧 长 
1. 设 C， (0 to TT 
y= y(1), 


是 一 条 平面 曲线 ， 若 zx’ (£), y(t) 在 [wo,Tj 上 连续 ， 则 曲线 C 是 可 求 长 的 (参看 
6. 8. 2) ,其 弧 长 /为 


/二 [ VT OY Ey OY. (6. 7-10) 
i 
特别 有 
(1) 如 果 忆 由 显 式 y 一 pz)(a 生 zzS 安 所 给 出 ,pp ECEa, 趾 , 则 
=| VIF yaz. (6.7-11) 
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(2) 如 果 C 由 显 式 z 一 内 人 (cySdD) 给 出 ,W EC [cd , 则 
/= | Vy) + ldy. (6. 7-12) 
(3) 如 果 C 由 极 坐 标 方程 p==ply) (ao 委 9 委 凡 给 出 ,po EC Le, 有 Bj, 则 
:= VY TF 0 Cp) dy. (6, 7-13) 


T=x(1), 
2. 设 cls b 志 tt 守 本 
zz(1), 
是 一 条 空间 曲线 , 若 x (0,y (1) ,z(t) 在 [wj,T] 上 连续 , 则 曲线 CC 是 可 求 长 的 ,其 弧 
长 /为 


1=| VE FTO FD Yd (6. 7-14) 
6.7.5 质量 

1. 平面 薄片 的 质 重 NM 为 

M= | ydzrdy, (6. 7-15) 
p 
其 中 jz») 是 薄片 DD 在 点 (x,y) 的 面 密度 . 

2. 空间 物体 的 质量 M 为 

M= Cx,y, 2 dradyde, (6. 7-16) 
i 


其 中 pzrrysz) 是 物体 了 在 点 (zyy'x) 的 体 密度 . 
6.7.6 重心 


1. 平面 薄片 口 的 重心 (元 , 术 ) 为 


五 二 Benz ydray, 
” (6.7-17) 
5 = yp ydrdy. 
DD 


2， 空 间 物 体 站 的 重心 (元 丈 ) 为 
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之 一 让 Xx ys I drd ydz, 
5= 二 ||ypr' ys drdydz, (6.7-18) 
却 一 站 zur yz drdydz, 


6. 7.7 转动 惯量 


1]. 以 J;,J, 和 J 分别 表 示 平 面 薄 片 DD 对 xz 轴 , 对 y 轴 和 对 坐标 原点 口 的 转动 
惯量 ,有 


JJ - = arpadaay， 《6. 7-19) 
> 

7, = |]:pcz, yardy, (6. 7-20) 
b 

no = ty ur, ydrdy. (6. 7-21) 
b 


2. 分 别 以 万 ,三 , 太 表示 空间 物体 由 对 zy 平面 ,对 工 轴 ,对 坐标 原点 口 的 转动 
惯 其, 有 


J = zpcr,y, drdyde, (6. 7-22) 
ni 

J 一 下 co +x Yu(r, yr) drdydz, (8. 7-23) 
n 

1 =e ty +e) ydrdyde. (6. 7-24) 


各 


轮换 z, yz, 可 得 其 他 类 似 的 公式 . 
3 6.8 斯 蒂 尔 切 斯 积分 


6. 8.] 有 界 变 差 函数 
1. 有 界 变 差 哆 数 的 定义 


定义 1 设 阔 数 fF 在 闭 区 间 [a,6](a 过 5B) 上 有 定义 ,在 [a,8] 上 给 定 一 组 分 点 
Qa 二 TAX 二， 
P= {xo tl 9 pn } 是 [a; 如 的 一 个 划分 . 作 利 


xD = 2) | flr) — flr) |, 


t+ 一 1 
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如 果 数 集 {vCP) :PP 是 [a,56] 上 的 划分 } 有 上 界 , 则 称 上 在 [a, 如 上 为 有 界 变 差 的 . 这 时 ， 


称 sup{wv《P):P 是 La;5] 上 的 划分 ) 为 了 在 La;6j 上 的 全 变 差 , 记 为 V fz) 或 V (Ff) 
[a,b] 上 有 界 变 差 葡 数 的 全 体 常 记 为 VLa,5j. 


当 数 集 {v(P) ,P 是 [a, 妇 上 的 划分 } 无 上 界 时 ,规定 V fz) 二 十 oo 


定义 2 设 函 数 了 在 区 间 [c, 十 cc) 上 有 定义 ,如 果 数 集 { V f(x):A>a) 有 上 
界 , 则 称 了 在 [a, 十 cc) 上 为 有 界 变 差 的 ,并 令 


十 co A 
V f(D=sup( V f(7):A>a). 
2， 有 界 灾 差 函 教 类 


定理 1 设 薄 数 了 是 闭 区 间 [a ,的 上 有 界 单调 函数 , 则 了 在 La,5j 上 为 有 界 变 差 
的 , 且 


V ft) = FD fa) |. 
设 函 数 了 是 区 间 La, 十 so) 上 有 界 单调 畏 数 , 则 在 La, 十 co) 上 为 有 界 变 差 的 , 且 


V fC)=sup{ | f(A)— fa) 1:A>a)=|f(+o0)— f(a)l. 

式 中 f( 十 oo)= lim f(z). 

定义 3 设 函 数 了 在 区 间 TICR) 上 有 定义 ,如 果 存 在 常数 

L >>0,VYri,r C1, 
有 
| flra) — fn) [SL| zo— |, 

则 称 了 在 工 上 满足 利 普 希 茨 条 件 . 

定理 2 设 函 数 在 闭 区 间 [a,5](a<<68)y 上 满足 利 普 希 芯 条 件 , 则 fF 在 La,b] 上 为 


二 
有 界 变 差 的 ,是 V f(yL(6 一 a). 


特别 ,如 果 函 数 在 闭 区 间 上 有 有 界 导数 :| 产 (z)| 扫 L, 则 了 在 [a ,的 上 为 有 界 变 
差 的 . 


3， 有 界 变 差 函 数 的 性 质 


定理 3 设 嘎 数 上 和 8& 在 闭 区 间 [a,5] 上 都 为 有 界 变 差 的 , 则 
1  f 土 g;f* 8 在 [a,bj] 上 也 为 有 界 变 差 的 ; 


2° | g(x) [S00( V zE [ae, 扫 ) 时 ,二 在 [a, 妇 上 也 为 有 界 变 差 的 
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定理 4 设 a 二 c<b, 则 了 在 [a,51J 上 为 有 界 变 差 的 必要 充分 条 件 是 了 在 Laycj 和 


和 ce 由 
V rm 一 V Fa 十 V Fa 


4， 有 界 变 差 函数 的 判别 法 


定理 5 ff 在 [a,5] 上 为 有 界 变 差 的 必要 充分 条 件 是 ;存在 有 界 增 聘 数 F(zx)， 
yx, x ELasbj, zr, 有 


| fx) ~— fx) | Fx) — Fn). 
定理 6 f 在 [a,5] 上 为 有 界 变 差 的 必要 充分 条 件 是 :存在 两 个 有 和 异 增 孙 数 g 和 
六 ,使 得 
f(x) 一 gz 一 hz VzE [abl. 


6.8.2 可 求 长 曲线 
定义 4 设 C， 
人 pt), 
y = HAD, 
是 一 条 平面 曲线 ,gp,yE CLw ,Tj,C 无 重点 .在 Ls,T1 上 给 定 一 组 分 点 
= 1， 
记 了 了 =={4o;&1，… ;64}, 作 和 


(no 鞍 t 夺 TT) (6. 8-1) 


oP) = YO (Cp) — p81))? + (Gt) ~ ht) NE, 
1 一 】 


如 果 {ao(P):P 是 [tw ;了 的 划分 } 有 上 界 , 则 称 CC 为 可 求 长 的 , 称 1 一 suptoeCP):P 是 
[4 ;了 的 划分 } 为 C 的 长 度 . 
定理 7( 装 尔 当 ) ”曲线 (6.8-1) 为 可 求 长 的 必要 充分 条 件 是 ， 
py 抱 YLa :了 |. 
6.8.3 斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 定义 


定义 5 设 了 和 g 都 是 闭 区 间 [a; 妇 (a 之 6) 上 的 有 界 晃 数 ,在 [a,5j 上 给 定 一 组 分 


A 二 oT Tb 
记 
P= {To | 4 TT 一 工 | 一 站 i 一] (i 一 1,2，… 所)， 
A= max{Ar}, Ag(z) 一 ET 一 有 (Xi {i 一 1， 21) 
取 
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后 EC E22 ;Ti | (1 一 1 2 
记 一 (所 ,总 ;1 ), 称 
二 》 As),ag(z) 
为 了 在 [a,5bJ 上 对 g 关于 划分 P 与 点 组 & 的 斯 蒂 尔 切 斯 积分 和 , 如 果 存 在 一 个 实数 了， 
Ye>0, 35>0, 对 La,5 的 任何 划分 P={zo yz yy) 以 及 名 在 {zi_1yzi) (1 二 1,2， 
…,n) 上 的 任意 选取 ,只 要 4<<8, 就 有 
| 一 了 | 一 y Fe)ag(z) 一 川 <8 
=] 
则 称 了 在 La,8j 上 对 g 的 斯 蒂 尔 切 斯 积分 存在 , 称 了 为 了 在 [a,5] 上 对 g 的 斯 蒂 尔 切 
斯 积分 , 记 为 
] 一 | rcoaecn 


黎 曼 积分 只 是 8(z) 一 工时 斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 特殊 情形 . 
定义 6 如 果 在 任意 闭 区 间 [a,56j] 上 f 对 g 的 斯 蒂 尔 切 斯 积分 存在 , 且 极限 


lim | f(x)ag (x) 存在 , 则 称 了 在 (一 co, 十 co) 上 对 8 的 斯 蒂 尔 切 斯 积分 存在 , 记 为 


i 


| fadg (x) = lim | f(z)dg(z) 
6. 8.4 斯 带 尔 切 斯 积分 存在 的 条 件 
定理 8 如果 5 在 [e, 妇 上 单调 , 则 | f(z)de(z) 存 在 的 必要 充分 条 件 是 


lim De gz) 一 0， 
式 中 
A= maxfAri) yw = sup{| f(r) — fly) |:xyy € Lr sr; |} 


ex 
人 一 12 
定理 9 如 果 fE CLa,],g 在 [a,6] 上 单调 , 则 | f(z)dg(z) 存在 
定理 10 如 果 f€ CLa, 杂 ,g € VEa, 杂 , 则 | f(z)dg lz) 存在 
定理 11 如 果 fF 在 [a,bjj 上 黎 曼 可 积 ,g 在 La,b] 上 满足 利 普 希 芯 条 件 , 则 
| f(xydg (lx) 存在 


6. 8.5 斯 带 尔 切 斯 积分 的 性 质 


定理 12 斯 带 尔 切 斯 积分 有 如 下 基本 性 质 ， 
* 209 +， 


| dg = g(b) — g(a). 
占 由 
2 若 | f(r) dg (x) 和 | fi(z)ydg(z) 都 存在 , 则 
占 6 本 
| Cfilt) + f(z)) dg(z) = | fi(z)dg(z) +| fx) dg (2). 
3 车 | (za (x) 和 | 7(z)ag: (z) 都 存在 , 则 
丰 而 而 
| fn ad(gi(x) + gi(z)) =| (magi(z) 土 | f(z)dgs (x). 
de 若 | fCz)dg(z) 存在 ,&,L ER, 则 
四 
| kf lr) dgtr)) = a| fx)dg lz). 


5" 设 a 过 c<b, 如 果 | f(z)qdg (x) 存在 ， 则 | fn) dg lz) 和 | f(z)dg(z) 都 存在 ， 


Fe e 
| fn)de lz) =| f(r)dg(z) + | finadgez). 


| fag Cz) 和 | f(x)dg Cz) 都 存在 ,不 能 保证 | f(z)dg Cz) 存在 ， 
定理 13 设 1 在 Le, 可 上 有 界 , 即 dm,M EE R, YrxE [ab 有 和 扫 Fz) 去 
M; 2"g 在 [a,6] 上 是 增 的 ; 3"| f(z)dg (zx) 存在 ; 则 3 E Rm < p< M, 合 


| fC2d8 C2) = plg(b) 一 ea) 
定理 14 设 fECLa,8j,g 在 [a;58] 上 为 有 界 变 差 的 , 则 
pewag cs | < MV. 
式 中 
M= max | f(z)| ;， YY 一 V gz). 


定理 15 设 1f,€Claib]j(nEN), 且 当 n->co 时 一 致 收 全 于 方 2"g 在 [a, 的 上 
为 有 界 变 差 的 , 则 


jim| fC dg (x) = | fr dg (Cx). 
定理 16 设 1fECLa,bj]; 2g Cn€ 生 在 La,5] 上 为 有 界 变 着 的 , 且 3j3VER, 使 
由 
V EDAVOEANi 3limg (x)=g(z) ,rE Ted], NN 


* 2]0 。 


lim| rz)ag kz) = | f(D dg (zx). 


6, 8.6 斯 带 尔 切 斯 积分 的 计算 


定理 17 兰 | g(adf (x) 存在 , 则 


出 
| rpaeca = fg67)| 一 | goDarz) (6.8-2) 


定理 18 设 1f 在 [a,b] 上 黎 曼 可 积 ; 2'g(z) 一 c 十 | 9p(D 必 ,ze [a 外 ,其 中 
p02 在 [a,5] 上 绝对 可 积 (参看 6. 11. 2) , 则 
| fag tz) 一 | FDCzDd (6. 8-3) 


定理 19 设 1 ff 在 [a,5] 上 歼 曼 可 积 ; 2 8ECLa, bj, 且 可 能 除 有 限 个 点 外 ,有 时 
数 g',g 在 [a,8j 上 绝对 可 积 , 则 


占 由 
| fwdg (2) = | f(z)°g (dr. C6. 8-4) 


定理 20 设 1fE CLa,5]; 2 可 能 除 有 限 个 点 外 ,有 导数 g',8 在 La, 如上 绝对 可 
积 ; 3 有 限 个 点 
4a=0 dc 二 6 
为 g 的 第 一 类 不 连续 点 , 则 


由 让 
| fz) dg (x) =| fxg Cdrt fla}(glat+0) — g(a)) 


人 一 
+ > flc) (get+0) — ge — 0)) 
1 二 1 


十 f(g — gl(b— 0)). (6. 8-5) 


8 6.9 曲线 积分 与 曲面 积分 
6.9.1 第 一 型 曲线 积分 
1. 第 一 型 曲线 积分 的 定义 


定义 1 设 C:r( 的 一 z 计 3 十 z(0 (Ce 和 上 魏 入 是 空间 一 条 连续 的 可 求 长 曲 
线 , ALzyyz) 是 定义 在 C 上 的 有 界 函 数 . 再 设 
了 一 人 直下 
是 Le, 有 的 一 个 划分 ， 


At; = Cta(li=1,2,"N) 一 max{Art}. 
Ea Ee | 


"2211 ， 


忆 

A; = (rt) 二) 和 看 ) = 0,1,2,. ,1n), 
(An 及 1 ,A 将 曲线 划分 为 灶 段 , 记 为 AAA 一 1,2， "1), 以 A 表示 
A,_1A 的 弧 长 ,在 每 段 A-1A; 上 任 取 一 点 

& 一 (zr) yl) ,Cr )), ti [ti ,t; 
作 和 3 AL 如 果 存 在 一 个 实数 TYe>0, 38>0, 对 [a; 朋 的 任何 划分 PP 以 
及 每 个 6 在 A,-1A; 上 的 任意 选取 ,只 要 <6, 就 有 


| 2 He) Au -I|<e, 


则 称 fx,y,z) 在 C 上 的 第 一 型 曲线 积分 存在 . 称 1 为 f(z,y,z) 在 C 上 的 第 一 型 曲 
线 积分 (曲线 积分 也 称 线 积分 ) , 记 为 


I= | fr,yna = limg DY frr) yr) slr) A 


二 元 函数 沿 平面 曲线 的 第 一 型 曲线 积分 也 
An=B 可 以 同样 的 方式 定义 . 
第 一 型 曲线 积分 又 称 对 绝 长 的 有 曲线 积分 . 


当 fz,y,2)=1; (ry EC, |a 就 是 


可 求 长 曲线 C 的 弧 长 ;着 连续 遇 数 tz,y,z) 是 
4o=4 ”可 求 长 曲线 CC 的 线 密度 , 则 


M = [pry wd, 
就 是 可 求 长 曲线 CC 的 质量 . 
图 6. 9-1 2、 第 一 型 曲线 积分 的 计算 公式 


定理 1 设 C:r(t)= 二 zx(Di 十 yQ)j(a 坟 过 站 是 平面 上 的 一 条 分 段 光滑 的 曲线 ,C 
无 重点 ,AI,y) 是 C 上 的 连续 隆 数 , 则 


{fozwd = | fer HAD) VE TY Dd 6.9-1) 


着 平 而 的 分 红 交 少 本 C 由 y 二 y(z) (a 所 x 所 给 出 , rz 人 在 C 上 连续 , 则 
| feesya 一 | fCz,yz)) v1 十 Cy (x)) dxr. (6. 9-2) 
2” 若 平面 的 分 段 光滑 曲线 C 由 工 一 z(y)(c<y<ad) 给 出 , Fr 在 C 上 连续 , 则 
| fc» = f(z Vr (WY + ldy. (6. 9-3) 


定理 2 设 C:r( 一 xD 十 YX 十 =(CbOKCa<i 和 多 是 空间 的 一 条 分 段 光 滑 的 曲 
线 ,C 无 重点 , FAz,yz) 是 C 上 的 连续 函数 , 刚 


| za 一 [fc YE RH)) Vx YY DD) lz (Dad. 


(6. 9-4) 


6.9.2 第 二 型 曲线 积分 
1. 第 二 型 曲线 积分 的 定义 
定义 2 设 C=AB:r(2) 二 x(0)i 十 y(t)j 十 z(0)k 是 空间 的 一 条 分 段 光滑 的 有 向 
曲线 ,C 无 重点 《参数 上 自 a 变 到 8 时 ,曲线 C 上 的 点 沿 从 A 到 8B 的 方向 运动 .) 
F(xr,y,2) = X(T yi Yr ye) Zr, yz)K 
是 定义 在 C 上 的 向 量 函 数 ,其 分 量 X(z,yz)Y(zyz),ZCzyz 均 在 C 上 有 界 . 
骨 设 PP 二 {wy ot ) 《wo 二 gayi 二 局 是 [a, 月 的 一 个 划分 ， 
Ap = tt (i= 12 NH) A = maxt | As |}. 
记 
Ai = (rh) yt ZO = 0,1,2, Rn) {Ao, A As ,A,)} 
将 曲线 C 划分 为 n 段 , 记 
Ar;= rtt;) — rt(t) 
= (zt) — ri (Cy) — yt) 
二 (z(t) — z(t DK 
= ATi AyiAzk (i= 1],2,.'",n), 
在 每 段 _1A 上 任 取 一 点 
& = (rn) ,yr) zr)) rm €E [t,t |]. 
作 和 


DFO):Ar: = > (X(Cz(n) yr) ,zr )) A 
i 三 1 1 一 | 


十 Yzfry3yn)zfrn)yAy 十 ZCztr)yyrnyzgryJAz ). 
如 果 存 在 一 个 实数 T, Ye>0, 3 6>>0, 对 [a; 朋 的 任何 划分 PP 以 及 每 个 & 在 4 全 ,上 
的 任意 选取 ,只 要 4<<5, 就 有 
| DFCg) ar 一 中 一 se 
i 二 | 


则 称 F(z,y,z) 在 有 向 曲线 C 上 从 A 到 8 的 第 二 型 曲线 积分 存在 . 称 1 为 F(zx,y,z) 
在 有 问 曲 线 C 上 从 A 到 B 的 第 二 型 曲线 积分 , 记 为 


1 = | Pd 一 | xczyaa 十 (zyyozyeiy 十 Zryyyz)dz 
* 2]3 。 


一 lim oF) Ar 


一 lim 2 AFA 
j= 


+ Yr(r), yr) zr )) My 
A 

第 二 型 曲线 积分 又 称 对 坐标 的 曲线 积分 . 

二 元 消 数 沿 平 面 曲 线 的 第 二 型 曲线 积分 也 可 以 同样 的 方式 定义 . 


若 F(z,y,z) 表 示 力 , 则 W== | FF dr 表示 一 个 质点 在 力 F(z，,y,z) 的 作用 下 沿 
有 向 曲线 C 从 点 和 位移 到 点 号 所 做 的 功 ， 
2. 第 二 型 曲线 积分 的 计算 公式 
定理 3 设 C=AB;r(2)==z(t)i 二 y(t)j 是 平面 的 一 条 分 段 光滑 的 有 向 曲线 ,C 
无 重点 (参数 1 自 a 变 到 8 时 ,曲线 C 上 的 点 沿 从 A 到 B 的 方向 运动 . ) 
Fix,y) = XC(r, WitY(lzr, yi 


[Far= | Xx,Wer 十 Yl(r, ydy 


= [Xz y0) ED HY HY HO) (6.9-5) 


特别 有 
1° 若 平面 的 分 肛 光 滑 的 有 向 曲线 C=AB 由 y= 二 y(z) 给 出 (z==o 对 应 点 A,zx 二 6 
对 应 点 BY},F(xyy) 二 (zyy)iY(zx1y)j 在 C 上 连续 , 则 


| ‘dr= | (x, Yar +tY(r, ydy 


一 | (X(zyy(z)) Yr, yr Yy (rz)) dr. (6. 9-6) 
2° 若 平面 的 分 段 光滑 的 有 向 曲线 C 一 AB 由 z= 二 x(y) 给 出 (y=c 对 应 点 A,y=d 
对 应 点 B) »FOz Y= XT WITY (zy) 在 C 上 连续 , 则 
| F.dr= | Kriyadr iY Cr Wdy 
[A [和 


=| XW DE HY dy (6.9-7) 


定理 4 设 C=A 记 ,rn 一 z(bi 十 YC9O7+z(b 天 是 空间 的 -一 条 分 段 光 滑 的 有 向 
曲线 ,C 无 重点 (参数 上 自 a 变 到 PB 时 ,曲线 C 上 的 点 沿 从 A 到 B 的 方向 运动 .) 
Flry ys2) =XCr yy iY yj 二 ZCz,y;2)k 是 定义 在 人 上 连续 的 向 量 鸳 数 ， 
即 F(z; yy;z) 的 分 量 
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R(T YZ) rT Ys A 
均 在 C 上 连续 , 则 
| .二 = | XCz,y,2) dr 二 Ytzryysz)dy + Z(tr:y, 2) dz 


一 [xr ya ;Zt BEAN 
+ YrC) , y(t) ,z(t)) y (4) 
+ ZTC) ,y(t) ,2 CQ) dr. [6. 9-8) 
第 二 型 曲线 积分 与 曲线 的 定向 有 关 , 即 若 记 BA 一 C- , 则 
| Fdr = | -Pr =- 一 | Fedr =— | Fd. 
在 公式 (6. 9-5) 到 (C6. 9-8) 中 ,不 要 求 参 数 t( 或 x 工 ,或 y) 由 小 到 大 . 
第 一 型 曲线 积分 与 曲线 的 定向 无 关 , 即 
[of Cry = [afry Dd 
为 确保 di 汪 0, 在 公式 (6. 9-]1) 到 (6. 9-4) 中 ,要 求 参 数 i{ 或 z, 或 力 由 小 到 大 ， 
3， 格林 公式 


定义 3 设 C 是 平面 闭 区 域 D 的 边界 曲线 , 按 石 手 坐 标 系 , 当 沼 CC 环行 时 ,区 域 
D 位 于 其 左 侧 , 规 定 这 个 方向 是 曲线 C 的 正方 向 ,反之 是 负 方 向 , 
定理 5 设 分 段 光滑 的 团 曲 线 C 是 平面 有 界 闭 区 域 D 的 边界 , 若 X(Czyy)， 


Y(z, 攻 以 及 党 ， 守 在 D 上 连续 , 则 


bX (zWar +Y(z, ydy = (6. 9-9) 


ot— 
mm, 
I 

| 
总 
by 
wi 

只 

< 


式 中 心 取 正 方向 ， 

(6. 9-9) 式 称 为 格林 公式 . 

格林 公式 给 出 了 平面 区 域 上 的 二 重 积 分 与 沿 着 该 区 域 的 边界 闭 曲 线 的 曲线 积分 
之 间 的 关系 . 

定义 4 右 在 平面 闭 区 域 D 内 任意 闭 曲 线 所 围 成 的 区 域 都 在 D 内 ,就 称 DD 为 平 
面 单 连通 区 域 . 

定理 6 若 XCz, 仿 ,YCzyy 以 及 守节 在 平面 单 连通 区 域 D 上 连续 , 则 下 列 四 
个 断 语 是 等 价 的 

1* 曲线 积分 | X(z,y)dzr 十 YC(z,y)dy 与 路 线 无 关 , 即 只 与 曲线 C(A,B) 的 
始点 4 和 终点 日 有 关 

2 在 吕 内 存在 陪 数 w(xz,y) ,使 
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du = X(z, Wdr + Yr, ydy. 
3 对 一 切 (z1W ED, 有 针 一 猎 ， 
4 对 DD 内 的 任意 分 段 光滑 闭 曲 线 厂 ,有 
中 xdz， Wadr+Y(xWady =0. 
定理 6 给 出 了 平面 曲线 积分 与 路 线 无 关 的 几 个 必要 充分 条 件 . 
6.9.3 第 一 型 曲面 积分 
1、 第 一 型 曲面 积分 的 定义 


定义 5 设 $S 是 分 片 光滑 曲 画 ,其 方程 是 
PT = ru Di yu oi zu DR, (wv) ED 
D" 是 Ouv 平面 内 和 的 有 界 闭 区 域 , f(z,y;z) 是 定义 在 S 上 的 有 界 晒 数 ， 在 OD uv 平面 
内 用 分 段 光 滑 的 曲线 网 把 DD* 划分 为 个 子 区 域 D; Gi 二 1,2,… ,1), 称 它 为 D' 的 一 
个 划分 P' , 令 2A= max{d(D? )}. 相应 地 ,曲面 S$S 也 划分 为 nn 块 AS;(i= 二 1,2,…,n)， 
在 每 个 AS; 上 任 取 一 点 
& = CT Yu 0 ub) ED , 
作 和 >》 了 (&) :AS;. 
4 一] 
此 处 仍 用 同一 记号 AS; 表示 AS, 的 面积 . 如 果 存 在 一 个 实数 六 Ye>>0, 了 3>0， 
对 D* 的 任何 划分 P"' 以 及 每 个 &8 在 AS; 上 的 任意 选取 , 只 要 A 过 6， 就 有 
| 1 fe&)-AS, 四 1| < 之; 则 称 f(x,y12) 在 S 上 的 第 一 型 曲面 积分 存在 , 称 I 为 f(z， 
y;z) 在 S$S 上 的 第 一 型 曲面 积分 (曲面 积分 也 称 面积 分 ) , 记 为 
1=||f(z,y,2 dS = lim D) fCzu yO) YU) TU VAS;. 
生 一 上 
第 一 型 曲面 积分 又 称 对 面积 的 曲面 积分 . 
当 F(z,y,z) 二 1 时 , 则 ||dS 就 是 分 片 光滑 曲面 S 的 面积 ;车 连续 函数 (zy,z) 
与 


是 分 片 光滑 曲面 S 的 面 密度 , 则 M = ||Cz,y,z)dS 就 是 分 片 光滑 曲面 S 的 质量 . 
5 


2. 第 一 型 曲面 积分 的 计算 公式 
定理 7 设 $S 是 分 片 光 滑 曲 面 ,其 方程 是 
ru oy) = Tu OE yu DfT zu DR, u,v) E D', 
D' 是 Ouv 平面 内 的 有 界 闭 区 域 , f(z,y,z) 是 定义 在 S 上 的 连续 函数 , 则 
.216 。 


图 6. 9-2 


Der,y,0as 一 | fz ,yu zu 0)) pu wdudo (6, 9-10) 
5 > 


D 


式 中 
2 ,12 
x (+) 
阁 记 


Sarat; 
3 十 可 区， 


WT 3 


aa 
do ar tt aod tak; 


Fy 


E=rr, =|r, 1 = (至 ) +( 辽 ) +( 坚 ) ， 


.3z.3z 1337.327 | az,3z 
一 二 二 了 


G= rr, =|r, | = (至 ) + ( 绊 ) + ( 衬 ) ， 


则 pfz 切 三 (CEG 一 严 ) 于 ,其 中 天 ,FF,G 是 曲面 第 一 基本 形式 的 系数 (参看 10. 4. 1)， 
特别 有 , 千 分 片 光 滑 曲 面 品 由 显 式 xz 一 zf(zyyltfz EDD) 给 出 ;Azs ysZ) 往 S 
上 连续 , 则 


Jersy, wds = ||f x,y, zr, y OW az) 十 ( 欠 ) 十 1 dxrady. (6.9-11) 
5 b 
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6.9.4 第 二 型 曲面 积分 
1]. 第 二 型 曲面 积分 的 定 又 


定义 6 设 > 是 光滑 曲面 ,如 果 能 对 每 点 忆 E S, 指 定单 位 法 向 量 m (下 ) ,使 得 
m (天 ) 随 下 连续 变动 , 且 当 匹 在 S 上 沿 任 何 路 径 连 续 变 动 到 原来 位 置 时 ,mm (五 ) 回 到 
原来 的 指向 , 则 称 $ 是 双 侧 曲面 或 可 定向 曲面 . 非 双 侧 曲面 称 为 单 侧 曲 面 或 不 可 定向 
曲面 . 


荫 见 的 曲面 ,例如 球面 . 椭 球 面 . 锥 面 等 都 是 双 侧 曲面 . 单 侧 曲面 是 存在 的 , 默 比 
乌 斯 带 就 是 一 个 有 名 的 单 侧 曲面 . 将 一 张 长 方形 的 纸 条 ABCD 先 扭转 一 次 ,然后 将 
A, 也 两 点 秆 合 起 来 ,将 B,C 两 点 也 黏合 起 来 就 成 了 默 比 乌 斯 带 见 图 6. 9-3. 


|] 
B 已 


Ch 


0 


图 6. 9-3 


定义 7 设 S 是 分 片 光 请 的 可 定向 曲面 ,其 方程 是 
rt = Tu DE yu WI zw Dk uy) ED’, 

D'* 是 Ouv 平面 内 的 有 和 界 闭 区 域 . 选 定 S 上 的 连续 变动 的 法 向 量 n, 使 它 成 为 定向 曲 
面 , 设 

Flzy yz) = Xry yr Yr ye Lr, ys TK 
是 定义 在 S 上 的 向 量 辣 数 , 其 分 量 羡 (x, yz) yzyz)ZCryz) 均 在 S 上 有 界 . 在 
Ouv 平面 内 用 分 段 光 兆 的 曲线 网 把 DD' 划分 为 n 个 子 区 域 

D:* (i = 1,2,°",n), 

称 它 为 D" 的 一 个 划分 P* , 令 4 二 max{d(D" )}. 相应 地 ,曲面 S 也 划分 为 n 块 AS 
(i 二 1,2,…, 区 .在 每 个 AS; 上 任 取 一 点 

& = (TO 0) 基本 天) 本) 0) E De. 


以 m(6) 一 [本 全 表示 曲面 S 在 点 的 单位 法 向 量 , 以 (6),8(6Dvr(6) 表 示 m(6) 


的 方向 角 . 仍 用 同一 记号 AS, 表示 AS; 的 面积 . 又 记 
AS 一 ASnolt) 
"218 。 


= ASi(cosa(6)i cosé) I + cosy(& kK) 
一 Ay: Mz oT Azi MT; TT Mr Ayk, 
作 和 


>》 FS) AS， 一 > (X(zKa 外》 ya ,Ui ) sZt 0 ) ) AY AZ 
i=1 i=1 


二 Yr vw) yu Zu Mz AT 
A A A 


如 果 存 在 一 个 实数 I ,Ye>>0, >0, 对 D’* 的 任何 划分 P* 以 及 每 个 总 在 AS; 上 的 
任意 选取 ,只 要 <8, 就 有 


| PFC8):AS; —1| <e, 
1 二 ] 


则 称 FCzx,y,z) 在 定向 曲面 S$ 上 第 二 型 曲面 积分 存在 ; 称 汪 为 F(x,y,z) 在 定 问 曲面 5S 
上 的 第 二 型 曲面 积分 , 记 为 eas, 


T 一 Pa 一 |Cxcz yaeosa + Yr,y 2) cosPt Zr ys 2) Cos dS 
号 与 


=||X(z,y,2)dydz 二 Yl(r, ydrdzr i Zr yr drdy 
5 
一 lim FPC) AS 


一 lim 2, (KCTCW, 下 } VCH 9 Ui) ;ZA yi ) MY hv 
”1 一 1 


二 Yr wD Yu ) ZC Az A 
A 
第 二 型 曲面 积分 又 称 对 坐标 的 曲面 积分 . 
车 vz,ys2) 二 XCzyysz)iTY(zyy,z)j 十 Z(zsy1z)k 表 示 流速 , 则 Q= v.45 
3 
表示 单位 时 间 内 流体 流 过 定 问 曲面 S 的 流量 . 
2， 第 二 型 曲面 积分 的 计算 公式 
定理 8 设 S 是 分 片 光滑 的 可 定 癌 曲面 ,其 方程 是 
nut = Tu Oi yu DT eu Dk, uv) ED', 
D' 是 Ouv 平面 内 的 有 界 闭 区 域 . 选 定 S$ 上 的 连续 变动 的 法 向 量 


OY); az | 9lT,y) 
nr Xr a Iu) atus wk 
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使 它 成 为 定向 曲面 . 设 
Fryy,2)} = XCxr yy 有 十 YYCTyyz) zr, yk 
是 定义 在 S$ 上 的 连续 的 向 量 遇 数 , 即 F(z,y,z) 的 分 量 
RA 
均 在 S$ 上 连续 , 则 


Je:as= ||x Gz),2)4ya 二 Y(tzr yr) drdz + Zr yt) drady 
$ $ 


| (Xe ,yu zu) ga 
D* 


9(z, Tx) 


十 Y(zr(u, v) ;YC(u, UV) (UO) ) a(t vy 


4 Zr 0) ,yu 0) zu)) FE ) dudu. (6. 9-12) 


中) 
特别 有 ,着 分 片 光 少 曲 面 S 由 显 式 
过 一 :A 二 D) 
给 出 A S 上 和 连 绪 , 则 


zcr,y, waray 
各 
[zy ) dedy, 和 ) 为 锐角 , 即 取 S 的 上 侧 ; 
一 < ” (6. 9-13) 
D 
这 里 ,等 式 两 边 的 dxdy 的 意义 不 同 . 在 曲面 积分 
zr,y, ardy 
忆 


中 的 dxrdy 表示 ds 在 Ozy 平面 上 的 投影 , 它 或 正 或 负 , 这 由 ( 名 ) 或 是 锐角 或 是 钝 
角 而 定 . 


而 二 重 积 分 
Dz,y,zCz,y) drdy 
D 
成 
Jz¢z,y, 67,2)— dzrdy) 
D 
中 的 dzdy 恒 为 下 . 


第 二 型 曲面 积分 与 可 定向 曲面 $ 侧 的 选取 ( 即 曲面 S 的 法 向 量 的 选取 ) 有 关 . 即 
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知 选 一 ? 为 曲面 3 的 法 向 量 ,把 此 时 的 定 同 曲 面 记 为 3 , 则 
feas = fees 


3， 跑 -高 公式 


定理 9 设 分 片 光滑 的 可 定向 闲 曲 面 $S 是 空间 有 和 界 闭 区 域名 的 边界 ,车 
XCryy2) YC(T yy 2) ,ZLX,y,z) 及 其 偏 导 数 在 名 上 连续 , 则 


ee 二 Ytr, ye dedr i Zr yz drdy 


=( 衬 5 )ardydz, (6.9-14) 
n 


式 中 人 
9-14) 式 称 为 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 - 高 斯 公式 ,简称 奥 -高 公式 ， 

高 公式 给 出 了 空间 区 域 上 的 三 重 积分 与 围 成 该 区 域 的 闭 曲面 上 的 曲面 积分 
之 间 的 关系 . 

定义 8 者 空间 闭 区 域 2 内 任意 闭 曲面 所 围 成 的 区 域 都 在 0 内 ,就 称 0 为 空间 
( 面 ) 单 连通 区 域 . 

定理 10 者 XGzyz),Y(zys)ZCzyz) 及 其 偏 导数 在 空间 ( 面 ) 单 连通 区 
域 9 上 连续 , 则 下 列 四 个 断 语 是 等 价 的 ; 


1° 曲面 积分 |X (zx,y,z)dyds 十 Y(tr,yy2)dzdz 十 Z(z, yr2)ydzrdy 与 曲面 $ 形状 
S 
无 关 , 即 只 与 $ 的 边界 曲线 有 关 . 


2 在 如 内 存在 向 量 函 数 
Blix yz)=U(try yi Vr yr Tj 十 Wir, yz)k, 使 
X=, y UW,z- NU 
dy oz’ dz ax ar dy 


3° 对 一 切 (x,Yy,z) EQ, 有 锭 十 伯 十 给 = 


dy dz 

4 对 2 内 任意 闭 曲 面 允 ,有 

DX Cz,y, radyd 十 Y(tx, yz dzdr + 2(r, yx)drdy = 0. 

瑟 
定理 9 给 出 了 曲面 积分 与 曲面 形状 无 关 的 几 个 必要 充分 条 忻 . 
4， 斯 托 克 斯 公式 
定理 11 俊 分 段 光滑 的 闭 曲 线 C 是 空间 光滑 的 可 定向 曲面 S 的 边界 曲线 , 若 

(Ty) sY (TY ZT) ,ZtT ,ysz) 及 其 偏 导 数 在 5 上 连续, 则 


* 221] 。 


bX Cx,ys dz +Y(Cz, ys ady + Zz, yz) de 
尾 


ks a 9y 
dydz dzdzx dzxdy 
-i232 3 3 _ 
机 下 dx dy dz | ‘6. 9-15) 


3 


.4 Y pa 
式 中 CC 的 定 问 与 S 的 定向 成 右手 螺旋 关系 ， 
(6. 9-15) 式 称 为 斯 托 克 斯 公式 ， 
斯 托 克 斯 公式 给 出 了 空间 曲面 上 的 曲面 积分 与 祝 该 曲面 的 边界 闭 曲 线 的 曲线 积 
分 之 间 的 关系 ， 
定义 9 车 空间 闭 区 域 2 内 任意 闭 曲 线 C, 存 在 以 CC 为 边界 曲线 的 曲面 $, 使 S 
都 在 有 内 ,就 称 虽 为 宝 间 { 线 }) 单 连通 区 域 
定理 12 若 X(zyyz),Y(zyz)y Zrzyz) 及 其 偏 导 数 在 空间 ( 线 ) 单 连通 区 
域 2 上 连续 , 则 下 列 四 个 断 语 是 等 价 的 : 
1 曲线 积分 | XCz,y,D)dz 十 Y(z1ysz)dy 十 ZLzys 芭 朱 与 略 线 无 关 , 即 只 
与 曲线 CC(A,B) 的 始点 A 和 终点 B 有 关 . 
2 在 吕 内 存在 函数 x(zyy'z) ,使 
du = Xl(xyyz) dr i Yr ye dy ZT YI dz, 
3” 对 一 切 (x,y;z) 盛 从, 有 
A _IX 3X_aZ 9329 
ar dy dz dr dy dz 
4 对 旭 内 任意 分 段 光滑 闭 曲线 矿 , 有 
XCrsy wdr t+ YC y ody + Zr'ys Dd = 0 


定理 11 给 出 了 空间 曲线 积分 与 路 线 无 关 的 几 个 必要 充分 条 件 ， 


$6.10 级 数 


6.10.1 数 项 级 数 与 无 穷 乘 积 

1、 数 项 级 数 的 基本 概念 与 性 质 

定义 1 设 {a) 吕 1 是 一 个 无 穷 数列 , 则 形式 41 十 as 十 … 十 os 十 … 称 为 由 无 穷 数 
列 {a,}2; 所 确定 的 无 穷 级 数 ,简称 级 数 , 记 为 Dan.o, 称 为 级 数 的 一 般 项 ， 
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S, = 了 a 称 为 级 数 的 第 个 部 分 和 .车 limS, 二 S( 有 限 数 ), 则 称 级 数 收 钱 , 称 S 为 


级 数 的 和 , 记 为 9 二 》\a,. 否则 , 称 级 数 发 散 . 


级 数 有 如 下 基本 性 质 ， 
1* 弃 去 级 数 前 面 的 有 限 项 或 在 级 数 前 面 如 进 有 限 项 ,并 不 影响 级 数 收 伍 与 发 散 
的 性 质 . 


2" 级 数 > 收 伍 的 必要 条 件 是 limas 一 0 
3° 如 果 级 数 >a。 收 伍 , 则 称 ” = Da 为 级 数 的 第 n 个 余 和 ,此 时 jimr 一 0. 


4 若 级 数 2 收 敏 , 则 对 它 的 项 任意 加 括号 后 所 成 的 级 数 亦 收敛 , 量 其 和 不 


变 , 当 加 有 括号 的 一 个 级 数 为 收敛 时 ， 不 能 随便 去 括号 ,因为 去 插 叶 后 的 级 数 可 能 发 
散 . 例如 ,级 数 (1 一 1 十 (一 1 十 … 十 (1 一 1 十 … 显 然 收 全 于 零 , 但 去 括号 后 的 级 
数 1 一 1 十 1 一 1 十 … 十 1 一 1 十 … 却 是 发 散 的 


5 若 级 数 7a。 和 2 74 均 收 敏 , 则 对 任意 实数 “和 有 ,级 数 


y， (aan 十 有 Do 
亦 收 伍 , 且 有 


DY (aa +pb,) = odo + 


定理 1( 柯 西 准则 ) 级 数 > , 收 敏 的 必要 充分 条 件 是 : Ye 之 0, I NCN € N)， 
当 n 之 N 时 ,对 任意 自然 数 p, 有 | Sw 一 S, | 之 e 
2， 赴 项 级 数 


定义 2 若 w 之 0tnE€ MD) , 则 称 》o。 为 正 项 级 数 

定理 2 下 项 级 数 》a， 收敛 的 必要 充分 条 件 是 部 分 和 数列 {S,} 有 上 界 . 

当 (S,) 无 上 界 时 , 称 > yo, 发 散 到 十 

定理 3( 比 较 判别 法 ) 设 2 和 Db 都 是 正 项 级 数 , 若 存在 正常 数 A 及 自然 


数 NN, 使 当 # 之 NN 时 ,有 oo 忆 好 ,, 则 1 D6 收 伍 时 , >)o 亦 收 伍 ;2" ya, 发 散 时 ， 
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> 6 末 发 

比较 判别 法 的 极限 形式 : 设 a。 和 > 5 都 是 正 项 级 数 , 攻 

lim 名 一 上 (0<l<t+o), 

则 2 和 同 为 收敛 或 同 为 发 散 

定理 4( 柯 西 判 别 法 设 a, 为 正 项 级 数 , 若 存在 自然 数 N, 当 之 NN 时 ,如 
y < 9 < Hg 为 确定 的 常数 ), 则 2"o, 收 策 ; 如 67 之 1, 则 2o 发 散 

税 西 判别 法 的 极限 形式 : 设 0, 为 正 项 级 数 , 记 4 一 了 6 Ya7, 则 1 之 1 时 ， 
> Yo 收 化 :2 > 1 时 ，》 a, 发散 (h 一 1 时 ,本 法 不 能 判定 六 的 化 艇 性 ) 

定理 5 达 角 贝尔 判别 法 ) 设 7。， 为 正 项 级 数 ,车 存在 自然 数 N, 当 之 N 时 ， 
如 2 < g < 1(g 为 确定 的 常数 )， 则 DY, 收 化 ;如 st 之 1, 则 Da 发 散 

达 朗 贝尔 判别 法 的 极限 形式 ， 设 2 为 正 项 级 数 , 记 h = Tim ,1= lim 和， 

则 了 < 时 ,2 1a 收敛 2 > 1 时 ,2 发 散 (h 二 1 或 1 二 1 时 ,本 法 不 能 判定 
Da, 的 伍 散 性 )， 
”” 达 朗 贝 尔 判别 法 常 较 柯 西 判别 法 使 用 方便 . 因 


< lim Yar < lim Yar < lim HH 


故 凡 能 用 达 并 贝尔 判 别 技 判定 人 区 人 的 级 数 用 柯 西 判 别 法 亿 一 定 能 判定 其 做 表 性 
反之 不 然 . 可 见 柯 西 判别 法 适用 面 较 广 . 
例 1 设 Hzk 一 CD Mortl 一 ait (Ck 一 0,1,2, “+ ) ,其 中 a>b>0 试 讨论 级 数 


> un 的 伊 散 性 . 


本 例 用 达 朗 贝尔 判别 法 得 到 的 结论 是 :1° 当 a<1 时 ,级 数 收 伍 ;2 当 5> 1 时 ,级 
数 发 散 ;3 当 65 志 1 二 a 时 ,不 能 判定 .参见 图 6. 10-1 
本 例 用 柯 西 判别 法 得 到 的 结论 是 :1 当 避 过 1 时 ,级 数 收 笋 ;2 当 四 > 工时 ,级 
数 发 散 ;3 当 吧 三 1 时 ,不 能 判定 . 参见 图 6. 10-2. 
* 2c<4。 


lim 


定理 6( 积 分 判别 法 ) ”车 flz) 是 定义 在 [1,ce) 上 的 递减 的 正 函 数 , 则 级 数 
》 rm 与 广义 积分 | Cz)dz 同 为 收 全 或 同 为 发散 


图 6. 10-2 


图 6. 10-1 


例 2 级 数 》) 小 (p 之 0) 称 为 级 数 , 当 思 一 1 时 特别 称 为 调和 级 数 , 对 于 级 
n=] 
数 ,在 户 > 1 时 收 合 , 在 0 之 记过 1 时 发 散 . 
3. 任意 项 级 数 


定理 7 设 > ao, 为 任意 项 级 数 , 若 > | o。| 收 化 , 则 所 给 级 数 》 va, 也 收 做 


但 是 os 收 全 ,可 能 | o, | 发 散 例如 a = 全 
定义 3 着. 收 敏 , 刚 称 6, 为 绝对 收 倒车 了 a。 收 全 ,但 1a. 1 发 
散 , 则 称 了 6 为 条 人 路线 
定理 8 Do, 绝对 收 全 的 必要 充分 条 件 是 和 > 均 收 全 .其 中 
对 一 到 (la | 上 oa， 和 一 二 (la | 一 6,). 
若 >。 条 件 收 俩 , 则 dt 和 ?oz 均 发 散 ， 
定义 4 车 a >>0(nE€ ND, 则 >(- Da 或 (~ 1)"a, 称 为 交错 级 数 、 


定理 %( 莱 布 尼 茨 判别 法 ) 设 S\( 1)ria 为 交错 级 数 ,如 果 
n=) 
1 atH San EN}, 2° lime, 二 人. 
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则 1 > (一 Dos 收敛 ,2"sgnr = (一 1)" 且 | 7 | 入 ann 
太一 上 


定理 10( 阿 贝尔 判别 法 ) 车 1 > 8 收 伍 ,2”{a } 单调 有 界 , 则 级 数 youp， 收 
n=] 月 一 1] 


定理 11( 狄 利克 雷 判 出 法 ) 若 ”> 有 的 部 分 和 序列 {B,) 有 办 ,2 fo ) 单调 的 


F 零 , 则 级 数 之 ,mp， 收 合 . 


在 犹 利 克 雷 判别 法 中 , 取 有 = (一 1)”, 就 是 莱 布 尼 芯 判别 法 . 阿 贝尔 判别 法 可 
以 由 狭 利克 雷 判 别 法 推 得 . 


4. 级 数 的 箱 西 来 积 .级 数 的 重 排 

定义 5 忆 知 级 数 > ia 和 bh, 记 4 - Sabra Cn - 2,3,…), 称 Do 为 级 
效 > 1o, 和 4 的 柯 西 条 积 ， 

定理 12( 梅 尔 肝 斯 定理 ) ”如果 1》 绝对 收 化 于 A ,2 > 收 敏 于 已 , 则 所 
给 两 级 数 的 柯 西 乘积 "< 收敛 于 AB. 

定义 6 把 一 个 级 数 a， 的 项 重新 排列 得 到 一 个 新 的 级 数 >a, 和 > 为 
> 的 重 排 


定理 13 ”车 > 'a, 绝对 收 人 于 A, 25 为 ”au 的 重 排 , 则 > Ma 亦 绝对 收 笋 于 
A. 


定理 14( 区 及 定理 ) 设 > 'c, 条 件 收 伍 , 则 对 任意 指定 的 数 v, 存 在 >)a, 的 重 排 


5， 无 穷 乘 积 
定义 7 设 {p,} 和 =! 是 一 个 无 穷 数列 , 则 形式 py- po……p，…… 称 为 由 无 穷 数 列 
{ps} 所 确定 的 无 穷 乘积 , 记 为 [pp。. 称 


* 220 * 


有 一 pi* pa ps 一 lz. 
为 无 穷 乘 积 的 部 分 对 积 , 称 x, 一 [为 无 穷 乘积 的 余 委 积 . 若 


limP, = PA 0, 


则 称 无 穷 乘积 收 化 , 记 为 P 二 II pr; 车 limP, 一 0 或 {P,} 发 散 , 则 称 无 穷 乘积 发 散 
由 于 在 无 穷 乘 积 中 , 只 要 有 一 个 因子 为 鹤 ， 就 有 limP, 一 0, 故 不 妨 假定 所 有 的 
p, 天 (0 


定理 15 若 ][A, 收敛， 则 1° limp, = 1, 2° limm = 1. 
EE 给 定 的 无 穷 乘 积 收 伊 时 ， 因 limp。 一 1, 故 不 妨 假设 所 有 的 p。 > 0 


定理 16 ”无穷 乘 积 ][ 包 收 伍 的 必要 充分 条 件 是 级 3 Inp, 收敛 ,此 时 有 己 一 
中 ,这 里 


P= ITw. L= > mp, 
定理 17 ”车 对 充分 大 的 mm 保持 定 号 , 则 无 穷 乘积 J] (1 十 mw) 收 合 的 必要 充 
分 条 件 是 级 数 on 收 全 
定理 18 若 2"o， 与 2 同时 收 敏 , 则 工 G 十 亦 收 伍 


定义 8 当 级 数 >,Inp 绝对 收敛 时 , 称 无 穷 乘 积 [] 户 绝对 收敛 
定理 19 ”下 列 陈述 两 两 等 价 : 
1” [|[ 1 十 @) 绝对 收敛 ， 

n=1 


2” In(1 十 mw) 绝对 收 敏 ， 
9。 > 绝对 收 敏 ， 


4 ITa+ on | ) 收 伍 . 
定理 20 绝对 收 伍 的 无 穷 乘 积 具 有 可 交换 性 . 


ea 2 


6， 常 用 的 无 穷 谱 积 展开 式 
WA JT(+ 久 时 ) 
] 
(2) 艺 
2 -TI 1 
‘y= H(i re 
WF4= -ms) 
4 C2n 二 1)? 


Rie Pin mk So 
‘Ye 2 (tr De ta ) 


a n 


(@) 7 = [te zl<1). 
十 n 二 届 


(7) sinz = z][ (1—.2). 


n= 1 


8 oor = [[ (1 ) 


(9) shz = zx] (1+-2) 
n=1 


(10) chz = IT (+z). 

6. 10.2 国 数 项 级 数 

1. 逐 点 收 敏 与 一 致 收效 

设 as(x)}(nE 和 是 定义 在 某 实 数 集 ECECRI 上 的 本 数 , 则 称 


> ,as(Z) = a(z) + or(z) + 二 a (T+ 
是 函数 项 级 数 ,S, Cz) 二 了 1as(z) 为 它 的 第 4 个 部 分 和 . 
k=】 
定义 9 取 zo E€ EE, 相 应 的 之 ,ao(z) 就 是 一 个 数 项 级 数 . 车 0 (zo) 收敛 , 则 


称 x。 为 函数 项 级 数 > ou (7 的 收 化 点 . > 。 (z) 的 收敛 点 的 全 体 所 成 的 集 F(F 己 
FE) 称 为 它 的 收 剑 域 . 这 种 收 敏 是 对 下 中 每 一 点 来 考虑 的 ， 故 称 为 逐 点 收 钱 


设 F 是 a, Cz) 的 收 伍 域 , 记 了 a， (z) = S(z), 即 limS,(z) = SCz), 称 SCz) 为 
中 一 ] n= 1 to 
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> ,ai(z) 的 和 函数 当 e > 0 给 定 后 ,虽然 对 下 内 不 同 的 点 z, 都 能 找到 相应 的 序号 


HH 一 ] 


N, 当 n 之 NN 时 ,有 
| S$, (zx) — Stx) | 一 ] Da -sD|<e 
但 是 ,一 般 说 来 ,不 同 的 z 所 对 应 的 N 是 不 一 样 的 ,就 是 说 NN 既 依 赖 于 e ,又 依赖 于 工 


定义 10 设 函 数 项 级 数 > (z) 在 下 上 逐 点 收 伍 于 SCz), 如果 Ve > 0， 
只 与 有关 )， 使 当 之 N 时 ， 


| S(z) 一 SG)| = | Do) -S|<e 
上 = 1 
对 已 上 一 切 点 z 成立, 则 称 > a,(x) 在 下 上 一 致 收 化 于 S(z). 
n 一 1 
记 | S,(z) 一 S(z) |‖ = sup{| S(z 一 S(z) 1:zEF 则 >,as(z) 在 下 上 一 臻 
ns<=] 


收 合 于 SCz) 等 价 于 lim | Ya (xX) — SCX) | 一 0, 
ME] 


一 致 收 人 第 强 于 次 点 收敛 例如,S,(z) = 
S(z) = 0, 但 它 在 [0,1] 上 是 不 一 致 收敛 的 . 

定理 21( 柯 西 准则 ) ”函数 项 级 数 > (z) 在 下 上 一 致 收 化 的 必要 充分 条 件 是 ， 
Ye > 0,3N( 只 与 < 有 关 )， 当 n 之 N 时 ， 对 任意 自然 数 p, 有 


| 2 (XT) | < 


Tz 在 [0,1] 上 逐 点 收敛 于 


2， 一 致 收 合 判 别 法 
定理 22( 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 ) ”如 果 存 在 一 个 序 导 N, 当 n 之 NN 时 ,有 


la nl 入 AM 有 DM, 收敛 ， 则 2 (x) 在 下 上 一 致 收敛 . 


尧 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 又 称 M 判别 法 . 
定理 23( 阿 贝尔 判别 法 ) ” 设 1 VYx EF,{a (xz)) 是 单调 数列 ; 2° {ow(z) 人 在 FF 


上 一 致 有 界 , 即 存 在 常数 KK 之 0, 对 一 切 aE N, 有 | ww(z‖ 二 K; 3" DB.(z) 在 F 


上 一 致 收 化; 则 2 aCz) Bz) 在 下 上 一 教 收 襄 ， 


定理 24( 狄 利克 圳 判别 法 ) 设 1 VYzrEF,t{o,(zx)} 是 单调 数列 ;2” {a,(z)) 在 下 
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上 一 致 趋 于 零 ， 即 Ve > 0,jN( 只 与 有关), 当 nn 之 NN 时 ,有 | qn (I) | < er3 


| 


> 8(z) 的 部 分 和 序列 {B,(z)} 在 下 上 一 致 有 界 , 即 存在 常数 日 > 0, 对 一 切 nEN， 


一】 


有 站 BCzl = | Rd [< Bi; De, np 在 下 上 一 致 收敛 . 


3， 一 致 收 化 级 数 的 性 质 


定理 25 没 1%4,(z)(n EN) 在 区 间 [a, 拉 上 连续 ,2" 3》 Ya (z) 在 区 间 [a, 习 上 一 
n=1 
致 收 伍 于 S(z), 则 SCz) 在 [a,8] 上 连续 . 


和 函数 S(z) 不 连续 ,常常 是 判断 本 数 项 级 数 > "au(z) 不 一 致 收敛 的 简单 方法 . 
例如 ,对 于 


了 加 
2 Ty oT) = A (EN) 
在 [0,1] 上 连续 ,但 
0, 一 0 可 9 
sc = | 当 z 时 
l， 当 工 了 闫 0 时 . 


加 2 
故 2 ED 在 [9,1] 上 上 是 不 一 臻 收敛 的 . 

定理 26( 迪 尼 定 理 ) 设 1os(z)CaeE mA 在 区 间 [a,5&j] 上 非 负 连续 ,2" > ,ar(z) 
在 [a;,5] 上 逐 点 收敛 于 连续 的 和 汞 数 SCz)，, 则 Dj 《z) 在 [fa,5 上 一 致 收 伍 于 SCz)， 


定理 27( 逐 项 积分 定理 ) 设 1 alz)tneE AN) 在 [ab 上 可 积 ,2 >a (xz) 在 
[ea ,0 上 一 致 收 伍 于 SCz) , 则 SCz) 在 La,b 上 可 积 , 且 


| scwar 一 | DA )dz = > anwar. 


一 ] 


定理 28( 逐 项 微分 定理 ) 设 1 yao,(z) 在 [a, 执 上 逐 点 收 伍 于 S(z) ,2" mu (了 ) 
n 二 il 


在 [a;b] 上 有 连续 导 洱 数 a; (zx)(nE€ AN), 且 >a, (z) 在 [asb] 上 一 致 收 售 , 则 SCz) 在 
[a,b] 上 可 微 , 且 | 


S(z) = (Tan)) 一 yo， 
n=] n= 
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4. 尽 上 处 处 连续 而 处 处 不 可 微 的 函数 


用 范 数 项 级 数 的 形式 ,可 给 出 玉 上 处 处 连续 而 处 处 不 可 微 的 画 数 , 例如 , 令 

工 ， 当 0 委 工 < 1 

2 一 rz， 当 1 扫 二 势 2， 

然后 将 A(z) 进 行 周期 延 拓 :hz 十 2) 一 让)，VYzE 玉 ,显然 , 关 z) 是 民 上 以 2 为 周期 
的 连续 函数 . 再 令 


h(x) 一 


fz) 3 CA yrER. 
0 


及 二 


由 本 节 定 理 22、 定 理 25 知 f(x) 在 R 上 处 处 连续 . 可 证 用 z) 在 RR 上 处 处 不 可 币 . 
事实 上 ,对 每 个 实数 z 及 正 整 数 m, 存 在 整数 上 ,使 得 
kz 十 1. 
于 是 
om = 4 ETLAT +1) 一， 
这 样 
do 一 4 有 ，4"8。 一 4"™" (k++ 1). 
1" 当 n>mr 时 ,478, 一 和 aw 二 4"" 是 偶数 ; 
2 当 n= 二 mm 时 ,4"a6 一 有 上 4B, 二 此 十 1 都 是 整数 ,它们 之 差 为 1; 


人 记 ra; 一 [d"a。 | 十 


4 ? 


3 当 n<m 时 ,4ran 一;， 4"8, = i 在 0,1,*…， 
4” "一 1 中 取 , 于 是 
{Bn 一 ao 十 二 = [ton]+ OS [4an]+l 
故 [4"g ] 志 4"aw 之 和 Bs, 所 [47gw] 十 1. 即 在 4"a,, 与 4"6, 之 间 没 有 整数 . 故 
0， 当 n > mi 


hid"Bn) OO— hd on) | 一 | 
Bp 羡 | 4"B。 一 "am 一 4"™, 当 妆 入. 


于 是 


| f(B) — flan) | 一 D1 (3) ap) 一 Mean)| 
办 二 站 


(地 ) -- 5 (3) | h(4°B,) — hd ) | 


仁 一 问 


Wd 
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1 7 3 

-二 (人 

注意 到 < 委 rz<8， 又 lim(p 一 am) 一 lim4 一 0, 由 
1 


| fF(B) 一 Fa) ~ 1 ,gm 

Bn — om 2 
知 

. (Bn) 一 flan) ww 

lim | Bn — am 二 co， 


这 表明 f(x) 在 点 = 处 不 可 微 (不然 ,由 lim 了 如 二 Lee) 一 f(z) (有限 数 ) 知 
1 fn) fan) 
"| 


=|7(z)1( 有 限 数 ) ,矛盾 . ) 因 工 是 R 上 任 一 点 , 故 f(z 在 RR 
上 处 处 不 可 微 

6. 10.3 ”震级 数 

1， 和希 级 孝 的 收 仇 半径 


形 如 >,anz" ,2an(x 一 zo)" 的 级 数 , 称 为 村 级 数 
定理 29( 阿 贝尔 第 一 定理 ) 1 若 >,anz" 在 点 6 天 0 处 收敛 , 则 当 1z1<18| 时 ， 


2 aor" 绝对 收 敏 ; 2 若 2auz" 在 点 & 关 0 处 发 散 , 则 当 |z1>>|16| 时 , 2 ,awx" 发 
散 . 

定理 30 ”给 定 >anz", 则 其 收 化 情 况 可 能 有 下 列 三 种 情形 :1" 只 在 点 xz 二 0 收 
伊 ,2 在 整个 尺 上 收敛 ,3 存在 RC0 < R < 十 co) ,使 所 给 备 级 数 在 | z | 过 RR 中 收敛 ， 
在 | z |> R 中 发 散 ， 

在 情形 3",R 称 为 震级 数 的 收敛 半径 (一 R,R) 称 为 冠 级 数 的 收 合 区 间 . 在 收 合 
区 间 的 端点 (z 一 一 RR 及 x 一 R), 窜 级 数 是 否 收敛 应 另外 单独 判断 . 在 情形 1 ,约定 
R = 0, 在 情形 2", 约 定 R= 十 co. 

定理 31( 柯 西 - 阿达 马公 式 ) ”给 定 》'asr" ,车 

0 < lim Vi a | <to0, 
则 R= 和 二 车 lim vy [ae | 二 0, 则 R= 十 oo; 若 lim /la,[ 二 十 co, 则 R= 二 0. 
"232 。 


2. 器 级 数 的 性 质 


定理 32( 阿 贝尔 第 二 定理 ) 若 > or 的 收 伍 半径 为 民 , 则 此 级 数 在 (一 R,R) 内 


闭 一 致 收效 , 即 在 任意 闭 区 间 [a,5j(C (一 RR,R)) 上 一 致 收 敏 . 进而 , 若 民 < 十 co, 级 
数 在 点 T= 二 民 收 仑 ; 则 它 在 La;R]j 上 一 致 收 伍 ,于 是 


i, Zr" 一 DR 
若 民 之 十 0, 级 数 在 点 X= 一 RR 收 全 ; 则 它 在 [一 尺 ,j 上 一 致 收 全 ,于 是 
lim ,Dor 一 2o (一 RD 


定理 33 ” 设 寡 级 数 > oz 的 收敛 半 径 为 尽 , 和 函数 为 S(x), 则 1 SCz) 在 


(一 尽 ,R) 内 连续 ;2 所 给 宕 级 数 在 (-… R， R) 内 可 以 逐 项 积分 与 逐 项 微分 , 即 Yz E€ 
(一 R,R), 有 有 


fs (Poe )a 
= > awd 一 > i 


(SC(x))’ = ( Sos" )= SY")’ 一 yaszrrl 
n=0 n=0 n 二 1 


逐 项 积分 或 逐 项 微分 后 所 得 的 里 级 数 ,其 收 伍 半 径 不 变 . 
重复 应 用 定理 33 知 ,在 (一 RR,R) 内 SCz) 有 任意 阶 导 函数 ,并 且 


Se (z) 一 Dnln— ln 二 lar™ 
nn 二 是 


今 x 二 0 得 SC0)= 二 kl a; 故 


加 Se) (0) 
如 一 有 1 


定义 11 车 f 在 点 P 的 一 个 邻 域内 可 以 展 成 竹 级 数 , 则 称 f 在 P 处 是 解析 的 ， 
在 需要 明确 时 ,也 称 为 实 解析 的 . 若 f 在 开 集 G 的 每 一 点 了 处 是 实 解析 的 . 则 称 了 是 
G 内 的 实 解析 函数 ， 实 解析 函数 属于 C™. 


3， 函数 的 轩 级 数 展 开 
定义 12 如果 ff 在 zx 三 xo 的 某 邻 域 UCxo; 全 二 (zx; |z 一 zo | 过 8 引 内 任意 次 可 导 ， 
则 称 了》 户 G)Kz x)" 为 f 在 点 z 二 mn 处 的 察 勒 级 数 , 记 为 fw) 一 


(k= 0,1,2,"*). 
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>》 化 5m)(z 一 aa) 当 m = 0 时 ,上 式 特别 称 为 了 的 麦克 劳 林 级 数 , 记 为 区 0) 
nid nn} (OY 

= 之 0 如 
对 这 种 形式 上 所 产生 的 级 数 ,不 一 定 有 多 f;zo) 二 Fa，| z 一 | 之 台 例 如 


fz) -1{ "TA 
0, I 二 0. 


了 在 z 一 0 的 邻 域内 任意 次 可 导 , 且 fo™ (0) 二 00n 二 0,1,2,'*…), 但 当 TD 了 时, 筷 广 0) 
f(r). 

定理 34 若 f 在 z==0 的 某 邻 域 U0; 人 二 (x;|z| 过 内 有 直到 nn 十 1 阶 的 连续 
叶 沙 数 , 则 在 UC0;6) 内 有 带 积分 型 余 项 的 泰勒 公式 


nk) 
fz) = >》 友人 ze 十 六 4z)， 
Pe : 


,| 


其 中 
ra(T) 一 本 | Am (D(xT— i"dt, 
称 为 积分 型 余 项 . 
通过 研究 x 在 什么 范围 内 有 limr, 4z) 一 0, 即 工 在 什么 范围 内 有 
Hf;0) = fr), 
可 以 获得 一 些 初等 畏 数 的 毛 级 数 展开 式 , 这 称 为 直接 展开 法 . 例如 


(De = DE, z€ (一 oo, 十 co)， 


下 一 站 


(2) sinz 一 > i tl 所 (一 co 十 cc)， 


(3) cosz = > 本 "TE 000,00). 


(4) In(1+z) = > CR, re (1,1] 


《一 1)” 
2n 十 1™ 


(5) arctanz 一 > "rE [—1,1]. 


a ee D4... 
£1) “ux—n 二 1) 


可 二 
nl 
对 一 般 的 申 数 用 xz) 来 讲 ,用 直接 展开 法 是 相当 困难 的 , 常 采 用 间接 展开 法 . 间接 
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展开 法 是 根据 函数 的 称 级 数 展开 式 的 唯一 性 ,利用 一 些 已 知 的 函数 的 震级 数 展开 式 ， 
再 通过 对 确 级 数 的 变量 代 换 .四则 运算 和 分 析 运 算 , 求 出 所 给 函数 的 兰 级 数 展开 式 . 


， 1 _ 
例 3 将 -二 证 1 展开 为 x 一 1 的 容 级 数 . 
该 上 一 工 一 1， 


GF- (1 二 (24) 1+t: 2+t 
= (1 十 0 一 六 (1 二 二 ) 


n=0 n=0 
一 D(a )e 


一 六 fl -zr ) xz—1)", x EE (0,2). 


风 二 位 


例 4 将 7] 二 -js 展开 为 z 的 震级 数 . 


一 《和 二 ) = (1 十 z 十 下 十 十 避 十 …》 


= 1 十 2zx 十 3z! 十 十 nr 十 ,x (一 1,1). 
例 5 将 arcsinz 展开 为 工 的 笑 级 数 ， 


1 — 一 人 
A (1 —E) 3 
_i\/_3 
=1 二 (地 ) py 2 2 £2)? 十 
1 3 1 
-二 )]{( 一 立 )，( 一 全 (2n 一 1 
二 1 十 才 十 村 十 十 人 一 DDL 二 
2 2.4 C21)11 
arcsinr 一 | ot 
1 一 此 


站 (1+ 了 2 十 这 > + 
l 


3 1 3 a 
2 s+ 


(oI mi txE (1,1). 
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6.10.4 和 储 里 叶 级 数 
1. 傅 里 叶 系 数 
对 于 以 2x 为 周期 的 函数 了, 假定 1 它 可 以 展开 成 三 角 级 数 
f(z) 一 分 十 > Cancosns + basinne), 
2 右 端的 级 数 在 [一 zz 上 一 致 收敛 网 
a =| fn)eosnrdzr sn = 0,1,2.°, 


l (6. 10-1) 
b, = 二 | fn)sinedzn 一 1,2，…-. 
类 似 地 , 设 了 上 以 了 为 周期 ,假定 】 它 可 以 展开 成 三 角 级 数 
fz) 一 学 十 DCancosn wr + bnsinn eax)， 
式 中 w 一 容 , 称 为 团 频 率 ;2* 右 端的 级 数 在 | 一 二 。 二 | 上 一 致 收敛 , 则 
-于 Wi wrdr, 天 二 0 12 
(6. 10-2) 


2 
TJ- 


定义 13 设 /在 [一 上 可 积 , 则 接 (6 10-1) 求 出 的 系数 
aa(n = 011,2,.0), Bln= 1,2,.), 


已， 一 f(z) ‘Sinn wrdr: n= 1,2," 


称 为 f 的 傅 里 叶 系 数 ,而 称 学 十 > (ancosnz 十 包 sinpaz) 为 了 的 人 情 里 时 级 数 , 记 为 


f(z) 一 天 站 = 全 十 3 Can cosnz + Bb sinnr). (6. 10-3) 
n=1 


(6. 10-3) 右 端的 级 数 虽 然 由 f 完全 确定 ,但 是 它 不 一 定 收敛 ,即使 收敛 ,也 未 必 收 敛 
fx) 


2. 人 情 里 时 级 数 收 化 性 的 和 判定 
定理 35 设 以 2r 为 周期 的 函数 了 在 区 间 [ 一 zx) 上 分 段 单调 , 且 在 该 区 间 上 至 
多 有 有 限 个 第 一 类 不 连续 点 , 则 


fx), 二 是 连续 点 和 


f(z—0)+ f(rt+ 0) . 
Af) — 5 3 工 是 不 连续 点 ; 


一 — 
fr 天 十 0 x 是 端点 ， 
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定理 35 里 所 说 的 条 件 称 为 犹 利 克 雷 条 件 . 
定理 36 设 以 27 为 周期 的 函数 了 上 在 区 间 [ 一 r,r) 上 分 段 可 微 , 在 连续 点 有 时 
数 ,在 第 一 类 不 连续 点 工 处 存在 广义 左 导数 


AH —h 


和 广义 右 导 数 
Im zh /zt0) 
kt 大 
则 
Fr)， 了 是 连续 点 ; 
RD fi, z 是 不 连续 点 ， 


一 — 
fx 0) A 十 0) ， z 是 端点 ， 


3. 傅 里 叶 级 数 的 逐 项 积分 与 逐 项 微分 
定理 37 设 了 是 [一 rz 上 分 段 连续 西数 , 它 的 傅 里 时 级 数 是 
fz) 和 ~ 贸 用 一 办 十 5 (aco + bsinnz), 
则 有 
[fa = 锡 (z 一 c) 十 > Cocosm + brs), 


其 中 c,z 是 [一 x;xj 中 的 任意 两 点 . 
了 在 该 区 间 上 可 积 和 绝对 可 积 , 则 六 的 健 里 叶 级 数 可 由 了 的 傅 里 叶 级 数 逐 项 微分 得 
出 . 即 若 


f(z) ~ Rf) = 2 十 之 (ovcosr 十 名 sinztz )， 
则 


f(r 一 到 请)= 2) an cosnz 十 bb, sinnr) 
和 二] 
一 DY jnCb, cosnz — ar SiNnz ), 


4. 侍 里 叶 级 数 的 复数 形式 


设 以 T 为 周期 的 函数 也 在 | 一 亏 ,六 | 上 可 积 , 则 由 /导出 的 傅 里 叶 级 数 的 复数 
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Rf) = 》，cnepeti (6. 10-4) 
式 中 
_2x . _ 1f™ ns 
ws 一 各，j 一 VT, 一 二 | fOremeidi, n€Z 


在 电讯 中 ,以 工 为 周期 的 信号 AD, 它 的 第 nCnE NN) 次 谐 波 为 


da COSR wi 二 Db, Sinn wt = A, sin(n wt + go,)， 


其 振幅 A 二 va 十 六 .在 复数 形式 中 ,第 ?次 谐 波 为 
Ce 十 ie me, 


| 2 nl 了 要 和 村 2 Ed J 时 


=| |= 训 VET= 广 A 


为 了 直观 地 看 出 周期 信号 扰 芒 包括 哪些 谱 波 , 常 绘 制 频谱 图 
图 . 这 里 ,频率 ww 二 nw 不 连续 , 故 为 离散 频谱 . 


5， 常用 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 


频率 和 振幅 的 关系 


(1) f(D)~ 生 ( sinz 十 地 sin3xz 


1 ， 
下 局 sin5z 十 … ) ， 


~ 纪 ( 多 十 sng 
(2) fz)~ 全 (号 十 半 cosz 


+ 8cos2x+ bcos3z 二 2) 。 
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《3) f(x) ~ sin net 3 Psin3z 


te Sing5 之 十 … 小 - 


(4) 太一 二 3#( 二 sinz 一 二 sin3z 


] . | 27 x 
十 到 sinoz 一 


《5 ) Fa 一 全 十 全 (二 3 cosz 十 点 了 coOs3x 


十 说 cos5z 十 …】 


(6) 7 部 上 ieX ( 一 Sosecosz 
1 


十 -一 cos3z 十 … . 


* 239 。 


(7) Fa 一 全 sinr 一 二 sin3z 


十 去 sin5z 一 …) 。 


/ 


(8) f(x) 一 全 人 sinz 十 方 sin2x 


. 1. 
Tsin3z 十 …) ， 


(9) 大 站 一 全 十 二 (sinz 一 翅 sin2z 十 


二 sin3z 一 ……] 一 全 人 ( coOsz 十 


训 cos3x 十 部 cos5z 十 …】 ， 


(10) Fa 一半 十 二 ( sinz 十 二 sin2z 


十 二 sin3z 十 ,十 经 
x 


3 ( coszt 十 


间 cos3z 十 剖 cos5z 十 … | . 
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(11) xz) 一 站 sinrl ,zE[L0,2r) 


FF 一 一 公 ( 计 一 站 acos2z 


一 汪 Ecosdz 一 5 二 cos6z 一 …) ， 


hsinr, OHA, 
(12) f(x)= 
J ™ (0 rTE2A 
f(D)~ 于 十 这 sinx 一 全 人 和 Tc0s27 


十 了 ! Lecos4z 十 二 7CD56z 十 … 小 


(13) f(x)=hcosz, 一 人 TR 


fz )~3 六 (二 


7 十 一 一 pp 2 cos3z 


一 二 cos6z 十 cos9z 一 . 


(14) f(z)= 吝 莹 ， LEA 


COST— = COS2I 


4h ( 


A 


Fa 一 之 一 名 


二 二 oaz 
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$6.11 广义 积分 


6.11.1 无 窃 限 的 广义 积分 
]. 基本 概念 


定义 1 者 ff 在 La， 十 co) 上 有 定义 ,对 任意 a>>a, 了 在 La,wj 上 可 积 ,如 果 
,im “f(z)dz 存在 , 风 称 无 穷 限 广义 积分 | f(x)dz 收 笋 , 记 为 


+ 所 
[fa = lim| fiz)dz. 


否则 , 称 它 是 发 散 的 . 类 似 地 ,以 lim | f(Ddz 是 否 存在 定义 | f(z)dz 的 收敛 或 发 
散 
例如 , 当 4 >>1 时 ,| ”这 = 过 收敛; 当 ) 福 1 时 小 ” 容 发 散 


对 于 | fr) dr, 当 且 仅 当 |” f(T dr 与 | f(z)dz 都 收 化 时 ， 才 称 | f (Tadr 
收敛, 或 定义 为 , 如 果 极限 lim | f(z)dz 存在 , 这 里 ,A,A' 是 相互 独立 的 , 则 称 
十 9 十 ee A 总 
| fin)dz 收 售 , 且 | f(z)adzr = im | ,f(ax. 

A “~ oo 

定义 2 若 lim | f(x)dz 存在 , 则 称 此 极限 为 | ”f(z)dz 的 柯 西 主 值 , 记 为 
D. Y, | f(r)dz. 

定理 1( 柯 西 准则 ) | ”f(z)dz 收敛 的 必要 充分 条 件 是 ; Ye>> 0, 3U > a, 只 要 
2 aa 1 就 有 Pfewar | < 

所 | 
2. 被 积 函 数 为 非 负 的 情况 
定理 2 车 在 [a, 十 co) 上 f(z) 之 0, 则 | ”f(z)dz 收敛 的 必要 充分 条 件 是 FCo 


= | fCndr(u 之 a) 有 上 界 
定理 3 ”如 果 存 在 c 渤 a, 对 xz € [ec, 十 oo0), 有 0 所 f(z) 志 g(xz), 则 1° 若 
[gadz 收 伊 , 则 | ”fCz)dzr 收 合 ; 2* 若 | “7(z)dz 发 散 , 则 | “gCz)dz 发 散 


定理 4 若 存 在 c 字 ay 对 工 E Le 十 oo), 有 f(x) 守 0,glx) 半 0, 如 果 
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5 二 &, 则 1° 当 0<k<+Too 时 ,| f(z)dz 与 | gcz)dz 的 伍 散 性 相同 ; 2" 


,如 
当 4 一 0 时 ,车 | “gCz)dz 收敛 , 则 | “f(Ddz 收 伊 ;3* 当 一 十 oo 时 , 若 | g(a 
十 ae 

发 散 , 则 | ”f(z)dz 发 艇 . 

推论 ” 知 乒 z) 之 0 (之 中 ,如 果 lim f(x) 一 大, 则 1 当 0 委 有 < 十 ce 时 , 若 
A> 1, 风 | fz) dz 收 全 12" 当 0 过 十 吕 时 ,车 4 声 1 , 则 | Fa)dz 发 散 . 

3. 一 般 情 况 

于 ce 十 se 
定理 5 若 | “| f(z) | 恕 收敛 , 则 | ”f(xydz 收 伍 ， 


03 
D 


但 是 ,| ”了 (zz 收 伍 , 不 能 保证 | ”| f(z) | dz 收敛 , 例如 ,| ”34z 是 收 全 
的 ,但 | ”上 -siex ldz 是 发 散 的 ， 


0 + 


定义 3 若 | ”| f(z) | dz 收敛 , 则 称 | “f(z)dz 为 绝对 收 伊 , 称 f(z) 在 [a 
十 co) 上 绝对 可 积 ;车 | ”f(z)dz 收 敏 ,但 | ”| /(z) | dz 发散, 则 称 | “f(z)dz 为 条 
件 收银 . 
定理 6( 阿 贝尔 判别 法 若 1" | ”/(z)dz 收 敏 ; 2 g 在 [a, 十 co) 上 单调 有 界 ， 
-em 
则 | ”zyg(z)dz 收 伍 
定理 7( 狄 利克 雷 判 别 法 ) 若 1 存在 M> 0, 对 一 切 & 之 a, 均 有 
[rawarl<™; 
2” gg 在 La， 十 ce) 上 单调 , 且 lim g(x) 一 0， 
十 cm 
则 | ”Cag(Cn)dz 收 化 


6. 11.2 无 界 函 数 的 广义 积分 
1， 基本 概念 


定义 4 若 了 在 La, 六 上 有 定义 ,对 任意 mO<~yb—a, 在 Lea,5 一 pj 上 可 积 , 在 
[6 一 力 引 上 无 界 (此 时 称 5 为 了 的 瑕 点). 如 果 


bn 
lim f(z)adx 


存在 , 则 称 无 界 函 数 的 广义 积分 oe 收 化 , 记 为 


| fnar = lim| “flr)dz. 
否则 , 称 它 是 发 散 的 . 
例如 , 当 4<I 时 ,| 十 委 二 = 二 (6 一 om 收 合 ; 当 4 之 1 时 ,| 亏 至 -发 
艇 . 
若 。 为 现 点 ,可 由 li| f(z)dz 是 否 存在 类 似 地 定义 | f(z)dz 的 收敛 或 发 散 


车 c 为 现 点 ,a 之 c<6, 当 且 仅 当 | /Czydzr 与 | PCz)az 都 收 伍 时, 才 称 | f(z)dz 
收 级 或 定义 为 ,如 果 极 限 i ( 三 fCDaz+ rod) 存在 ,这 里 ?5 是 相互 独立 
一 十 站 
的 , 则 称 | PCz)az 收 敏 , 且 
由 < 一 & 
| fndr = be, (| fonar + ,fnar). 
定义 5 车 
《一 必 
lim (| AcoDdz 二 | FoDdz) 
存在 , 则 称 此 极限 为 | f(z)dz 的 柯 西 主 值 , 记 为 p.v. | f(z)dr. 
定理 8( 柯 西 准则 ) 若 5 为 更 点 , 则 | A(z)dz 收 做 的 必要 充分 条 件 是 : Ve > 0， 


IjU,a <U<b,H 


2. 被 积 通 数 为 非 负 的 情况 


以 下 均 设 6 为 瑕 点， 
定理 9 车 在 [esb) 上 f(z) 之 0, 则 | f(z)dz 收敛 的 必要 充分 条 件 是 Fa) 一 


| f(zdrla 志 4 过 四 有 上 界 . 
定理 10 若 存 在 ca 这 c< 之 bb， 对 工 饭 [cD 中 ,有 F(T) 守 0,g(x) > 四 如果 


im 一 包 则 了 当 0<&<c+oo 时 ,7(z)dz 与 |.g(z)dz 的 全 区 性 相同 ; 2" 当 


k=0 时 , 若 | gCz)dz 收敛 , 则 | f(x)ar 收 伍 , 3* 当 大 一 十 co 时 , 若 | gCz)dz 发 散 ， 


则 | (zaz 发 散 . 
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推论 若 f(z) 之 0(e 委 了 << 旬 ,如果 lim 人 一 zz) 一 大 则 
1 当 0< < 十 co 时 , 若 1<<1, 则 | f(z)az 收 敏 ; 2 当 0< 过 六 志 十 品 时 ,车 4 之 1， 
则 | f(z)ar 发 散 . 

3. 一 般 情况 


以 下 均 设 5 为 现 点 
定理 11 车 | | fCz) | dz 收 伍 , 则 | Cz)dz 收 全 


定义 6。 着 | | f(z) | 和 收敛 , 则 称 | f(z)ax 为 绝对 收 伊 , 称 f(z) 在 [a, 妇 上 
绝对 可 积 ;车 | f(z)dz 收敛 ,但 | | f(z) | dr 发 散 , 则 称 | f(z)dz 为 条 件 收 仇 
定理 12( 阿 贝尔 判别 法 ) 车 1°| f(z)az 收敛 ; 2* g 在 [a,6) 上 单调 有 界 , 则 


fenDgce)ar 收 全 
定理 13( 狄 利克 雷 判 别 法 ) 车 1 存在 M> 0, 对 一 切 a 过 4 二 刀 均 有 
jf wa ] < M; 2 g 在 [a,6) 上 单调 , 且 lim g(x) 一 0, 则 
| f ng dr 
收敛 ， 
6.11.3 常用 的 广义 积分 公式 


(1) | Ax x(2n)1 — ,Cn D!! 
oo (TA) 2 (Cnt) (2n)11 


2) | Tndr — mca Tn (2m+ 1 < 2n). 
oo 

of 症 -Jse- 

| nSEH)a = in( 坟 3) 上 dz = 到 

(9 | Fs 4 = | ln sinmaz = 一 各 ln2， 

(7) | dz -一 | dr 一 > 人 一 一 0. 91596.... 
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to (nr) 116r 


] + 
(9) jm | Inz | dz = 一 | etlnidt 二 一 cc 为 欧 拉 常数 . 


(10) [sin(z’)dz = | cos{x’) dz 一 | 有 sinzy 


{csr,, /x 
= 一 7 


Sn x,(2n— 1)1l 
GD | 2 


-Hee 2 

(12) | dx 一 三 
Hoo ， 2 

(13) | sin(z yr oT, 
0 工 4 


06. 12 含 参 变量 积分 


6. 12. 1 含 参 变量 的 常 义 积分 
定理 1 设 六 xX,w) 在 
D= (za Tau 人 ch} 
上 连续 , 则 Ka 一 | (zzodz 在 [ws 六 上 连续 


一 般 说 来 ,I(w) 依 赖 于 u. 在 积分 过 程 中 认定 zx 为 常量 ,通常 称 之 为 参 变量 . 称 
1(w) 为 含 参 变 量 积分 . 


定理 2 设 fz, 有), 如 在 
= {x Dia CISChacun 
上 连续 , 则 1(w) 二 | f(z,w)dz 在 [a, 有 上 具有 连续 的 导数 , 且 
To 一 | dr € [o,f 


定理 3 1* 设 F(z ,下 在 


D= {(zW) aI a 和 up 
上 连续 ; 2" a(ww) ,5bLw) 及 其 导数 在 [a, 有 上 连续 ,有 是 当 wE€ [La 有 时 ,有 ax) pk EE 
[a,bj; 则 
a fwar =| LEDdr 


(a) 


.246 ， 


+ Fb) 6 0) — flalw) ,wa Cn). 
6. 12.2 含 参 变量 广义 积分 的 一 致 收 残 性 
定义 1 设 蝴 数 大 zy 在 
D= (za S 扫 工 所 十 coya 委 2 和 出 
上 有 定义 ,车 Ye>0,] A>alAo 只 与 ES 有 关 ), 当 上 A>Ao 时 ,对 一 切 xE [oa,Bj, 均 有 
[perwae 一 e 则 称 | Fr,odz 关于 2 E [ap8] 一 致 收 钱 ， 
定理 4( 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 ) 如 果 存 在 晃 数 F(x) ,使 
| Fr | 委 民 (zae 委 工 < 二 十 coy a 和 td 和 局 ， 
且 积 分 | F(Cz)dz 收敛 , 则 | ”f(zww)dz 关于 在 [a, 采 上 一 致 收 合 


定理 St 阿 贝尔 判别 法 }) 着 1 | fradr 关于 a 人 La 有 一 臻 收敛 ; 


2”g5(zyal 关于 工 单调 , 且 g 是 一 臻 有 界 的 , 即 存 在 正 数 民 , 对 一 切 zTE [a, 十 co),zE 
La,;8j] 有 | gz 4 委 关 ;出 


十 cc 
| fxm elr udr 


关于 wELa, 情 一致 收敛 . 
定理 6( 狄 利克 需 判 别 法 若 1 | F(z,adz 对 于 A>>avzE [os 有] 一致 有 界 , 即 

存在 天 >>0, 对 一 切 A 之 a,uELasBI 有 
fe 


2 gz 关于 工 单 调 , 且 当 盖 > 十 ceo 时,g(zya) 关 于 xzE [ae 一 致 趋 于 零 . 即 Ve>0， 
34>>ak(4 只 与 es 有关) 当 六 ho 时 ,对 一 切 wELayB] 有 |g (Cr,w) | 过 e, 则 


三 feyDg(zwwDadzx 关于 wu € [x 半 一致 收 人 


6. 12.3 由 含 参 变 量 广义 积分 所 确定 的 函数 


定理 了” 者 1 Fz, 刀 在 
已 一 人 rt: 委 工 < 十 ceoa 委 1 委 有 ) 


上 连续 ; 2” Tw) 一 | frar 关于 & E [Lo 有 一致 收 伍 ; 则 Ta) 在 Le,8 上 连续 ， 


dr < KK; 


定理 8( 迪 尼 定 理 ) 设 1 f(z,w) 在 
已 一 za 委 工 二 十 ccea 委 2 雪崩) 


上 连续 且 保 持 定 号 : 2* I(w) 一 | 7(zvzod 在 [a, 辕 上 和 连续, 刚 
.247 。 


| frrwar 


关于 xzElLa, 人 8 一致 收 伍 . 
定理 9 和 若 1 f(z 在 Di(z,w);a 夺 Xz 之 十 oo,aSu 人 8 } 上 连续 ， 


2 | f(zwwDdz 关于 w € [ws 周一 致 收 伍 , 风 
| 2 | ~ f(zsu) dr = | az[ frr du. 


定理 10 车 1f(z,),2 人 如 在 
D= {(zwd:a zr<toe up) 
上 连续 ; 2 对 每 个 wE fw 由 ,| “f(zwwdz 收 化; 3 | ”2 人 :2dr 关于 w € [as 司 
一 致 收 伍 , 则 I(w) = | ”f(z,w)dxz 在 [qs 月 上 可 微 , 且 有 


ad te Te 9 (TX, 
2| fomwadr =| ear. 


6. 12.4 常用 的 含 参 变 量 积分 公式 


t= 
wk 


oo 
C2) | (em i evi dr = (Bb—ayr (ab 0). 


(a > 0), 


-oo 1 
(6) | ar (0<a<l). 


0 了】 十 六 Slrior 
' Tm _1 pt+l ly 
(7) | dr — inti 《pg> 一 1)， 


COS TY ， _ x 2 
Go0) | de) (a>0). 


sinax 一 和 
(11 D | dr = (a>0). 


XSinar , _ Xx - 
a2 | sos dz 一 Fer (a > 0)， 


r/2 (a >b > 0), 

上 ee 。; 。 
G3) | . Se eos gy, 一 x/4 (ea = b> 0), 
0 (b>a >0). 


ew 2 
(14) [| ee cosurd = 方 Tes > 0). 


3 6. 13 ”数值 逼近 


6. 13.1 引 论 


数值 青 近 所 研究 的 问题 可 叙述 为 :对 画 数 类 A 中 给 定 的 函数 f(x) ,要 求 在 另 一 
类 较 简 单 的 便于 计算 的 里 数 类 如 中 , 求 函 数 P(rz)EB, 使 P(x) 与 f(z) 之 差 在 基 种 度 
量 意义 下 最 小 . 

隔 数 类 A 通常 是 CLa,b]; 函 数 类 B 通常 是 代数 多 项 式 , 分 式 有 理 函 数 或 三 角 多 
项 式 ， 

而 度量 标准 由 函数 空间 中 范 数 (参看 14. 5.1) 的 定义 所 决定 . 通常 有 两 种 . 一 种 
是 


fe) — Pn = max | f(z) — P(x) |, (6. 13-1) 
在 这 种 度量 意义 下 的 数值 表 近 称 为 一 致 通 近 . 另 一 种 是 
| f(x} — P(x) 1: 一 (| crez 一 PCz))zdz) ， (6. 13-2) 


在 这 种 度量 意义 下 的 数值 逼近 称 为 平方 运 近 . 
6. 13.2 笋 尔 斯 特 拉 斯 定理 


定理 1 设 FzEcCla,o, 则 存在 多 项 式 序列 {(P,(z))} 汪 ,使 
lim| f(z)—P,(z) | =0. (6. 13-3) 
(6. 13. 3) 式 等 价 于 limP, (zx) 三 f(z) 在 [a,5jJ 上 一 致 成 立 , 即 {P, (x)) 人 2 在 [a, 台 ] 


上 一 致 收 伍 到 f(z)， 
定理 1 的 证 法 很 多 , 伯 轩 斯 坦 在 1912 年 给 出 的 证 法 是 构造 性 的 . 不 失 一 般 性 , 考 
虚 [La,5j 为 [0,1 的 情况 . 设 f(z)E CLO,1], 称 


B.C(f ,x) = PAE) ED™ (6. 13-4) 


= 249 。 


为 但 恩 斯 坦 多 项 式 . 有 lim | f(D— Btf ,zr) | oo 二 0, 


6. 13.3 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 


切 比 雪夫 从 夯 一 观点 去 研究 一 臻 逼近 问题 . 他 不 让 多 项 式 的 次 数 二 趋 于 无 穷 , 而 
是 把 "加 以 固定 , 对 给 定 的 f(x)E Cfa, 如 ,在 五 , 中 寻求 一 个 多 项 式 P* (xz) ,使 得 
| zy 一 PCz)|。 王 pn {|| f(z} — PP, (zx) 1-) (6.13-5) 


称 上 Fz) 一 P,(z) 为 f(x) 与 P; (xz) 在 [4,8j 上 的 偏差 , 记 为 A(f,P,). 称 
EE, = pinf {ACF,P,)} = in {| F(x) — PP, (Cx) ||.)} 


为 f(z) 在 [a,8] 上 的 最 小 偏差 . 

定理 2 和 者 乒 zEClao, 则 总 存在 Px (z)E€ 日 , ,使 

fC) —P’ (7) | = E,. 

就 是 说 ,满足 (6. 13-5) 式 的 P* (xz) 是 存在 的 . 称 P? (zx) 是 f(z) 在 [a,b5] 上 的 最 佳 
一 致 逼近 多 项 式 ， 

因为 | f(z) 一 Pi (x)|ECLa,86], 所 以 至 少 存在 一 点 xoE [ae, 习 ,使 得 | f(zxo) 一 
Pi (xzo)| 一 天 . 称 m 是 Pi (x) 的 偏差 点 . 

若 P; (zo) 一 了 zo) 二 忆 , 称 xo 为 正 偏 差点 . 

若 P? 《zx6) 一 了 f(zo) 一 一 EE,, 称 zo 为 负 偏 差点 . 

定理 3 P; (x)EHH, 是 f(z)ECLa,bj 的 最 佳 一 臻 逼近 多 项 式 的 必要 充分 条 件 
是 :P* (xz) 在 La,8] 上 至 少 有 nn 十 2 个 轮流 为 正 、 负 的 偏差 点 . 

这 样 的 点 组 称 为 切 比 雪夫 交错 点 组 . 

根据 定理 3, 可 以 证 明 : 若 Az)EC[a, 昌 , 则 在 五 . 中 存在 唯一 的 最 佳 一 致 副 近 
多 项 式 . 

定理 3 从 理论 上 给 出 了 一 个 找 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 的 方法 . 

设 Fz)ECla, 0 其 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 


P; 《 工 ) 一 Var 
i=D 


的 nn 十 1 个 系数 ar ==0,1,… ,0) 及 最 小 偏差 及 和 nn 十 2 个 偏差 点 a 所 x 之 XT < 
之 Ti42 人 Bb, 一 共 2n 十 4 个 未 知 数 ,应 满足 方程 组 . 
(flret )— Pr (rr ))* = EE, 
Cx or DF rt)— P(r) =0 
(k= 1,2,." ,nt 2). 


6.13.4 切 比 雪夫 多 项 式 


切 比 轨 夫 多 项 式 
* 250 ， 


(6. 13-6) 


T(x) = cos(narccosr) (一 1 委 工 所 1) 《6. 13-7) 
在 数值 各 近 的 领域 里 有 重要 作用 , 它 有 如 下 重要 性 质 ， 


(1) (T(x)} 必 6 在 区 间 [ 一 1,1] 上 带 权 (一 zx2)-z 正 交 . 
(2) 弟 推 关系 


Tn{r) = 2 (7) 一 TD 人 zz) (n= 1,2,.), 
(6. 13-8) 
oz) =1, T(x)= xX. 
(3) T(z) 是 微分 方程 
(一 好) 一 区 十 认 y 一 0 (n= 1,2,.*,) (6. 13-9) 


的 解 . 
(C4) Tau 《Xx) 为 侦 消 数 ， Tat1( 工 ) 为 奇 晒 数 (& 二 0,1,…*). 
(5) T,(z) 是 nn 次 多 项 式 ,其 最 高 项 系数 为 2”!'(n 之 1). 
《6) T(z) 在 [一 1,1j 中 有 个 不 同 实 根 


Xk = COS RD, (kk 二 12 ,7n)., 
2n 


(7) T(z) 在 [一 1,1] 中 有 x 十 1 个 点 
kr 


TE = OS 一 一 {k=0,l, ,nn), 


n 
轮流 取 最 大 值 1 和 最 小 值 一 1. 
切 比 雪夫 在 1857 年 提出 这 样 一 个 问题 ,在 最 高 项 系数 为 1 的 ”次 多 项 式 
wn (TX) 一 【《 工 一 并 一 2 一 工 ) = ~ P(r) (6. 13-10) 
中 ,寻求 在 区 间 [ 一 1,1] 上 与 零 的 偏差 最 小 的 多 项 式 . 换 句 话说 ,就 是 寻求 
ECL 一 1,1j 在 有 H:-! 中 的 最 佳 一 致 皖 近 多 项 式 P;_1 (zx) ,这 里 
| 5 — P(r) | 一 ， min 1 | 2 PCr) | }. 


由 切 比 雷 夫 多 项 式 的 性 质 (5) 和 (7) ,根据 定理 3, 有 
定理 4 在 区 间 [ 一 1,1j] 上 所 有 最 高 项 系数 为 1 的 多 项 式 中 ， 


1 


ew (XT) = TO Pi (7x) = Zi 


Ta Cx) 
与 零 的 偏差 最 小 ,其 偏差 为 二 . 


6.13.5 切 比 雪夫 多 项 式 在 数值 垦 近 的 领域 里 应 用 举例 


1. 插值 多 项 式 余 项 的 极 小 化 
对 插值 区 间 [ 一 1,1j, 阁 以 


TE = COS RD, {k= 1,2, ,71) 
2n 


* 25] 。 


为 插值 节操 , 则 


1 


Fr TT, Cx) 


uw (XT) = (TIT)(T— AT) 二 
与 零 的 偏差 最 小 , 此 时 插值 余 项 
| fx) — Lx) | < 六 | wz) || 。 = 


式 中 M = 和 7% (zg 
如 果 插 值 区 间 是 [a,5j, 作 变换 


rz 二 广 (e 十 站 十 二 全 一 at 


M. 


— -于 
2 1 ,nd 


(6. 13-11) 


与 
£, = cos 一 Ch = 1,2,..0,n) 
相对 应 ,此 时 取 
x, = 方 (a 十 后 十 于 他 一 0 Ck = 1,2,.11), 
为 插值 节点 , 则 
w (7) = (58) or O) 
与 冷 和 的 偏差 最 小 ,此 村 插值 条 项 
fC2) — Le CD |e = max | f(2) — Le lz) [< ma | ws (2) | 
_M/b—a\” 1 _ M(B—a)’ 
= 二 (2 ) FT 一 (6. 13-12) 


式 中 MM 二 f(D =max{1f™ Cl}. 
如 此 选取 插值 节点 求 出 的 拉 格 朗 日 桶 值 多 项 式 L,_1(z), 虽 不 能 作为 f(z) 的 最 
佳 一 致 甬 近 多 项 式 , 但 由 于 它 的 误差 分 布 均匀 ,得 到 的 L,-1(z) 是 近似 最 佳 一 臻 晕 近 
多 项 式 ， 
2. 者 级 数 项 数 的 节约 
设 f(z) 在 [一 1,1j 上 的 近似 展开 式 为 
P(r) = ao 二 Tar 二 Tar" 2 f(rY). 
若 上 fz) 一 P(x) | “= max |f(z)— Pn(z) | 志 es 之 e, 其 中 e 是 给 定 的 误差 限 . 可 以 
利用 切 比 雪夫 多 项 式 将 P, (x) 重 新 组 合 以 降低 中 近 多 项 式 的 次 数 . 记 
P(X 二 本 十 刀 了 (十 十 BT (X)， 《6. 13-13) 
大 
| 5 | 十 … 十 | Bm | 十 8 所， 
”252 ， 


而 
| | 十 二 | bmn | 十 | Bm | 二 8 沁 站 ， 
则 可 以 把 (6. 13-13) 后 面 m 项 去 掉 , 得 到 .六 z) 新 的 .“ 一 六 次 的 并 满足 误差 要 求 的 通 
近 多 项 式 
Pi (7x) = bh T(t 二 bn T rm ， 
事实 上 ,只 要 注意 | T(z) 上 -一 1( 一 0,1…) ,并 利用 范 数 的 三 角 不 等 式 ,容易 证 明 
| f(x) — Pi (x) | Se. 


6. 13.6 线性 内 积 空间 的 最 佳 逼 近 


定义 1 设立 为 实 线性 空间 ,我 们 说 在 关上 定义 了 内 积 (参看 14. 5, 6) ,如果 对 
每 一 对 同 量 x,yE€ 六 ,都 有 一 实数 与 之 对 应 ,把 这 一 实数 记 之 为 (5,y) ,并且 这 一 对 应 
具有 下 烈性 质 ; 

1) (X,Yy) = Cy, Ir). 

(2) Az;y) 二 AC(z,y) ,A 是 任意 实数 . 

(3) (zy,2)=(Cr12) (yz). 

C4) (; 工 ) 守 0, 并 且 当 有 自 仪 当 zz 是 针 中 的 零 元 素 时 , 才 有 (x; 二 0, 

一 个 实 线 性 空间 ,如 果 其 中 定义 了 满足 上 述 性 质 的 内 积 , 便 称 它 为 线性 内 积 空 
上司， 

定义 2 实数 (zy,z) 称 为 线性 内 积 空间 中 向 量 x 的 模 或 范 数 , 记 为 上 xz. 

定义 3 阁 (zx,y) 一 0, 便 称 向 量 xz 和 yy 是 正 交 的 . 

关于 线性 内 积 空间 的 最 佳 通 近 , 其 一 般 提 法 是 : 设 gp ,qr ，…,g: 是 线性 内 积 空 间 
% 的 2 十 1 个 线性 无 关 元 素 ,9p 一 span{fm 9 } 表 示 由 {gp ;gy ，… ,qr) 所 生成 的 子 
空间 . 对 给 定 的 JEX, 在 2 中 寻求 一 元 素 $* ,使 得 

If—s* | = mnt | Fs}. (6. 13-14) 
称 是 集 g 对 了 的 最 佳 融 近 元 素 . 
定理 5 向 量 组 rh 线性 无 关 的 必要 充分 条 件 是 
(天 和. 


式 中 
(gorgo) (gop) (gos) 
( 3 ) ( + ) 四 ) 
Gg gh ) = WM 人 Wh (6. 13-15) 
(sn) Cp) Cn) 


称 为 关于 on 的 克 莱 默 行列 式 . 
定理 6 s* 二 》 cp; 是 9 对 /的 最 佳 通 近 元 素 的 必要 充分 条 件 是 


+ 253 。 


(fg)=0 个 一 0 (6. 13-16) 
定理 7 最 佳 训 近 元 素 是 存在 的 而 且 是 唯一 的 ， 


事实 上 ,可 以 将 最 佳 带 近 元 素 s* = 3 co 造 出 来 , 由 (6. 13-16) 式 ,有 


Dp ,pe = (fr@) C= 0,1,,n), (6, 13-17) 
称 ;一 太一 为 最 佳明 近 误差 , 它 有 如 下 估计 式 : 
tl:= | fs ?= (fs, fo) = (fs ,NN (fo s,s) 


=(f—5 ,N= ye (pp (6. 13-18) 
如 果 qn ,gn ，… ,9 是 两 两 互相 正 交 的 , 则 由 (6. 13-17) 式 有 
ci 一 已 ( 一 站 ,1 7). C6, 1]3-19) 
(oy ;9;) 
进而 ,如 果 Ph 是 单位 正 交 的 ; 则 
cf 一 (六 六 ) GQG= 0 ,Nn). (6. 13-20) 


此 时 ,由 (6. 13-18) 式 有 


1 用 一 1 和 一 六 1 (6. 13-21) 
(6. 13-21) 式 左 端 恒 正 , 故 有 贝 塞 尔 不 等 式 


Sol ef (6. 13-22) 
1 一 0 


在 这 种 情况 下 , 称 六 cr p 为 了 的 广义 传 里 时 展开 式 ,c7 (i 二 0,1,…,) 称 为 广义 全 
里 叶 系数 加 
6.13.7 移 数 的 最 佳 平方 志 近 
对 f,gECLas 如 ,定义 内 积 运算 及 范 数 如 下 : 
(四 = | pw) fr gn) dz, (6. 13-23) 


HF? = ,PD = | pr) f(z)dz (6. 13-24) 


式 中 p(z) 之 0 为 权 王 数 . 
此 时 ,线性 空间 CLa,5] 就 成 为 一 种 线性 内 积 空间 . 
关于 函数 的 最 佳 平方 过 近 , 其 一 般 提 法 是 : 设 {gs(z))i-o 是 CLa,&8j 中 线性 无 关 活 
数 族 ,对 zx) ECLa,blR CLa,5j 中 的 一 个 子 集 PP spant go 1 人 ”人 ) ,在 PP 中 寻求 
» 204 ， 


一 个 函数 (z) 一 >， ai gi(x) ,使 得 
ji 一 
| f—s* |||: = min( | f—sl:}, (6. 13-25) 
多 


称 s* (zx) 是 集 9 对 f(z) 的 最 佳 平方 逼近 对 数 ， 
最 佳 平方 逼近 函数 是 存在 的 而 且 唯 一 的 . 


若 记 5 {XT) = > ai i (Cz) , 蜀 其 系数 ar 全 二 0,1 ,1) 是 线性 方程 组 


Dy ppg)a = fp) =0,1,,n) 
了 一 站 


的 唯一 解 . 
若 {qry -=o 是 CLa,5]j 中 正 交 消 数 族 , 则 
入 S 《 ) 
(2) = > Cj), (6. 13-26) 
式 中 
(gp) = | pw Gndr, 
» Ci 一 站 ,1 ,7), “6， 13-27) 
Cprp) == | pt) f(D nndr 
其 平方 误差 为 
8313 = | fi Zai (9 ). (6, 13-28) 
6. 13.8 正 交 多 项 式 
大 最 高 项 系数 a, 关 0 的 n 次 多 项 式 g, (zx) 满 足 
0， 7 了 天 上 
:y 二 fF 一 大 一 ) 
(Bi | cns (EECTDEEZ [a 0 j 二 上 (] 0 ) 


则 称 多 项 式 序列 go Cz) yg CD ,gs (I)，… 在 La,b] 上 带 权 pl) 正 交 ,并 称 g(x) 是 
[az ,5 上 带 权 plz) 的 次 正 交 多 项 式 . 
常用 的 正 交 多 项 式 有 
1. 勤 让 德 多 项 式 
1 _ ， 它 4 
| = ol2e0 
poktz) 一 1] 
是 在 区 间 [ 一 1,1] 上 , 权 孙 数 PKz) 一 1 的 正 交 多 项 式 ， 
. 2, 切 比 雪夫 多 项 式 (参看 6. 13-4). 
3, 第 二 类 切 比 雪夫 多 项 式 
* 2DD 。 


U(z) = Smp(tGa 十 1)arccosz) ,0,1,2,...) (6. 13-30 
vi " 


是 在 区 间 [ 一 1,1] 上 , 权 阔 数 o(z) 一 (1 一 z2) 宇 的 正 交 多 项 式 . 
4. 拉 盖 尔 多 项 式 


L(x) 一 天 (xe) (n = 0,1,2,..°) (6. 13-31) 


z 
是 在 区 间 [o,co) 上 , 权 函 数 o(z) 一 e-= 的 正 交 多 项 式 . 
5, 埃 尔 米 特 和 多 项 式 


H(z) = (一 Dree C(t) (n=0,1,2,) (6. 13-32) 


是 在 区 间 ( 一 co,co) 上 , 权 函 数 p(x) 二 e-* 的 正 交 多 项 式 . 
6. 13.9 用 勒 让 德 多 项 式 作 平方 遏 近 
由 (6. 13-29) 式 知 , p(x) 的 最 高 项 的 系数 是 


~ _l1. 1y... 一 21 
ar 一 monte (27 1)*…(n 十 1) 一 nly 
最 高 项 系数 为 1 的 勒 让 德 多 项 式 为 
~ —_nl od yr 一 ,1 - 
p(X) = con J (CT 1)"} (n= 0,1,2,.). 《6. 13-33) 


定理 8 在 所 有 最 高 项 系数 为 1 的 nn 次 多 项 式 中 , 勒 让 德 多 项 式 p,《z) 在 [一 1， 
1] 上 与 零 的 平方 误差 最 小 , 
事实 上 , 设 gm (z) 是 任意 一 个 最 高 项 系数 为 1 的 nn 次 多 项 式 , 它 总 可 表示 为 


Lm | 
qT) = Pz) 十 DV oprlz). 


二 人 0 


于 是 


nl 
| Un | 3 一 (gn 1Gn ) 一 | p ED | ps | 之 | ps | 
二 0) 


当 且 和 拟 当 th 一 0(R 一 0， ] ,nO 1) 时 ;等 号 才 成 立 ， 即 当 Jn (I) =p, Cz) 时 平方 误 
差 最 小 . 

由 于 勒 让 德 多 项 式 具有 正 交 性 及 平方 误差 最 小 的 特性 ,因此 当 f(x)ECL 一 1,1j， 
在 H, 中 求 最 佳 平方 下 近 多 项 式 s* 《x) 时 ,如 用 勒 让 德 多 项 式 表示 ,就 有 较 大 的 优越 
性 . 

由 (6. 13-26) 式 知 


$s (x) = Doar Pilr), (6. 13-34) 
1=0 


式 中 
+ 256 ， 


ar 一 th = 2 frplrdr (i=0,1,.,n), (6.13-35) 


由 (C6, 13-28) 式 知 , 平 方 误差 为 
i= fnar— Daa). (6. 13-36) 
若 六 zT) ECLa,bj, 作 变换 


-1 1,, 
工 一 2 (a 十 十 2 (0 a)t, 


则 
FO) = f( 记 (et) + 广 (6—a)t)€ CE—1,1]. 
设 ; (DD) 是 EC) 在 [一 1,1] 上 最 佳 平方 遍 近 多 项 式 , 则 
$$ (Fr—a—bD) 
就 是 x) 在 La,5j 上 最 佳 平方 吾 近 多 项 式 ， 
6. 13. 10 函数 按 切 比 雪夫 多 项 式 展开 


切 比 雪夫 多 项 式 不 但 在 最 佳 一 臻 过 近 的 理论 和 应 用 中 都 具有 特殊 地 位 ,而 且 寿 
最 佳 平 方 逼近 的 理论 中 也 具有 重要 地 位 . 

对 AzECL 一 1 ,直接 按 { 五 (zy} 电 * 展 成 广义 傅 里 叶 级 数 . 由 (6. 13-26) 式 及 
《6. 13-27) 式 得 


Fa ~ 急 二 Da T Gz) (6. 13-37) 
上 下 二 必 


其 中 


1 
co 一 Z| #1)T (dr (k=0,1,2,..),. (6,13-38) 


取 (6, 13-37) 式 的 部 分 和 
cz) 一 5 十 Ye T(x) (6. 13-39) 


则 cr (TE) 就 是 PO spant 了 0 了 1 了 机 fr) 的 最 佳 平方 逼近 再 数 ， 
显然 ,c? (XZ) ET. 由 于 在 日 , 中 求 F(z) 的 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 p; (z) 较 困难 ， 
而 cz) 的 计算 较 容 易 且 与 pr 《xz) 较 近似 ,因而 可 以 用 cr? (zx) 作为 p* (zz 的 近似 . 
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7. 复 变 图 数 
$7.1 复 平面 


关于 复数 与 复 平面 的 概念 以 及 复数 的 运算 ,参看 1. 1. 5. 
7.1.1 复 平面 上 曲线 的 方程 


用 参数 方程 + 二 zx (2) ,y= 三 y(1) (a 委 上 魏 扩 定义 的 平面 曲线 ,可 以 用 复方 程 
z 二 z(1) 二 zx() 十 iy(2) (ot 专用 表示 ,其 中 z( 的 是 实 变量 的 复 值 函 数 ， 
用 一 般 方 程 F(x,y) 二 0 定义 的 平面 曲线 ,可 以 通过 变换 


工 一 六 (z 十 习 ,y 一 广 (z 一 习 


写 出 它 的 复方 程 . 
有 些 通过 几何 方式 定义 的 平面 曲线 ,可 以 利用 复数 的 模 和 辐 角 写 出 它 的 方程 ， 
(1) 射线 
从 点 w 出 发 ,与 实 轴 正 回 夹 角 为 2 的 射线 方程 为 arg(z 一 20) 二 4 
(2) 直线 
过 点 C1 1 C2 (Cl 天 xz) 的 直线 方程 为 
z 一 嫉 十 红 2o 一 2 《一 oo < 必 上 < 十 22)， 
直线 4Az 十 By? 十 C 一 0 的 复方 程 为 
其 中 a= 广 (A 十 iB), 
(3) 圆周 
以 zo 为 圆心 、 雇 7 为 半径 的 圆周 的 方程 为 |z 一 zo | 二 +r 或 z 二 ww 十 re (一 mb 
7), 
周 民 十 Y 十 2Azx 十 2By 十 C 二 0CC< 之 A 十 也) 的 复方 程 为 
其 中 a= 二 A 十 霄 . 此 图 的 圆心 为 一 4, 半径 为 V1iaji 一 C. 
7.1,2 复 平 面 上 的 点 集 区 域 


设 各 二 zi 十 iyz sz2 二 zz 十 iys 是 复 平面 C 上 的 商 个 点 , 则 “与 x 之 间 的 距离 
=。 208 + 


la 一 zz 1, 就 是 相应 的 实 平面 及 上 的 点 《2Z1， yi) 与 (Xz Ya) 之 则 的 距离 
((2z 一 22 关 十 ( 圈 一 六 因此, 3 6. 1.7 中 关于 邻 域 .内 点 .了 依 点 (极限 点 )、. 开 集 、 
闭 集 、 闭 包 、 外 点 、 边 界 点 ,边界 、 有 界 集 、 连 通 集 、 区 域 . 闭 区 域 的 概念 ,就 可 以 原封 不 
动 地 移植 到 复 平面 上 . 此 外 ,8 10. 1. 1 中 关于 光滑 曲线 与 分 段 光 滑 曲 线 的 概念 ， 
8 10. 1, 4 中 关于 闭 曲 线 与 简单 闭 曲 线 的 概念 ,也 都 可 以 原封 不 动 地 移植 到 复 平 面 上 . 

定理 1( 若 尔 当 曲线 定理 ) 设 C 是 复 平面 上 的 简单 闭 曲 线 , 则 C 的 补 焦 由 两 个 
区 域 组 成 ,这 两 个 区 域 以 C 为 公共 边界 . 其 中 的 有 界 区 域 , 称 为 由 所 给 简单 闭 曲 线 阐 
成 的 区 域 . 此 时 谈 到 曲线 C 的 正 向 时 , 均 指 沿 此 方向 绕 CC 一周 时 ,所 围 区域 保持 在 左 
侧 . 与 正 向 相反 的 方向 , 称 为 负 向 . 

设 G 是 区 域 ,如 果 G 内 任何 简单 闭 曲 线 围 成 的 区 域 都 包含 于 G 内 , 则 称 G 为 单 
连通 域 ,否则 称 为 复 连 通 域 . 直观 地 看 , 单 连通 域 就 是 没有 “ 润 " 或 “ 割 痕 "的 区 域 ( 参 看 
图 7. 1-1)， 


单 连 通 域 复 连 通 域 
图 7. 1-1 


一 些 最 常用 的 区 域 的 表示 式 : 

(1) 贺 盘 (图 ?7.1-2) 

开 圆 盘 为 lz 一 2 | 过 7, 闭 圆 盘 为 |z 一 zw | 志 7; 其 中 za 为 圆心 ,r 为 半径 , 本 章 谈 到 
莒 盘 时 ,如 无 特殊 声明 , 均 指 开 圆 盘 . 

(2) 圆 环 ( 图 7. 1-3) 

r< 之 |z 一 zo| 过 R, 其 中 ww 为 圆心 ,r,R 为 内 、 外 半径 
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(3) 角 域 (图 7. 1-4) 

由 < arg 之 之 出 . 
(4) 平行 带 域 ( 图 7. 1-5) 
平行 于 实 轴 的 带 域 ,.g<Imz<; 
平行 于 虚 轴 的 带 域 ,y<Rez<<5, 


7.].3 扩充 复 平 面 


给 定 复 平面 x, 作 位 于 x 上 方 且 与 x 相 切 
于 原点 的 直径 为 1 的 球面 S. 称 S$ 上 原点 的 对 
色 点 N 为 北极 . 对 z+ 上 每 个 点 z, 设 北极 N 与 
图 7 工人 4 点 = 的 连 线 与 S 的 交点 为 P. 令 = 对 应 于 也， 


了 上 


， YA 


SA 2 


图 7.1-5 


这 样 建立 的 x 与 S\{N} 之 间 的 一 一 对 应 , 称 为 球 极 平面 投影 , 在 x 上 添加 一 无 穷 远 点 
coo, 使 它 在 球 极 平面 投影 下 与 北极 对 应 . 添加 无 穷 远 点 的 复 平面 , 称 为 扩充 和 揽 平 面 或 
广义 复 平面 . S 与 扩充 复 平面 在 球 极 平面 投影 下 是 一 一 对 应 的 . 此 时 称 S 为 复 球面 或 
黎 曼 球面 . (参看 图 7. 1-6) 

取 空 间 直 角 坐 标 系 Oey5, 使 O08,On 轴 分 别 与 Ox ,Oy 轴 重 合 ,Ok 轴 过 点 入. 设 点 
P 的 坐标 为 &,w,8, 则 


之 十 之 ] zz—2z Es 


= 了 
2 1 二 过 了 和 1 填 过 ， * 1 十 有 不" 


定理 2 如果 把 复 平面 x 上 的 直线 看 作 扩充 复 平面 x 上 过 无 穷 远 点 的 圆 , 则 上 
的 圆 在 球 极 平面 投影 下 的 象 是 S$ 上 的 贺 , 反 之 亦 然 ( 这 称 为 保 园 性 ). 
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图 ?.1-6 


37.2 复 变 函数 


7.2.1 复 变 函数 


设 品 是 复数 的 一 个 集 . 如 果 对 每 个 z€E D, 有 一 个 或 多 个 复数 w 与 之 对 应 , 则 称 
ww 为 z 的 复 变 函数 ,简称 复 函 数 或 琐 数 , 记 作 ww 二 了 f(z). DD 是 了 的 定义 域 , f(D)== 
{f(z) :zEED} 是 f 的 值 域 . 如 果 每 个 zED 都 只 对 应 着 一 个 复数 , 则 称 上 为 单 值 函数 ， 
否则 称 为 多 值 函数 . 谈 到 了 录 数 时 ,如 无 特殊 申明 , 均 指 单 值 函 数 . 

令 z 二 Xz 十 iy; 凶 二 4 十 雪 ; 风 可 写 

w= Fz) = ur,y) + wr y). 
因此 给 定 复 旺 数 w 二 f(z) 等 价 于 给 定 一 对 二 元 实 函 数 
u = Keftz) = u(x WU = Imflz) = vx, y). 

复 函 数 的 几何 意义 : 复 函 数 记 = f(z) 是 把 z 平 面 上 的 点 集 DD 对 应 到 多 平面 上 的 
点 集 f(D) 的 一 个 映射 .映射 与 菁 数 是 同义词 ,但 在 突出 几何 意义 时 ,通常 用 映射 这 一 
和 名词. 


7.2.2 复 变 函 数 的 极限 与 连续 性 
复 变 函 数 的 极限 与 连续 的 定义 , 同 实 变 画 数 的 情形 相仿 -lim F(z) 一 a 定义 为 ,对 
每 个 e 守 0, 存在 人 >0, 使 当 0< 导 |z 一 zi|<G 时 ,有 | zz) 一 上 < 到 Et. Jimf(z) 二 oo 定义 为 ; 


对 每 个 >0, 存 在 9>0, 使 当 0<|z 一 za|< 人 时 ,有 | Az)|>M As) 在 点 zo 连续 定 
义 为 lm f(z) 三 了 zo)， 如 果 f(z) 在 区 域 品 的 每 个 点 连续 , 则 称 f(x) 在 D 上 连续 , 如 


果 对 每 个 E20 存在 人 0 使 当 站 1] 9 之 DD, 正二 一 闻 2 | 二 6 时 ,有 | 了 Cx ) 一 让 xz) | 过 e; 则 
* 26] 。 


称 zz) 在 D 上 一 致 连 统 . 
定理 1 设 名 一 zo 十 iyo ,f(z) 二 uw(z)) 十 iv(zy); 则 f(z) 当 z=>zwo 时 有 极限 的 
必要 充分 条 件 是 atx,y) 与 Vz yy) 当 (zyy) 一 (zo ,yo) 时 都 有 极限 ;此 时 
lim f(z) = limulzx,y) 十 ilimza(Cryy)， 
| TI 工 “0 
fz) 在 点 w 连续 的 必要 充分 条 件 是 w(x, 与 wz 妨 都 在 点 (xz 加 ) 连 续 ， 
定理 2 设 limf(z) 一 a, limg(z) 二 5, 册 
rp | 


hm As) 士 Ex) =atb,limf(z)e(z) = ab, 
en | 


Fa 
lim g(z) (b A 0). 


把 zz 换 成 z=oo, 本 定理 仍然 成 立 ， 
定理 3 设 了 f(z),g(z) 在 点 zo 连续 , 则 
lz) tt glz), flz)g(z), fr) /gtz) 
(假定 g(x%0) 关 0) 在 点 zo 连续 ， 


7.2.3 复数 序列 与 复数 项 级 数 


如 果 对 并 一 1 2 依次 对 应 复数 zi ;zs …,z,，…, 则 称 后 者 为 一 个 复数 序 
列 , 简 称 复数 列 , 记 作 {z,) 写 1 或 {z,}). 对 任何 正 整 数 坟 过 nz 过 一 过 nw 之 …, 称 序列 
{2 ) 作 | 为 序列 124} 之; 的 子 序列 . 

给 定 复数 列 {名 )21 ,如 果 对 每 个 e 汪 0, 存在 自然 数 N, 使 当 n 之 N 时 , 有 
二 一 a|<e, 则 称 所 给 序列 收敛 于 a 或 当 ” 趋 于 无 穷 时 有 极限 a ; 记 作 lin z 二 a, 此 时 
称 {z je 为 收 笋 序列 . 不 收 伍 又 称 发 散 , 不 收 伍 的 序列 称 为 发 散 序列 . 

定理 4( 柯 西 准则 ) 复数 列 {z,} 达 ;收敛 的 必要 充分 条 件 是 :对 每 个 s 盖 0, 存 在 自 
然 数 NN, 使 当 mm,n 之 N 时 ,有 |z 一 | 过. 另 一 种 等 价 的 表述 是 ,对 每 个 e 之 0 存在 自 
然 数 六 ,使 当 之 N 时 ,对 一 切 p 二 1,2,…, 有 |z,+p 一 2 |<e. 

定理 5 有 界 复数 列 必 有 收敛 子 序 列 . 

定理 6 设 limz 二 a, limew 二 5, 则 


lim{z, + ww) = a+b, limz,rw, = wb, lim 一 (6 0), 


形 如 》)z 一 ZI 十 2 十 和 十 包 十 …( 其 中 2 EE Cn = ,2,") 的 表示 式 , 称 为 
r=] 


复数 项 级 数 ,简称 复 级 数 . 。 一 》1zCn 一 1,2,…) 称 为 所 给 级 数 的 第 部 分 和 . 如 果 


序列 (so jl 收 合 于 5, 则 称 所 给 级 数 是 收 钱 的 ,其 和 为 5; 否则 称 为 发 散 的 . 
"2862 。， 


定理 7 复 级 数 收敛 的 必要 充分 条 件 为 由 各 项 的 实 部 与 虚 部 构成 的 两 个 实 级 数 
都 收敛 . 


定理 8( 柯 西 准则 〉 复 级 数 》x, 收敛 的 必要 充分 条 件 是 :对 每 个 e > 0, 存在 自 
n=] 
np 
然 数 N, 使 当 n 之 N 时 ,对 一 切记 二 1,2,…, 有 | 2 | < 
上 二 rl 


如 果 级 数 》) | zx | 收 敏 , 则 称 级 数 > "zx 绝对 收 仇 
定理 9 绝对 收 伍 的 级 数 必 收 伍 
定理 10 绝对 收敛 级 数 的 各 项 可 以 任意 重 排 , 详细 地 说 , 设 >)z 绝对 收敛 ,o 是 


各 然 煞 集 N 到 N 上 的 任意 一 一 映射 , 则 > ss 仍 绝对 收敛 ,是 其 和 不 变 . 


定理 11 设 >va, 与 > 名 是 两 个 绝对 收 伍 级 数 ,其 和 分 别 为 人 与 妃 , 则 由 所 有 
村 二 1 n 二 1 
anb,, (Cn,m 一 ] 2 为 项 并 恢 人 性 何 次 序 排列 所 得 的 级 数 必 绝对 收 黎 于 AB. 
定理 12( 梅 尔 腾 斯 ) 设 2ja， 绝对 收 钱 于 A， p32 收 伍 于 也 , 令 c = Daibrts 


Cn 一 1 2.), 则 ye 收 合 于 AB. 
此 定理 中 的 rc , 称 为 所 给 两 级 数 的 柯 西 染 积 级 数 . 


7.2.4 复 函 数 序列 与 复 函 数 项 级 数 


设 互 是 复 平 面 上 的 点 集 , A(z)(a 一 1,2,…) 是 定义 在 王 上 的 复 函 数 , 如 果 对 每 
个 zE 下 ,复数 列 { 户 (=)} 且 1 都 收 仿 ( 设 它 收 伍 于 f(z)) , 则 称 复 函 数 序列 { f(z)} 窟 1 在 
下 上 收 策 , 记 作 lim 六 (= F 疙 zz 如 果 对 每 个 e 之 0, 存 在 N, 使 当 nz 之 N 时 ,对 一 切 
> 人 EE, 有 | 所 (z) 一 了 Az) | 之 e; 则 称 { f(z)) 笠 1 在 玉 上 一 致 收 钱 于 Fz). 设 刀 是 复 平 面 
上 的 区 域 ,如 果 对 包含 于 DD 中 的 任 一 有 界 闭 区 域 ,{ f(z))21 都 一 致 政 伍 于 f(z), 则 
称 {f(z)) 储 ! 在 口中 肉 闭 一 致 收 化 于 f(z) ,或 广义 一 致 收效 于 f(z), 


函数 项 级 数 2 所 (z) = 万 (四 十 疡 (四 十 …… 十 万 (2 十 … 在 一 个 点 集 上 收 钱 、 一 

n 一 ] 
歼 收 敏 与 内 闭 一 致 收敛 (广义 一 致 收 笋 ), 由 画 数 序列 {s,6 必 )}21( 其 中 (2) = 
fi(w) sn 一 1,2,…) 的 相应 性 质 来 定义 . 在 收 伍 情 形 下 ,{s《z } 尖 ;的 极限 函数 ,和 


为 所 给 级 数 的 和 郴 数 . 
定理 13( 柯 西 准则 ) ” 复 阔 数 序列 {f(z)})% 在 点 集 五 上 一 致 收 伍 的 必要 充分 条 
件 是 :对 每 个 e > 0, 存 在 NN, 使 当 n,m 宇 NN 时 ,对 一 切 zE E, 有 | (2) 一 所 (2) | 之 ge 
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复 函 数 项 级 数 之 ,大 (z) 在 五 上 一 致 收 倒 的 必要 充分 条 件 是 ;对 每 个 e > 0, 存 在 
N, 使 当 n 之 NN 时 ,对 一 切记 二 1,2,… 与 一 切 zEER 有 


| 3% (2) 


k= 


< 


定理 14( 尔 斯 特 拉 其 判别 法 ) ”对 于 函数 项 级 数 六 (2) Cz E 加 ,如果 存 在 
收 全 的 正 项 级 数 >a,, 合 对 一 切 z E E, 有 
| fC2) | an = 1,2,.)) 
则 > 六 (ae 在 EE 上 一 致 收 笋 


此 定理 中 的 级 数 》)a, , 称 为 所 给 西数 项 级 数 的 优 级 数 


7.3 全 纯 函 数 ” 柯 西 - 黎 曼 方程 


7.3.1 复 变 函数 的 导数 
定义 1 设 w 一 f(z) 在 点 zw 的 一 个 邻 域内 有 定义 , 如 果 极 限 
1 f(z2) 一 六 201 


0 


存在 , 则 称 此 极限 为 F(z) 在 点 zo 的 导数 , 记 作 (zo) 或 全 


是 可 导 的 或 可 微 的 . 
设 也 = f(z) 在 点 zw 的 邻 域 的 每 个 点 可 导 , 则 导 画 数 ww 二 f(z) 在 点 zo 的 导数 ， 


称 为 函数 f(z) 在 点 % 的 二 阶 导数 , 记 作 产 (ao 或 和 | 。 .由 此 可 归纳 地 定义 Fa 
* 一 功 


.此 时 称 fz) 在 戌 aa 


在 点 am 的 n 阶 导数 Fo" (am ) 或 9 二 | 。， 当 z>? 时 ,统称 高 阶 导数 .与 此 相对 ,也 称 
三 (am ) 为 一 阶 导数 . 
定理 1 设 f(z),g(z) 在 点 zz 可 导 , 则 
flz) tt gl) fr) g(tz), flz) /gl2) 
(假定 分 母 不 等 于 零 ) 也 在 点 < 可 导 , 且 
(f(z)+g(2))’ = fF (2) + g (2), 


(f(z)g(2)) = fF (zp(2) 十 flz)g (2), 
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(£2) g(z)f (2) — flz)g (z) 
BZ) (gt{z))’ ! 
定理 2( 复 合 求 导 法 则 ) 设 :一 g(z) 在 点 = 可 导 , 也 一 乒 纪 在 点 5 一 gz 可 导 , 则 
复合 函数 多 二 f(g(z)) 在 点 z 可 导 , 且 


dad _ df(t) dg (2) 
Fz ‘82)) | de 


定理 3 少数 w= 了 f(z) 二 u(xz,y) 十 iv(x,y) 在 点 x 二 x 十 iy 可 导 的 必要 充分 条 件 
是 w(xz,y) 与 zy) 在 点 (xz,y) 可 微 , 且 在 点 (x,y 处 满足 
Gu _ dv ou __ 


dv du -2 


9r By ay dz 
这 个 偏 微分 方程 组 称 为 柯 西 - 黎 遇 方程 . 当 f(z}) 可 导 时 ,有 


PP 人 一 型 上 ii2 .GU _ dy :go .du 
dx 


i 一 二 2 十 i 一 二 一 一 1 于 二 1 二 一 ， 
gr ay Dr dy dy dz dy 
定义 2 设 卫 是 复 平 面 上 的 区 域 . 如 果 w 三 fz) 在 DD 的 每 个 点 处 可 导 , 则 称 信 2) 
在 号 内 是 全 纯 的 ,也 称 解析 的 或 正则 的 . 在 整个 复 平面 上 全 纯 的 了 鲨 数 , 称 为 整 浮 数 . 
设 玉 是 复 平 面 上 的 一 个 非 空 点 集 ( 可 以 仅 含 一 点 ), 如 果 存 在 包含 户 的 开 集 GG ,使 
Ww 二 A(z) 在 避 的 每 个 点 处 可 导 , 则 称 f(z) 在 上 上 是 全 纯 的 或 解析 的 ， 
定理 4 本 数 ww 二 用 zx) 二 u(x,y) 十 iv(z,y) 在 区 域 D 内 为 全 纯 的 必要 充分 条 件 
是 :u(x,y) 与 v(x,y) 在 DD 内 可 微 且 满足 柯 西 - 歼 坚 方程 
au _ 9 Iu au 
dx dy' dy dx 
如 果 用 指数 形式 z=re? , 则 柯 西 - 黎 曼 方程 化 为 


rio .9 
f(z) 一 工 ( 采 十 ?3 


7.3.2 共 斩 调 和 函数 


定理 5 区 域 品 内 的 全 纯 哨 数 包 一 f(z) 的 实 部 和 虚 部 都 是 刀 内 的 调和 阔 数 . 
定义 3 设 xz uCz 切 都 是 区 域 卫 内 的 调和 绑 数 , 且 在 D 内 满足 柯 西 - 黎 曼 
方程 , 则 称 "为 xz 的 共 斩 调 和 函数 . 
由 定理 4 与 定理 3, 全 纯 一 数 的 虑 部 是 其 实 部 的 共 搞 调和 函数 . 
例 1 求全 纯 图 数 记 王 扰 z) ,使 得 
ReFz) = (xr— W(x hry yy ), 
由 
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a9 __ du _ 
3y™ ar™ 3T + bry 3y， 


得 
v= 37y+3ry: —y 二 C(x), 
又 由 严 一 一 息 , 得 C (z= 一 3 世 , 从 而 CCz)= 一 忆 十 C, 其 中 C 是 任意 实数 .于 是 


w= flz) = (zxz— ytdry + yy) 
ix 3rTy—3ry: 十) 十 i 记 
二 (1 一 让 必 十 所 ”(C 是 任意 实 常数 ). 


7.3.3 单 叶 函数 及 其 反 函 数 


定义 4 设 %= 二 fz) 是 区 域 DD 内 的 全 纯 孙 数 , 且 当 zi1 ,zs ED,zi 关 zz 时 必 有 
f(z1) 关 了 (zz), 则 称 f(z) 为 单 时 全 纯 函 数 ,简称 单 叶 函 数 . 此 时 对 每 个 wE CD), 存 
在 z 二 g(w) 人 DD, 满足 w= 了 (xz), 称 z= 二 g(w) 为 ww 二 f(z) 的 上 反 函 数 . 习惯 上 反 尊 数 的 
自 变量 .应 变量 仍 分 别 用 z,w 表示, 即 也 称 记 一 gz) 为 负 二 用 z) 的 反 函数 . 

定理 6 设 忆 二 f(z) 在 区 域 口内 全 纯 ,zo EDD, 了 (zo) 关 0; 则 志 二 f(z) 在 点 zo 的 

一 个 邻 域内 是 单 叶 的 . 
定理 7 设 w 王 f(z) 在 区 域 DD 内 单 时 全 纯 , 则 
f(z) 0(z EDD)， 
其 反 函 数 z= 二 g( 忆 在世 平 面 的 区 域 FDI) 内 全 纯 , 且 


gr (Ww) = PE (uc f(D) sz = gl)). 


7.3.4 多 值 画 数 黎 曼 面 
设 zu= 大 四 是 区 域 也 内 的 全 纯 获 数 . 对 每 个 wwE f(D), 令 DD 内 满足 多 二 fz) 的 
所 有 > 与 之 对 应 ,一 般 得 到 多 值 反 函数 ， 
例 2 二 zz tnEN,n 之 2) 的 反胃 数 . 
对 每 个 复数 ws0 ,存在 7 个 z: 
Zh 一 tv) 一 YTwT (cos aE TT eR in SR < 二 Dx) 


Ck 一 1] 2° ,7) ? 


使 得 发 二 tw 于 是 ,ww 二 x" 的 反 孙 数 z 二 Yw 是 多 值 的 ,zi zz 位 于 以 原点 为 中 心 
的 正 # 边 形 的 顶点 上 . 
从 原点 出 发 作 ? 条 射线 


一 开 了， 3 一 开 
Li :argz sa :argz Tt， ,了 :at 个 
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把 x 平面 分 成 x 个 张 角 为 全 的 角形 域 
Di: 一 六 < 之 argz 必 六， Di: I < argz < Ee, 


D,;— 3 argz <— TT 
天 nn 


(如 图 7. 3-1 所 示 ). 在 每 个 Di 上 ,ww 二 
是 单 叶 的 . zx 一 忆 (四 ) 建立 了 除去 负 实 轴 
的 也 平面 一 r<<argru<r 与 z 平面 上 的 
区 域 DD 之 癌 的 一 个 一 一 对 应 . 

一 般 地 说 ,对 于 在 区 域 D 内 全 纯 的 
阔 数 岂 二 了 f(z), 总 可 把 DD 分 为 至 多 可 数 
个 区 域 D', D,, … ,使 得 它们 两 两 不 相 
交 ,DD 的 每 个 点 或 者 是 茶 个 D; 的 内 点 ， 
或 者 是 某 两 个 应 ,D; 的 公共 边界 点 ,而 
w 王 f(z) 在 每 个 D 内 是 单 叶 的 . 这 样 的 
Dt(k 二 112,…) 称 汶 w= 二 f(z) 的 单 叶 域 . 

邻 G 二 下 六) ,对 wEG ,在 DD 中 
有 且 只 有 一 个 z，,， 记 为 > 一 所 (rz)， 满 足 图 7.3-1 
二 了 f(z), 病 数 > 一 有 (在 总 内 是 全 
纯 的 , 每 个 z 二 请 (tw) (4 二 1,2,…) 都 称 为 w= 二 六 > 的 ( 狗 值 ) 反 函数 zx 一 下 (z) 的 单 
值 支 . 

对 于 zx 一 vao, 当 也 平面 上 的 点 绕 原 点 转 一 图 时 ,> 平面 上 相应 地 从 也 一 z 的 一 
个 单 值 支 连续 变 到 另 一 个 单 值 支 . 这 种 围绕 它 转 一 图 就 可 使 多 值 函 数 从 一 个 单 值 支 
连续 变 到 男 一 个 单 值 支 的 点 , 称 为 所 讨论 的 多 值 阻 数 的 分 支点 . 

通过 对 多 值 梢 数 一 vw 的 分 析 , 可 以 得 到 所 谓 黎 曼 面 的 直观 概念 . 从 原点 出 发 
引 每 个 角 域 DD 的 项 角 的 平分 线 志 ,把 及 分 为 Di ,Dr 两 个 角 域 (从 Di 到 Dr 是 逆 
时 针 和 转向). ww 平面 的 上 半 平 面 与 下 半 平 面 轮流 对 应 于 

Di ,Ds ,DE ,Ds ,Ds Dy Di. 
于 是 设想 有 7 片上 半 平 面 G+ ,G3 ,…,Gt 与 n 片 下 半 平 面 G7 ,Gz …'yG7 .把 Gi 与 
G 沿 负 实 轴 烙 合 起 来 , 它 对 应 于 z 平 面 上 的 和 角 域 
DF U LU De (= 1,2,… ni 约定 Drn 二 了 D7)， 
再 把 G 与 全 ,G7 与 时 G7 与 G+ ,GT 与 G+ 沿 正 实 轴 粘 合 起 来 (这 在 三 维 空 
间 中 是 无 法 实现 的 ,只 能 加 以 想像 ,图 7. 3-2 是 这 种 粘 合 的 示意 图 ,其 中 虚线 表示 粘 
合 ). 这 样 粘 合 所 得 的 曲面 , 记 作 锡 把 ww 一 盖 看 作 从 z 平 面 C 到 免 上 的 映射 , 它 就 是 
单 叶 的 . 因而 如 果 把 久 看 作 > 一 V 的 定义 域 , 它 就 成 为 单 值 蚁 数 . 这 样 的 脆 称 为 多 值 
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函数 ww 的 区 有 曼 面 . 
黎 曼 面 可 以 严格 地 定义 为 一 维 复 解 析 流 形 ( 参 看 
14. 6. 1). 


$7.4 初等 复 函 数 


7.4.1 有 理 贸 数 
定义 1 设 
Qodlr dn ECE Can 0， 
则 
Plz) = ao az 二 二 anz" Cz EC) 

称 为 nn 次 复 多 项 式 , 简 称 多 项 式 . 两 多 项 式 之 比 , 称 为 有 
理 饥 数 . 

定理 1 有 理 孙 数 在 除去 分 母 为 零 的 点 的 全 平面 上 
是 全 纯 的 . 特别 地 ,多 项 式 在 全 平面 上 是 全 纯 的 ， 


q 
~ 对 于 
P(z) = ao az 十 az", 
有 
P'{z) =at2azit+ 十 me”. 
对 于 
_ P(xz) 
Riz) 一 QCz) 是 
有 
:, ~、 P’(z)Q(z) 一 PCz)G(z) 
RK (z) = (QCD 
7.4.2 指数 函数 


定 光 2 对 z=z 十 iy, 令 
E = er(cosytisiny), 
称 为 指数 函数 , 也 常 把 e* 记 为 expz. 
定理 2 指数 中 数 具有 下 列 性 质 ， 


(1) e* 是 整 函 数 ,(e》 一 全， 

(2) eT 一 人 er2 

(3) |e |=e, Arge =yt2nr(nED). 

(4) ecfam 一 后 , 即 人 是 以 2 为 基本 周期 的 周期 图 数 . 
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定义 3 不 是 多 项 式 的 整 明 数 , 称 为 超越 整 函 数 . 
指数 轧 数 是 超越 整 阔 数 ， 


7.4.3 三 角 函 数 双 曲 函数 
定义 4 复 变 量 z 的 余弦 函数 与 正 汞 国 数 分 别 定 义 为 
COsz 一 六 (ee 十 e*),sinz 一 A —e™), 


定理 3 正弦 与 余弦 枉 数 具 有 下 列 性 质 ， 
(1) 它们 是 超越 整 函 数 , (sinz) 一 cosz,(cosz) 一 一 sin zx， 
(2) cos(z1 土 zz )= coOszl coszs Tsinz sinzz， 
sin(z] 二 x; ) 一 sinzlcosz; + cosel sin } 
特别 地 ,cos’z 十 sin:z 二 1. 
(3) 它们 是 以 2x 为 基本 周期 的 周期 郑 数 ， 
(4) 关于 实 变量 正弦 与 余弦 酌 数 的 各 种 恒等式 ,在 复 变 量 情 形 全 都 成 立 , 
定义 5 复 变 量 z 的 正切 梢 数 . 余 切 函 数 . 正 割 函 数 、 余 割 函数 分 别 定 义 为 


SINz COSz 1 1 
tanz 一 OO———— ,cotz 一 一 人 Sec2 一 一 全 CSC 和 一 一 一 


COSZ sinz CODSY sinz 
tanz 也 记 为 tgz,eot z 也 记 为 ctgz. 定义 4 与 定义 5 中 的 六 个 函数 ,统称 三 角 函 数 . 
实 变量 三 角 函 数 的 各 种 恒等式 ,在 复 变量 情形 全 都 成 立 . 复 变 量 三 角 函 数 的 嫩 
数 , 也 与 实 变 量 情 形 具 有 相同 的 形式 ,只 须 把 § 6.2.1 中 有 关公 式 中 的 实 变量 z 换 成 
复 变 量 = 即 可 . 
定义 6 复 变 量 的 双 曲 正弦 、 双 曲 余 弦 、. 双 昌 正 切 . 双 曲 余 切 . 双 曲 正章 、 双 昌 余 
割 分 别 定义 为 


shz 一 (Fe) ,chz = 部 (ee 十 es>); 


— ahz _ chz 1 1 
thz = cp2’ Cthz 一 Sechz 一 pz cschz = hr 


实 变量 双 曲 函数 的 各 种 恒等式 ,在 复 变量 情形 全 都 成 立 . 复 变 量 双 曲 函 数 的 导 
数 ,也 与 实 变量 情形 具有 相 则 的 形式 . 


7.4.4 对 数 函 数 ” 稀 函 数 


定义 7 指数 函数 的 反 函 数 , 称 为 对 数 函 数 ; 即 对 x 了 关 0, 令 满足 e 作 = 二 z 的 多 与 之 
对 应 ; 则 ww 是 z 的 对 数 函数 , 记 作 ww 二 Lnz 或 w= 二 Logz. 
定理 4 对 数 昭 数 具有 下 列 性 质 ， 
(1) 多 值 性 , 即 有 
Lnz = ln | z|+iAregz = ln | z | 二 i(argz + 2rmr) 
(n= 二 0, 士 1] ,十 2.). 
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因此 Re(Lnz) 王 jnj>j,jm(Lnz) 一 Argx， 
{2) Lntz ze) = Lnz) 十 Lnzz Ln 2 =Lne 一 Lnz。 ， 
这 两 个 等 式 应 理解 为 等 式 左右 两 个 复数 集 相 等 ， 
定义 8 虑 部 取 辐 角 主 值 的 对 数 函 数 , 称 为 对 数 函 数 的 主 值 , 记 作 ]nz, 即 


lnz = ln | z | iargz. 


定理 5 对 数 函 数 的 主 值 在 除去 负 实 轴 的 复 平面 上 是 全 纯 的 , 且 


(lnz) = 4 
z 
定义 9 设 a,b 是 复数 ,a 关 0, 则 定义 
a = re. 


7.4.5 友 三 角 函 数 


定义 10 正 蓄 .余弦 .正切 . 余 切 . 正 割 . 余 割 函数 的 反 范 数 ,分 别称 为 反正 弦 函 
数 、 反 余弦 函数 .反正 切 本 数 、 反 余 切 函数 反正 割 函 数 . 反 余 割 画 数 , 记 作 Arc sinz， 
Arccosz, Arctanz; Arccotz, Arc secz, Arc cscz, 这 些 本 数 统称 反 三 角 函 数 , 它 们 都 是 


多 值 了 现 数 , 且 有 
Arccosz = 二 Ln(z 十 ve CO—1), 
Arc sinz = 主 Ln( 志 十 v1— 2 ). 
1] 二 过 


1] 一 这 


Arctanz = 1 
2 


7.4.6 初等 复 函 数 
定义 11 设 n 是 自然 数 ,Po(z) ,Pi(z),…,P,(z) 是 多 项 式 , 则 由 
Po(z) + PCs)wt + Pi (rz)rw" 一 
确定 的 函数 ww 一 wz) , 称 为 代数 函数 . 由 代数 函数 .指数 函数 、 对 数 函 数 经 过 有 限 次 
四 则 运算 与 复合 步骤 所 得 到 的 函数 ,统称 初等 复 获 数 ,简称 初等 本 数 , 不 是 代数 亢 数 
的 初等 函数 , 称 为 初等 超越 范 数 . 


87.5 复 积分 柯 西 积分 定理 与 柯 西 积分 公式 


7.5.1 复 积分 的 定义 与 简单 性 质 


定义 1 设 C;z 二 z()(at 和 有 是 可 求 长 曲线 ,ww 二 f(z) 是 定义 在 C 上 的 贤 数 ， 
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下 一 有 和 二 下 所 


任 取 
zr EL 让 (一 1 2)， 
如 果 当 
ACP) = max tt — ti) 
1 
赵 于 零 时 ,和 式 


Vflz(m)) zn) — z(t 1)) 

k= 
有 极限 1, 即 对 每 个 e 守 >0, 存 在 5>>0, 使 对 [a,8 的 任何 划分 P 以 及 zt 在 La 
(二 1,2, ,nn) 上 的 任意 取 法 ,只 要 ACP)<<8, 耽 有 


] VflzCm)) (aa) 一 和 [办 1) 一 1| < Es 
i=1 


则 称 7 为 函数 F(z) 沿 曲线 C 的 积分 , 记 作 | f(D). 
定理 1 设 C:z=z(D(ae 委 It 长 有 凡是 分 段 光滑 曲线 ， 
flz) = ur) 二 (ry y) 
在 C 上 连续 , 则 f(z) 沿 C 的 积分 存在 , 且 有 


| fw = urar— ur Wdy 
十 i wz, Yar + ur, yady. 
右边 的 两 个 积分 是 沿 曲 线 CC 的 对 坐标 的 曲线 积分 . 
(2) | f wde = [fe wa 


右边 的 积分 是 实 变 量 的 复 值 贸 数 的 定 积分 ,其 定义 为 
[gow ti) = [pa ti] ya 


例 1 | dz = zx(B)—z(a) 
例 2 设 C 是 以 a 为 圆心 .以 ”为 半径 的 道 时 针 向 圆周 
xz 一 4 十 me 一 T<i< 扫 m)， 
则 
dz _l1 


Cr—a 2 
定理 2 复 积分 具有 下 列 性 质 : 
(1) | + bg(z)) dz = a| f(z) de +6| gz)de,ab ec 
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C2) | raa = 一 | f(z)dz ,其 中 C- 是 C 的 反 向 曲线 
(3) 如 果 己 分 成 Ci ,CG 两 段 , 则 
| fw = |。 fw) de +| fz)de. 
(4) 以 LCC) 表 示 曲 线 C 的 长 度 , 有 
fw < | | fz) | a =| Ka || de [< Cmax | Ka DiC). 


中 间 的 积分 是 对 弧 长 的 曲线 积分 . 
定理 3 设 {f,(z)} 大 | 在 C 上 一 致 收 合 于 f(z), 则 


lim| /, (z)dz 一 | f wa. 


7.5.2 柯 西 积分 定理 


定理 4( 柯 西 积分 定理 ) 设 号 是 复 平面 上 的 单 连通 域 , f(z) 是 DD 内 的 全 纯 肾 数 ， 
则 对 D 内 任 一 可 求 长 闭 曲 线 C, 有 


| fa =0. 
于 是 ,对 DD 内 具有 相同 起 点 与 相同 终点 的 两 条 可 求 长 曲线 C1,C; ,有 
|, f(z dz = | fl dz. 
G(x) = | flz) dz 
(积分 路 径 是 D 中 和 任 一 从 zo 到 zz 的 曲线 ) 是 DD 内 的 单 值 全 纯 鲍 数 , 且 有 
G’ (x) = f(z). 


满足 已 (cz)= 2 的 函数 F(z), 称 为 f(z) 的 原 函 数 . 设 F(z) 是 fz) 的 任 一 原 函 
数 , 则 在 D 内 有 


| flz) dz = F(z) — F(zo). 
下 面 的 定理 6 是 柯 西 积分 定理 的 逆 定 理 ， 
定理 6( 真 雷 拉 ) 设 f(z) 在 单 连通 域 吕 内 连续 , 且 对 DD 内 任 一 简单 闭 曲 线 C 有 
| f(s) 和 = 0, 则 f(z) 在 品 内 是 全 纯 的 . 


定理 7( 复 合 团 路 的 柯 西 积分 定理 ) 设 喇 是 复 平 面 上 的 区 域 , f(z) 是 D 内 的 全 
纯 蜗 数 ,Co ,CG ,Cor ,CGC 是 位 于 D 内 的 可 求 长 简单 闭 曲 线 ,满足 :1 CC CC 位 
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于 Co 的 内 部 ;2 当 AR 尖 六 RE 一 1 2 时 ,Ci 
位 于 CC; 的 外 部 ;3 由 CCC CC 围 成 的 
复 连通 域 C 包含 于 DD 内 ( 见 图 7. 5-1). 记 G 的 
正四 边界 为 C, 即 复合 闭路 C= 十 Cr 十 … 十 
CG (其 中 0 表示 取 避 下 向 ,C7 Cr 表示 
分 别 取 C1 ,*… ,CC 负 癌 ), 则 


| fw = 0. 
上 式 等 价 于 
| flz) dz = |。 flz) dz + 上 | Fe)cdz 十 … 


十 | fwaz, 图 7.5-1 


其 中 Co ;C3 ,0 都 取 和 正 疝 一 局， 
定理 8( 较 强 形 式 的 柯 西 积分 定理 ) ” 设 C 是 可 求 长 的 简单 闭 曲 线 ,也 是 C 所 围 
的 内 部 区 域 , f(z) 在 闭 区 域 DD 上 连续 ,在 也 内 全 纯 , 则 


| /fwd =0 


7.5.3 柯 西 积分 公式 


定理 % 柯 西 积 分 公式 ) 设 襄 是 复 平 面 上 的 区 域 , f(z) 在 DD 内 全 纯 ,C 是 本 身 及 

其 内 部 上 G 都 包含 于 DD 内 的 可 求 长 简单 闵 人 则 线 , 则 对 zEG, 有 
Fa = 二 | Lat 

其 中 积分 沿 C 的 正 向 一 周 . 

柯 西 积分 公式 对 复合 闭路 C 也 成 立 , 其 条 件 与 定理 ? 相同 . 

这 个 公式 的 意义 在 于 :了 在 C 内 部 任 一 点 的 值 ,可 由 f 在 C 上 的 值 来 表示 ; 即 全 
纯 函 数 在 区 域 边 界 上 的 值 决定 了 它 在 区 域内 部 的 值 . 

定理 10 设 F(z) 在 区 域 姜 内 全 纯 ,z 红 万 ,{5:| 一 z| 委 r} 己 也 , 刚 


f(z) = 元 | fzt me) 
“ 2 0 ， 


这 表明 全 纯 函 数 在 忆 内 任 一 点 的 值 等 于 它 沿 以 z 为 圆心 的 图 周 |5 一 | 一 ”上 的 积分 
平均 值 . 
定理 11( 最 大 模 原 理 ) 设 f(z) 在 区 域 口内 全 纯 , 自 不 恒 等 于 常数 , 则 | .7z)| 不 
可 能 在 DD 的 内 点 达到 极 大 值 . 如 果 f(x) 还 在 DD 上 连续 , 则 | f(z) | 在 D 上 的 最 大 值 在 
D 的 边界 上 达到 ， 
定理 12( 施 瓦 茨 引 理 ) 设 f(z) 在 |z|<R 内 全 纯 , 且 满足 |f(z) | 志 M, AGO) 一 0， 
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则 对 |z| 过 R, 有 
Ga [< 1zl 


等 号 只 当 f(z) 二 er 着 z(9ER) 时 达到 . 


定理 13 在 区 域内 全 纯 的 涌 数 具有 任何 阶 导数 , 且 各 阶 导数 也 在 D 内 全 纯 . 
事实 上 ,在 与 定理 9 相同 的 假定 下 ,有 
站 加 一 中 dmd nl,2,0). 
本 节 的 定理 显示 了 全 纯 函 数 的 种 种 特殊 性 态 . 


7.5,4 柯 西 型 积分 


设 C 是 可 求 长 曲线 ,f(b) 在 C 上 连续 ,z 和 C, 则 形 如 盐 |。 人 2dt 的 积分 , 称 为 


柯 西 型 积分 . 
定理 14 设 区 域 忆 与 C 不 相交 , 则 柯 西 型 积分 


F(z) = 去 |. ft (z € D) 
确定 了 一 个 在 口内 全 纯 的 函数 , 且 
F'™ (z) 一 7 下 | 1 帮 (n= 1 2) 
nm 


C (Fo z)"™! 


§7,6 全 纯 函 数 的 级 数 表 示 
7.6.1 复 才 级 数 


设 cn = 0,1,2,.") 是 复数 , 则 形 如 Ds (其 中 so 天 C) 的 级 数 , 称 


为 复 恩 级 数 , 简 称 军 级 数 , 一 般 只 讨论 m = 0 的 情形 ,zo 天 0 情形 下 的 结论 可 以 相应 
地 得 到 . 

定理 1( 阿 贝尔 ) ”如 果 军 级 数 > ,asz" 在 点 zo 收 伍 , 则 对 任何 满足 | zj|< | | 的 

让 一 必 

z, 所 给 宕 级 数 必 绝 对 收 伍 , 如 果 它 在 z 发 散 , 则 对 满足 | = | | zo | 的 =, 所 给 级 数 必 
发 散 ， 

定理 2 ”对 给 定 的 震级 数 y Ya,z* ,下列 三 种 情形 有 且 只 有 一 种 出 现 ， 

为 一 站 


(1) 所 给 大 级 数 只 在 zx 一 0 处 收 伍 ， 
(2) 所 给 枯 级 数 对 任何 复数 z 收敛 . 
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(3) 存在 正 数 RR, 使 所 给 惫 级 数 当 | z | 一 尺 时 收敛, 当 | z [> R 时 发 散 . 
情形 (3) 中 的 尺 , 称 为 宕 级 数 的 收敛 半径 ,| z | 二 民 称 为 收 化 园 盘 . 对 情形 (1) , 令 
R 二 0; 对 情形 (2) , 令 RR = 二 十 oc. 
定理 3( 柯 西 -阿达 玛 公 式 ) 震级 数 之 ,aoz: 的 收 敏 半径 为 
= 1/ 1m v |a, |. 
定理 4 设 等 级 数 > ane 的 收敛 半 径 R > 0, 则 它 在 收 伍 圆 盘 中 是 内 闭 一 致 收 
伍 的 ,其 和 函数 f(z) = 六 Vanz' 在 收 伍 圆 盘 内 是 全 纯 的 , 且 可 逐 项 求 导 与 逐 项 积分 ， 


[mw | 和 Ce 
f(r) = (ae") 一 六 n(n— 1 (一 下 十 1)a za 
并 一 肯 dz 万 一 点 


[wa = Dh ards = DA 


定理 5( 阿 贝尔 连续 性 定理 ) ” 设 寡 级 数 f(z) = > or 的 收敛 半径 尺 汪 0, 且 在 
收敛 圆 盘 边界 上 的 点 zo( 即 | zo | 一 RR) 收敛 ， 则 对 收 伍 贺 盘 内 任何 以 20 为 顶点 .以 Cs 
为 对 称 轴 , 开 度 为 20 < 的 角 域 Dos, 有 


limf (2) = f(z0) = > yanzt. 
:ED 


7.6.2 泰勒 展开 式 
定理 6 人 设 f(z) 在 |z 一 zo| 过 R. 内 全 纯 , 则 当 |z 一 zo | 过 R 时 ,有 


flz) = Da (z— z0)", 
下 一 站 
ny 
tn 二 mn = 0,1,2,.), 


这 称 为 /(z) 的 站 勒 展开 式 . f(z) 的 泰勒 展开 式 是 唯一 的 ,其 系数 也 可 表示 为 
1 (z) — .， 
or jae = oe i {n= 0,1,2, ) ， 
其 中 0<r<RR, 积 分 沿 圆 丑 正 向 一 周 . 

zw 一 0 时 的 素 勒 展开 式 , 常 称 为 麦克 劳 林 展 开 式 ， 

由 这 一 定理 得 到 ,如 果 大 =) 是 整 函数 , 则 


Un 一 
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， nt 0Y 
fz) = Ds? = >》， Oy (z€ OO, 


二 一 站 


定理 7 设 f(z) 在 区 域 DD 内 全 纯 ,zo ED,R 是 zo 到 品 的 边界 的 距离 , 则 f(z) 在 
|z 一 zo | 过 R 内 可 展开 为 舌 级 数 . 

可 以 展开 为 寡 级 数 的 函数 , 称 为 解析 函数 . 基于 定理 7, 全 纯 函 数 也 常 称 为 解析 
遇 数 . 

下 面 芍 定理 显示 了 全 纯 卫 数 的 另 一 些 特殊 性 态 ， 

定理 8 唯一 性 定理 ) 设 f(z),g(z) 在 区 域 忆 内 全 纯 ,{z,}>1 是 DD 内 互 不 相隔 
的 点 构成 的 序列 , 且 在 DD 内 有 极限 点 , 则 由 f(z,) 二 gCz,) (n= 二 1,2,…) 可 得 到 F(z) 三 
g(rz}tzED), 

定理 9( 柯 西 不 等 式 ) 设 f(z) = yaz 在 |z | 过 尺 内 全 纯 , 则 对 0 二 + 之 RR， 
有 


| a | 和 < 言 (nax | f(z) | > (n= 0,1,2,"). 
定理 10( 刘 维尔 ) 有 界 整 画 数 恒 等 于 其 个 常数 . 


7.6.3 常用 的 泰 勤 展 开 式 
务 十 … 十 对 十 … 一 >， 和 (= E CO). 


也 常用 这 一 展开 式 作 为 指数 函数 e 的 定义 . 它 与 》 ?7.4 的 定义 2 是 等 价 的 , 用 这 
一 定义 及 短 级 数 的 性 质 , 可 证 明 $7. 4 定理 2 中 的 (1),(2), 从 而 可 得 到 er> = 


一 之 
l. “=1t7Tr+ 


er (cosytisiny). 
对 实 变 量 xz, 有 . 
(一 Dr 一 Da 
“一 (之 or ti( 2 2 二 TI )， 
即 
e™ = coOst 二 isinz, 
称 为 欧 拉 公式 ， 
DD) 
2. sinz = % 31 + 51 十 [2 二 TITz 十 
一 (— 1)" mtl 
2 mF (EO, 
cosz 二 1] 一生 十 全 一 二 二 D" m4 .. 


(2n)1 


CD 
-or (z EO. 
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3. 


4, 


5, 


(1 十 轨 一 z 一 本 十 三 一 … 十 瑟 也 一 站 十 … 
nn 
= HCCL es (zl. 
时 一 】 天 
(1 二 2)" 一 1 十 吃 + et Ds 十 … 
(a— 1) n+ 1) 
Ha De 一 arDe+ 
ata 一 了 ) nd 1) 
1+ > DntD ” (|z|<1). 
这 里 (1 十 z)* 理解 为 |z| 过 1 中 的 单 值 洋 数 explwln(1 十 z)), 
B,, pn 
| 针 + > Cn z | 过 27), 


B; 是 伯 努 利 数 . 定义 为 .名 1 


B, = (— DD)'"n! 


1 

2 1 0 0 

】 1 

3 2 1 “0 

1 1 1 0 | Ca 一 12 
41 31 21 


] 1 1 .1 
ntl! nt Cn 1)1 


二 
性 


伯 努 利 数 可 从 下 列 递 推 公式 来 计算 ， 


B,(" )+B (+ .十 B (一 )= 0， 


具有 大 于 1 的 奇数 下 标的 们 努 利 数 等 于 零 ， 


Bo 二 0 《大 一 1,2,""°), 


前 见 个 非 零 伯 努 利 数 是 
72 ( 2% _ 1})B ze 
_ _ rz 一 ! Bn ，2m 一 -人 
6, tanz 一 3 1) a wr (| zi1< 7 )， 


?. 


zeotz 一 1 十 (一 1 ee (| z |< a). 
n=1 


secz 一 > 之 (| zx 二子) 


Es, 是 欧 拉 笋 , 它 由 下 列 递 推 关 系 确定 ，; 


* 27 。 


Eo = 1， 


Et (FT)Et(T)E t+ (, ,)EstE, =0 


7.6.4 洛 度 展开 式 
定理 11 设 fz) 在 圆 环 ;rr 过 |z 一 zo |<<R 内 全 纯 , 则 对 万 内 的 z, 有 


f(z2) = yar(z— ww)", 


其 中 

= 1 一 .， 
2 元 x0 | =p Ci (n 0， 土 1， 土 2， )， 

r<p<R; 积 分 沿 逆 时 针 向 ， 


形 如 a,(z 一 zw)" 的 级 数 , 称 为 洛 朗 级 数 . 上 述 定理 宕 明 , 在 圆 环 内 全 纯 的 函 


Un 


数 可 以 展开 为 洛 朗 级 数 . 洛 朗 展开 式 中 的 > "av(z 一 ao) 在 | zz | << 民 内 是 全 纯 的 ， 
称 为 全 纯 部 分 或 正则 部 分 
之 (一 2) 一 2 Cy 


在 |z 一 zo 1 之 r 内 是 全 纯 的 , 称 为 主要 部 分 或 奇异 部 分 . 
实际 求全 纯 汕 数 的 泰勒 展开 式 或 洛 朗 展开 式 时 ,通常 都 用 间接 方法 , 即 利用 已 知 
的 展开 式 通 过 四 则 或 分 析 运 算 求 出 待 求 的 展开 式 . 


例 1 求 志 在 * 一 2 处 的 泰勒 展开 式 . 


£ ] ’ 
] 1 ] 1 
2 (x) — (arte—5) 一 [rs| 


本 > C2) 《| z—2 1< 2)， 
n= 
例 2 求 arctanz 的 麦克 劳 林 展开 式 . 


/1 SS n,.2n 
由 (arctan z) 一 本 之 1)"z”,， 


下 


fn 
arctanz 一 | Tz = > (| z |< 1)， 


“2f8。 


例 3 求 志 一 jC 一 人 在 0<[z 一 11<2 与 |z 一 1|>3 内 的 洛 朗 展开 式 . 


1 1 (1 ) 


(z 二 1)(z 一 3 2\z—3 xz 一 ] 


= 一 言 二 1-- 呈 高 C-D” (00<lz-1I<<2)， 


zx 一 1 < 


-1 dl 1 1 
(z—]1)(z—3) 2 2 一 1 
(z—D(1-— i) ” 


本 3 (= ) > i -一 ) 


时 一峰 


2 1 一 
= Dn (|z 一 11> 9)， 


nH=1 


$7.7 孤立 奇 点 与 留 数 


7.7.1 性 立 奇 点 及 其 分 类 


定 尺 1 设 fz) 在 点 zo 不 全 纯 , 但 在 z 的 一 个 去 心 邻 域 0 之 |z 一 zw | 过 r 内 全 
纯 , 则 称 z 为 f(z) 的 一 个 孤立 背 点 . 

设 zo 是 fiz) 的 孤立 奇 点 , 则 由 3 7.6 定理 11, f(z) 在 0 过 |z 一 zo |< 之 r 内 有 洛 衣 
展开 式 


co 
f(z) = Fas(z— zo)". 


于 是 可 能 出 现下 列 三 种 情形 之 一 : 
(1) 对 一 切 一 一 1 一 2 有 a, 二 0, 即 


f(2) 一 an(z 一 za) (0<|z—w |<n. 


中 一 自 


此 时 令 


f(z) = Dar(z— 20)", 


一 必 


则 f(z) 在 |z 一 zw |<r 内 全 纯 , 县 在 0 过 |z 一 |<<r 内 等 于 f(x). 这 样 的 zo 称 为 可 去 
奇 点 . 
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《2) 只 有 有 限 个 负 下 标 n 对 应 a, 关 0, 即 有 
fz) = 


时 遇 下 dl 本 喧 
C+ ti + Zz zo) 


(0 < 二 | xz 一 四 | 过 7)， 
其 中 ca- 天 0. 这 样 的 zo 称 为 f(z) 的 极点 ,m 称 为 极点 的 阶 ,于 是 zo 就 是 mr 阶 极点 . 
(3) 有 无 穷 多 个 贷 下 标 n 对 应 a; 半 0, 即 洛 度 展开 式 中 有 无 穷 多 个 负 顺 项 . 这样 
的 XO 称 为 fz) 的 本 质 痕 点， 


例 1 z=0 是 一 的 


例 2 z= 二 0 是 oY ,sin 一 ,cos 1 


定理 1 zo 是 fz) 的 可 去 可 点 、 极 点、 本质 奇 点 的 必要 充分 条 件 分 别 为 : f(z) 在 
zo 的 一 个 去 心 邻 域内 有 界 或 等 价 地 ,lim f(z) 存 在; lim f(z) 二 0; 当 zzo 时 f(z) 没 


有 极限 (包括 不 趋向 oo 的 情形 ). 

如 果 乒 z)( 天 0 在 zo 的 一 个 邻 域内 全 纯 , 且 f(zw) 一 0, 则 称 zo 为 f(z) 的 零点 . 
由 唯一 性 定理 (3 7.6 定理 8) ,存在 zo 的 一 个 邻 域 ,使 f(z) 在 该 邻 域内 除 z 外 没有 
其 他 零点 ;也 就 是 说 ,不 恒 等 于 零 的 全 纯 函 数 的 零点 总 是 孤立 的 . 此 时 在 z 的 一 个 邻 
域内 ,有 


f(z) = Dass = (z— zo)"g(z), 
其 中 a。 关 0; 从 而 gp(z) 在 志 的 一 个 邻 域内 全 纯 , 且 gplzo) 才 0.m 称 为 零点 zo 的 阶 . 
定理 2 如 果 za 是 f(z) 的 nn 阶 零点 (或 极点 ), 则 它 是 5 的 n 阶 极点 (或 零 


点 ). 

判断 零点 阶 数 时 ,可 用 下 述 定理 . 

定理 3 zw 是 作 z) 的 n 阶 零点 的 必要 充分 条 件 是 

flzo) = f(z0) = = fw) = 0, f° (ww) 

关于 本 质 奇 把 ,有 下 列 两 条 著名 定理 . 

定理 4( 乱 尔 斯 特 拉 斯 定理 ) 设 癌 是 不 z) 的 本 质 奇 点 , 则 对 每 个 复数 ea, 存在 趋 
向 于 z 的 点 列 {2 1 ,使 得 limf (zx) 二 a. 

定理 5 皮卡 大 定理 ) 设 zo 是 f(z) 的 本 质 奇 点 , 则 对 任何 有 限 复 数 4, 至 多 可 能 
有 一 个 复数 例外 ,在 zo 的 邻 域内 存在 无 穷 多 个 点 z, 满 足 f(z) 二 a. 


7.7.2 解析 沙 数 在 无 穷 远 点 的 性 态 


设 f(z) 在 |z|>r 内 全 纯 , 令 5 三; 则 扩 (D 一 /( 声 ) 在 0<|8|< 志 内 全 纯 ,如 


果 ;一 0 是 f°" (的 可 去 奇 点 .mr 阶 极点 或 本 质 奇 点 , 则 分 别称 z= 二 co 是 f(z) 的 可 去 
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奇 点 .ma 阶 极 点 或 本 质 奇 点 , 此 时 对 1z| 之 r, 分 别 有 
f(z) 一 bo 十 QI2 casz 十 十 az 十 ……， 
f(z2) 二 awz" 十 十 qz 十 Qo 十 oz 十 zz 十 十 a nz 十， 


fz) 一 之 anz"( 其 中 o 对 无 穷 多 个 正 下 标 不 等 于 零 )， 


定理 6 “无穷 远 点 是 f(z) 的 可 去 奇 点 .极点 或 本 质 奇 点 的 必要 充分 条 件 分 别 为 ， 
f(z*) 在 无 穷 远 点 的 一 个 邻 域内 有 界 或 等 价 地 , limf(z) 存 在 ;lim f(z)oo; 当 zoo 
时 f(z) 没 有 极限 (包括 不 趋向 于 co 的 情形 ). 

定理 7 整 函 数 为 多 项 式 的 必要 充分 条 件 为 无 穷 远 点 是 所 给 函数 的 极点 (极点 
的 阶 数 是 多 项 式 的 次 数 ); 整 函数 为 超越 整 函 数 的 必要 充分 条 件 为 无 穷 远 点 是 所 给 函 
数 的 本 质 奇 点 . 

定理 8( 皮 卡 小 定理 ) 不 便 等 于 常数 的 整 函 数 能 取 到 任 一 有 限 复数 值 ,至 多 有 
一 个 例外 


7.7.3 留 数 留 数 定 理 


定义 2 设 z 是 大 zx 的 孤立 奇 点 , 则 f(z) 在 zo 处 的 洛 朗 展开 式 中 (z 一 zo0) ! 项 
的 系数 , 称 为 /在 点 zo 处 的 留 数 或 残 数 , 记 作 Res(f;zo)， 


Res(sin 一 ;0】 一 1， 


可 去 奇 点 处 的 留 数 必 等 于 零 . 

定理 站 留 数 定理 ) 设 =) 在 区 域 刀 内 除 有 限 个 孤立 奇 点 外 是 全 纯 的 ,C 是 已 
内 不 通过 f(z) 的 扳 立 奇 点 的 可 求 长 简单 闭 曲 线 ,z1 ,zc，…,z, 是 7 尖 z) 在 C 内 部 的 孤 
苹 育 点 , 则 


[fw — 2 DoRes( fsm), 


左边 的 积分 沿 C 的 正 向 一 周 . 
计算 函数 在 极点 处 的 留 数 ,可 用 下 述 定理 . 
定理 10 设 ww 是 f(z) 的 nn 阶 极点 , 则 


j 
Rest f;z0) = 一 lim 和 


和 (x— w0)" f(z)). 
DT em dor wo)" f(z 


特别 地 ,如 果 扰 术 一 已 29 ,P(z),Q(z) 在 z 的 一 个 邻 域内 全 纯 ， 
Q(zo) = 0,Q (20) 0, 
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则 
Plzo) 


Res( f;z0) = Res( 广 jz ) = Q (zo) 


设 Fa) 在 | z|> r 内 全 纯 , 则 f(z) 在 无 穷 远 点 处 的 洛 朗 展开 式 31aoz" 中 


项 的 系数 添 以 负 号 ( 即 一 a_1), 称 为 在 无 穷 远 点 处 的 贸 数 , 记 作 
Rest f;00). 
” 设 可 求 长 的 简单 闭 曲线 C 的 内 部 包含 圆周 |z| 二 +, 则 有 


| few) de = 2mRes( f;00), 


其 中 积分 沿 C 的 负 向 一 局 . 
定理 11 设 /=) 在 扩充 复 平面 上 只 有 有 限 个 孤立 奇 点 , 则 它 关 于 所 有 这 些 奇 把 


的 留 数 之 和 为 零 | 
利用 留 数 定理 ， 揽 积分 的 计算 就 全 比较 简 所 


例 4 计算 | 宅 二 ,其 中 C 为 妇 一 功 十 学 十 z 十 ?一 0( 正 向 ) 


一 _ 1 2 加 下 
本数 f(z) 一 于 志 有 四 个 一 阶 极点 士 雄 土 序 ， 把 这 四 个 点 的 坐标 代 人 


TT 一 ZXy 十 十 x 十 yy 只 有 2 一 读 Q+ 站 使 该 式 小 于 堆 ， 即 只 有 z 在 C 内 部 .于 是 


| 到 =- 2 Res( Tz ; 一 万 QT+D) 


、 sinz 
例 5 计算 | |=2 之 (zz 一 zr 1 "积分 洽 正 向 . 


被 积 蝴 数 在 积分 闭路 内 部 有 可 去 奇 点 之 ] 二 0, 二 阶 极点 zz: 二]， 因而 


| ey = 2 (Res( Ze 3 0) + Res (ey 1)) 


dad 
-an ) 一 


= 2m (9 十 li lim 7 一 2xi (0c0s1 — sinl), 


7.7.4 利用 留 数 计 算 定 积分 
有 些 实 积 分 ,包括 广义 积分 ,利用 留 数 易 于 算出 . 下面 是 一 些 常用 的 例 . 
(1) 设 RCz;y) 是 zz;y 的 有 理 函 数 , 则 


| Reosg,sing)d 一 | R(t 十 1 ,zo—l —i)4dz 


[x1=1 2iw /i 
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一 Res( f;z;)， 
点 二 


其 中 
1 -71 十 好 如 一 1 
f(z) = 二 RU 六 ,2 
{zi :一 1:2 是 fz) 在 |z| 过 1 内 所 有 极点 的 集 ， 


"” dg _ 区 
例如 | zr > 


“由 ~ (la 
o 1—2acos0+Ta 1—e 
(2) 没 R(D 是 有 理沙 且 分 母 至 少 比 分 子 高 二 次 ,RCz) 在 实 轴 上 没有 极点 , 则 
| RODdz = 2n ResCRC ,om), 


直 一 ] 


其 中 {2 :上 二 l ' 2 | ,1 是 R(z) 在 上 半 平 面 的 所 有 极点 的 集 ， 
(3) 设 R(z) 是 有 理 函 数 ,分 母 至 少 比分 子 高 一 次 , 且 R(z) 在 实 轴 上 没有 极点 , 则 


| Rnperdz = 2m DNRes(R(z)e™ ,aa)， 
一 由 
其 中 a>0， {2 :上 二 1,2,…,n} 是 R(xz) 在 上 半 平 面 的 所 有 极点 的 集 ， 


[< 1). 


coshr we™ 
* rsinir ， me. 
| 2 十 丰 安 二 2 % > 0). 


还 有 一 些 著名 的 积分 ,选取 适当 的 被 积 跑 数 与 积分 路 线 ,利用 留 数 并 通过 极限 过 
程 也 可 算出 . 例如， 


J 
(4) | snzdz 一 可， 
Vr 
(5) | cosxi dr = | sinz dz 一 党 
| 
(6) | coskradr = es (a > 0,6> 0). 
十 ee 1 
(7) | dr = (0 <a<1). 


7.7,5 辐 角 原理 


定理 12 设 f(z) 在 区 域 D 内 除 可 能 有 有 限 个 极点 外 是 全 纯 的 ,g(z) 在 口内 是 
全 纯 的 ,C 是 本 身 及 其 内 部 都 包含 于 DD 内 的 简单 闭 曲线 ( 取 正 向 ), 且 不 经 过 f(z) 的 
等 总 与 极点 , 设 a,…yan 是 f(z) 在 C 内 部 的 零点 , 刀 ,…,br 是 了 f(z) 在 C 内 部 的 极 
态 ( 一 个 m 阶 零 护 或 极点 计 作 mm 个 零点 或 极点 ), 则 
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N P 
元 | ec 大 De = Vga) — Vglb). 
1=1 k=] 


fz) 
特别 当 三 时 ,有 
f(z) 
六 ,RS = NE. 


等 号 左边 的 积分 称 为 f(z) 关 于 曲线 C 的 对 数 留 数 , 它 是 大 的 对 数 导 数 于 全 在 C 


内 部 的 孤立 奇 点 处 留 数 之 和 . 
由 于 


] dz 二 _ 
二 | fe ps 一 | ZLnf(a) — AcArgf(z), 


Ac Argf(z) 表 示 当 z 清 C 正 向 绕 行 一 周 时 f(z) 的 辐 角 的 改变 量 , 于 是 得 到 
定理 13( 辐 角 原 理 ) ”在 定理 12 的 条 件 下 ,有 


_p=l 
N—P= pm ACArEf(z), 


定理 14( 重 欣 ) 设 f(z),g(z) 在 包含 简单 闭 曲 线 C 及 其 内 部 的 一 个 区 域内 全 
纯 , 在 C 上 有 | f(z | 二 1g(z)|,; 则 f(z) 十 g(z) 与 f(z) 在 C 内 部 具有 相同 数目 的 

例 6 代 数 基本 定理 ) 设 ao,al,…',a, 是 复数 ,ao 关 0; 则 当 R 充分 大 时 ,在 
|z| 一 尺 上 有 

| az [> | az 十 as 十 … 十 arlz 十 ao |. 

于 是 ao¥ Tar 二 二 as-1z 十 a; 与 aow?" 在 |z|<<R 内 具有 相同 的 零点 数 , 即 有 An 个 
考点 ( 根 ). 

定理 15( 胡 尔 维 淡 ) 设 品 是 包含 简单 闭 曲线 C 及 其 内 部 的 区 域 , f(z) (n=1， 

…) 在 口内 全 纯 , 序 列 {f(z)} 之 | 在 DD 中 内 闭 一 致 收 伍 于 不 恒 等 于 零 的 晴 数 (xz)， 
/ (z) 在 C 上 不 等 于 零 , 则 当 充分 大 时 , f(z) 与 f(z) 在 C 内 部 具有 相同 数目 的 零 
点 . 特别 地 ,如 果 扣 (z) Cw 二 1,2,…) 是 单 叶 梢 数 , 它 在 DD 中 内 闭 一 致 收 合 于 非常 值 函 
数 f 有 zz), 则 f(z) 也 是 单 叶 聘 数 ， 


$7.8 亚 纯 函数 ” 整 函 数 


7.8.1 亚 纯 函数 


定义 1 设 品 是 复 平面 上 的 区 域 ,函数 f(z) 在 了 内 除 可 能 具有 极点 外 是 全 纯 
的 , 则 称 所 2) 在 D 内 是 亚 纯 的 . 在 有 限 复 平面 上 亚 纯 的 函数 ,简称 为 亚 纯 函数 . 
例 1 有 理 函 数 是 亚 纯 消 数 . 
例 2 设 f(z),g(z) 是 在 区 域 品 内 全 纯 的 汕 数 ,g(z) 不 恒 等 于 零 , 则 f(x)/g(z) 
是 在 呈 内 亚 纯 的 函数 . 
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定理 1 在 扩充 复 平 面 上 亚 纯 的 函数 只 能 是 有 理 画 数 . 
定理 2 任 一 亚 纯 函 煞 可 表示 为 两 个 整 函 数 之 商 . 


7.8.2 亚 纯 函数 的 部 分 分 式 展开 


定理 3 设 六 zx) 是 亚 纯 函 数 , 除 原点 ( 记 作 为 ) 外 的 极点 是 &&(k 二 1,2,*"*), f(z) 
在 & 处 洛 朗 展开 式 的 主要 部 分 是 qi (2z) (二 11,2,…), 设 gp(z) 如下: 当 zz 一 0 是 六 2 
的 正则 点 时 ,go (z) 圭 0, 当 z= 二 0 是 f(z) 的 极点 时 ,qo (z) 是 f(z) 在 原点 处 的 洛 朋 展 
开 式 的 主要 部 分 , 设 C 是 不 经 过 f(z) 的 极点 的 简单 闭 曲 线 , {6.)i-! 是 f(z) 在 C 内 部 


的 全 部 极点 ,又 设 关 是 一 自然 数 , 育 (z) 是 钞 数 一 fC 之 其 4 EI _ 在 名 处 的 洛 朗 展开 式 中 


(一 名 六 的 系数 (二 0,1,…,n), 此 时， 对 C 内 部 不 等 于 bob， ,加 的 z, 有 
f(z) 一 > (aD 一 (2) 十 医 |. rr 
定理 4 设 f(z) 是 亚 纯 函 数 , 它 在 原点 处 是 正则 的 , 它 的 极点 是 b,b，…( 按 模 
增加 的 次 序 排列 ) ,假定 每 个 && 都 是 一 阶 极点 ,Res(f(z) ;及 ) 二 ns. 取 内 部 含有 极点 
bh be bn 的 简单 闭 曲 线 C, (k= 1,2, …) ;使 它们 满足 ， {nn ji， 是 递增 序列 ， 
{net 一 1 } 忆 是 有 界 序 列 ; 以 及 表示 原点 到 Cs 的 距离 ,LL 表示 Ce 的 长 度 , 有 
limR 一 oo,14 一 OCRi). 取 自然 数 m, 使 在 C 上 有 fz) 一 oCRP)( 即 limmax| f(z)1/ 


R? 二 0). 此 时 ,对 不 等 于 如，… 的 z, 有 


f(z) = 3 0 zi — Ye 


4 二 1 br {bs — 2) 
-中 
由 上 述 方 流 可 得 下 图 的 有 用 的 展开 吉 
(1) secz 一 > 1)" Te 
一 ((z 一 去)z) 

(2) cscz 一 一 十 2 (一 1»" 二 一 ry 

< 1 
(3) CO 广 十 了 (二 视 ne 
(4) tanz= 3 2 

和 (本 


在 这 些 展开 式 中 ,对 任何 圆 1z|< 民 ,右边 的 级 数 除去 含有 极点 的 项 后 都 一 致 
收 敏 ， 


em 05 »， 


由 这 些 展 开 式 可 得 到 一 些 有 用 的 和 式 . 


AT (一 1])m en Ea 一 . 
(2 rm TD) Fr eT 全 一 012 
其 中 Ew 是 欧 拉 数 . 于 是 有 
Cy 1)" x 一 1] a 
~ 2 一 1 4 ” 》 全 2 =- 委 ， 


rn 二 1 
一 《一 1)™! 
2 (2n—1) | Ws :等 等 
二 1 _ 1 D2] By» 二 
(6) 2 二 (一 1 和 1 283ixa 7 (下 一 1 2)， 


其 中 Ba 是 但 努 利 数 于 是 有 


等 等 . 
定理 5( 米 塔 格 - 列 夫 勒 ) 设 { 包 } 芝 :是 互 不 相同 的 复数 构成 的 序列 , 按 模 增加 次 
序 排列 , 且 limb, 一 oo. 又 设 


dn (Xx) 一 Cz 十 … 十 汪 FA 天 0 (n= 1,2,""), 


-3 ) 
则 存在 亚 纯 贸 数 fz) ,其 极点 为 ah :bs »™ 和 pb, 处 洛 朗 展开 式 的 主要 部 分 为 qn (2) 
{n=1,2,:)., 


7, 8.3 整 函数 的 无 穷 乘 积 展 开 


定义 2 设 (z,} 区 ! 是 非 零 复数 构成 的 序列 , 令 Ps = 册 二 ,如 果 limP. 一 三 且 


上 二 


P80, 则 称 无 穷 乘积 |] > 人 一 也; 如 果 当 ?一 ce 时 


P, 没有 极限 或 有 极限 零 , 则 称 无 穷 乘积 >\z, 发 艇 . 对 函数 项 无 穷 滋 积 ,可 以 类 似 地 


定义 一 致 收 伍 和 广义 一 致 收 伍 . 
定理 6 设 f(z) 是 整 函数 ,其 零点 为 Ov OA yd2 sy ns …《 按 模 增 加 的 次 序 
排列 , 按 零 点 的 阶 数 重复 ), 则 


fz) 一 a][(1 一 疡 )exp( 产 十 … 十 一 一 冯 )， 


其 中 g(x) 为 一 整 函 数 ,4 为 z= 二 0 的 等 点 阶 数 ， 
定理 7 设 定理 4 的 条 件 对 澡 二 1 满足 ,表示 f(z) 的 级 数 在 除去 (5) 半 1 的 复 平 
面 上 内 闭 一 致 收 伍 , 则 
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exp(| f(D A) = eo TT (1 一 产 ) exp( 至 ). 


点 一 1 


下 面 是 两 个 有 用 的 无 穷 乘 积 展开 式 ， 
(1) sinz 一 <[[ (= 各 ) 


37.9 解析 延 拓 


7.9.1 解析 函数 元 素 


定义 1 复 平面 上 的 一 个 区 域 DD 连同 在 其 内 全 纯 的 一 个 函数 f(z) , 合 称 为 一 个 
解析 函数 元 案 , 人 简称 函数 元 素 , 记 作 { .六 也 )， 

如 果 了 是 一 个 圆 盘 , 则 称 { 六 了 ) 为 一 个 圆 元素. 

定义 2 设 襄 是 圆 盘 |z 一 ww | 过 r(r 之 十 oo0),{f,D} 是 一 个 圆 元 素 ,t 是 圆周 
[1z 一 wo| 二 rx 上 的 点 . 如 果 存 在 圆 元 雪 {gy,U} (其 中 U 是 点 的 一 个 邻 域 
|z 一 t < 之 ptp 之 0)) ,使 在 DNNU 上 有 gr (C2) 二 fz), 则 称 8 为 所 给 旺 数 元 素 的 正则 点 ， 
也 详 称 为 所 给 应 数 的 正则 点 ;否则 称 为 奇 点 . 


例 1 设 /(z)= 了 二 ,DD 为 |z|<1, 则 在 单位 四 周 |z| 二 1 上 ,x 一 一 1 是 奇 点 ,其 
余 点 都 是 正则 点 . 

例 2 设 f(z)==In(1 一 宅 ),DD 为 |z|<1, 则 在 单位 贺 周 |z| 一 1 上 ,z==1, 一 1 是 厅 
点 ,其 余 点 都 是 正则 点 . 


例 3 设 Fiz) 一 2》 ,DD 为 | z | 过 1, 则 圆周 |z|= 1 上 的 点 都 是 f(z) 的 奇 


点 . 此 时 称 该 圆周 为 所 给 函数 的 自然 边界 . 
定理 1 在 状 级 数 的 收敛 圆 盘 的 圆周 上 ,至 少 有 其 和 驹 数 的 一 个 奇 点 ， 


7.9.2 解析 延 拓 


定义 3 设 {fi ,Di},{_fz,D;}) 是 两 个 解析 炒 数 元 素 ,DD 们 DD 包含 一 个 区 域 D, 且 
在 DD 上 有 f(z2) 二 f(z), 则 称 { 记 ,DD)}) 与 {fz,D;) 互 为 直接 解析 延 拓 ; 也 称 f(z) 为 
所 (zz) 在 D; 上 的 直接 解析 延 拓 ;万 (z) 为 f(z) 在 D 上 的 直接 解析 延 拓 . 

如 采 也门 Pa 只 有 一 个 连通 分 支 (参看 图 7. 9-1 左 ) , 则 
Fo 二 fi(2) {zrzED), 

falz) (zzE D,) 
是 在 DU Ds 内 单 值 全 纯 的 函数 . 但 如 果 疡 门 Ds 不 只 含有 一 个 连通 分 支 (参看 图 
" 287 。 


7.9-1 右 ), 则 这 样 定义 的 f(z) 不 一 定 是 单 值 的 ,因为 在 不 包含 DD 的 连通 分 文 上 ， 
万 {z) 不 一 定 等 于 fi (x). 


图 7.9-1 


定义 4 设 {f,D},{g,E} 是 两 个 解析 晒 数 元 素 ,如 果 存 在 解析 冰 数 元 素 { fi ,Di? 

(二 0,1，…,n) ,使 得 
folz) = fz) ,Do = D,f, = gD, = E, 
而 { -1 D1} 与 (fi ,DD (4 二 112,*…',n) 互 为 直接 解析 延 招 ; 则 称 {f,D} 与 {g;E} 互 
为 解析 延 拓 ,也 称 A(z) 与 g(z) 互 为 解析 延 拓 , 记 作 
(f,D} ~ {gE}. 

上 面 定义 的 解析 延 拓 一 是 一 个 等 价 关 系 ( 参 看 14. 1. 6) ,关于 这 个 等 价 关 系 的 等 
价 类 于, 称 为 一 个 完全 解析 函数 ,或 魏 尔 斯 特 拉 斯 意义 下 的 解析 函数 ;也 常 说 六 确定 
-个 完全 解析 孙 数 下 (z). {f,D}EK 称 为 F(z) 在 区 域 D 上 的 元 素 , 或 在 D 上 的 单 值 
支 . F(z) 的 元 农 在 点 z 处 的 值 ,都 称 为 FF 在 点 z 处 的 值 , 令 

M=U {D:{f,D} € Ki, 

则 区 域 M 称 为 完全 解析 函数 F(z) 的 存在 域 . 

定理 2( 庞 加 莱 - 沃 尔 素 拉 ) ”完全 解析 晒 数 在 一 点 处 的 值 形成 一 个 至 多 可 数 
的 集 . 

定义 5 设 C:z==A(1) (ae 委 ! 委 及 是 一 连续 曲线 ,{ 户 世 是 一 个 圆 元 素 ,L 的 中 心 
是 C 的 起 点 ze 一 1(a). 如 果 对 每 个 满足 ec<<rS 8 的 r, 存 在 ao 一 pm<m<…<=r 与 图 
元 之 {fDi) (8 二 0,1,…,n) ,使 得 

{fo :Uo} 一 《产品 )， 

Ui 的 中 心 是 AC&), 且 {有 -1;Ui1) 与 {到 :Ui} 互 为 直接 解析 延 拓 ( 二 1,2,… ,mm) ; 则 称 
元 素 { 六 万 能 沿 曲线 CC 解 析 延 抑 . 

定理 3( 单 值 定理 ) 设 DD 是 单 连通 域 ,{f,U} 是 一 个 圆 元 素 ,UC D. 如 果 把 
{f,UD} 沿 DD 中 任 一 连续 曲线 作 和 解析 延 要 ,用 延 拓 所 得 的 一 切 元 素 定 义 一 解析 了 数 
F(z), 则 FCz) 在 DD 中 是 单 值 的 . 
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S7.10 共 形 了 肌 峰 


7.10,1] 全 纯 函 数 与 共 形 映射 


定义 1 设 w=f(z) 把 z 平 面 上 的 区 域 D 双方 连续 地 一 一 映射 到 ww 平面 上 的 区 
域 G, 满 足 ; 以 DD 的 任 一 点 zo 为 起 点 且 在 zo 处 其 有 切线 的 曲线 忆 的 象 f[Cj 在 
ww 二 f(zo) 处 也 具有 切线 ,在 zo 处 具有 切线 的 两 条 曲线 C ,Cs 的 夹 角 与 象 曲 线 
斤 吕 ,及 Ca 的 夹 作 同 向 相等 , 则 称 f 为 第 一 类 共 形 贞 射 ,简称 共 形 映射 . 如 膝 了 只 
在 点 zo。 具有 上 述 性 质 , 则 称 了 在 点 zo。 处 是 共 形 的 , 如 果 把 “ 同 向 相等 ” 改 为 “ 反 向 相 
等 ”, 则 称 为 第 二 类 共 形 映射 . 共 形 映射 又 称 保 角 映射 . 

定理 1 设 多 =f(z) 在 点 zw 的 一 个 邻 域 内 全 纯 ; 了 (zo) 关 0, 则 映射 了 在 点 ze 处 
是 共 形 的 ， 

定理 2 设 w= f(z) 是 xz 平面 的 区 域 D 到 ww 平面 的 区 域 G 的 共 形 映射 , 则 f(z) 
在 DD 内 是 全 纯 的 . 

定理 3 设 包 = 了 (2) 在 点 wz 的 一 个 邻 域内 全 纯 , 了 (zo) 关 0, 则 对 从 zo 出 发 的 任 


一 光滑 曲线 ,有 王 一 | (am ) | ,其 中 ds,di 分 别 表示 原 曲 线 与 象 曲线 在 点 zo， 一 
Azo) 处 的 弧 微 分 . 
7. 10, 2 分 式 线性 映射 


形 如 ww 一 红 +(od 一 zc 尖 0) 的 映射 , 称 为 分 式 线性 映射. 它 当然 是 共 形 映射 


定义 2 设 zx zzz 是 复数 , 则 至 一 :大 一 皖 称 为 所 给 四 个 复数 的 交 比 或 非 


这 ‘ Ty 

调和 比 , 记 作 (z ,zz ,zs ,za)., 当 其 中 有 一 个 数 是 co 时 ,理解 为 相应 的 复数 趋 于 无 穷 时 
交 比 的 极限 ,例如 
4 — Xe 
Zs 一 区 2 

定义 3 设 忆 是 圆周 ,p,qg 是 两 个 点 ,如 果 通 过 p,q 的 任何 图 局 (包括 直线 , 即 把 
直线 理解 为 通过 无 穷 远 点 的 “圆周 ”, 本 小 节 中 对 “圆周 ” 均 作 这 样 的 理解 ) 与 C 正 交 
( 即 交 角 为 直角 ), 则 称 p,q 关于 C 是 对 称 的 . 如 果 p,q 是 关于 圆周 |z 一 zo | 二 7 的 对 称 
点 , 则 (如 一 za) 一 2) 一 于 。 

定理 4 设 有 ,zz 与 ;vw sw 分 别 是 扩充 zx,w 平 面 上 任何 三 个 不 同 的 点 ， 
则 存在 唯一 的 分 式 线性 映射 把 zi ,zz ,za 依次 映射 为 rm ,wr ;5， 

定理 $5 分 式 线 性 映射 具有 下 列 性 质 ， 


《co , 2? 9 宅 3 ;之 4 一 


《2) 保 交 比 不 变性 . 
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(3) 保 对 称 性 一 一 关于 圆周 C 的 对 称 点 的 象 关 于 C 的 象 仍 是 对 称 的 ， 
例 1 把 上 半 平 面 映 射 为 圆 盘 |w| 到 民 , 把 点 z= 二 a(Ima 守 0) 映射 为 点 ww==0 的 分 
式 线 性 上 映射 为 


_ 疗 之 一 村 
w= Re 一 一 (2 是 实数 )， 


例 2 把 圆 盘 |z|<r 喘 射 为 圆 盘 | 让 | 天 R, 把 点 xz 一 a 人 (al 到 门 映射 为 点 记 一 0 的 
分 式 线性 映射 为 


w= Rre® (0 是 实数 )， 


7.10.3 茶 些 初等 函数 的 映射 特性 
1， 一 局 .如 图 7. 10-1. 


图 7, 10-1 


2，z 一生 . 如 图 7. 10-2. 
3，u 一 王 (z 十 过 ) 一 一 茹 科 夫 斯 基 西 数 , 如 图 7. 10-3 
4，w 一 sinz. 如 图 7. 10-4. 


7. 10.4 对 称 原 理 上 半 平 面 喘 射 为 多 角形 


定理 6( 对 称 诛 理 ) 设 忆 是 一 个 区 域 ,其 边界 含有 一 段 圆 弧 或 直线 段 y, f(x) 在 
六 内 全 纯 , 在 yY 上 连续 并 取 实 值 , 则 f(z) 可 以 解析 延 拓 到 DD 关于 YY 对 称 的 区 域 DD* 
上 ,所 延 拓 的 函数 在 x 关于 y 的 对 称 点 x" 处 的 值 等 于 fz). 

定理 了 ( 施 瓦 茨 - 克 里 斯 托 费 尔 公式 ) 设 z 为 ww 平面 上 的 有 角形 ,其 顶点 为 bh， 
上 让 处 的 内 了 为 wx 二 12 如 图 7.10-5), 则 把 上 半 = 平面 映射 为 
的 内 部 ,把 实 轴 上 的 点 ai 映 为 点 如 (二 1,2,…,n) 的 共 形 映射 为 


ea 200 ，。 


(0<he2r) 


7. 10-2 


w=—al TT(z—a)" de +p, 
其 中 a,8 是 由 x 的 位 置 和 大 小 决定 的 常数 ， 
7.10.5 驹 曼 映 射 定理 ”边界 对 应 


定理 黎 虹 映射 定理 ) 每 个 边界 点 多 于 一 点 的 单 连通 域 DD 可 共 形 映射 为 单位 
圆 盘 . 指定 wo 私 D, 则 存在 了 瞧 一 的 把 D 映 为 单位 圆 盘 的 全 纯 罗 数 f(z), 满 足 
f(z0) =0, fF (20)>0, 

定理 9 卡拉 泰 沃 多 里 ) 设 品 是 由 简单 闭 曲 线 C 国 成 的 单 连通 域 ,w= 二 f(z) 是 
把 品 映 为 单位 圆 盘 |w| 过 1 的 共 形 映射 , 则 存在 DD 到 |w| 志 1 上 的 双方 连续 的 一 -一 映 
射 岂 二 了 (z) ,使 在 局 内 有 f(z) 二 f(z). 简单 地 说 ,就 是 f(z) 能 实现 边界 之 间 的 一 一 
对 应 . 
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图 7. 10-4 


7. 10-5 


7.10.6 稍 用 共 形 映射 表 


一 
TU= 0 -一 ， 
l1—az 


单位 圆 盘 |z| 一 1 |a|<1,0ER 
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续 表 


Tr TET 


上 于 平面 Imz>>0 单位 图 盘 |zu| <1 一 oemi>0,0ER 


一 2 十 ER, 
灶 平 面 Imx 守 0 上 半 平 面 lm cz 二 dd 
ad—bce ~>0 


单位 而 表 [zl | mp 0 (Hy 
limz >0 
骨 域 0<<argrcca 上 半 平 面 Imzo>>b | w= 
册 形 0<<argz<a; 1z| 之 1 上 半 平 Imw>0 w= ( 
平行 带 0<<Imz<-y 圭 举 平面 Imw>0 让 一 em 和 
2 2 

抛物 线 左 人 出 y 守 dc* (x 十 c*) 上 上 半 平 面 [mw>0 LA 
【er0) 

2 dr? 2 
抛物 线 右 侧 了 <4c (zc ) 上 羊 平面 Imw 0 tw 二 isec ez 
(e>0) < 


橱 加 外 部 一 一 一 7 
Ty 加 外 部 [ww| >> w= 兴 (z+ /Zed 
+ J 1c> 1 
_ .和 w= 
双 晶 线 内 侧 c25 一 sinia ”| 上 半 平 面 Imw>0 (二 -ie( +va0) 
(0<a<r/2) 2 YY 


、 有 型 纹 |Rew| 所 1， l/l 
单位 贺 我 |z1 < 之 1 limw==0 的 全 平面 忆 一 了 (z+ > ) 
带 边界 的 裂纹 域 ， 
下 位 国 盘 |x| <1 [wl 之 地 ,argweA Ww OTe ne) 
4 x 带 边 界 的 裂纹 域 _ 
衬 行 市 2 Rez< 2 [Rew| >1, Imws0 w= sinz 


和 带 边界 的 裂纹 域 _ 
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续 表 


单位 圆 盘 | z| 过 1 正 4 边 形 内 部 | 


二 
| 


上 半 平 面 Imz > 0 正三 角形 内 部 vw-] 


$7.11 解析 函数 在 解 平面 狄 利克 雷 问 题 中 的 应 用 


设 DD 是 复 平 面 上 的 区 域 , f() 是 定义 在 DD 的 边界 上 的 连续 函数 , 则 求 出 在 D 上 
连续 ,在 DD 内 调和 的 哨 数 w(z) ,使 在 DD 的 边界 上 有 ww( 引 = 二 fA(8) 的 问题 ,就 是 平面 狄 
利克 怖 问题 . 复 变 函数 论 是 解 这 个 问题 的 有 效 工具 . 

在 了 是 圆 盘 |z|<R 的 情形 ,给 定 的 边 值 函 数 可 以 写成 

fi} (0 oR 2n) 
的 形式 . 此 时 有 

定理 1 剧 的 狄 利克 雷 问题 的 解 为 

va 一 站 | 志和 ce 太 


-| FwDRe 人 (Re 十 到 5 )dp = 3 区 | f(pRe(£HE)dp, 


Re®? — re® 
其 中 
z= rw 0 和 Rr 人 R= Re*. 
右边 的 积分 称 为 泊 松 积分 
R:— 7 
及 十 严 一 2Rrcos(9 一 内 
称 为 泊 松 核 . 


定理 2 求 出 在 |z| 志 RR 上 连续 ,在 |z| 过 R 内 全 纯 的 函数 F(z) ,使 在 1¢| 二 R 上 

有 ReF( 引 二 f(D 的 问题 的 解 为 
Fz) = 去 | Fo 于 sap+iC， 

其 中 忆 是 任意 实 常 数 . 

利用 共 形 映射 与 定理 1, 可 以 得 到 对 于 一 般 的 单 连通 域 的 犹 利克 雷 问题 的 解 . 

定理 3 设 DD 是 由 简单 闭 曲 线 C 围 成 的 单 连通 域 , A( 刀 是 在 C 上 连续 的 函数 , 则 
相应 的 狄 利克 雷 问 题 的 解 为 

zx(z) 一 | .re (#2In 


nn 


er )«, 
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右边 是 第 一 类 曲线 积分 ,g(5z) 是 把 了 共 形 映射 为 单位 圆 盘 且 满足 
过 和 证 一 名 t 5 
gl(zi2) = 0 2 


> 人 0 
t= 


的 函数 , 半 是 沿 C 的 内 法 线 方向 的 导数 . 令 


GF;z) = in 


1 
gle) | 

它 是 区 域 DD 的 格林 函数 ,具有 下 列 性 质 ; (1) 当 上 关 z 时 , 它 是 E(E DD) 的 调和 清 数 ; 
(2)GCL;z)>0, 且 当 在 D 内 趋向 于 C 时 趋向 于 零 ;(3) 在 z 的 邻 域 内 ,GC(E; 2%) 一 


In TE 二 二 是 调和 的 ;C4 GL;z) 二 G(z; 纺 ,利用 格林 丽 数 ,上 面 的 解 可 写 为 


|] 9 
uz) 一 下 | f(D EG) ds, 
例 对 于 上 半 和 平面 的 狄 利克 雷 问 题 , 有 


1[™ yy 
utz) 一 | ft) pe 和 
其 中 zx 一 z 十 iy(y>0)， 


$7.12 解析 函数 在 流体 力学 中 的 应 用 


对 于 不 可 压缩 的 ,均匀 的 流体 的 平行 于 一 个 固定 平面 的 稳定 运动 ,可 以 利用 解析 
盟 数 论 中 的 方法 来 研究 . 设 u(x,y) ,w(x,y) 是 平面 流速 场 中 点 (z,y) 处 的 流速 的 两 个 
分 基 , 它 们 具有 连续 的 偏 导 数 , 如 果 所 讨论 的 流速 在 单 连通 域 D 内 是 无 源 无 旋 的 , 则 
有 


du | dv _ du_ oo 
az tay™— 0 dy az 0， 


于 是 4(z,y) 一 iv(z,y) 就 是 一 个 全 纯 函 数 , 令 其 原 旺 数 为 A(z) , 即 在 D 内 有 
Fz) = ur,y) Oo ivr, y). 

了 f(z) 称 为 所 讨论 的 流速 场 的 复 势 . 设 
f(z2) = ory) tT yz 


则 
dp 一 29 = 
37 在 3 到 
ay 一 一 oy 一 一 


于 是 glz,y) 是 势 西数 . 第 二 式 表明 等 值 线 jy(z,y) 二 CC 的 切线 方向 就 是 流速 的 方 同 ， 
因此 称 内 z 77 为 流 函 数 . 所 讨论 的 流速 可 表示 为 
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| 本 
zf 十 已 (Z3y) = E 一 f(z). 
ax dx 


这 样 就 能 通过 一 个 全 纯 函 数 ( 复 势 ) 来 研究 流体 的 无 
源 无 旋 平 面 流 动 ,并 易于 画 出 它 的 流 线 和 等 势 线 . 

例 1 对 于 勾 速 场 (a,B) , 复 势 f(z) 二 (a 一 iB)z， 
其 中 a>0,p8>0, 流 函数 ylz,y) 二 ay 一 Br, 热 函数 
pz 一 az 十 流 线 ay 一 民 二 人 ,等 势 线 gx 十 
By 二 Cr ,如 图 7.12-1 所 示 ( 实 线 表 流 线 , 虚线 表 等 势 
线 ,下 同 )， 

例 2 对 于 流速 场 (z, 一 y)( 基 w(x,y) 二 xz， 
V(XyY) 二 一 y), 复 势 关切 一 过, 流 线 zy 一 口 与 等 势 
线 二 一 光一 书 如 图 7. 12-2 所 示 . 

例 3( 圆 柱 绕 流 问题 ) 求 绕 一 圆柱 体 流 动 且 在 
无 穷 远 处 的 速度 为 ec 十 办 一 oes 的 流体 运动 . 


设 圆 柱 面 与 x 平面 的 截 线 为 |z| 二 R. 由 于 取 数 


w= f(z) = p( (ez 十 人 二)= (e 一 和 = 十 志士 的 及 
把 |z|> 民 共 形 映射 为 除去 实 轴 上 线段 [一 2pR,2pR] 的 名 平面 ,其 虚 部 在 1|z|= 二 RR 上 
取 值 为 等 , 且 limf (z) 一 ao 十 芒 , 因 此 可 取 f(z) 为 复 势 . 其 流 线 与 等 势 线 如 图 7. 12-3 
所 示 ， 

复 势 隧 数 的 奇 点 可 解释 为 流动 场 的 源 点 ( 即 散 度 不 等 于 零 的 点 ) 与 涡 点 ( 即 旋 度 
不 等 于 零 的 点 ). 


例 4 以 原点 为 源 点 的 流速 具有 v= 分 坪 的 形式 ,其 中 常数 N 是 沿 任 一 圆周 
|z| 二 7 的 流量 , 称 为 源 点 强度 . 于 是 复 势 
f(2) = SInztC, 
天 


z 一 0 是 它 的 奇 点 ,其 流 线 与 等 势 线 如 图 7. 12-4 所 示 . 


7. 12-4 图 7. 12-5 


例 5 以 原点 为 涡 点 的 流速 具有 v 一 旭 二 的 形式 ,其 中 工 是 沿 任 一 回 周 |z|=7 
的 环 量 ,一 江 称 为 涡 点 强度 . 于 是 复 势 为 
ftz) = ziInz+C, 


zx 一 0 是 它 的 奇 点 ,其 流 线 与 等 势 线 如 图 7, 12-5 所 示 ， 


87.13 解析 函数 在 电磁 学 与 热学 中 的 应 用 


对 于 无 源 无 旋 的 平面 静电 场 
= 上 -zy 十 记 ， (X,Yy), 
可 以 用 类 似 于 》 7. 12 中 研究 平面 流动 的 方法 来 处 理 . 仍然 考虑 单 连通 域 D. 由 于 


Eap _ 0 3E_ 9E,_ 
az 1 ay 0 ay or 一， 


所 以 E, 一 iE, 在 D 内 是 全 纯 函 数 . 令 帮 z) 满 足 太 (z) 一 让 (此 处 与 $ 7.12 有 些 差别 )， 
则 fz) 称 为 所 讨论 的 平面 静电 场 的 和 揽 势 . 如 果 令 
fz) = wr y) io(r, y), 
则 ukxz,) 二 C 是 电力 线 ,因此 称 ulz, yy) 为 力 消 数 ;E 二 一 gradv, 因 此 xz) 是 电势 
或 电位 . 
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同样 , 复 势 的 奇 点 可 解释 为 平面 静电 场 的 源 点 或 涡 点 ， 

例 1 线 电 荷 密 度 为 6 的 均匀 带电 无 限 长 直 导 线 所 产生 的 静电 场 ,可 以 看 作 平面 
静电 场 . 此 时 E= 训 ,从 而 复 势 f(z) 二 2piln 十 十 C, 由 此 易于 画 出 电力 线 与 等 势 线 ， 
与 图 7. 12-4,5 类 似 . 

对 于 稳定 的 无 源 平面 热 场 , 设 (x,y) 是 点 (x,y) 处 的 温度 , 则 它 满足 拉 普 拉 斯 方 
程 Ax 一 0. 设 热 场 分 布 在 单 连通 域 忆 内 , 则 xz, 力 在 万 内 的 共 鲍 再 和 国 数 v(z，y) 称 
为 热流 函数 , 解析 函数 

f(z) = utr;yy) iv(r, y) 
称 为 所 讨论 的 热 场 的 复 势 .用 复 势 可 以 表示 热流 向 量 Q 二 一 kgradu, 即 有 QQ 二 
一 大 《2.8 一 C 是 等 温 线 ,而 v(z, 轨 一 C 则 是 热流 线 , 类 伏地 , 复 势 函数 的 奇 
点 ,可 以 解释 为 热源 
例 2 考虑 由 位 于 z== 土 a 处 强度 为 土 9 的 热源 所 形成 的 平面 稳定 热 场 ,其 复 势 


为 f(z) 二 字 n > 十 5， 等温 线 与 热流 线 如 图 7. 13-1 所 示 ( 实 线 表示 热流 线 ). 


图 7. 13-1 


$7.14 解析 函数 在 平面 弹性 理论 中 的 应 用 


考虑 平面 单 连 通 域 D 上 的 弹性 问题 ,假定 没有 作用 于 面积 元 率 上 的 质量 力 . 设 
作用 于 弧 元 ds 上 的 边线 力 为 Fds ,其 中 的 下 称 为 应 力 . 设 在 点 (zx,y) 处 迁 直 于 xz 轴 与 
y 输 的 弧 元 ds 所 受 的 应 力 分 别 为 

F(xry) = Xr (ry Ti, (x,y) 
F(tr,y) = X(T YT (ry). 
Xz 与 了 称 为 法 线 应 力 ,Y, 与 X, 称 为 切线 应 力 (或 前 应力). 它们 满足 


209 。 


dX, 
9x 


因而 存在 史 数 ACryYy) ,Blz,y) ,使 
— Adr 二 Xdy = dB, Ydzr—Y.dy= dA. 


又 由 XY, 擒 一 各 ,因而 存在 西数 Uz,y) ,使 


Adxr Bdy = dU, 
U(xz;y) 称 为 应 力 孙 数 . 应 力 消 数 满足 重 调和 方程 
9U aU FU 
AAU = + to 0 
令 AU 一 P, 设 己 的 共 斩 调 和 函数 为 马 , 令 
f(z) = Px) Q(z plz) = f(z). 
再 令 解 析 消 数 4%) 满 足 
Redtz) = U(x;y) — rRewplz) — ylImg(z), 


9 可 
+ 一 0 二， 为 一 六 


则 
Ulz) = pl) +zp + Yt+ HO). 


设 u(z;y) v(x;y) 分 别 是 点 (x,y) 处 的 位 移 分 量 , 则 它们 可 以 通过 px) 与 pz) 
来 表达 : 


， 3 一 一 一 一 一 一 
ww 十 记 一 A (a) — Pz) )， 


ep 
其 中 4 与 & 是 联系 应 力 、 分 力 与 形变 分 量 的 常数 : 
X = 多 缮 十 开 ) 二 孙 匡 ， 史 一 多 下 十 器 针 么 到， 


其 ， = 玉 一 所 器 十 各 让 


这 样 ,在 平面 弹性 理论 中 ,上 应力 与 位 移 都 可 以 通过 两 个 解析 晴 数 来 表示 ， 
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8. 和 微分 方程 与 动力 系统 
$8.1 一 般 概 念 


8. 1.1 有 关 常 微分 方程 的 概念 


定义 1 凡 联 系 自 变量 zx, 未 知 辑 数 y 及 其 某 些 导数 或 微分 的 方程 , 称 为 常 微分 
方程 ,简称 微分 方程 . 

定义 2 微分 方程 中 出 现 的 未 知 落 数 的 最 高 阶 导数 的 阶 数 , 称 为 微分 方程 的 阶 . 

定义 3 已 将 未 知 函 数 的 最 高 阶 导数 解 出 的 微分 方程 , 称 为 正规 形 微分 方程 , 否 
则 称 为 隐 式 微分 方程 

一 阶 隐 式 微分 方程 与 正规 形 微 分 方程 的 一 般 形 式 分别 为 

FCziyyy ) =0 
与 
y = flr,Yy), 

其 中 下 是 三 个 变 元 的 已 知 范 数 ,f 是 两 个 变 元 的 已 知 薄 数 . 

n 阶 隐 式微 分 方程 与 正规 形 微 分 方程 的 一 般 形 式 分 别 为 

Flryyyy sr sy")=0 (8. 1-1) 
与 
y™ = friyry 1 yy). 

其 中 玉 是 % 十 2 个 变 元 的 已 知 函 数 ,f 是 n 十 ] 个 变 元 的 已 知 函 数 ， 

定义 4 如 果 在 微分 方程 中 ,未 知 画 数 及 其 所 有 出 现 的 导数 都 是 一 次 的 , 则 称 为 
线性 微分 方程 ,否则 称 为 非 线性 微分 方程 . 

一 阶 正规 形 线 性 微分 方程 的 一 般 形式 为 

y = p(xz)y+ g(r), 

式 中 p(x) ,qtz) 都 是 在 区 间 e<z<2 内 已 知 的 连续 配 数 , 若 9(z) 三 0, 则 称 为 一 阶 齐 
次 线性 微分 方程 ,否则 称 为 一 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 . 

n 阶 线性 微分 方程 的 一 般 形式 为 

yy 二 altriy 十 … 十 cei(z)y +a(r)y = f(r), 

式 中 al(z)，…a-1(z)ya(z) f(z) 都 是 在 区 间 a<z< 内 已 知 的 连续 范 数 . 若 
A(z) 三 0, 则 称 为 n 阶 齐 次 线性 微分 方程 ,否则 称 为 a 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 . 


8.1.2 有 关 方 程 的 解 的 概念 


定义 5 设 1 是 xz 轴 上 的 某 区 间 . 如 果 晴 数 > 一 pz) 在 上 上 有 定义 ,具有 从 一 阶 
301 ， 


到 | 1 阶 的 导数 op (x) ;P(x) | Cn (x) ; 且 使 
F(x;@tr) ,9 ( 工 ) 4 9 ()) 三 0， 


则 称 函 数 y 二 q(x) 为 方程 (8. 1-1) 在 工 上 的 解 . 
定义 6 给 定 微分 方程 (8. 1-1). 如 果 对 点 zo ET, 给 定 了 1 个 值 的 已 知 条 件 


一 WY ， 8. 1-2) 


则 称 此 条 件 为 方程 (8. 1-1) 的 初始 值 条 件 , 简 称 初始 条 件 . zo 称 为 自 变 量 的 楚 值 ,而 
sy os sy 则 是 未 知 函 数 及 其 直到 nn 一 1 阶 导数 的 给 定 的 初 值 . 
设 [=[a,8j, 如 果 对 于 端点 x 二 a 与 z 一 ,给 定 了 2 个 值 的 已 知 条 件 


yD)| ,= ry 2) | 一 yo 人 


一 / a 1) | — 1) 
Yio sy Cz)| yin "ry {TX) 0 iD 


yr) 


工 一 


ytr) 


一 和光 (| ,= yo yD ,= (8.1-3) 


工 一 度 一 


则 称 此 条 件 为 方程 (8. 1-1)? 的 边界 值 条 件 ,简称 边界 条 人 忻 . 

初始 条 件 (8. 1-2) 与 边界 条 件 (8. 1-3) 统 称 为 定 解 条 件 , 求 微分 方程 (8. 1-1) 满 足 
定 解 条 件 的 解 的 问题 , 称 为 定 解 问题 . 如 果 定 解 条 件 是 初始 条 件 , 则 称 为 初 值 问题 或 
柯 西 问题 ;如 果 定 解 条 件 是 边界 条 件 , 则 称 为 边 值 问题 , 

定义 了 7 如 果 含 有 7 个 任意 常数 的 显 函 数 族 


y= pTyC C2 9s Cn) (8. 1-4) 


是 微分 方程 (8. 1-1) 的 解 , 且 至 少 对 于 在 一 定 范围 内 任意 给 定 的 定 解 条 件 , 都 能 确定 
任意 常数 ,co，…,c, 的 值 ,使 对 应 的 解 满足 此 条 件 , 则 称 函 数 族 (8. 1-4) 为 微分 方程 
《8. 1-1) 的 通 解 . 

若 方程 (8. 1-1) 的 通 解 是 由 方程 

DlrTyyyercs sts) = 0 (8, 1-5) 

确定 的 y 为 z 的 隧 隧 数 的 形式 给 出 , 则 称 关 系 式 (8., 1-5) 为 方程 (8. 1-1) 的 通 积 分 . 

定义 8 在 微分 方程 的 通 解 中 ,对 任意 常数 取 定 特殊 值 后 所 得 到 的 解 称 为 微分 
方程 的 特 解 . 微分 方程 的 解 所 表示 的 曲线 称 为 解 烘 线 或 积分 曲线 . 每 一 个 特 解 对 应 的 
曲线 是 一 条 积分 曲线 , 而 通 解 对 应 的 曲线 则 是 一 族 积分 曲线 , 


3 8.2 一 阶 微分 方程 


8,2.1 存在 和 唯一 性 定理 
定理 1 给 定 一 阶 正规 形 微分 方程 
y = fx:y) 《8. 2-1) 
及 初始 条 件 y(zo) 一 加 . 如 果 顶 数 xz,y) 在 闭 域 
3302 。， 


民 一 (zy | 一 如上 | 委 a | y— ww | 
上 连续 , 且 在 及 内 对 变量 y 满足 李 普 希 兹 条 件 , 即 存在 一 正 的 常数 工 ,使 当 
(zy) EE Rlry)} ER 
时 ,有 
| Fr 一 re) [EL|Iy—y | 
(L 称 为 李 普 希 兹 常数 ), 则 方程 (8. 2-1) 在 区 间 jz 一 和 | 委 六 上 有 且 只 有 一 个 解 ?一 
2(z) 满 足 初始 条 件 g(xzo) 二 yo, 此 处 


b _ 
7)'M= max, | fz, | 


只 一 min(a, 
8.2.2 一 阶 微分 方程 的 若干 可 积 类 型 及 其 通 解 
1， 一 阶 正 规 形 微分 方程 
《1) 变量 可 分 离 的 微分 方程 
dy 一 下 SS (f(x) 0,g2(y) 2 0). 


dz fe lr) ge Cy) 


分 离 变 量 再 分 别 积分 得 通 解 : 
J Sa 十 | Ea =¢ (g(ty) 天 0)， 
(2) 齐 次 微分 方程 


方程 (8.2-1) 中 ,着 隙 数 f(z,y) 是 工 ,y 的 零 次 齐 次 函数 , 即 满足 
fltryty) = fryy)) 
则 称 方程 (8. 2-1) 为 齐 次 微分 方程 . 齐 次 微分 方程 可 化 为 如 下 形式 ， 


2 =g( 尝 ). (8. 2-2) 
车 g (学) 二 郑 , 则 可 分 离 变量 . 著 g( 郑 ) 取 郑 , 则 令 ?一 zu(z) ,方程 (8. 2-2) 化 
为 从 一 外 所 一 ,分 离 变 量 再 分 别 积分 得 通 积 分 
过) 
(3) 可 化 为 变量 可 分 离 或 齐 次 微分 方程 的 方程 
1 经 一 Par 十 by 十 o). 令 = 一 az 十 的 十 c, 原 方程 化 为 变量 可 分 离 的 微分 方程 


此 = a+bf(z). 
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2。 dy_ 人 (8. 2-3) 


dz gaz 十 by ?十 ca 六 
苦行 列 式 
p= a A 过 0， 全 他 
a 可 J 二 ?十 有 


其 中 上 8 满足 方程 组 
aia 十 和 8 二 cl = 0, daa Bi es = 0, 
则 方程 (8. 2-3) 化 为 齐 次 微分 方程 


dy f(a 7) 
dé azét bon | 


若 行列 式 D==0, 即 绎 一 他 一 4, 令 x 一 a1z 十 hy, 则 方程 (8.2-3) 化 为 变量 可 分 离 的 微 


分 方程 


2 ) 


宕 -atbf( 若 ) 


dx 
(4) 线性 微分 方程 
齐 次 线性 微分 方程 空 = pC)y 的 通 解 为 y 一 cej*ew, 非 齐 次 线性 微分 方程 


终 一 p(z)y 十 gx) 的 通 解 为 


y 二 jcod (scopejroeaz t+e). 
(5) 伯 努 利 方程 
9 = p(w)yt gay Cn#0,1). (8. 2-4) 


方程 (8. 2- on z 二 yy", 它 可 化 为 


经 = (1]— np(tr)z (lO— natzr), 


由 此 可 得 其 通 解 为 
z= yim 一 2 站 |ea 上 人 _ acne wldz 十 cj 


(6) 全 微分 方程 
给 定 对 称 形式 的 微分 方程 
Mr, yadr tt Nlr, ydy = 0， (8, 2-5) 


M(zyydr ti N(r, ydy = du(xr,y), 
则 称 方程 (8. 2-5) 为 全 微分 方程 或 称 恰当 方程 , 
定理 2 方程 (8. 2-5) 为 全 微分 方程 的 必要 充分 条 件 是 
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dy dT 


车 方程 (8. 2-5) 为 全 微分 方程 , 则 其 通 解 为 
ul(TyYy) = | Mir, War + N(xzo ,Ydy 一 上 


u(x,y) 一 | M(z, yo dx + NIz Wdy = e., 
nD 20 


《7) 具有 积分 因子 的 微分 方程 

震 方程 (8. 2-5) 不 是 全 微分 方程 ,但 能 找到 国 数 jy 二 n(x,y) 考 0, 使 方程 Mx,y)dx 
十 uN(z,yjdy= 二 0 成 为 全 微分 方程 ; 则 称 j(z,y) 为 方程 (8. 2-5) 的 积分 因子 . 

定理 3 若 方程 (8. 2-5) 不 是 全 微分 方程 , 则 消 数 py 二 (x,y) 关 0 为 方程 (8. 2-5) 
的 一 个 积分 因子 的 必要 充分 条 件 是 


NE— MB = ($y — Gz) 

或 
NPE 一 M Sn -- aM _9N 
dy dy ar 


下 述 各 条 件 均 为 方程 (8. 2-5) 具 有 相应 特殊 形式 的 积分 因子 的 必要 充分 条 件 ， 


积分 因子 站 
1 


条 件 


M(zr,y) = yM (ry), 


(ay 


aM_ an 


TMGCz yy Niriy)=0 
rzMr, yt yN zr, YAO 
M,N 是 同 次 齐 次 式 


IMI yy —yN(r,y)=0 


IMzT yy — yN(r, yO 


Ne (a 32 )=/0® 


1 /aN_aM 
Mirzy) \dx By 


) 一 EC) 


和 一 号 ) (NTMD = f(zty) 


(他 oN- xzMD Tl= f(ry) 


-( 


NtzMD-1~=/( 尝 ) 


Nir,; y) 一 工人 (zy). 


hr yN rs y) 


1 
rNMzr, yt yN(zr,y) 


1 
ZNTz yt yNtr, y) 


1 
和 人 一 YN 


1f inadr 
£ 
aD dy 
£ 
形 如 (zx 土 y) 
形 如 jzy) 


ze( 之 ) 
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续 卖 


条 件 积分 因子 u(r y) 
(他 ~ 从) (NFM 一 f(z) 形 如 pz 二 
aM_aN\y faN_AM\T_ 
( dy 3z ) ( 工 y ) f(yF) 形 妃 u(rzy) 
Lar 为 常数 ) 
《8) 里 卡带 方程 


y = py orm)ytrr) (plr) 天 Dr(z) £0). 
上 述 方 程 称 为 里 卡 蒂 方 程 . 若 已 知 该 方程 的 一 特 解 y, (xz) , 则 令 


y= y(z) + 二 
可 将 原 方程 化 为 线性 微分 方程 ， 
上 + (g(r) +2p (ry ut pz) = 0. 


或 令 y 一 mtz) 十 zu 可 将 原 方 程 化 为 伯 努 利 方程 ， 


2 = (g(z) | 2px) yu pr) 


2， 可 将 y 解 出 的 微分 方程 


(1) 一 般 形式 
了 一 P(r,p) 9 (8, 2-6) 


式 中 jp 一 经 ,下 为 了 , 户 的 已 知 可 微 函数 ,将 方程 (8. 2-6) 的 两 端 对 < 求 导 得 
(2 一 近 )daz ~ dt =0. (8. 2-7) 
右 能 求 出 方程 (8. 2-7) 的 通 解 p 二 glzyO) 或 z= 二 Vp10), 则 方程 (8. 2-6) 相 应 的 通 解 为 
3 一 F(x, p(T c)) 
或 
一 ppsc) 4 一 了 《内 办, ;pp) 
(其 中 视 为 参数 ). 
《2) 拉 格 天 日 方程 
y= zfi(p) + filp), (8. 2-8) 


式 中 p 二 位 ,及 ,fi 是 已 知 可 微 函 数 .方程 (8.2-8) 称 为 拉 格 朗 日 方程 , 它 可 化 为 z 的 
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线性 微分 方程 : 
dz fp) fp) 
dp pF DFA)). 
(3) 克 莱 罗 方程 
式 中 ?一 红 ,9 为 已 知 可 微 函数 ,方程 (8 2-9) 称 为 克 莱 罗 方程 ,该 方程 的 通 解 为 y= 


cr ole). 
3. 可 将 工 解 出 的 微分 方程 
z= F(x,p). (8. 2-10) 
式 中 p 一 代 ,FF 为 y,p 的 已 知 可 微 函 数 .将 方程 (8, 2-10) 的 两 端 对 = 求 导 ,并 利用 
Y=p 恩 得 
(pF —1)dy tpddp 一 0 (8. 2-11) 
若 能 求 出 方程 48. 2-11) 的 通 解 p= 二 gly,c) 或 y 二 py(p,c), 则 方程 (8. 2-10) 相 应 的 通 
解 为 
六 二 Fly, plyc)) 
或 
二 全 Fig p,e) , pp) 1 一 gpse) 9 
(其 中 p 视 为 参数 ). 
4. 不 显 会 未 知 部 数 的 微分 方程 


Flzx,y)=0,. (8. 2-12) 
若 能 引信 人 适 当 人 参数 1, 将 方程 (8. 2-12) 化 为 参数 式 
r= py = YD, 
划 可 得 方程 (8. 2-12) 的 参数 形式 的 通 解 : 


r= ,y= [DY (Date 


5. 不 显 含 自 变量 的 微分 方程 


Fly,y)=0. (8. 2-13) 
若 能 引信 适当 参数 i, 将 方程 (8. 2-13) 化 为 参数 式 
y= pt) sy = yp(D, 
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则 可 得 方程 (8. 2-13) 的 参数 形式 的 通 解 ， 


一 加“ 上/ 一 
I [sat+ey 的 (有 


8.2.3 育 解 及 其 求法 


微分 方程 F(x,y,y ) 一 0 的 一 族 积分 曲线 ( 通 解 ) 的 包 络 线 ( 参 看 10. 1. 3) , 称 为 
这 个 微分 方程 的 痛 解 . 奇 解 是 微分 方程 的 解 , 同 时 过 奇 解 曲线 上 的 每 一 点 至 少 有 两 条 
只 分 曲线 , 即 在 奇 解 曲线 上 的 每 一 点 ,微分 方程 的 解 不 是 唯一 的 . 

求 奇 解 的 两 种 常用 的 方法 . 


1]. < 判别 曲线 法 


设 已 求 得 微分 方程 F(zx,ysy )=0 的 通 积分 PLX, yc) =0, 若 把 Cc 视 为 参数 , 则 
曲线 族 B(x,y,o) 二 0 的 包 络 线 含 在 由 方程 组 
Bxryysc) = 0,B ,rye)=0 
消去 < 而 得 到 的 曲线 中 ,这 样 的 曲线 称 为 曲线 族 BCz,y,c)= 二 0 的 ce 判别 曲线 .在 c 判 
别 曲 线 中 ,除去 曲线 族 旬 (x, y,c) = 二 0 的 包 络 线 外 ,可 能 还 有 其 他 非 包 络 线 的 曲线 , c 
判别 曲线 中 究竟 蛙 一 条 是 包 络 线 尚 顷 代 人 原 微分 方程 进行 检验 ,若是 原 微 分 方程 的 
解 , 则 是 柯 解 ,人 盏 则 就 不 是 奇 解 . 


2. 户 判 别 曲线 法 


对 微分 方程 F(z,y,y ) 二 0, 若 令 y =p, 则 它 的 奇 解 必 含 在 由 方程 组 
F(zyy,p) = 0,F(r,y,p)=0 

消去 p 而 得 到 的 曲线 中 , 这 样 的 曲线 称 为 p 判别 曲线 . 至 于 p 判别 曲线 是 否 为 奇 解 ， 
也 而 进 行 检验 . 寿 它 是 原 币 分 方程 的 解 且 在 其 上 的 每 一 点 都 违反 唯一 性 , 则 是 奇 解 ， 
否则 就 不 是 奇 解 , 

上 述 两 种 方法 是 求 一 阶 隆 式微 分 方程 的 奇 解 的 常用 方法 . 若 欲 求 一 阶 正规 形 微 
分 方程 (8. 2-1) 的 奇 解 , 则 常用 下 述 方法 :如 果 方 程 (8. 2-1) 的 右 端 f(x,y) 在 全 部 被 
考虑 的 区 域内 连续 , 则 奇 解 只 能 经 过 不 满足 李 普 希 兹 条 件 的 各 点 . 当 f(z,y) 为 初等 


函数 时 ,3 为 无 穷 大 的 点 的 轨迹 就 是 不 满足 李 普 希 兹 条 件 的 点 的 轨 壕 如 果 这 个 轨 


迹 是 一 条 或 数 条 曲线 , 则 再 检验 这 些 曲线 是 否 是 方程 (8. 2-1) 的 积分 曲线 ,同时 在 这 
个 轨迹 的 每 一 点 是 否 违反 了 唯一 性 , 如 果 这 两 个 条 件 都 具备 , 则 所 得 的 曲线 就 是 方程 
(8. 2-1) 的 奇 解 . 

例 1 求 方程 y 一 y“ 的 奇 解 

解 方程 的 右 端 Ar, 妨 一 3 连续 ,于 一 本 六 在 ?一 0 处 即 在 Or 轴 上 趋 于 无 


穷 大 . 即 在 y 一 0 处 方程 的 右 端 f(x,y) 二 y “不 满足 李 普 希 兹 条 件 ,而 y 一 0 显然 是 所 
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给 方程 的 解 . 另 一 方面 ,所 给 方程 的 遂 解 为 27y 二 (zx 十 ce) ,这 是 立方 抛物 线 族 . 所 以 在 
y 二 0 即 Oz 轴 上 的 每 一 点 ,不 仪 有 立方 抛物 线 27y 二 (zx 十 c); 通过 ,而 且 义 有 这 条 直 
线 y= 二 0 本 身 通过 ,这 就 违反 了 解 的 唯一 性 . y 二 0 就 是 所 给 方程 的 奇 解 . 
例 2 求 微分 方程 y ?C(x 一 yy) 一 1) 一 2y 十 (lz 一) ?一 1)=0 的 奇 解 . 
解 ” 先 用 .判别 曲线 法 . 令 y =p, 原 方程 化 为 
z 一 y 二 十 -了 十 疡 
1 十 鼠 
两 问 对 工 求 导 得 
‘1— pp) (二 dp 一 
者 1 一 p 二 0, 得 ?一 z, 因 y 一 z 不 是 原 微 分 方程 的 解 , 所 以 不 是 奇 解 . 若 1 一 pp 去 0, 则 


四 dp 
dr 一 二 条 十 友 7 


心 ) 一 0 


由 此 可 得 原 方 程 的 通 积 分 
Dr ye) = (ro) +y—)—1=0, 
Bi (xysc) = z+y—2c= 0, 
由 此 方程 组 消去 c, 得 < 判别 曲线 
yy 一 工 一 V2y 一 工 十 V2. 
再 接 验 证 这 两 条 < 判别 曲线 都 是 原 微分 方程 的 解 ,因而 是 奇 解 . 
青 用 pp 判别 曲线 法 . 由 方程 组 
Flrsy p= p(y oe)~—2p+ (rm yy —1)= 0, 
Folx,yp) = 2p((z—y): —1)—2=0 
消去 ,得 pp 判别 曲线 
y= xr y= ry = r+y2. 
代 人 所 给 微分 方程 可 知 :y 一 上 不 是 奇 解 , 而 
y 一 工 一 V2,y 一 工 十 V2 
都 是 原 微 分 方程 的 奇 解 , 


$8.3 高 阶 微分 方程 


8.3.1 nn 阶 正规 形 微分 方程 与 一 阶 正规 形 微 分 方程 组 的 互 化 
给 定 nr 阶 正规 形 微分 方程 
yD 一 大 (8, 3-1) 
其 中 了 是 ”十 1 个 变 元 的 已 知 函 数 , 令 
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。 _ 下 _ (m1 
YY YY y 


则 方程 (8. 3-1) 与 下 列 由 有 个 一 阶 正规 形 微分 方程 所 构成 的 方程 组 等 价 ， 
Y1 一 Ys ,2 二 Y3 sr Yr = Yn 
yn 一 A(T; sg Ye sy Yn ). 


其 中 V1 N29 Yn 视 为 自 变量 工 的 nn 个 未 知 函 数 ， 
反之 ,在 有 些 情 况 下 ,给 定 由 7 个 一 阶 正规 形 微分 方程 所 构成 的 方程 组 也 可 化 为 
一 个 与 其 等 价 的 = 阶 正规 形 微分 方程 . 


8.3.2 存在 和 唯一 性 定理 
定理 ”给 定 一 阶 正规 形 微分 方程 组 
2 一 fz yy) 人 一 1125 (8. 3-2) 
证 
及 一 组 初 值 091093209 » Yno. 如 果 函 数 
万 (2 一 1 2,… 2) 
在 闭 域 
D= 人 CU Ya Yn ) | 交 一 元 0 Ef Vi Yo EE (2 一 1 ,2 7 
上 连续 ,月 在 D 内 对 变量 了 92 9 满足 李 普 希 效 条 件 ， 即 存 在 一 正 的 常数 L, 使 
当 Czy yn Ye Yn ) ED, Cr; yr y's Yr) EDH 有 
| fi (Ty Y 9 Ya 9*"" » Yn1 ) 一 f; (Ziyi2 » Yo 9 Yn ) | 
Ly | 3 一 yj (i = 1;,2,.,n), 
j=] 


则 方程 组 (8, 3-2) 在 区 间 |x 一 zo | 志 h 上 有 且 只 有 一 组 解 
| (ZX) ,Ye 一 yz CT) Yh 一 Yn (TE) 


满足 初始 条 件 
y1 (Zo 一 3073 (x0) 一 320 rs Yn (To0) 一 yn. 
此 处 
一 min(a 态 )M= max | fi Cry ye yn) | 
(zi a ED 


8. 3. 3 将 阶 微分 方程 的 若干 可 积 类 型 及 其 通 解 
1， 高 阶 正 规 形 微分 方程 
(1) yo 一 f(x). 
遂 解 
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9 一 | | da) fun yedt] 
i To TD 


tm nix" te 十 …… 十 cr 


(元 二 
一 mi (Zz 一 O™ FO 和 LTT 一 1 i (CT Xo)™ 


+ Cr 


C3 
Cn— 2)1 
(2) yD = f(y ). 
令 yy ?二 zlz), 代 入 原 方程 ,分 离 变量 得 


| 意 = ze ( 设 Fa 关 0)， 


震 能 从 中 解 出 z 一 (zc), 则 原 方程 的 通 解 为 ， 


3 一 ai). (xO gb) d+ oi | 《并 一 了 0 


+ sr— Zo" 二 te 


Cn 
(3) y" =f(y"?). 
令 y"? 二 z(z), 原 方程 化 为 z 二 f(z) ,两 端 乘 以 2z , 则 得 

dz’? = 2f(z)dz, 

于 是 

de 


z=| 一生 一 一 
V2| f(a +a 


者 能 从 中 解 出 * 一 op(zyclycz), 则 原 方程 的 通 解 为 : 
ci). (rH plésc 0) 二 CC 一 .93 


十 Cs， 


> n=— 


ti zo)"™ 十 … 十 cn， 


(7 一 
2， 其 他 高 阶 微分 方程 的 可 积 类 型 


(1) F(z,y™)=0. 
者 能 解 出 y” 二 f(x), 则 方程 化 为 1, (1) 的 类 型 求解 . 
若 不 能 解 出 y” ,但 酉 数 
I=,y" =) at 
满足 不 方程 , 则 由 
dy = ydr = yt)y (Wa, 
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3 = Dy Wa ta = na). 
dy™? = ydzr = g(t) (di, 


3 ”一 | (tc ) 9 (Dd = htsc sez). 


如 此 继续 下 去 ,最 后 得 原 方程 的 参数 形式 的 通 解 
T= DY = hlse C2 sn), 
(2) Fy DY , y™)=0. 
夺 能 解 出 y” 二 f(y” ), 则 方程 化 为 1, (2) 的 类 型 求解 . 
千 不 能 解 出 y” ,但 原 方程 可 表示 为 如 下 的 参数 形式 
yD = yD,y™ = HD, 
则 按 2. (1) 的 类 型 的 方法 ,可 得 原 方程 的 参数 形式 的 通 解 


ed ee ” YY 二 Or btsc? 9 C3 9 Ch) 


8 8.4 高 阶 线性 微分 方程 


8,4,1 朗 斯 基 行 列 式 


定义 1 如 果 汶 二 《2 ,二 yo (zx yy 二 yy,(XT) 是 nn 个 可 微分 nn 一 1 次 的 滑 
数 , 则 行列 式 


Yl 了 Jr 

- - 

YY] Ys Yn 
yh 4 } 加 yt ) 


称 为 图 数 yy2，… ;yn 的 朗 斯 基 行 列 式 , 记 和 作 
Wy ys ys = Wr). 
定理 1 如 果 蚂 数 六 ,加 线性 相关 , 则 它们 的 朗 斯 基 行 列 式 恒 等 于 零 ; 


WL y, Yr" ,Yn 0. 


给 定 nn 阶 齐 次 线性 微分 方程 
ya ym 二 an(r)y +a Cr)y=0 (8. 4-1) 
与 非 齐 次 线性 微分 方程 
四 十 四 (zy 十 十 arl(z)y +a (ry = f(r), (8. 4-2) 


* 31l2 ， 


式 中 
G1 区) 1 CK) an CT) 

与 fz) 都 是 在 区 间 a 过 x<b 内 已 知 的 连续 联 数 . 

定理 2 如 果 函 数 y ,yz ,… ,yn 是 齐 次 线性 微分 方程 (8. 4-1) 在 区 间 (a,5) 内线 
性 无 关 的 个 解 , 则 

Wily ,yyy A000, VE (ap 

齐 次 线性 微分 方程 (8. 4-1) 的 7 个 解 组 成 的 并 斯 基 行 列 式 , 或 者 恒 等 于 零 或 者 在 
Ca; 四 ) 内 处 处 得 不 等 于 零 ， 

定理 3( 刘 维尔 ) 着 y 《7z) ,yz (Cz),… ,ys,《T) 是 齐 次 线性 微分 方程 (8. 4-1) 的 
个 解 , 则 它们 的 衣 斯 基 行 询 式 满足 下 面 的 刘 维 尔 公式 : 

Wy Cz) ,ye Cx, ya CT))] = Why Cro) ,Yo Cro) ss yn Cz0) Je as, 

其 中 zx ,zo E(ay 护 ， 


8.4.2 线性 微分 方程 解 的 结构 


定理 4 齐 次 线性 微分 方程 (8. 4-1) 存 在 线性 无 关 的 x 个 解 
V1 CT yz CL) , yn (LT), 
有 自 它 的 通 解 就 是 这 个 解 的 线性 组 合 


yx) = DV oy, (7), 


其 中 Cj (一 1,2, 1) 为 任意 名 数 ， 

定义 2 齐 次 线性 微分 方程 (8. 4-1) 的 线性 无 关 的 ”个 解 称 为 它 的 一 个 基本 
解 组 . 
因此 ,定理 4 又 可 表述 为 : 齐 次 线 性 微分 方程 的 通 解 是 它 的 基本 解 组 的 线性 
组 合 . 
定理 5 设立 (zj ;yo(z)…' ,yn(X) 是 齐 次 线性 微分 方程 (38.4-1) 在 (a,5) 内 的 一 
个 基本 解 组 ,而 y* (xz) 是 非 齐 次 线性 微分 方程 (8. 4-2) 在 (a, 外 内 的 任 一 特 解 , 则 方程 
(8. 4-2) 在 (ta, 总 内 的 通 解 为 


n 


yx) = 人 ci (Xz) 十 y" (x), 
其 中 c= 二 1,2,…,n) 为 任意 常数 . 
定理 6 设 记 (7z)(J 一 1,2,…,n) 是 齐 次 线性 微分 方程 (8. 4-1) 在 la, 如 内 的 一 个 
基本 解 组 ,其 朗 斯 基 行 列 式 为 
WEy ,yyy = WO), 
而 gy (x) 是 行列 式 W(x) 中 第 4 行 第 j 列 元 素 yD? Cr) (二 1,2,…,n) 的 代数 余子 
式 , 则 非 齐 次 线性 微分 方程 (8, 4-2) 的 通 解 可 由 变动 参数 法 得 如 下 公式 ， 


i 三] 
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四 = Woyn+ Ef, 
yx py 工 | WE fdas 


其 中 50 一 1 2 人 为 任意 常数 ,zyzmEkaD. 
定理 7 设 y(z) (一 1,2,…,n) 是 齐 次 线性 微分 方程 (8, 4-1) 在 (a, 忆 内 的 一 个 
基本 解 组 ,而 yi (x) 与 (x) 分 别 为 方程 
3 Faltr)y™ ?+a(r)y 二 a (ry = f(z) 
与 
yalr)y 十 十 er 人 zy +a, (ry = fo lr) 
的 任 一 特 解 , 则 方程 
ya(lz yi 二 十 an (ry +a lr)y = fi (zx) filr) 
在 (Ca, 世 内 的 通 解 为 
yz) 一 Dy, (2) Ty (rT ye (7), 
其 中 c==1,2,… ,0 为 任意 常数 . 
例 1 设 y(7z) ,yz (lz) 是 二 阶 齐 次 线性 方程 
Yy 十 az)y 十 az(z)y 一 0 (8, 4-3) 
的 基本 解 组 ,其 朗 斯 基 行 列 式 为 
W[y ,y= 3 — ye 
而 
Pt (TX) —=— ye (x) ,ge 7) = yi(x), 


则 二 阶 非 齐 次 方程 
y alr)y Falr)y = f(r) 


的 通 解 为 
= yD nl) nn 
YD 一 oo 人 Ca 十 exe(D 十 | » OPNO nO 人 
例如 已 知 方程 


jy 2 ， 2 
y TY ty=0 


的 基本 解 组 为 y= 二 x,y 三 zx , 则 非 齐 次 方程 


a 


y 一 过 y 十 三? 一 zsinz 
的 一 特 解 为 


dt 
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= 到 coszo 一 sinz 一 0ocoszo 十 sinzo ， 
故 所 给 非 齐 次 方程 的 通 解 为 
y= Cz 二 cr 二 x cosro 一 2sinz 一 Zoocoszo + xsinzo 
一 《cz 十 coszo)z 十 (cl 一 Tocoszo 十 sinzo) 工 一 2Sinz. 


设 yy(z) 是 方程 (8, 4-3) 的 一 个 非 零 解 , 则 它 的 另 一 个 与 yy (7z) 线 性 无 关 的 解 
(XZ) 可 表示 为 


eh 【Zi 
yz) = Cz)| Srey. 
8.4.3 常 系 数 线性 微分 方程 
给 定 nt 阶 齐 次 常 系数 线性 微分 方程 
yy 二 二 amy 十 ay 二 0 (8. 4-4) 
与 非 齐 次 常 系数 线性 微分 方程 
3ym 十 ay ?二 ay +ay = f(x), 《8. 4-5) 


其 中 系数 al ,as ，… ,a; 均 为 实 常数 . 
定义 3 以 4 为 未 知 数 的 n 次 代数 方程 
入 十 ai 十 … 十 au 十 an 二 0， (8. 4-6) 
称 为 微分 方程 (8. 4-4) 的 特征 方程 ,特征 方程 的 根 称 为 特征 根 . 


1]. 求 齐 次 常 系数 线性 微分 方程 通 解 的 方法 


先 求 特征 方程 (8, 4-6) 的 全 部 特征 根 ,再 根据 特征 根 的 各 种 情况 ,分 别 列 出 微分 
方程 (8, 4-4) 所 对 应 的 线性 无 关 的 特 解 ,最 后 作 线 性 无 关 的 ”个 特 解 的 任意 常 系数 的 
线性 组 合 , 即 得 方程 (8. 4-4) 的 通 解 . 

(1) 若 特征 方程 (8. 4-6) 有 互 不 相等 的 nn 个 实 根 得 二 1,2,…,n), 则 微分 方程 
(8. 4-4) 有 线性 无 关 的 n 个 特 解 y; (z= 二 (一 1,2,… ,nn), 这 时 方程 (8, 4- 抽 的 通 解 为 


y(z) = yc. 
(2) 若 特 征 方程 (8. 4-6) 有 一 个 > 重 的 实 根 如 , 则 微分 方程 (8. 4-4) 有 与 之 对 应 
的 线性 无 关 的 7 个 特 解 
VX) 一 er ya (TX) 一 ret0 ,YT) = x ero, 
(3) 若 特 征 方程 (8. 4-6) 有 一 对 单 共 罗 复 根 
hl 一 4 十 妇 , ia =a—B (op ER), 
则 微分 方程 (8. 4-4) 有 与 之 对 应 的 线性 无 关 的 两 个 特 解 
yzZ) = ecosfir 
(TX) 一 号 sm 应 ， 
(4) 若 特征 方程 (8. 4-6) 有 一 对 + 重 共 办 e 复 根 
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jl 一 mw 十 准 hz 一 az 一 轨 (8E R)， 
则 微分 方程 (8. 4-4) 有 与 之 对 应 的 线性 无 关 的 2r 个 特 解 ; 
YT) = cost (Th) = Ze cosfir sy (rT) = rT er coslr; 
ym tx) = er sinfir ,yrt2 (7) = ze™ sinfir yyor (XT) = 1 er sinfir. 


2. 求 非 齐 次 常 系数 线性 微分 方程 特 解 的 方法 


(1) 变动 参数 法 (或 常数 变易 法 ) 
设 已 求 得 齐 次 方程 (8. 4-4) 的 通 解 


y(x) = > cy(z)， 
则 非 齐 次 方程 (8. 4-5) 的 通 解 可 由 定理 6 的 变动 参数 的 公式 给 出 ,从 而 


DEA 
|- we /a 

就 是 一 特 解 ， 

(2) 待定 系数 法 

对 方程 (8. 4-5) 的 右 端 fx) 的 某 些 特殊 类 型 ,可 设 其 特 解 为 某 些 相 应 的 待定 表 
达 式 ,再 将 这 些 待 定 表达 式 代 人 原 方程 (8. 4-5), 令 各 同类 项 的 系数 相等 得 待定 系数 
所 满足 的 代数 方程 组 . 解 此 方程 组 确定 各 系数 . 最 后 将 各 系数 代入 特 解 的 表达 式 即 得 
方程 (8. 4-5) 的 相应 的 特 解 , 现 将 常用 的 fz) 的 类 型 的 特 解 形 式 列表 如 下 : 


了 lz) 的 类 型 特 解 y&) 的 待定 表达 式 
【1) ae (1) Ae” (a 不 是 特征 根 ) 
Arzrree (a 是 r 重 特征 根 ) 
(2) er (aox" ta Te (2) (hozm 十 Al-1 十 十 Ar 17 十 A,) 
十 ar 一 1 工 十 an ) Ca 不 是 特征 根 ) 
Xer (Aozr Az 1 十 … 十 站 1 十 由) 
(ae 是 > 重 特征 根 ) 
(3) em (acospz 十 psinhr) (3) er (AcosfBr 十 Bsinar) (a 土 认 不 是 特征 根 ) 
zrer (Acosir 二 Bsingr) {a 士 座 是 7 重 特 征 根 》 
(4) er {aor tar™ 1 (4) ex (CAor"TAlzT™ 1 十 A,-1Tt 
tan-iz+an) cosar 二 A)cosaz 十 (Bo 十 BLz"!1 十 … 
十 (Bor? 十 1 一 1! 寺 … 十 Biz 十 Bysinpz) 《ea 士 治 不 是 特征 根 ) 
十 色 -1z 十 吕 )sinpr) re (Ao tt Ar lA1ix 


十 As)eos8z 十 (Bozm 十 Bo 1 十 … 
十 B 1z 十 及)sin8z) (a 士 座 是 r 重 特征 根 》 
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说 明 ;1" 表 中 abya 志和 一 0,1,2, ,na 的 为 已 知 实 常数 , 为 正 整 数 ;A， 
B,A.; ;B; (j= 二 0,1,2,…yn) 均 为 待定 系数 . 
2° 若 在 (4) 中 f(x) 的 两 个 多 项 式 的 次 数 不 同 , 则 特 解 y* (zx) 在 (4) 中 的 多 项 式 的 
次 数 取 A(z) 的 两 个 多 项 式 中 的 次 数 较 高 者 ， 
例 2 解 方程 
MD 一 11y6 十 5035 一 114y9 十 113y3 十 29y 一 160y 十 1007 = 0， 
解 ”特征 方程 为 
好 一 1116 十 504 一 11414 十 113213 十 2912 一 1601 十 100 一 
特征 根 为 一 1,2,2,2 十 i,2 士 i. 
基本 解 组 为 e ,ez ,resz ,er**cosx,zeT cosr,er sinr, ze sinx. 
原 微分 方程 的 通 解 为 
3yf(z) 一 ce 十 (ca 十 csT)es 十 efcs 十 652)cosT 十 (c6 二 + Crt) sinr), 


例 3 用 变动 参数 法 解 方程 j 十 光一 -3 


cs 工 


解 ” 因 对 应 齐 次 方程 六 十 y 二 0 的 通 解 为 


y = ci 二 cacoszr 二 casinz, 


基本 解 组 为 1 ,cosz,sinx. 


] CosY sinr 
Wl[l,cosr,sint] = 10 一 sinz cosr |=1. 
0 —cosr — sinzr 


oh (7) = 1, (zx) —=— cosr ga zh) =— sinz. 


特 解 
3 
ACT 
。 二 1 
_ {* /sing Siné _ sinr Siné 
| (Se— os Sin cosz jd 
= 二 一 1 十 coszln | cosz | sinz(x — tanz). 
COSX 
故 原 方程 的 通 解 为 
YX) = et ca eosz + cs sinr 
十 Ee 1 + coszln | cosz | 十 sinxtx — tanz). 
CDS 工 


例 4 用 待定 系数 法 解 方程 
办 一 37 十 4y —2y= ecosz. 
解 ” 对 应 齐 次 方程 的 通 解 为 y= 二 e* (ct 十 cocoszx 十 casinx). 由 于 a 三 1 是 右 剖 为 六 
时 的 微分 方程 的 单 特 征 根 , 故 设 非 齐 次 方程 
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入 一 3 水 十 4 一 23 一 pr 
的 特 解 为 y 二 4Axer, 代 人 确定 系数 和 A=1. 所 以 y= ze:. 设 非 齐 次 方程 六 一 
3 十 4y' 一 2y 一 cosz 的 特 解 为 y? 二 Bcosz 十 Csinr, 代 人 确定 系数 B= 地 ,C= 所 


以 避 = 和 cosz 十 世 sinz, 则 原 方程 的 特 解 


yy 二 yy = ze 十 节 cosz 十 半 Tsinzr， 


通 解 为 
y= en 十 cosZ 十 csinz) 十 me 十 二 cosz 十 蕊 Sinx, 
8.4.4 欧 拉 方程 
形 如 
13 十 十 十 or 十 any = f(x) (8, 4-7) 
的 方程 称 为 欧 拉 方程 ， 其 中 1 +42 9*** pitn 为 常数 . 令 全 工 一 区 , 则 | 
-一 dy dt — _] 全 下 od _d 
:一 nz 他 一 3- 区 
一 般 地 ， 
dy_ /dy dy,... 4 
drt 一 (多 ta a tT om 中 
其 中 他] 4 让 2 3 1 为 肖 数 ,上 为 任何 自然 数 . 把 上 述 各 导数 代 人 方程 (8， 4-7) ; 则 得 关 
于 新 自 变量 1 的 常 系数 线性 微分 方程 ， 


例 5 解 方程 之 y 一 2zy 十 2y= sinx. 
解 令 工 二 2 ; 则 得 


fdy_d . 
(一 何 ) 一 2x 各 十 2y 一 esine’ ， 


印 


2 -3 和 2y =e siner， 


因 对 应 齐 次 方程 的 基本 解 组 为 y= 二 2 ,一 后. 利用 例 1 的 结果 可 得 原 欧 拉 方 程 
的 通 解 为 
y= cece ecosen — esine — ee cosed 二 ésine® 


一 《cs + coszo) 二 (ei — zo coszo 十 Sinzro) 工 一 zsinz， 


其 中 2 一 60 为 肖 数 . 
8.4.5 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 解 的 定性 性 质 


给 定 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 
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y+alzy 十 aa 人 (zy 一 0 《8. 4-8) 
定理 8( 斯 图 姆 分 离 定 理 ) 若 yy (x) 与 ye (zx) 是 方程 (8. 4-8) 的 线性 无 关 的 两 个 
解 , 则 yy.(z) (或 yo (x)) 在 yz(z) (或 yy《z)) 的 两 个 相 邻 的 零点 之 间 恰 有 一 个 零点 ， 
方程 (8, 4-8) 通 过 变换 
X(z) = KZ)e lz" ne 
可 化 为 
u + Q(z = 0, (8. 4-9) 


其 中 


QT) = as (x) 一 i (Zz) 一 广 a (zx). 


定理 9 设 xz) 是 方程 (8. 4-9) 的 任 一 非 零 解 . 若 Q(z) 过 0, 则 n(x) 至 多 有 一 个 
零点 ;车 对 一 切 并 0 0, 且 


| ea 一 co， 


则 wtz) 在 正 z 轴 上 有 无 穷 多 个 零点 . 
定理 10( 斯 图 好 比较 定理 ) 设 xz) 与 vtz) 分 别 为 方程 
ui Q(z)u= 0 
与 
vv 二 R(xz)v=0 
的 非 零 解 ,其 中 Q(z) 之 RCz)>0, 则 在 v(z) 的 任何 两 个 相 邻 零点 之 间 ,u(z) 至 少 有 一 
个 零 氮 . 


8.4.6 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 的 究 级 数 解 法 


定义 4 看 方程 (8. 4-8) 的 系数 函数 a1 Cz) 与 as《z) 在 点 xo 处 解析 , 则 称 点 zxo 为 
方程 (8. 4-8) 的 寻常 点, 否则 称 为 方程 (8. 4-8)? 的 奇 点 , 

定义 5 设 扣 zo 为 方程 (8. 4-8) 的 奇 点 . 如 果 函 数 (z 一 zyai(z) 与 ( 工 一 各) 
az) 在 点 mo 处 解析 , 则 称 点 zo 为 方程 (8. 4-8) 的 正则 育 点 ,否则 称 为 方程 (8. 4-8) 
的 非 正 则 课 点 . 

1. 设 扩 w 是 方程 (8. 4-8) 的 寻常 点 , 即 a Cz) 与 a2 (lz) 在 点 zo 的 荣 邻 域 |z 一 zw | 二 
R 内 分 别 有 和 三 级 数 展开 式 


Q1 (XT) = Dp lr— zy 与 a2(x) 一 gz 一 mn 
设 m 与 a 是 任意 常数 , 则 方程 (8. 4-8) 存 在 唯一 的 满足 初始 条 件 


yzo) 一 Ho ,yy (xo) 一 如 1 
的 解 yz) , 它 在 区 间 |z 一 zo |<<R 内 可 展 为 寡 级 数 
319 。 


yx) 一 So, (TC— zo)", 
其 中 系数 4, (1 二 0,1,2,…) 由 下 述 弟 推 公式 确定 ， 
(nT (nt 2 0 一 一 D+ Dpriam 十 Greece 
2. 设 点 xo 是 方程 (8. 4-8) 的 正则 奇 点 , 即 


(XO— To)a (rx) Sr ro) as (rx) 


在 点 zo 的 某 邻 域 |z 一 za1< 内 分 别 有 策 级 数 展开 式 


(XO— za)alr) = Dprlx— x0)" 
rm 一 必 


( 工 一 如)asfz) 一 Dg, (并 一 zxo)”. 
罗 二 六 
又 设 方程 (8. 4-8) 的 解 为 
YX) = (£0)" Db (rx) (bo 0). 
n 三 必 


这 种 形式 的 解 称 为 微分 方程 (8. 4-8) 的 弗 罗 贝 尼 乌 斯 级 数 解 . 而 m 满足 所 谓 指数 方 
程 
mm— 1)+mpo 二 oo = 0. (8. 4-10) 


指数 方程 的 根 称 为 微分 方程 (8. 4-8) 在 正则 奇 点 xo 处 的 指数 . 
右 指 数 方 程 (8. 4-10) 有 两 相 异 实 根 ma 及 mz 且 rm 一 mz 不 等 于 正 整 数 , 则 方程 
(8. 4-8) 在 区 间 0 之 |z 一 wi 之 R 内 有 线性 无 关 的 两 个 解 


yz) = (rr) >》 (一 To (hx0f=1,2), (8.4-11) 
二 改 


其 中 系数 b, (nn 二 0,1,2,…) 由 下 述 递 推 公式 确定 : 
bm nm 二 nO—D) 二 (mm 二 nfo go) 


nn—] 
十 Oblm thprst ga) =0 (=,1,2), (8.4-12) 
二 一 站 


目 级 数 >) 包 (z 一 2o)" 在 |z 一 癌 | 之 尺 内 收敛 
一 由 


若 mj 一 mz 等 于 零 或 正 整数 , 则 在 (8. 4-11) 与 (8. 4-12) 中 取 ;一 1 得 方程 (8. 4-8) 
的 一 个 解 yy (7x) ,而 另 一 解 的 一 般 形 式 为 


ye CT) 一 (Zn 一 Zoo) 十 (一 2 ca( 工 一 如) (8, 4-13) 
n 二 0 


其 中 系数 c, 可 通过 把 (8. 4-13) 式 代 人 方程 (8. 4-8) 加 以 确定 ， 
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9 8.5 线性 微分 方程 组 


8.5.1 线性 微分 方程 组 解 的 结构 
给 定 由 个 一 阶 正 规 形 齐 次 线性 微分 方程 所 构成 的 方程 组 


9 一 DE (x)y; (i=1,2,.,n) (8. 5-1) 
与 非 齐 次 线性 微分 方程 所 构成 的 方程 组 
a 一 De 7) f(z) Gi=1,2,.,n) (8. 5-2) 


其 中 Qi (7) 与 f(z) (i,j 二 1,2,…' ,2) 均 为 区 间 (a, 如 内 已 知 的 连续 函数 . 
各 令 
y= Cy ya) AC) = (a (x)) pos 
fx = fr), f(r) ye fr)), 
则 方程 (8. 5-1) 与 (8, 5-2) 可 分 别 表示 为 如 下 算 阵 形式 : 


dy _ 
dy 
区 = A(lz)y+t f(x). (8. 5-4) 


(8.5-1) 或 (8. 5-3) 称 为 齐 次 线性 微分 方程 组 ,而 (8. 5-2) 或 (8. 5-4) 称 为 非 齐 次 线性 
微分 方程 组 . 
定理 1 齐 次 线性 微分 方程 组 (8. 5-3) 存 在 线性 无 闫 的 nn 个 解 向 量 
YT = gy yg) = 1,2,,n), 
且 它 的 通 解 就 是 这 n 个 解 向 量 的 线性 组 合 


y(x) = Yoy; (zx), 
i=] 


其 中 cj 二 1,2,…,n) 为 任意 常数 ， 

定义 1 齐 次 线性 微分 方程 组 (8. 5-3) 的 线性 无 关 的 + 个 解 向 其 称 为 它 的 一 个 基 
本 解 组 . 

定理 2 设 J (TT) 一 Cy 1 Yor 9 Yr ) (1 三 ] ,2)， ,nn) 是 齐 次 线性 微分 方程 组 
(8. 5-3) 在 ta, 四 内 的 一 个 基本 解 组 ,而 yy" (z) 二 (yr ,yi ，… ,yt )T 是 非 齐 次 线性 微 
分 方程 组 (8. 5-4) 在 (a,5) 内 的 任 一 特 解 , 则 方程 组 (8. 5-4) 在 (a,6) 内 的 通 解 为 


y(z) = Foy 7) 十 9 (zx). 
j=1 


其 中 Cc (三 1112.1n) 为 任意 常数 . 
定理 3 设 六 (I) 二 (yy Yes) yy)(f 二 1,2,…',%) 是 齐 次 线性 微分 方程 组 
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(8.5-3) 在 (ay, 世 内 的 一 个 基本 解 组 ,Y(z)=(mn (zwfz)，…… wz)) 是 它 的 基本 解 


目 阵 , 则 非 齐 次 方程 组 (8. 5-4) 的 通 解 可 由 下 述 变动 参数 的 公式 给 出 : 


HT) 一 Y(z)e 十 Y(D| YD (a<n<bhacr<, (8.5-5) 
Tn 


其 中 C= (cc Cr) 是 任意 常 向 量 ， 
例 1 解 方 程 组 


人 = cosz* yt Sin ys 十 Sinzreesne ， 
2 = SinzeW 二 coszr: yo 十 Sinreeanr， 


解 ”对 应 齐 次 线性 方程 组 的 基本 解 矩 阵 为 


Imre~cnar mr 


Y(z) ( ) 

Ti CT cost 一 painrteosr ” 

, ] er 一 snr+e0ar 
Y (Zz) 2 一 Sn 一 Dosr 一 amz 一 cosar 


一 如 
由 通 解 公式 (8. 5-5) 得 
[| ear 十 Co Esetonar 一 esm 十 esinr oaz1 
YC7) ( Sinx 一 Doa ) 
C1€ 


一 -Ca sinrhonar _ gi 十 Basinr martl 


8. 5.2 常 系数 线性 微分 方程 组 


若 在 方程 组 (8. 5-3) 与 (8. 5- 和 中 ,系数 抢 阵 ACz) 为 1 阶 常数 短 阵 A 二 Cay) nxs， 


则 方程 组 
4Yy 一 
dr 
9Y ~ Ay+ f(z) 
称 为 常 系数 线性 微分 方程 组 . 
定义 2 系数 矩阵 A= (ay )uxv* 的 特征 方程 
和 一 QI 一 Ki 一 
一 Ge2l 和 一 Ga * 
detCAl 一 | 本 0 
— Anl —a2 ? A—am 


称 为 方程 组 (8. 5-6) 的 特征 方程 ,特征 方程 的 根 称 为 特征 根 , 
1. 求 齐 次 常 系数 线性 微分 方程 组 通 解 的 方法 


(8, 5-6) 


(8. 5-7) 


《8. 5-8) 


(1) 若 特征 方程 (8. 5-8} 有 互 不 相等 的 个 根 和 二 1,2,…,n), 则 微分 方程 组 
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(8, 5-6) 有 线性 无 关 的 nt 个 解 向 量 y; (x) 二 向 e*7 ,其 中 如 是 相应 于 Aj 人 7 一 1 2，… 和 7) 
的 特征 向 量 . 这 时 方程 组 (8. 5-6) 的 通 解 为 


yr) 一 yy (zx) 一 cpuexr. 


一] 了 一 1 


若 方程 组 (8. 5-6) 的 系数 矩阵 A 是 实 的 , 且 特 征 方 程 (8. 5-8) 有 互 不 相等 的 r 个 
实 根 X;(j 二 1,2,…,7) 与 “5 对 共 固 复 根 4+; 及 


AH (i 一 1,2,%, 3) 9 
则 向 量 阔 数 组 
yr = he (= 12 ,7), 


nT 


y@ 7) = Rehwerr (j= 1,2,°, 257), 


yD Cz) 一 mp iekh' (i 一 1 2 r ) ， 


便 是 方程 组 (8. 5-6) 的 一 实 值 基本 解 组 . 
(2) 知 特 征 方程 (8. 5-8) 有 重 根 , 则 可 用 待定 系数 法 求 通 解 . 设 


iE 一 Al= I[ 0—2)" 人 Zi = n)， 
则 可 设 方程 组 (8. 5-6) 的 解 为 如 下 的 待定 表达 式 


中 


Yi 一 Dar eT C1 = 1 ,2 ,rs -一 ] ,2s ,1). 


点 二 1 


将 此 表达 式 代 人 方程 组 (8. 5-6), 即 得 确定 诸 系数 ca 的 线性 代数 方程 组 ,此 代数 方程 
组 的 解 中 仍 有 x 个 任意 常数 , 对 每 个 特征 根 (i 二 1,2,…,r), 用 上 述 方法 图 可 求 出 
含有 个 任意 常数 的 线性 无 关 的 个 解 ,把 这 ni 十 no 十 … 十 nn 个 解 合 起 来 距 得 方 
程 组 (8, 5-6) 的 通 解 . 


2. 求 非 齐 次 常 系数 线性 微分 方程 组 通 解 的 方法 


设 已 求 得 齐 次 方程 组 (8. 5-6) 的 通 解 为 Xz) 二 》\ejy;(zx), 则 非 齐 次 方程 组 
j=! 


(8. 5-7) 的 通 解 可 由 定理 3 的 变动 参数 的 公式 (8. 5-5) 给 出 . 
例 2 解 方 程 组 
oy 一 42 一 的 ,2 一 芒 十 2 一 Yi 十 Ya, 
解 ”系数 矩阵 的 特征 方程 为 
1aE—A|=X(M—1)=0, 
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对 特征 根 一 0, 设 解 为 yi 二 a, ye 一 5, ya 一 c, 代 人 原 方程 组 得 a 二 一 b= 一 c. 若 令 
4 三 一 cc 为 任意 常数 ), 则 58=c 二 a ,所 以 对 应 于 二 0 的 一 个 解 为 yl 二 一 ci ,ya 二 
rly Yl 一 Cl1。 
对 二 重 特征 根 Xs 二 1, 设 解 为 
yi = (eu TF ce re yz = (ca ca Tr) ,ya 一 《ca ca x)e, 
代入 原 人 微分 方程 组 得 确定 各 系数 的 代数 方程 组 ; 
clz 十 cll = eam— cc = cw ~ ct ea = cht ea, 
C22 一 cl2 十 caa sca ea = cu 十 cal csz = caz 十 er. 
解 之 得 
Cl = Or 一 Ca2 一 CW 0 = Ca Ca. 
车 令 a 二 03 ,cn 三 cz (cs ,63 均 为 任意 常数 ), 则 所 得 解 为 
Ye = Ce yp 一 《cz csr)e ,ya = (ca — 0 cr)e. 
因此 ,所 求 之 通 解 为 
n= yu 二 y= ci cae 
Ye = ya ya 三 cl 十 人 cs 十 cz) 姑 ， 


43 一 31 十 ya 一 了 1 十 (cs 一 人 十 中 袜 7)er， 


例 3 解 方 程 组 
2 二 入 一 入 十 1 2 = YI + = ye. 
解 由 例 2 可知 对 应 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 基本 解 矩阵 为 
一 上 0 Ee 
Yl) = |1 e Le” ; 
1 Fe (xr—le 
故 
一 1 1 一 ] 
rz) 一 |e= 一 i2 (rr 十 1)e |， 
BE 一 E 
zy 一 (1 0 ce 一 ) 
一 工 一 6 
YF = |e 二 (rt De™|,， 
— gi 


量 324 业 


jcoodz= 一 一 也 (z+ 广 )e* 二 a 


由 公式 (8. 5-5) 得 所 求 的 通 解 为 
YD= Ya)|YT C2) fd 


一 一 1 一 z 十 十 二 十 a 十 (c 十 cs 并 ye 4 


-1—z— 了 6+a 十 (es 一 0 十 Cr)e 


yx) 一 一 Cl 十 后 如 +z— 坟 6 ， 


如 (人 一 十 (cs 十 cz) 于 一 1 一 工 十 eT， 


yr) 一 如 十 (ca 一 上 十 cz 天 一 ] 一 z 一 二 6 


$ 8.6 动力 系统 与 稳定 性 理论 初步 


8. 6. 1 微分 方程 的 解 对 初 值 的 连续 相依 性 与 可 微 性 
给 定 柯 西 问题 
安 一 fix), 
(E,) ; (8. 8-1) 
zi) 二 和 《1 一 加 委 卫 )， 
其 中 x 二 《zi ,zz … ,za) ,f(t;x) 是 实 变量 1 与 n 维 向 量 x 的 n 维 向 量 消 数 . 
定理 1 若 (8.6-1) 式 中 的 f(t;x) 在 区 域 
D= {7 | tt |e, xx Ee) 
上 连续 , 且 对 x 满足 李 普 希 兹 条 件 
| fm) — fox) | SL | rmx) ,Yrx) € DD,i= 1,2. 
其 中 工 >0 是 李 普 希 兹 常数 , 令 
M = ax | fCe;yx) | ,A = min(a, 阁 ) , 
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则 对 所 有 的 和 使 一直 世子 ,(E,) 的 解 Xx 二 p(t; 四 在 区 间 |t 一 ww [< 上 存在 且 
唯一 ,并 且 x 二 glt; 直 是 (1,D) 的 连续 函数 . 

定理 2 对 由 (8. 6-1) 式 给 定 的 柯 西 问题 ,车 f(z;x) 及 其 偏 导数 六 在 D 上 连续 ， 
则 (E,) 的 解 < 二 p(t; 办 在 它 的 存在 范围 内 是 连续 可 微 的 . 

8. 6.2 解 对 参数 的 连续 相依 性 与 可 微 性 


给 定 柯 西 问题 
ox 
-一 一 fltyx;u), 
co 全 2 (8, 6-2) 
xtto) 一 Ko 
其 中 


X= (TyTar 一 (ye pn) sf ts xp) 
是 实 变量 i,n 维 同 量 x 与 m 维 向 量 p 的 n 维 向 量 函 数 . 
定理 3 若 (8. 6-2) 式 中 的 f(t;x;10) 在 区 域 
G= {m0): | 一 加 | 委 a， | x 一 如 下 委 刀 gO— po | 
上 连续 , 且 对 x 满足 李 普 希 兹 条 件 
上 7 一 | SSL) Rox, Yr pH) E Gi = 1,2, 
其 中 工 >0 是 李 普 希 效 常数 . 令 
. M = ,max, | fCsx;p) i ,Ah = min (a ) ; 


则 对 任意 的 pg 使 | 一 jw ‖ 委 c (人 五) 的 解 x 二 p(t; 由) 在 区 间 |: 一 1 所 hh 上 存在 且 了 唯 
一 ,并 且 x 二 g(t;p) 是 (1,p) 的 连续 孙 数 ， 

定理 4 对 由 (8. 6-2) 式 给 定 的 柯 西 问题 , 若 f(t;x;p) 及 其 偏 导数 
在 区 域 G 上 连续 , 则 对 任意 的 上 使 上 jp 一 jw © 志 ec, (CE,) 的 解 x 二 p(t; 由 在 它 的 存在 范 
围 内 是 连续 可 微 的 . 


8.6.3 动力 系统 的 一 般 概念 


给 定 微分 方程 
dr _ _ 
其 中 
一 {Xl 12 yy Ta) 


F(x) 是 n 维 向 量 x 的 连续 的 = 维 向 量 函 数 , 记 作 F(x)ECLG,R"), 其 中 区 域 GCR". 
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G 称 为 相 空间 .方程 (8. 6-3) 的 解 x* 一 p(09 在 相 空 间 描 出 的 图 形 称 为 雪线 . 因 F(x) 与 : 
无 关 , 所 以 由 方程 (8. 6-3) 所 描述 的 系统 称 为 定常 系统 . 
令 f(P,!) 表 示 定 常 系统 (8.6-3) 的 当 1==0 时 过 点 卫 的 解 . 设 f(P,t) 的 定义 区 间 
为 (一 0, 十 o0), 则 对 每 个 固定 的 :人 ER, 了 (CP, 让 定义 了 开 区 域 GCRF 到 G 自身 的 变换 
fPICG— OtERPEG. (8. 6-4) 
定理 5 若 方 程 (8. 6-3) 中 的 FCx) ECCG,R"), 且 满足 解 的 唯一 性 的 条 件 , 又 设 
每 个 解 的 存在 区 间 为 (一 0, 十 co0), 则 由 (8. 6-4) 式 定义 的 变换 f(P,t) 具 有 下 列 性 
质 ;(1) f(P,0) 二 P;(2) 对 任何 序列 {Po},{} ,着 limP, 二 Plimt 二 则 limf CP,， 
t= fCP OD IFFOP, ti) ,ta ) = fP, tt to). 
定义 1 设 f(P, 四 是 由 (8.6-4) 式 所 定义 的 变换 ,车 了 CP,t) 具 有 定理 5 中 的 性 质 
(1) , (2) , (3), 则 称 这 样 的 变换 的 全 体 {f(P,2):PEG,tER} 为 一 个 动力 系统 . 有 时 也 
称 方 程 (8. 6-3) 为 动力 系统 ， 
定义 2 车 加 EG, 和 且 满 足 FCxo)= 二 0, 则 称 xo 为 方程 (8. 6-3) 的 一 个 膏 点 . 若 加 
EG, 但 下 (xo) 考 0, 则 称 各 为 方程 (8,6-3) 的 一 个 常 点 . 
定义 3 对 固定 的 点 PP,f(P,) 称 为 过 点 了 的 运动 , 集合 
FP,D = {f (PD): — oo0<t<+o0) 
称 为 运动 1(P, 加 的 轨 线 , 记 作 Tp. 集合 
flP,T) = {Ff(P,0) :0 Rt 二 oo) 
与 集合 
flP,) = {f(P,D);— tO0) 
分 别称 为 运动 1(P, 引 的 正 半 雪线 与 负 半 轨 线 ,分 别 记 作 了 节 与 Tp， 
定义 4 若 存 在 T>0, 使 得 对 一 切 1, 有 f(P,t 十 了 )= 二 了 f(P, 让 成 立 , 则 称 运 动 
fCP,t) 为 周期 运动 ,而 称 满足 1(P,i 十 T) 二 了 f(P,2) 的 最 小 正 实数 工 为 周期 运动 
f(P,t) 的 周期 . 
定义 5 如 果 存 在 时 间 序 列 (六 六 当 ?> 十 co 时 ,太一 十 co( 或 加 一 一 cp2) 使 得 
Jim f(P, 志 ) 二 g, 则 称 点 9 为 1P, 台 的 极限 点 (或 & 极限 点 ). 7CP, 妨 的 w 极 限 点 
的 集合 (或 0 极限 点 的 集合 ) 称 为 fC(P, 引 的 w 极限 集 ( 或 a 极限 舍 ), 记 作 人 2 
(或 Ap). 
定理 6 f(P, 四 的 ww 极限 集 人 2 与 a 极限 集 Asp 都 是 闭 集 . 
定理 7 对 一 切 tE( 一 00, 十 oo0), 必 有 
ffdp st) = fp yf Ap1t) = Ap, 
定义 1 设 : 取 整数 值 Z= 二 {0, 土 1, 土 2,…}),f:GXZ>G 连续 , 着 对 所 有 PEG 
及 i 扩 EPEP, 六 满足 定理 5 中 的 人 1 和 (3) , 则 称 f(P,),PEG,tE ZZ, 为 离散 动 
力 系统 ， 
定义 了 设 * 取 非 负 整数 值 Z+ 二 {0,1,2,…},f:GX2Z->G 连续 . 若 对 所 有 PEG 
。 327 。 


及 出 hsb EZ,f(p, 引 满足 定理 5 中 的 (1) 和 (C3), 则 称 F(p,D,pEGIEEZ, 为 半 动 力 
对 于 离散 动力 系统 ( 半 动 力 系统 ), 上 述 轨 线 和 极限 集 的 概念 及 相应 的 结论 都 成 
立 , 只 是 在 半 动 力 系统 情形 ,只 定义 正 半 轨 线 和 ww 极 限 集 . 


8.6.4 二 维 定常 系统 的 极限 环 
给 定 二 维 定常 系统 


dr 一 
A 一 XA(X,y), 


(8.6-5) 


dy — 
At Yr yy), 


其 中 z,y,t 为 实 变量 ,X(zx,y),，Y(z,y) 为 x,y 的 连续 单 值 函 数 , 且 能 保证 解 的 唯一 

定义 6 若 方程 组 (8. 6-5) 的 解 x 二 zx(t) ,y= 二 y(t) 是 :1 的 不 等 于 常数 的 周期 函数 ， 
则 称 此 解 在 (x,y}) 相 平面 上 的 轨迹 为 方程 组 (8. 6-5) 的 闭 轨 线 . 

定义 7 了 如 果 在 方程 组 (8. 6-5) 的 闭 轨 线 厂 的 任意 小 的 外 邻 域 (或 内 邻 域 } 中 都 
存在 非 闭 轨 线 , 则 称 丁 为 外 侧 极 限 环 ( 或 内 侧 极 限 环 ). 

定义 8 设 卫 是 方程 组 (8. 6-5) 的 闭 轨 线 , 如 果 存 在 本 的 一 个 外 邻 域 (或 内 入 
域 ), 它 全 部 由 闭 轨 线 所 充满 , 则 称 卫 为 外 侧 周期 环 ( 或 内 侧 周期 环 ). 

定理 8 财 软 线 卫 或 为 外 侧 极限 环 ( 或 肉 侧 极限 环 ) ,或 为 外 侧 周 期 环 ( 或 内 侧 周 
期 环 ). 

若 丁 为 外 侧 极 限 环 (或 内 侧 极 限 环 ) , 则 又 可 分 为 ; 

(1) 存在 本 的 足够 小 的 外 邻 域 ( 或 内 邻 域 ) ,使 其 中 一 切 胃 线 尼 为 非 闭 轨 线 ,县 以 
夏 为 w 极限 集 ,这 时 称 丁 为 外 稳定 环 ( 或 内 稳定 环 ). 

(2) 存在 荆 的 足够 小 的 外 邻 域 (或 内 邻 域 ) ,使 其 中 一 切 轨 线 皆 为 非 闭 轨 线 , 且 以 
号 为 a 极限 集 , 这 时 称 六 为 外 不 稳定 环 ( 或 内 不 稳定 环 ). 

(3) 在 本 的 任意 小 的 外 邻 域 (或 内 邻 域 ) 中 , 既 存 在 闭 轨 线 也 存在 非 闭 轨 线 ,这 时 
称 卫 为 外 复合 极限 环 ( 或 内 复合 极限 环 ). 

定义 9 ”如 果 辐 时 存在 了 的 足够 小 的 外 邻 域 与 内 邻 域 ,使 其 中 一 切 轨 线 皆 为 非 
闭 轨 线 , 且 以 卫 为 极限 集 ( 或 极限 集 ), 则 称 了 为 稳定 极限 环 (或 不 稳定 极限 环 )， 

定理 9 如 果 闭 轨 线 帮 与 已 一 起 国 成 一 个 环 域 C,G 中 无 奇异 点 也 无 其 他 闭 轨 
线 , 则 CG 中 一 切 轨 线 都 以 局 为 极限 集 ,以 也 为 = 极限 集 , 或 G 中 一 切 轨 线 都 以 站 
为 a 极限 集 ,以 I 为 上 极限 集 . 换 句 话说 ,在 上 述 条 件 下 两 条 相 邻 的 闭 轨 线 在 其 相 邻 
的 两 侧 必 具有 不 同 的 稳定 性 . 

定理 16( 庞 加 莱 环 域 定 理 ) 若 0 为 一 环 域 ,其 中 不 会 奇异 点 , 凡 与 2 的 境界 线 
相交 的 轨 线 都 从 它 的 外 部 (或 内 部 ? 进 人 (或 跑 出 ) 它 的 内 部 (或 外 部 ), 则 2 中 至 少 存 
在 一 条 包含 内 境界 线 在 其 内 部 的 外 稳定 极限 环 ( 或 外 不 稳定 极限 环 ) 与 一 条 内 稳定 极 
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限 环 (或 内 不 稳定 极限 环 ). 
定理 11( 本 迪克 松 定理 ) 设 方程 组 (8, 6-5) 中 的 X(z, 妇 与 了 (zy 在 单 连通 域 


G 内 具有 连续 的 偏 导数 . 如 果 扩 十 3 在 G 中 内 能 取 具 有 一 定 符号 的 值 , 且 在 任何 子 


区 域 DCG 内 都 不 恒 等 于 零 , 则 方程 组 (8. 6-5) 不 存在 全 部 位 于 G 内 的 闭 轨 线 . 
定理 12( 迪 拉克 定理 ) 大 在 单 连通 域 C 内 存在 一 次 连续 可 徽 函 数 B4z,y) ,使 


研 (BX) 十 夺 (BY) 
x oy 
在 各 中 只 能 取 具 有 一 定 符号 的 值 , 且 在 任何 子 区 域 DCG 内 都 不 恒 等 于 零 , 则 方程 组 
《8. 6-5) 不 存在 全 部 位 于 G 内 的 闭 轨 线 . 
定理 13( 迪 拉克 定理 ) 车 将 定理 11 或 定理 12 中 的 单 连通 域 G 改 为 mrn>1) 连 


通 域 C( 即 C 有 一 条 或 几 条 外 境界 线 ,n 一 1 条 内 境界 线 ), 则 方程 组 (8. 6-5) 最 多 只 能 
有 "一 1 条 全 部 位 于 GG 内 的 闭 轨 线 ， 


8. 6.5 二 维 常 系数 线性 微分 方程 组 的 奇 点 
给 定 二 维 常 系数 线性 微分 方程 组 


网 =— ail 蒂 十 Qiag， 


d 
sn zc 一 da 文 十 Qap2 ys 


(8. 6-6) 


其 中 All 4 他]12 + 21 ,az 的 为 实 稼 数 . 方程 


A—al 一 如 


一 昆 一 (en 十 aoz) 


D(A)= | 


dy A—a 
anasz— ua 二 0 
称 为 方程 组 (8. 6-6) 的 特征 方程 . 令 
p =— (an 十 a22) 30 一 qd — G12 2 1 


则 


Az 二 —P— vp “9 2 一 
称 为 特征 根 . A= pp 一 4g 称 为 判别 式 . 
(1) A=p* —4g>0. 


1 
DD) 二 让 十 雇 十 g 二 0. 
它 的 根 
1 一 二 如 十 v 疡 一 4 -一 4 
NA 


1" 1 与 和 为 异 号 二 实 根 . 这 时 的 奇 点 鞭 点 
OC0,0) 称 为 鞍点 . 设 必 0< ,其 图 形 如 图 8 6-1 
8. 6-1 所 示 . 8 6- 
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2 站 与) 同 是 负 实 根 , 这 时 的 奇 点 0(0,0) 称 为 稳定 结 点 . 设 


hl < < 0， 
其 图 形 如 图 8. 6-2 所 示 . 
n 1 
已 二 fp 上 
稳定 结 点 不 稳定 结 点 
图 8, 6-2 8,6-3 . 


3* 1 与 hz 同 是 正 实 根 ,这 时 的 奇 点 OC0,0) 称 为 不 稳定 结 点 . 1; < ,其 图 形 如 图 
8. 6-3 所 示 . 

(2) A=p7 —4g<<0. 

1 p>0,A1 与 2 为 一 对 具有 负 实 部 的 共 斩 复 根 ,这 时 的 奇 点 OC0,0) 称 为 稳定 焦 
点 ,其 图 形 如 图 8. 6-4 所 示 . 

2 p<0,1 与 h2 为 一 对 具有 正 实 部 的 共 因 复 根 , 这 时 的 奇 点 OC0,0) 称 为 不 稳定 
焦点 . 其 图 形 如 图 8. 6-5 所 示 . 


不 稳定 焦点 
图 8. 6-5 
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稳定 退化 结 点 
8. 6-8 


3 轧 二 0. 1 与 和 为 一 对 共 辆 虚 根 , 这 时 的 
奇 点 OC010) 称 为 中 心 . 其 图 形 如 图 8. 6-6 所 示 . 

(3) A= p49g=0. 

1 p>0, 负 二 hp 是 一 对 负 的 实 重 根 . 这 时 的 
奇 点 040,0) 称 为 稳定 临界 结 点 (图 8. 6-7) 或 称 
为 稳定 退化 结 点 (图 8. 6-8). 

2 p<0.1 二 2 是 一 对 正 的 实 重 根 . 这 时 的 
奇 点 OC0,0) 称 为 不 稳定 临界 结 点 (图 8. 6-9) 或 
称 为 不 稳定 退化 结 点 (图 8. 6- 10)， 

3 力 二 0. 从 而 g 二 ayia22 一 aiza21 一 0 

《1 ca 一 4 一 21 一 G22 =0. 这 时 (zx, yy 平面 


稳定 临界 结 点 
图 8. 6-7 


不 稳定 临界 结 点 
图 8.6-9 
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上 的 所 有 点 都 是 奇 点 . 


1 


不 稳定 退化 结 点 
图 8. 6-10 


(iD an 一 al 一 0( 或 oa 一 az 一 0) 但 矶 十 唾 天 0 或 oa 十 aiz 天 0)， 直线 aa 症 azzy 
一 0( 或 alz 十 atz3y 一 0 上 所 有 的 点 都 是 奇 氮 . 

Gii) @ 十 咯 尖 0,a3 十 a 加 天 0. 直线 au z 十 azy 一 0 与 直线 amnz 十 azay 一 0 上 所 有 
的 点 都 是 奇 点 ， 


8. 6.6 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 的 基本 概念 
1， 定 号 函数 与 常 号 函数 


说 VOT ?Ta ,TZ,) 是 定义 在 原点 邻 域内 的 具有 连续 偏 导 数 的 函数 , 且 
VO0,0,…,0) = 0. 


定义 10 设 h 是 足够 小 的 正 数 ,如 果 当 


| zx (Sh Gi= 12 (8. 6-7) 
时 4 消 数 V(x yz2， ,ZX ) 只 取 一 定 符号 的 值 , 且 只 有 当 
工 1 一 Xe 一 … 一 Jr 过 用 


时 , 它 才 取 有 零 值 , 则 称 哆 数 Vx 9 ,Ts ) 为 定 号 藻 数 (正定 函数 或 负 定 函数 ). 
是 11 如 果 在 由 (8.6-7) 式 所 表示 的 区 域内 9 天 数 VT Ta Tn) 只 取 一 定 


符号 的 值 ,但 它 可 在 当 》 x 过 0 时 取 零 值 , 则 称 函数 V(zi zs,…,7,) 为 常 号 画 数 
( 正 号 画 数 或 负 号 西数 )， 
2. 稳定 性 的 定义 


定义 12” 设 方程 组 (8. 6-3) 中 的 函数 F(x) 在 由 (8. 6-7) 式 所 表示 的 区 域内 ,关于 

让 一 (TI re" ;Ta) 的 每 一 个 分 量 i {1 二 1， PA ,nn) 都 具有 连续 的 一 阶 偏 导数 , 且 . 

F(0) ==0. 如 果 对 任意 给 定 的 se>0, 总 存在 人 >0, 使 当 方程 组 (8. 6-3) 的 解 x 二 pC 在 
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初始 时 刻 to 的 值 满足 
| ot) 委 7 (8. 6-8) 

时 , 它 对 所 有 过 必 满 足 p02) | < 之 e, 则 称 方程 组 (8. 6-3) 的 零 解 x 二 0 为 在 李 雅 普 
诺 夫 意义 干 稳定 ,简称 稳定 , 反之 , 则 称 零 解 x 二 0 为 不 稳定 . 

定义 13 如果 方 程 组 (8. 6-3) 的 零 解 < 一 0 是 稳定 的 ,和 且 正 数 了 可 选 得 充分 小 ,使 
对 所 有 满足 不 等 式 (8, 6-8) 的 解 x 一 9(b， 同 时 满足 条 件 jim p(t) 二 0, 则 称 方程 组 
(8. 6-3) 的 零 解 + 二 0 为 渐 近 稳定 . 

定义 14 设 函 数 F(z) 在 全 相 空间 内 连续 , 且 满 足 李 普 希 兹 条 件 

FCO — Flx) | Lx ox ll, 

又 F(0) 二 0 且 原 点 OC0,0,…,0) 是 方程 (8. 6-3) 的 唯一 奇 点 . 如 果 方 程 组 (8. 6-3) 的 
零 解 x 一 0 是 稳定 的 ,而 且 所 有 其 他 的 解 + 二 p(#) 都 具有 性 质 lim gbz) 二 0, 则 称 方程 
组 (8. 6-3) 的 零 解 x 一 0 为 全 局 渐 近 稳定 (或 称 在 任意 初始 扰动 下 为 渐 近 稳定 ). 

定义 1 设 画 数 Y(zz，…z) 定义 在 全 相 空 间 内 且 具 有 连续 的 一 阶 俩 导 


数 . 如 果 对 任意 给 定 的 A > 0, 总 存在 R > 0, 使 在 球面 DE R: 之 外 ,有 不 等 式 
VX 2 ‘Tn ) 半 及 成 立 , 内 则 称 旨 数 V(Xt 9 证 Ty ) 为 正定 无 限 大 . 


8. 6.7 稳定 性 与 不 稳定 性 的 基本 定理 
1. 关于 稳定 性 的 定理 


定理 14( 李 雅 普 诺 夫 定理 ) 对 于 方程 组 (8. 6-3), 如 果 在 区 域 x| 专 肛 内 ,可 
找到 一 个 定 号 函数 Y(zi ,za ，…，zo)， a 6-3) 的 轨 线 对 时 间 1 的 全 导数 


dV 9Y - 
7 = Fx) (8. 6-9) 


是 常 号 的 , 且 其 正人 负 号 与 yy, ) 的 正 估 导 相反 或 但 革 于 举 , 则 方程 组 
(8. 6-3) 的 专 解 x==0 是 稳定 的 . 在 (8. 6-9) 式 中 ， 
aV =( 纪 aV ,YY). 
8 一 \ 人 az x’ 0x7, 
2， 关 于 渐 近 稳定 性 的 定理 
定理 15( 李 雅 普 诺 夫 定理 ) 对 于 方程 组 (8. 6-3), 如果 在 区 域 上 x 去 日 内 ,可 
找到 一 个 定 号 函数 Yiz ,zz ,… ,zr) 使 其 党 方程 组 (8.6-3) 的 轨 线 对 时 间 上 的 全 导数 
(8, 6-9) 也 是 定 号 的 , 且 其 正 负 县 与 YIzyz zi 的 正 负 号 相反 , 则 方程 组 


(8. 6-3) 的 零 解 x 二 0 是 渐 近 稳定 的 ， 
定理 16( 巴 尔 巴 欣 -克拉 索 夫 斯 基 定理 ) ”对 于 方程 组 (8. 6-3) ,如 果 在 区 域 x| 


< 内 ,可 找到 一 个 正定 函数 VCzi ,zs，,…,z,) ,使 得 (8. 6-9) 式 中 的 他 <<0, 而 且 集 
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合 M= {x 


27 一 0 上 除 零 轨 线 * 一 0 外 ,不 包含 组 (8. 6-3) 的 任何 其 他 正 半 轨 线 , 风 
方程 组 (8. 6-3) 的 零 解 x 二 0 是 渐 近 稳定 的 . 

3， 关 于 全 局 渐 近 稳定 性 的 定理 

定理 17( 巴 尔 巴 欣 - 克 拉 索 夫 斯 基 定 理 ) 对 于 方程 组 (8. 6-3), 如 果 存在 正定 无 
限 大 的 函数 V(zi ,zs，…,z) ,使 得 (8.6-9) 式 中 的 强 在 全 相 空间 是 负 定 的 , 则 方程 


组 (8. 6-3) 的 零 解 x+ 二 0 是 全 局 渐 近 稳定 的 . 
定理 4148( 巴 尔 巴 欣 -克拉 索 夫 斯 基 定 理 ) ”对 于 方程 组 (8. 6-3) ,如 果 存 在 正定 无 


限 大 的 函数 (zi zo …, xi), 使 得 (8 6-9) 式 中 的 多 之 0, 而 且 集 合 M= 


(x =0| 上 除 零 轨 线 x* 二 0 外 ,不 包含 组 (8. 6-3) 的 任何 其 他 正 半 轨 线 , 则 方程 组 


(8. 6-3) 的 零 解 x* 一 0 是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 
定理 19 对 于 方程 组 (8&. 6-3)， 如 果 存 在 正定 蚂 数 V {x » 29 ,Tn ); 使 得 


(8.6-9) 式 中 的 字 在 全 相 空 间 是 常 负 的 ,而 且 集合 M= { *| /一 0 | 上 除 零 轨 线 x 一 0 


外 ,不 包含 组 (8. 6-3) 的 任何 其 他 正 半 轨 线 , 且 方程 组 (8. 6-3) 的 所 有 正 半 轨 线 都 是 有 
界 的 , 则 方程 组 (8. 6-3) 的 等 解 x=0 是 全 局 渐 近 稳定 的 . 


4. 关于 不 稳定 性 的 定理 
定理 20 对 于 方程 组 (8. 6-3) ;如 果 存 在 冰 数 WCG yt ,Tn ) ;使 得 (8. 6-9) 式 
中 的 人 是 定 号 函数 ,而 函数 VCzi ,zs，,…,z,) 本 身 不 是 具有 与 守 的 正 负 号 相反 的 党 


号 函数 , 则 方程 组 (8. 6-3) 的 零 解 x+=0 是 不 稳定 的 . 
定理 21 对 于 方程 组 (8. 6-3), 如果 存 在 正定 函数 V(xzi; zo，…,zxo); 使 得 


(8.6-9) 式 中 的 他 也 是 正定 的 , 则 方程 组 (8, 6-3) 的 零 解 x 一 0 是 不 稳定 的 . 


8. 6.8 齐 次 常 系数 线性 微分 方程 组 零 解 的 稳定 性 


给 定 齐 次 党 系数 线性 微分 方程 组 
一 Derr {i 一 1,2,"" ,1). (8, 6- 10) 


定理 22 如果 方程 组 (8. 6-10) 的 特征 方程 的 全 部 根 都 具有 人 负 实 部 , 则 方程 组 
(8. 6-10) 的 零 解 浙 近 稳定 ;如 果 特 征 根 中 至 少 有 一 个 具有 正 实 部 , 则 方程 组 (8. 6-10) 
的 零 解 不 稳定 ;如 果 特 征 根 中 有 具 零 实 部 的 根 而 无 具 正 实 部 的 根 , 则 方程 组 (8. 6-10) 
的 零 解 可 以 有 非 渐 近 的 稳定 性 ,也 可 以 有 不 稳定 性 . 
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定理 23( 胡 尔 维 蒋 定理) 设 方程 组 (8. 6-10) 的 特征 方程 为 


后 一刀 十 CA 十 和 十 ar 十 ea 一 0， (8, 6-11) 
作 行列 式 
时] 1 0 
] 
Al 一 a1;Az 一 As 一 | a dl, 
他 村 入 上 
可 5 人 二 他 3 


a3 好? A 1 0 
D,= | as a4 a Qs 0 | 一 dr 忆 1， 
Saal. 
onl 2 3 M24 rn 


其 中 如 果 i>n, 令 a; 二 0. 方程 (8. 6-11) 的 全 部 根 都 具有 负 实 部 的 必要 充分 条 件 为 
了 >0(k=1 A 


8. 6.9 结构 稳定 性 


动力 系统 或 微分 方程 的 结构 稳定 性 是 指 它 在 经 过 一 小 扰动 后 其 轨道 的 拓扑 结构 
仍 保 持 与 原来 的 一 致 . 设 和 为 动力 系统 的 相 空间 ,简称 空间 ， 

定义 16 空间 站 上 的 两 个 动力 系统 f 和 8 称 为 拓扑 等 价 , 若 存 在 尖 到 自身 的 
癌 肥 关 , 它 把 了 的 每 一 条 负 道 映 成 g 的 一 轨道 , 旦 保持 轨道 的 方向 . 

定义 17 空间 改 上 的 动力 系统 三 称 为 结构 稳定 的 , 若 对 了 作 一 个 充分 小 的 扰动 
后 得 到 的 新 的 系统 总 能 与 原来 的 保持 折 扑 等 价 . 

定义 18 动力 系统 了 称 为 在 某 个 平生 点 或 周期 轨 P 是 局 部 结构 稳定 的 , 若 它 限 
制 在 P 的 一 个 邻 域内 是 结构 稳定 的 . 

定义 19 微分 方程 x 二 F(z) 的 平衡 点 zo 称 为 双 昌 的 , 若 它 的 线性 化 矩阵 
DF(zo) 的 所 有 特征 值 都 有 非 零 实 部 . 

定理 24( 哈 德 曼 - 格 鲁 巴 曼 ) 微分 方程 x=F(z) 的 平衡 点 若是 双 曲 的 , 则 它 局 
部 结构 是 稳定 的 . 


3 8.7 微分 方程 在 力学 .电学 中 的 应 用 
8.7.1 机 械 系统 的 振动 


1 阻尼 振动 


设 质量 为 M 的 物体 沿 水 平 轴 Oz 在 有 阻力 的 介质 中 运动 (图 8. 7-1)., 平衡 位 置 
在 点 x 三 0 处 , 则 物体 在 点 z 处 所 受 的 弹性 力 为 一 Kz(K>0) ,并 设 介质 对 物体 的 阻 
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力 尺 的 大 小 与 运动 速度 的 大 小 成 比例 而 它们 的 方向 相反 ,R= 一 C 经 (C2>>0). 根 据 牛 
顿 第 二 定律 得 物体 的 运动 方程 为 


2 
M+C 窑 十 Kz =0. (8. 7-1) 
图 8.7-1 
把 方程 (8. 7-1) 改 写 为 
dx op dr 2 - 
dr Tw 十 at= 0, (8,7 2) 


其 中 
C /天 
b= oN 二 MM 
方程 (8. 7-2) 的 特征 根 为 


A =—b+ VE a ,Nh 一 一 一 VE —a. 


疫 物体 的 初始 位 移 为 z() | 一 ,初始 速度 为 经 | ”一 0. 下 面 分 三 种 情况 讨论 
(1) pa. 此 时 入 关 计 达 0 ,As 守 0, 方 
程 (8.7-2) 满 足 所 给 初始 条 件 的 特 解 为 一 
x 《A104 一 041), 这 时 不 产生 振动 , 物 
体 缓慢 地 回 到 平衡 位 置 . 这 类 运动 称 为 超大 
5 减 运 动 (图 8. 7-2)， 
{ 


(2) 5 二 a. 此 时 力 = 二 如 三 一 a, 方 程 
(8.7-2) 满 足 所 给 初始 条 件 的 特 解 为 z 三 
图 8.7-2 zoe-“(1 十 at). 这 时 仍 不 产生 振动 . 这 类 运动 
称 为 临界 衰减 运动 , 图 形 与 图 8. 7-2 类 似 . 
(3) pca, 此 时 二 一 5 十 gj ;入 二 一 0 一 wj ,a 二 Va 一 六 .方程 (8.7-2) 满 足 所 给 初 
始 条 件 的 特 解 为 


十 。 
r= et (acosot + bsinat) 
[a 


一 0 ve 十 地 
立 


ecos(at 一 由 一 arctan 2 
a 
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这 时 产生 非 周期 的 振动 ,振幅 按 指数 律 
减 小 . 如 图 8. 7-3 所 示 , 它 并 不 是 严格 意 
义 下 的 周期 网 数 , 但 它 的 曲线 相隔 一 定 
距离 穿 过 平衡 位 置 z=0. 若 把 它 的 “ 周 
期 "TT 看 作 是 运动 一 整 “ 周 ”所 需 的 时 间 ， 


则 a 二 2x, 于 是 
下 二 cr on _ 各 
立 ae 一 天 


通 肖 称 为 系统 的 自然 颍 率 到 类 运动 各 为 次 可 下 运动 
2， 强迫 振动 
设 作 用 于 物体 的 力 除 系统 内 部 的 力 外 ,还 有 周期 性 的 外 力 f(2) 二 Focosewi( 也 称 
为 强迫 力 ), 此 时 方程 (8.7-1) 为 
M+C 宕 E+ Kr = Focosewt. (8.7-3) 
设 方程 (8. 7-3) 的 特 解 为 x" hoo Buinwn, 代 人 原 方程 唤 定 A,B 得 特 解 为 
(wC sinwt + CK — ow MD) coswt) 


TT 


= 二 Fo  _ 
(天 一 oO + 


一 aot 一 力 ， 


v(K—oM’ oC 
C 
ee tr] 
» 二 arctan -aN 
车 考虑 次 衰减 运动 , 则 方程 (8. 7-3) 的 通 解 为 
t= er (Cecosatt Csinat) 十 


其 中 第 一 项 


ost. 
vR—w MD eC 
ev (CO cosat + Cs sinat ) 
R 当 :一 十 ce 时 趋 于 零 , 称 为 暂 态 项 ,第 二 项 
Fo 

(天 一 中 十 二 个 
称 为 稳 态 项 . 车 CC 与 K 一 wzM 都 很 小 , 即 者 运动 
只 有 轻 度 衰减 ,而 外 加 频率 地 接近 于 自然 频率 


cos(wt — 


t= 


国 7 4 元/ 各 一 :5 ，, 则 振幅 会 很 大 ,这 种 现象 称 为 
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共振 . 
8.7.2 简单 电路 


设 如 图 8. 7-4 所 示 的 RLC 串联 电路 的 开关 在 :二 0 时 接 通 , 试 确定 接 通 电源 电动 
扫 ==Eosinwt 时 电路 中 的 电流 . 
假设 电路 开始 是 松弛 的 , 即 初始 条 件 为 
i(£) ] t=D0 本 ” 


ty4(b) 分 别 表 示 电 流 与 电荷 . 根据 基 尔 替 夫 电压 定律 可 得 回路 电流 iC 疏 所 满足 的 
方程 


< O ， 
一 心 


L 绎 十 应 十 二 | ioDde = Eosinwt， (8, 7-4) 
或 94 四 所 满足 的 二 阶 微分 方程 
Lg+R 明 十 9 = Eosinwt, (8. 7-5) 
式 中 上 表示 电感 ,RR 表示 电阻 ,C 表示 电容 , 方程 (8, 7-5) 对 应 的 齐 次 方程 为 
1 dg 0 一 _ 
三 7 十 及 2 十 去 9 一 0， (8.7-6) 


方程 (8.7-6) 的 特征 根 为 


1 = 一 萤 ( 闸 ) 一 关 一 一 上 十 庆 As =—a—b, 
其 中 
R /及 1 
“二 并 光一 ( 营 ) Te: 
仍 分 三 种 情况 讨论 . 


(1) RS> 去 ,此 时 妨 关 Xz 机 过 0, 和 过 0. 方程 (8.7-6) 的 通 解 为 
gf 一 Ki ET 十 Ke “rst, 


i = 9 —— Ki(a— be 一 的 Ka 十 们 Echo ， 


电流 i 四 由 两 个 以 不 同 速 度 按 指数 律 衰减 的 部 分 组 成 ,这 时 的 电流 称 为 暂 态 电流 , 记 
作 坟 (0). 这 种 情况 称 为 过 阻尼 状态 ,发 生 在 电流 较 大 的 情形 . 
(2) R==2/ 去, 此 时 轧 一 入 一 一 < 方程 (8.7-6) 的 通 解 为 
gq = (K+ Kt)e™, 
i(t} = i 二 (KoRli— aR)e™, 
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当 上 很 大 时 ,zi (9 单调 下 降 到 零 . 这 种 情况 称 为 临界 阻尼 状态 . 
(3) R<2/ 直 . 此 时 如 二 一 十 用 ,和 二 一 a 一 户 , 房 一 b, 方 程 (8.7-6) 的 通 解 为 
q(t) = er (Aicosbt + Az singt), 


i(2) = er (AlcosBt + Assingt) = VAI ASe™ sin(t + 9), 


— A 
人 一 arctan 一 ， 


A: 
此 时 电流 共 D 二 i (四 是 以 角 频 率 8 振荡 的 衰减 正弦 波 ,这 种 情况 称 为 欠 阻 尼 状 态 . 当 
电路 中 电阻 较 小 时 就 出 现 这 种 现象 . 
若 考 虑 欠 阻 尼 状 态 , 这 时 方程 (8. 7-5) 的 特 解 为 
和 (一 一 一 一 天 一 一 二 cos(w uy 


2 
R: + (wl 一声) 


er 


8 = arctan nt 
从 而 方程 (8. 7-4) 的 特 解 , 即 稳 态 电 流 i 如 记 作 i 忆 ) 为 


iD 二 2 = Qi 一 及， (8. 7-7) 
四 一. 
R:+ (wL 二 


方程 (8. 7-4) 的 一 般 解 为 
iD=i i) = VA Aie™'sin(Bt + vy) 
E, 


R + (wl 一) 


在 RLC 串 联 电路 中 , 稳 态 电流  ( 乡 的 大 小 随 所 加 正 藤 电压 频率 的 变化 而 变化 ， 
由 (8. 7-7) 式 得 


十 sintewt — 8). 


ww _1 及 
当 vw Emax| is (1)| = RR :此 时 称 RLC 电路 是 谐振 的 ,其 谐振 频率 为 


一 鱼 一 1 
” 27 2x VLG 
常 微 分 方程 除了 在 力学 .电学 中 的 应 用 外 ,在 电子 技术 .自动 控制 .星际 航行 .机 
械 工 程 .化 学 反应 及 生态 工程 等 各 个 学 科 与 尖端 技术 领域 内 都 有 广泛 的 应 用 . 
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38.8 差分 方程 


8.8.1 一 般 概 念 


差分 方程 是 含有 未 知 站 数 的 有 限 差分 的 方程 . 差分 方程 党 来自 微分 方程 的 离散 
化 ,其 特点 是 函数 的 自 变 重 取 整 数值 ,这 是 在 对 微分 方程 做 数值 计算 时 经 常 遇 到 的 . 
如 一 阶 常 微分 方程 


> = f(y) 
对 ytX) 取 问 前 差分 Ay(z) 二 y(z 十 1) 一 ylz) ,可 得 到 差分 方程 
yn 1) oy = f(y(m)). 
对 高 阶 方程 ,由 At*!y 一 ALAty(x)] 可 得 到 高 阶 差分 ,如 二 阶 差分 
A y(tT) 一 TYz 十 2 一 2y(r 十 1) 十 yz)， 
N 阶 差分 方程 的 一 般 形 式 可 以 写成 


Fln, Xn) ,Ln 1),*: "TC 十 ND)) 一 得 ， 《8. 8-1) 
这 里 下 是 给 定 函 数 . 设 下 中 的 变数 不 显 含 4, 且 最 高 阶 变量 能 解 出 , 即 具有 形式 
XTintN) = f(r rnt 1}, rn NO— 1)). (8. 8-2) 


设 (n=z nk 一 1) ,=1,…,N. 则 

zn 二 1) = rtntk) = TH 天 一 1 有 一 |， 
而 rw tn 二 1)=xtntN)= f(r (nn) Nt 今 

zn) = Can ys rw nT ,gt RN > RN 

由 

BT TN NI TN) = Crary TN fT TN) 
给 定 . 则 (8. 8-2) 等 价 于 离散 的 半 动 力 系统 

yn 二 1) 一 BY) 2 一口 1 


8.8.2 线性 差分 方程 


考虑 NN 阶 线性 差分 方程 
Tn NTFaviztnt+ No—1)}+ aTn) = Rn}, 天 一 01 2,… 
《8. 8-3) 
其 中 Rn) 是 给 定 函数 ,as ,二 0,…,NN, 是 给 定 系数 ,ao 关 0. 满足 方程 (8. 8-3) 的 函数 
zx(2) 称 为 该 莽 分 方程 的 解 . 与 线性 常 微分 方程 情形 一 样 ,差分 方程 (8. 8-3) 的 通 解 可 
表示 成 特 解 z (mw) 和 相应 齐 次 方程 
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zi 十 入) 十 avictn 十 人 一 1 十 … 十 aozta) 一 0 《8. 8-4) 


的 通 解 zx (7) 之 和 ,xz(n) 一 x (nn) 十 zx; (n)， 
为 求 齐 次 方程 (8. 8-4) 的 通 解 , 考 虑 相应 的 特征 方程 


六 十 ai 六 十 十 ao = 二 0. (8, 8-5) 

设 niseori 分 别 为 (8.8-5) 的 ra，… ,ms 重 根 , 则 (8. 8-4) 的 通 解 为 
za Cn) = P(r 十 … 十 PCn) re (8. 8-6) 
其 中 已 (加) 为 次 数 <mj 一 1 的 任 一 (关于 的 特别 ， 若 ns 都 为 单 根 , 则 x (四 一 
台地 十 十 CCi 为 任意 常数 .车 ri 二 pe? ,rs 二 pe 局 ,rm 二 rma = 二 my 则 Pi(m) 玫 9 十 
P=0 (QI Cn) cosnd t+ CQ (n) sinnd) ,中 Qi (nn) 入 (rn) 为 次 数 筷 mm 一 1 的 任意 


多 项 式 . 

(8. 8-3) 的 特 解 可 对 齐 次 方程 的 通 解 (8. 8-6) 用 参数 变易 法 来 构造 : 

(17) 及 (2) 为 多 项 式 民 (站 一 记 2 才 到 -1 十 … 十 和 时 , 若 r 一 为 (8.8-5) 的 头 重 
根 ( 若 "一 1 不 是 根 ,m==0) , 则 代 得 x (0) 一 rr Ch 十 如 -421 十 … 十 必 ) ,系数 嫩 ，- 

&, 由 并 代 人 (8. 8-3) 并 比较 系数 而 定 . 

(2) Rn) 为 指数 隐 数 时 ,RCOn) 二 QCn)C" (CC 为 常数 ,Q(tn) 为 g 阶 多 项 式 ). 代 换 
ZX(n) 二 C"y(n) 将 (8,8-3) 变 为 PCCT) y(n) 二 QOn). 继续 (1), 或 当 r=c 为 (8.8-5) 的 
m 重 根 时 , 代 之 以 zn) = 二 wm Chon? 十 in! 十 十 ke 

(3) 三 角 孙 数 Ri (n) 二 Qn)C'cosn0 或 RR (n) = 二 QCn)C'sinn8(C,9ER 为 常数 ， 
QD) 为 实 多 项 式 ). 将 (8. 8-3) 中 RR() 用 民 " Cn) 二 QCn) (Ces)" 代替 ,并 象 (2) 来 确定 
Xp (1) ,得 xip Cn) = Rexr? (n) ,zap Cn) =Imzr? (n). 

(4) 任意 函数 , 设 z(0),…,z(N 一 1) 给 定 , 则 z(a) ,zz 六 ,由 (8.8-3) 唯 一 地 递归 
确定 .如 xX(n 十 1) 一 ax(n) 二 Rn),n 二 0,1,2,"…, 有 特 解 


zx(0) 一 0,zx(n) = > a 1ROE), n= 1,2,3,. 


8.8.3 例 
Fibonacci 数 zx(n)= 二 Fj 由 下 式 定 义 
ztn 二 2) 二 x(n 二 1) 十 zn)，n 守 0， | (8. 8-7) 
Xx(0) = 0,7(1) = 1. (8. 8-8) 


(8.8-7) 的 特征 方程 也 一 r 一 1 =0, 其 根 为 a= (1-5)/2,45 二 《1 一 V5)/2. 因而 
Xz(n) 一 Aa 十 Bb". 由 (8.8-8),A 一 a/Y5,B8= 一 b/Y5. 央 而 包 = 二 (ar 一 上 六}/W5,n 这 1. 
虽然 各 种 数学 和 技术 问题 都 导出 差分 方程 ,但 其 主要 的 应 用 邻 域 还 在 于 近似 求 


解 微分 方程 . 
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》 8.9 分 贫 与 混沌 


8.9.] 和 连续 系统 的 分 谷 


分 岔 是 指 任意 小 的 参数 变化 会 引起 动力 系统 的 相 轨 迹 拓扑 结构 发 生 罕 然 变化 . 
从 而 有 下 述 的 定义 . 

考虑 含 参数 的 连续 系统 

r= fxn) (8. 9-1) 

其 中 f,R"XR" 一 可 微 

定义 1 当 参 数 gg 连续 地 变动 时 ,车 系统 (8. 9-1) 相 轨迹 的 拓扑 结构 在 上 =pw 处 
发 生 突 然 变化 , 旭 称 系 统 (8. 9-]) 在 gg 二 po 处 出 现 分 省 . xE Rr 为 状态 变量 ,pyER" 为 
分 贫 参 数 ,或 控制 参量 . jw 称 作 分 倪 值 , (x, po)' 称 为 分 从 点 . 在 空间 (zx, ER"XR* 
中 ,平衡 点 或 极限 环 随 参 数 变化 的 图 形 称 为 分 分 图 . 

分 岔 有 局 部 和 全 局 之 分 . 

定义 2 局 部 分 岔 是 指 在 平衡 点 或 于 轨 的 某 个 邻 域 中 的 分 岔 . 如 采 和 需要 考虑 相 
宝 间 中 大 范围 的 分 倪 性 态 , 则 称 为 全 局 分 贫 . 

定义 3 如 果 只 研究 平衡 点 个 数 和 稳定 性 随 参 数 的 变化 , 则 称 为 静态 分 盆 , 否则 
就 是 动态 分 从 . 

根据 静态 分 岔 的 定义 ,研究 动力 系统 (8. 9-1) 的 静态 分 贫 即 是 分 析 静 态 方程 

fxnp)=0 (8. 9-2) 

解 的 个 数 和 性 质 随和 参数 & 的 突然 变化 ,也 即 是 研究 代数 方程 (8. 9-2) 的 多 重 解 问题 . 

定理 1 设 jw 为 一 个 睫 态 分 倪 值 ,txo ,mm) 为 静态 分 岔 点 , 则 f(xo ,pw) 二 0, 且 
在 (xz yj) 处 关于 并 的 雅 可 比 矩 阵 Df xo ;p00) 是 不 可 逆 的 ， 

例 1 下 列 系统 在 p=0 处 出 现 静 态 分 岔 ， 

(a) Zz 二 一 x 出 现 鞍 结 分 盆 ， 

(b) z 二 pr 一 x? 出 现 路 临 界 分 贫 . 

(c) ZK 二 pt 一 出 现 叉 式 分 贫 . 

下 面 三 个 例 于 属于 动 念 分 贫 ， 

例 2 和 从 普 夫 分 岔 . 对 方程 

Zz] 一 二 2 十 2 [xu— 《2 十 |]， 
XT2 一 1 十 zz[Lw 一 《xi 十 xx》j， 
引进 极 坐 标 zi 一 rcosb, zs 一 rsing, 变 为 
六 一” 一刀) 0 一 1 工 
则 当 Ap<0 时 原点 7 二 0 为 稳定 平衡 点 ; 当 A>0 时 原点 失 稳 ,同时 会 出 现 一 个 稳定 的 
极限 环 r==Yp. 这 种 由 平衡 点 稳定 性 变化 而 引起 产生 极限 环 的 现象 称 为 起 普 夫 分 岔 . 
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例 3 同 宿 分 岔 . 考虑 Tyr zr 二 0, 或 命 z= 二 zl , 文 二 Xe ;为 
Zz 一 工 ? ,2 TX Hr 十 i, 

世 有 两 个 平衡 点 《xi zz) 二 (0,0) 和 ,0), 其 中 (1,0) 是 鞍点 , 当 j=0 时 ,该 系统 有 一 
条 轨道 首尾 与 该 鞍点 相连 接 , 称 为 同 宿 轨 . 当 y 关 0 时 该 同 宿 轨 会 消失 ,出 现 同 宿 
分 岔 ， 

例 4 异 宿 分 贫 . 考虑 、 

TI = yy 十 Xi — Zitz ,Ty 一 至 一 于 一 | (8. 9-3) 

当 x 二 0 时 , 它 有 两 个 平衡 点 (zx ;ze) 二 (0, 士 1) :都 是 鞍点 ,而 且 有 一 条 轨道 连接 这 两 
个 鞍点 , 称 为 异 宿 轨 , 当 wx 天 0 时 该 异 宿 轨 会 消失 ,这 是 异 宿 分 贫 


8.9.2 霍 普 夫 分 贫 定 理 
研究 带 单 参数 的 平面 系统 
r= Pry sy = Q(z yp). (8. 9-4) 
设 P 和 Q 有 4 阶 连续 篇 导数 ,在 ==0 的 一 邻 域内 PC0,0,1) 二 QC0,0,1) = 二 0, 且 u==0 
时 其 线性 近似 系统 为 中 心 , 即 有 一 对 纯 虚 特征 值 . 经 适当 的 线性 坐标 变换 ,新 坐标 仍 
用 zz 和》 表示 ,系统 (8.9-4) 可 改写 为 
T=a zr—AB y+ flr,y,p) 
y= BDzrtadd) ytge(r, yn) 
其 中 函数 7 和 5 为 和 yy 的 不 低 于 2 次 的 项 , 且 满足 


(zy EUCR ,nnER, (8.9-5) 


而 在 原点 (0,0) 的 线性 近似 系统 的 复 共 印 特征 人 a(p) 土 Bw) 在 y= 二 0 时 有 
a(0) = 0,8(0) ~ w> 0. (8. 9-7) 
记 c= 二 ww (0) 及 
9 If | og | og 
oT 诈 ( 守 ?ray | dr 2 9 


tr -of 


一半 8 (FEE) fs af og 
9rayAaz 阳光 2 a 9y (0,0,0) 


3z Ox dy oy 

z (8. 9-8) 
定理 2( 平 面 替 普 夫 分 岔 ) 设 系统 (8.9-5) 满 足 条 件 (8, 9-6) 和 (8, 9-7), 征 c 关 0 

和 a 关 0, 则 系统 (8 9-5) 在 4 二 0 处 出 现 填 普 夫 分 倪 , 当 py 关 0 且 yy 与 a/c 蜡 号 时 ,在 

(《z,y) 二 《0,0) 邻 域 存在 唯一 的 极限 环 , 当 jr0 时 ,该 极限 环 趋 于 原点 , 且 对 充分 小 的 

x1 ,该 极限 环 上 各 点 向 径 的 平均 值 与 V1x| 成 正比 ,周期 接近 2x/w. 当 a<0 时 ,极限 

环 稳定 ; 当 a 之 0 时 ,极限 环 不 稳定 ， 
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8.9.3 ”离散 系统 的 分 谷 


对 于 含 参数 的 离散 系统 
zl = Mz Hs, 1 = 0,1,2,"°, 《8. 9-9) 
其 中 MR" XR->R" ,zi ER" 为 状态 变量 ,jE R" 为 分 人 当 参数 , 当 参 数 pp 连续 地 变动 
时 , 右 系统 (8. 9-92 轨 道 的 拓扑 结构 在 p= 二 jo 处 发 生 突然 变化 , 则 称 系统 (8. 9-9) 在 
二 jw 处 出 现 分 盆 . po 称 作 分 岔 值 ， 
类 似 于 前 述 连 续 动 力 系统 的 情形 ,根据 研究 侧重 的 不 同 可 以 将 离散 动力 系统 的 
分 岔 作 不 同 分 类 . 例如 静态 分 岔 和 动态 分 岔 ,局 部 分 贫 和 全 局 分 岔 ， 
离散 动力 系统 (8. 9-9) 的 静态 分 岔 问题 即 是 代数 方程 
Z 一 Mz, 1) 《8. 9-10) 


的 多 重 解 问题 ,每 一 个 解 都 是 一 个 不 动 点 . 设 上 =jw 时 ,zo 为 不 动 点 , 

定理 3 设 离散 动力 系统 (8. 9-9) 在 (z ,po)T 出 现 静 态 分 岔 . 则 M 在 该 点 关于 = 
的 雅 可 比 矩 阵 DJM (ww ,pw) 至 少 有 一 个 特征 值 的 绝对 值 为 1. 

例 5 (1) 系统 z+ 二 jy 十 zi 十 汪 当 p= 二 0 时 仪 有 一 个 特征 值 为 4 二 1, 这 类 分 倪 称 
为 切 分 倪 或 折 从 分 谷 . 

(2) 系统 zi 二 一 Cj 十 1)zi 十 2 当 一 0 时 有 一 个 特征 值 为 一 一 1, 此 时 会 出 现 
信 有 周期 分 贫 . 


(3) 二 维系 统 z+ 一 p50 一 %) ,Yin = 二 zt 当 p 二 2 时 ,在 不 动 点 (让 ,元 ) 处 有 一 


对 模 为 1 的 复 特征 值 1 一 e=? ,0<o<r 此 时 会 分 岔 出 闭 曲 线 , 这 是 Neimark-Sacker 
分 贫 ,或 离散 系统 的 笨 普 夫 分 岔 . 


8.9.4 混沌 概念 


混沌 Cchaos) 是 非 线 性 确定 性 系统 中 产生 的 敏感 依赖 于 初始 条 件 的 非 周 期 性 定 
态 运动 ,具有 内 在 随机 性 和 长 期 不 可 预测 性 ， 

考虑 由 R" 的 一 个 紧 致 子 集 到 自身 的 连续 函数 匡 生成 的 离散 动力 系统 . R" 的 欧 
氏 范 数 记 为 儿 .， ||. 

定义 4(LirYorke) FF 称 为 (Li-Yorke) 混 沌 的 ,阁下 的 周期 点 的 周期 无 上 界 , 且 
在 下 的 定义 域 中 存在 不 可 数 子 集 S 满足 下 列 条 件 : 

‘1]) F(S)TS, 

(2) 对 任意 p,q9€ S(p 隐 9) 有 limsup FOp)— Fg) | >0; 

(3) 对 任意 p,q€ S, 有 liminf | 天 (四 一 天 (9) | =0; 

(4) 对 任意 pES 和 下 周期 点 9g, 有 limsup FC(p) 一 (9) | 之 0 

定理 4(LirYorke) 若 闭 区 闻 到 自身 的 连续 晒 数 上 有 3 周期 点 , 则 了 是 混沌 的 . 

对 于 区 间 映 射 , 常 可 以 通过 倍 周期 分 盆 序 列 进入 混沌 状态 . 
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例 6 区 间 [0,1] 到 自身 的 逻辑 斯 蒂 映 射 f, (z) 二 pz(1 一 z),(0<py<<4), 其 迭代 
序列 的 吸引 子 通过 倍 周期 分 岔 序列 进 人 混沌 ， 

定义 $(Devaney) ” 非 空 紧 集 六 到 自身 的 映射 F 被 称 为 (Devaney) 混 沌 的 ; 知 成 
立 下 列 条 件 :(1) 上 映射 是 拓扑 传递 的 , 即 任 给 非 空 开 集 U,VCX, 存 在 之 1 使 得 
FC0D 人 阁 V 非 空 ;(2) 天 的 周期 轨 集 在 X 中 稠密 . (3) 映射 三 具有 敏感 依赖 性 , 即 存在 
常数 6>>0 使 得 对 任意 zxEX 和 <z 的 任意 邻 域 口 ,有 yEU 及 之 1 满足 上 六 (zx) 一 
Fr(y) | >. 


8. 9.5 混沌 的 数值 特征 


(1) 李 雅 普 诺 夫 指 数 
研究 由 个 自治 一 阶 微分 方程 组 描述 的 动力 系统 
二 f(x),f;R' > Rr 可 微 . (8. 9-11) 
设 I 为 (8, 9-11) 以 为 初 值 的 有 界 解 ,z(0) 一 zi 已 FCztt) 为 子 在 zz 的 处 的 雅 可 
比 矩阵 , 设 线性 化 方程 
w = Df(zO))w 


以 ww 为 初 值 的 解 为 wwC2). 则 (8, 9-11) 在 xo 处 沿 方向 ww 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 定 义 为 
A(xo Wp) 一 suplim In | wl2) | . 


在 许多 情况 下 李 雅 普 诺 夫 指 数 总 是 存在 的 ,而 县 它们 至 多 有 个 ,将 这 组 数值 由 大 到 
小 排列 
hl 之 知之 之 各 (8. 9-12) 


(8. 9-12) 称 为 系统 (8. 9-11) 的 李 雅 普 诺 夫 指数 ， 

对 于 上 述 自治 系统 ,如 果 所 有 李 雅 普 诺 夫 指 数 均 为 负 , 则 系统 将 趋 于 平衡 解 ;如 
果 有 李 雅 普 诺 夫 指 数 为 零 而 其 余 的 为 负 , 则 系统 作 周 期 或 拟 周期 运动 ;如 果 存 在 正 的 
李 雅 普 诺 夫 指 数 而 运动 又 是 有 界 的 , 则 系统 作 混 沌 运动 . 多 个 正 李 雅 普 诸 夫 指 数 的 混 
沌 运动 , 称 作 超 混沌 (hyperchaos)， 

(2) 分 形 维 数 

分 形 是 具有 某 种 自 相似 结构 的 几何 体 , 即 在 不 同 的 放 太 级 别 上 ,其 几何 形态 是 相 
似 的 . 它们 常 具 有 混沌 性 质 ,而 且 可 以 通过 分 维 数 来 度量 . 

设 集合 S 为 ” 维 空间 的 紧 致 子 集 ,N(a) 是 覆盖 集合 S 所 需 边 长 为 a 的 超 立 方 体 
的 最 小 数目 , 则 有 容量 维 数 


i 1 
dc(S) = lim(InN(a)/in =). 


设 吸引 子 S$ 至少 由 NN(a) 个 边 长 为 a 的 超 立 方 体 冠 盖 . 记 P; 为 轨迹 出 现在 第 : 
个 超 小 立方 体 的 概率 ,信息 维 数 定义 为 
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Nta) 


_ 1 1 op 
di(S) = lim Fa 2 PilnP: 
对 于 (8. 9-12) 中 的 {7;}, 李 雅 普 诺 夫 维 数 定义 为 


K 
kl Vy 
di(S) = K—; 人 


Kt i=) 


其 中 K 为 使 24; 之 0 成立 的 最 大 整数 . 
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9， 介 微分 方程 论 
$9.1 一 般 概念 


定义 1 含有 多 元 未 知 函 数 妈 及 其 偏 导 数 的 关系 式 称 为 偏 微分 方程 (后 面 有 时 
简称 方程 ) ,者 关系 式 不 止 一 个 , 则 称 为 偏 微 分 方程 组 . 


例如 
过 十 瑟 一 0 (a 为 常数 ) (9. 1-1) 
df 3x ' 。 
2 2 
E+ alz,t) +b(z,t) SE + ert)u— f(r,t) = 0， (9, 1-2) 
au Fu, du Fr | 
ra2 ayay tu 二 0， (9. 1-3) 
uy (3 上， Gu | 
(这 ) 十 《 卫 十 “十 (这 二 0， (9. 1-4) 
du Ov 
a 3 
cu __ ou 
Ep a(u) 3 0 


由 于 不 少 典 型 的 偏 微分 方程 是 从 物理 问题 中 归结 出 来 的 ,反映 的 是 物理 规律 , 因 
此 有 应 用 背景 的 偏 微分 方程 又 常 称 为 数学 物理 方程 . 

定 久 2 出 现在 偏 微分 方程 (组 ) 中 的 最 高 阶 偏 导 数 的 阶 数 称 为 偏 微分 方程 (组 》 
的 阶 . 
例如 (9. 1-1) 为 一 阶 偷 微分 方程 . (9. 1-5) 为 一 阶 偏 微 分 方程 组 . (9. 1-2),(9. 1- 
3), (9. 1-4) 为 二 阶 偏 微分 方程 . 

下 面 有 关 方 程 的 一 些 定义 对 方程 组 也 同样 适用 . 不 再 逐一 另 加 说 明 

定义 3 若 方程 对 未 知 函 数 及 其 所 有 伍 导 数 都 是 线性 的 , 则 称 为 线性 偏 微分 方 
程 (如 (9.1-1),(9.1-2)) ,否则 称 为 非 线 性 偏 微 分 方程 (如 (9, 1-3),(9. 1-4)). 在 非 线 
性 偏 微 分 方程 中 ,和 阁 对 未 知 函 数 的 最 高 阶 导数 来 说 是 线性 的 , 则 称 为 拟 线 性 偏 微 分 方 
程 ( 如 (9. 1-3)). 

定义 4 设 函 数 xz 在 所 考查 的 区 域内 具有 方程 中 所 出 现 的 各 人 阶 导 数 , 且 它们 都 
是 连续 的 ,车 将 及 它 的 各 阶 导 数 代 人 方程 后 使 之 成 为 恒等式 , 则 称 函 数 4 为 偏 微分 
方程 的 解 ,有 时 也 称 为 古典 解 ， 

偏 微分 方程 的 解 一 般 有 无 穷 多 个 ,与 常 微分 方程 的 通 解 依 赖 于 若干 任意 常数 相 
比 , 它 的 自由 度 往往 更 大 , 解 中 包含 有 任意 函数 . 例如 对 于 
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“dxdy 


一 fr, Yy) * 


ux,y) = | 站 flt, Dadedy + uz) + wy), 
To0" 0 


其 中 v(x) ,wly) 为 任意 的 连续 可 微 隧 数 , a(z,y) 称 为 偏 微 分 方程 的 通 解 . 一 般 来 说 ， 
偏 微 分 方程 的 解 很 难 用 通 解 形式 表示 出 , 而 在 应 用 问题 中 ,重要 的 不 是 求 出 方程 的 通 
解 ,而 是 求 出 在 一 些 特定 条 件 下 的 解 ( 称 为 特 解 ), 偏 微分 方程 论 主 要 研究 后 者 . 确定 
特 解 的 条 件 称 为 定 解 条 件 . 定 解 条 件 可 以 包含 两 种 :给 定 解 在 区 域 边 界 上 的 定 解 条 件 
称 为 边界 条 件 . 在 方程 中 的 某 个 日 变量 上 赋予 “时 间 ” 意 义 的 情况 下 , 解 在 t=ito (lio 为 
常数 ) 时 所 满足 的 定 解 条 件 称 为 要 始 条 件 ， 仿 微 分 方程 本 身 又 常 称 为 泛 定 方程 ,由 泛 
定 方程 和 定 解 条 件 所 构成 的 问题 称 为 定 解 问题 . 定 解 问题 分 为 三 类 : 

(1) 只 有 初始 条 件 而 没有 边界 条 件 的 定 解 问题 称 为 初 值 问题 (或 柯 西 问题 ). 

(2) 只 有 边界 条 件 而 没有 初始 条 件 的 定 解 问题 称 为 边 值 问题 . 

(3) 多 有 初始 条 件 久 有 边界 条 件 的 定 解 问题 称 为 混合 问题 . 

定义 5 设 函 数 刀 在 所 考查 的 区 域 D 内 是 方程 的 解 , 当 忆 内 的 点 趋 于 的 边界 
时 , 定 解 条 件 中 所 要 求 的 x 及 它 的 导数 的 极限 处 处 存在 并 且 等 于 所 给 出 的 定 解 条 件 ， 
这 时 称 * 为 该 定 解 问题 的 解 . 

如 果 当 定 解 条 件 作 微 小 变动 时 ,相应 的 解 也 只 引起 微小 的 变动 , 亦 即 解 对 定 解 条 
件 存在 连续 依赖 关系 ,这 时 称 定 解 问题 的 解 是 稳定 的 . 这 仪 是 定性 的 描述 ,确切 的 定 
址 描述 应 在 度量 空间 中 来 定义 解 的 稳定 性 . 在 不 同 距 离 定 义 下 ,会 得 到 不 同意 义 下 的 

定义 6 如 果 定 解 问题 的 解 存在 且 礁 一 ,并 关于 定 解 条 件 是 稳定 的 , 则 称 该 定 解 
问题 是 适 定 的 ， 


$9.2 一 阶 偏 微 分 方程 


9.2.1 一 阶 线性 偏 微 分 方程 
一 阶 线性 入微 分 方程 的 一 般 形式 为 


9 
XI 《 工 1 sr sy™"” Tn ) gu 十 si 十 A (TI 让 ,TT ) LH 
aX OTn 


一 六 ri + 2 yn 《9. 2-1) 


其 中 XXX 和 下 都 是 在 n 维 空间 区 域内 的 连续 可 微 函 数 ,X; 在 内 每 一 
点 处 不 同时 为 零 . 国 数 f 称 为 方程 的 自由 项 . 若 f 寺 0, 则 称 方程 为 齐 次 的 ,否则 称 方 
程 为 非 齐 次 的 (对 高 阶 线性 方程 有 类 似 的 定义 )， 
定义 1 方程 组 
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TI Hr .en (9, 2-2) 


称 为 方程 (9. 2-1) 的 特征 方程 组 . 如 果 曲 线 /zj 二 zx (Gi 二 1,2,…,n) 满 足 特征 方程 
组 , 则 称 曲线 ;为 方程 (9. 2-1) 的 特征 曲线 (或 简称 特征 ). 
定义 2 ”如果 函 数 wz ,zo，…',z;) 沿 特征 方程 组 的 任 一 特征 曲线 
T= rt) G1,2, nn) 
取 常 数值 , 即 
d(T CE To CH) ys Tn Ct) =e, 
则 称 熙 数 yz ;x2 ，… ,Tr ) 为 特征 方程 组 的 一 个 兽 次 积分 . 
定理 1 连续 可 微 隙 数 &= 二 yz ,zz ，… ,zx,) 是 一 阶 线 性 齐 次 方程 (9.2-1) 的 解 当 
且 仅 当 它 是 特征 方程 组 (9. 2-2) 的 首次 积分 . 
定理 2 设 册 (zyzez 册 -Tryzz yz) 是 特征 方程 组 (9.2-2) 的 在 
D 上 的 n 一 1 个 连续 可 微 目 无 关 的 (参看 6. 2. 3) 的 首次 积分 , 则 
u = Bf so sh ) (9, 2-3) 
为 线性 齐 次 方程 (9. 2-17 的 通 解 ,其 中 更 为 一 1 个 变量 的 任意 连续 可 微 函 数 、. 
例 1 求 方程 zx 汪 十 ye 汪 一 (z2 十 交 ) 引 一 0 的 通 解 


方程 所 对 应 的 特征 方程 组 为 
dr __d dz 


XT yz rz 
其 两 个 无 关 的 首次 积分 是 


hx,y) = 之 ， 户 (zy) 一 妇 十 并 十 好 ， 
故 
wz = BZ, +) 

为 所 给 方程 的 通 解 ,其 中 旬 为 任意 函数 . 

9.2.2 一 阶 拟 线性 偏 微分 方程 

一 阶 拟 线 性 偏 微分 方程 的 一 般 形 式 为 

DPila Ra (9. 2-4) 

其 中 P, 和 RR 都 是 在 十 1 维 空 间 区 域 D 内 的 连续 可 微 函 数 ,县 Pi 不 同时 为 零 . 

1. 一 阶 拟 线性 方程 的 通 解 

设 由 方程 


Vx sr Tn dU) = 0 
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所 确定 的 函数 为 方程 (9, 2-4) 的 解 ,于 是 


ud 
ddr: dL; du 


和 
P, 于 十 PP + "十 PP, = 元 VR 
设 (zz ora 一 1 2 1) 为 (9.2-5) 的 特征 方程 组 的 n 个 彼此 无 关 的 首 
次 积分 , 则 对 于 任意 连续 可 微 的 函数 有 ,由 隐 式 
BOA CT Te Te (9, 2-6) 
所 确定 的 蚂 数 w 为 方程 (9, 2-4) 的 通 解 . 
2. 含有 两 个 自 变 量 的 一 阶 拟 线 性 方程 的 几何 理论 


(1) 特征 线 与 积分 曲面 
解 方 程 


(ft 一 ly2,* ,11), 


了 一 0， (9. 2-5) 


了 (yzZ)zr 十 加 (zyiz)zy — Rr,y,2) = 0, (9. 2-7) 
即 是 求 积分 曲面 z= 二 z(x,y), 方 程 中 的 了 ,QR,R 确定 了 一 个 向 量 场 

F= Pry ri Q rr ye) RT, y ,2k, 
于 是 (9. 2-7) 表 示 积 分 曲面 上 点 (x,y,z) 处 的 法 向 量 Rn 二 {z ,z, ,一 1} 和 在 该 点 的 同 量 
F 正 交 .而 由 特征 方程 组 


过 一 一 Plz,y,2), PY = Q(z yz), 宁 一 一 KR(z,Yy,2) (9. 2-8) 


折 解 由 的 过 点 (zy 的 特征 线 与 向 量 场 了 在 该 点 的 方向 相 一 致 . 因此 特征 线 分 
布 在 积分 曲面 上 . 由 特征 线 族 构 成 的 曲面 一 定 是 积分 曲面 . 反之 ,积分 曲面 一 定 由 特 
征 线 族 所 组 成 . 

(2) 柯 西 问题 

求 方 程 (9. 2-7) 通 过 给 定 曲线 C:z= 二 zx(1) ,y= 二 yz 二 z(t) 的 积分 曲面 的 问题 称 
为 该 方程 的 柯 西 问题 ,曲线 C 称 为 材 始 曲线 . 问题 的 解法 是 通过 初始 曲线 C 上 每 一 
点 必 特 征 线 , 由 此 得 到 单 参数 的 特征 线 族 

T= Tt y= yd) ,2 = (st). 《9. 2-9) 
如 果 用 (9.2-9) 的 前 两 个 方程 能 将 s,t 用 zy 表示， 
$= sz,Yy), t= tx, Yy), 

则 特征 曲线 族 即 形成 一 张 积分 曲面 . 因此 柯 西 问题 有 唯一 解 的 充分 条 件 是 河曲 线 CC 
的 雅 可 比 行 列 式 


d(xs 
A 2 = zy — yr 一 了 一 Cr 天 0 


这 时 初始 曲线 C 不 是 特征 线 . 若 在 C 上 二 党 二 0, 则 问题 可 能 无 解 ,在 问题 有 解 的 


情况 下 ,初始 曲线 C 本 身 就 是 特征 线 . 这 时 过 曲线 C 的 积分 曲面 有 无 穷 多 张 . 
例 2 求 方 程 届 十 VYz 一 x 一 y)z; 十 x, 一 2 二 0 通过 曲线 


CTt=t,y= 0,z= 21 


的 积分 曲面 . 
由 于 和 此 柯 西 问题 有 唯一 解 , 这 里 特征 方程 组 为 
窑 一 十 Viz 一 学 一 ,学 =2 
解 之 ,得 


y= s+Ci,z= 2 二 C2 Vi—rt—y+s= GO. 
把 初始 条 件 x(0) = 二 t,y(0)= 二 0,2z00)==21 代 人 ,得 
Ci = 0,G 一 24)C3 = 24t. 
于 是 得 积分 曲面 的 参数 方程 ， 


了 一 3 
|- 
2 Vz— zx— y+i+s= 2, 


9.2.3 一 阶 非 线 性 偏 微 分 方程 
考虑 含 两 个 自 变 量 移 一 阶 非 线 性 偏 微 分 方程 


Flrryrz, p09) = 人 0， (9.2-10) 
其 中 
一 cz ,gz 
p= Pe gy ay 


1, 含 两 个 相 容 的 一 阶 方程 的 方程 组 


对 于 
时 二 
| yep 9.2-11) 
CT yyE 力 ,9g) 一 D， 
很 定 在 被 考查 的 区 域内 5 人 天 0, 则 由 (9. 2-11) 解 得 
人 一 C9. 2-12) 
二 一 后 ( 廊 ， yy 0) 


若 区 , 苍 , 徐 ,区 存在 且 连 续 , 则 可 得 出 方程 组 (9. 2-12) 相 容 的 ( 即 方程 组 有 解 ) 必 要 
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充分 条 件 为 


9f al _ 9g, 9g _ 
TF8 FA (9. 2-13) 


这 时 , 先 积分 (9. 2-12) 的 第 一 个 方程 , 暂 把 y 视 作 参数 , 设 所 得 解 的 形式 为 z= 
pxYsysc(y)) ;其 中 c( 切 为 任意 画 数 ,再 把 此 解 代 人 (9， 2-12) 的 第 二 个 方程 ,由 此 可 
确定 c(y) ,cly) 中 含 一 任意 常数 ,于 是 z 二 glxyysc(y)) 为 方程 组 C9.2-12) 的 解 ， 


2， 普法 夫 方 程 
方程 
Pir yr) dr QCr, yx)dy + R(r,yz)dr 一 0 (9. 2-14) 


称 为 普法 夫 方 程 ， 其 中 P,Q, 在 所 考查 的 区 域 DD 内 连续 可 微 , 且 不 同时 为 零 . 
假定 RR 隆 0, 则 (9. 2-14) 可 写成 


dz 一 高 dz 一 入 dy 

于 是 得 方程 组 : 

az__£ 

az RR 

oz__Q 

Ay 及 
使 其 相 容 的 必要 充分 条 件 为 

aQ_ aR ap\ ,op /3P 3Q) 
P4 字 一 5 守 )+Q( 守 一 9c +R(S — 3)=0. (9. 2-15) 


当 条 件 (9. 2-15) 成 立时 , 称 普法 夫 方 程 是 完全 可 积 的 . 
对 于 完全 可 积 的 普法 夫 方 程 ,总 有 积分 因子 y 存在 ,方程 (9. 2-14) 乘 上 ~“ 后 成 为 
一 个 全 微分 方程 
dU = (Pdz + Qiy + Rdz) = 0,) 
从 而 得 出 方程 (9. 2-14) 的 通 解 为 UCzx,y,z)==C. 


0 aR ,28 3P ap_ae， 
方程 . 


竺 全 可 积 的 普法 夫 方 程 的 积分 曲面 族 与 向 量 场 F 二 {P,Q,R} 正 交 . 例如 在 引力 
场 或 电场 中 , 常 要 研究 等 位 面 ,而 等 位 面 就 是 与 力 线 或 电力 线 正 交 的 曲面 . 因此 普法 
大 方程 在 物理 学 中 是 有 用 的 . 


3. 一 和 阶 偏 微分 方程 的 完全 解 . 通 解 , 奇 解 


定义 3 方程 (9. 2-10) 的 含有 两 个 独立 的 任意 常数 的 解 称 为 完全 解 或 者 全 解 . 
完全 解 的 隐 式 写作 
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VCzyyyzyaip) = 0, 《9. 2-16) 
方程 49. 2-10) 的 一 切 解 可 以 从 完全 解 中 用 常数 变易 法 得 到 . 即 在 完全 解 的 隐 式 
《9. 2-16) 中 设 a 为 zy 的 图 数 , 将 VCzyyyza 人 一 0 分 别 对 工 和 yy 求 候 导数 ， 


3V aa ay 3 _ 
da dr 36 ar 


aV 9a VY ab _ 
da dy 3b ay 


再 与 V=0 联 立 , 便 可 确定 出 a,b. 于 是 ,可 分 下 面 三 种 情况 ; 
(1) 当 V=0, 字 =0, 当 0 成 立时 ,可 确定 出 不 含 任意 常数 的 解 =, 这 样 的 解 称 
为 方程 (9. 2-10) 的 奇 解 . 
(2) 当 了 5 , 引 不 同时 为 零 时 , 则 由 (9. 2-17) 可 知 雅 可 比 行列 式 


Gasb) _ 
dz, y) 


O， 
(9. 2-17) 


若 
da_da_d_b_, 
orz dy ar dy | ’ 
于 是 a,b 为 常数 , 则 得 完全 解 (9. 2-16)， 


(3) 当 居 9) 一 0, 而 行列 式 中 元 素 不 全 为 零 时 , 则 a 与 5 之 间 存在 函数 关系 , 设 


5 二 gla), 于 是 得 到 


dV | 9V ， 


(ww 一 人， 
En 十 3 {a) = 0, 


消去 ap 即 可 得 出 方程 (9. 2-10) 的 解 = 它 不 包含 任意 常数 而 含有 一 任意 图 数 y. 这 
样 的 解 称 为 方程 (9. 2-10) 的 通 解 . 通 解 中 所 包含 的 各 个 解 ( 给 定 特殊 的 p) 称 为 特 解 . 

因此 ,只 要 知道 方程 (9. 2-10) 的 完全 解 ,就 可 得 到 它 的 一 切 解 . 为 求 完全 解 ,可 用 
下 述 拉客 饥 日 - 沙 比方 法 . 


设 给 定 一 阶 方程 
Flry,z pq) = 0, {9, 2-10) 
再 假定 含有 任意 常数 a 的 另 一 个 方程 
Gz yz p19) = a, (9. 2-18) 


使 (9. 2-10), (9. 2-18) 满 足 相 容 性 条 件 , 于 是 得 出 关于 G 的 一 阶 线性 齐 次 方程 ， 
FoG: + FG, + CPF, + agFe)G. — (F: + pF.)G, 


—(F,++aF,.)G, = 0. (9, 2-19) 
求 出 (9. 2-19) 的 特征 方程 组 的 一 个 使 了 天 0 的 首次 积分 
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CCzyye2y 力 ,GO)， 
以 此 作为 方程 (9. 2-18) 的 左 端 ,然后 联 立 (9. 2-10) 和 (9. 2-18) , 解 得 
p= gry ra), 9 = g(x yz a), 
求 出 普法 夫 方 程 
dz = p(Try zra) dr g(x,y za) dy (9. 2-20) 
的 通 解 V(z,y,z,a,b)= 二 0, 它 就 是 方程 (9. 2-10) 的 完全 解 ， 


$9.3 一 阶 线性 偏 微分 方程 组 


含 两 个 自 变量 的 一 阶 偏 微分 方程 组 的 一 般 形式 为 
2 oy 弛 + Yb tao (i=1,2,%,N), (9.3-1) 
其 中 国生 入 为 (的 充分 光滑 的 函数 

9.3.1 特征 方程 特征 方向 特征 曲线 


定义 1 
det (as 一 访 绎 )= 0 (j= 12 N) (9. 3-2) 
D+ 1 
(其中 避 一 1”; ) 称 为 旋 程 组 (9.3-1) 的 特征 方程 在 点 (z,z) 满 尼 特 征 方程 的 方 


向 统称 为 该 点 的 特征 方向 .车 给 定 一 曲线 ,其 上 每 一 点 的 切线 方向 都 和 这 点 的 特征 
方向 相 一 致 , 则 称 此 曲线 为 方程 组 (9. 3-1) 的 特征 曲线 . 
9.3.2 两 个 自 变量 的 一 阶 线性 方程 组 的 分 类 


把 (9. 3-2) 中 的 健 改 记 为 4, 就 得 到 


det(ay 一 81) = 0， (9. 3-3) 
它 是 关于 4 的 NN 次 代数 方程 . 
定义 2 如 果 在 (t,z) 平 面 的 区 域 DD 内 的 每 一 点 ,方程 (9. 3-3) 都 存在 N 个 相 异 
的 实 根 , 即 在 D 内 每 一 点 都 存在 N 个 相 异 的 实 特征 方向 , 则 称 (9. 3-1) 在 DD 内 为 多 
义 双 曲 型 方程 组 , 如 果 在 D 内 每 一 点 方程 都 不 存在 任何 实 特征 方向 , 则 称 C9. 3-1) 在 
D 内 为 棋 辆 型 方程 组 ， 
例 1 柯 西 - 黎 曼 方程 组 ， 
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的 特征 方程 为 玫 十 1 一 0, 因 此 它 是 椭圆 型 的 . 
例 2 考虑 在 静止 气体 中 小 扰动 (声音 传播 所 满足 的 方程 组 ， 


如 十 红 $2 =0, 


+6, =0， 


其 中 和 和 p 务 别 表示 和 动 后 的 夺 点 速度 有 有 密度 和 co 为 正常 数 ,表示 未 受 扰动 时 
静止 气体 的 密 接 和 音速 . 

所 给 方程 组 的 特征 方程 为 六 一 co 二 0,4 二 土 co 为 两 个 相 异 的 实 根 ,因此 是 狭义 双 
曲 型 方程 组 . 其 特征 线 方程 为 zx 士 cot 一 ctc 为 任意 常数 ). 


9,3.3 狭义 双 曲 型 方程 组 
1. 化 方程 组 为 对 角 型 方程 组 


由 狭义 双 曲 型 方程 组 的 定义 ,特征 方程 det(a; 一 6,4) 二 0 有 NN 个 相 异 实 根 和 (i， 
工 ) ?由 2 (t,x) 本 ANCL, IT) ,它们 都 是 充分 光滑 的 歼 数 ， 不 妨 设 


hi (ts) < He (2 ,x) < < An (tr). (9, 3-4) 
微分 方程 组 
学 一 X(t, XT) (i 一 1 2 (C9. 3-5) 


的 积分 曲线 即 为 方程 组 (9. 3-1) 的 特征 曲线 , 因此 对 狭义 双 曲 型 方程 组 而 言 ,过 区 域 
D 内 的 每 一 点 都 有 NN 条 不 同 的 实 特征 曲线 . 
设 Q ;和 ,和 ?为 对 应 于 特征 方向 入 的 特征 向 量 , 作 可 道 变 换 


N 
一 ZA 《 开 一 ] 2 
就 可 把 方程 组 (9, 3- 化 为 标准 形 世 
和 十 Nb 开 一 Doty +B (i = 1,2,°,N), (9,3-6) 


(9. 3-6) 称 为 线性 对 角 型 方程 组 

如 果 方 程 组 (9. 3-1) 在 区 域 D 内 能 通过 一 个 未 知 函 数 的 实 系 数 可 逆 线 性 变换 ， 
化 为 (9. 3-6) 的 形式 , 且 不 一 定 要 求 所 有 的 入 都 不 相同 , 则 称 (9. 3-1) 在 这 区 域内 为 
双 曲 型 方程 组 . 


2. 对 角 型 方程 组 的 柯 西 问题 
这 一 问题 是 
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~N 
人 DD) 各 = Dos 15)w BT), (9. 3-7) 
. (i = 1,2,.…,N) 
vi{0,7) = p(x). 《9. 3-8) 
其 中 ,B ,4( 各 不 相等 ) 为 (t,x) 平 面 上 某 区 域 D 内 的 连续 可 微 阔 数 ,4; 按 (9. 3-4) 
的 次 序 排列 ,gp (xz) 在 La,5] 上 连续 可 微 . 

在 tt,X) 平 面 上 ,过 点 a 和 上 分别 作 特征 线 Lv 和 工 :( 图 9.3-1), 它们 与 闭 区 间 
[ab 及 t= 二 T(>0) 力 成 一 区 域 GCCD). 在 G 内 任意 取 一 固定 点 G2,z), 过 此 点 作 特 
征 线 上 i, 它 在 工 轴 上 的 交点 为 (0,z;) ;以 4 表示 特征 线 L, 上 点 (t,x} 和 点 (0,zz,) 之 间 
的 那 段 曲线 . 


9. 3-1 


对 (9, 3-7 的 第 :个 方程 的 两 端 沿 志 由 点 (0,z;) 到 点 (tx) 对 二 积 分 ,得 到 积分 方 
程 给 


Da 一 | (Dow +8)a (i=1,2,,N). (9.3-9) 
代入 初始 条 件 (9. 3-8) ,得 
iD) = pn) + (Dosw +B)de (i = 1,2,°",N), (9.3-10) 
(9. 3-10) 是 沃 尔 泰 拉 型 积分 方程 组 (参看 11. 8, 1). 利用 逐次 有 下 近 法 , 即 令 
V(t,7) = pz), 


MN 
v(t,7) 一 p(T) 二 | ( > op 十 反 )dr， 
i J 三 1 


[| 


N 
U(r) = 人) +| Sy 十 BJar Gi=1,2,%,N,n= 1,2,°). 
i j= 


《9. 3-11) 
函数 序列 {ve ($n 二 0,1,2,…) 在 闭 区 域 占 上 一 致 收敛 ,其 极限 孙 数 Uv: (ts 
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XT) (i 二 1,2,…, 和 N) 满 足 积 分 方程 组 (9.3-10) ,它们 也 就 是 对 角 型 方程 组 的 柯 西 问题 
{9, 3-7) 4 (9., 3-8) 的 解 . 


39.4 二 阶 线性 偏 微 分 方程 的 分 类 


9.4.1 两 个 自 变量 的 二 阶 线性 偏 微分 方程 的 化 简 和 分 类 


二 阶 线性 偏 微分 方程 的 一 般 形式 为 : 
alltr 十 2aiztsy 十 azaao TF bu hauy eu = ff, (9, 4-1) 
其 中 an yala yazz 1 ,Db 了 都 是 目 变 量 z,y 的 函数 ,它们 在 (z, 妇 平面 上 的 某 区 域 D 
上 连续 可 微 . 
定义 1 方程 audy —2ardrdyt a dr: =0 称 为 二 阶 线性 偏 微分 方程 (9. 4-1) 
的 特征 方程 . 特征 方程 的 积分 曲线 称 为 所 给 方程 的 特征 曲线 . 
在 点 P(zo ,3 加) 的 邻 域内 ,根据 A 二 a3; 一 a11azs 的 符 导 ,对 方程 (9. 4-1) 进 行 分 类 
定义 2 大方 程 (9， 4-1) 的 二 阶 人 篇 导数 的 系数 Ql dt2 raz 在 成 (zo ,加 ) 满 足 
(1) A>0, 则 称 方程 在 点 (zo,y ) 是 双 曲 型 的 , 
《2) A 一 0, 则 称 方程 在 点 (z,m) 是 抛物 型 的 . 
《3) A<0, 则 称 方程 在 点 (zo ,加 ) 是 椭圆 型 的 , 
定义 3 大 在 区 域 D 内 每 一 点 ,方程 都 为 双 曲 型 .抛物 型 或 椭 阅 型 的 , 则 称 方程 
在 区 域 D 内 为 双 曲 型 .抛物 型 或 椭圆 型 的 . 若 在 区 域 品 的 一 部 分 是 双 曲 型 的 , 另 一 部 
分 是 椭圆 型 的 ,在 它们 的 分 界线 上 是 抛物 型 的 , 则 称 方程 在 区 域 D 内 为 混合 型 的 . 


2 2 
例如 , 特 里 科 米 方程 3 党 十 5 汰 一 0, 有 A 一 oh 一 avaw 一 一 故 当 y>0 时 , 广 


程 为 椭圆 型 的 . 当 ><0 时 ,方程 为 双 曲 型 的 . 当 y==0 时 ,方程 为 抛物 型 的 . 方程 在 (z， 
平面 上 是 混合 型 的 ， 

在 点 P(x :Yo) 的 邻 域内 , 作 自 变 量 Tsay 的 可 道 变换 ,可 将 方程 (9. 4-1) 化 为 所 属 
类 型 的 标准 形式 . 


1. 双 曲 型 方程 .这 时 A>0, 方 程 存在 两 族 实 特征 曲线 


Ty) = cr (Ty) = co. 
作 变 换 fg (zs:y) ,7 二 gr (x,y) ;方程 可 化 为 标准 形式 


te 一 Aus 十 Bu, 二 Cu 二 + DD. (9. 4-2) 
如 再 作 变换 8 二 却 (s 十 ,7= 吉 (5 一 四 ,方程 可 化 为 标准 形式 
Ws ~ i = A 二 Bw Cu D. (9, 4-3) 


2. 抛物 型 方程 . 这 时 A 二 0, 方 程 只 存在 一 族 特 征 曲 线 gy (x, y) = 二 c, 选 取 上 一 
人 《zyy) ,再 任 选 一 个 函数 Pe (I Yy) ,只 要 DLs 几 旺 数 无 关 
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0) 


d(T Yy) 
就 可 选取 59= qr (x,y), 这 时 方程 化 为 标准 形式 
ty = Aue + Bu,+ Gut D. (9. 4-4) 
如 再 作 未 知 函数 的 变换 v 二 we- 引 j%34o4 ,方程 可 化 为 标准 形式 
Urn = Alv 二 Biv+ Di. (9, 4-5) 


3, 椭圆 型 方程 . 这 时 A<0, 方 程 不 存在 实 特征 曲线 ,特征 方程 的 通 积分 只 能 是 复 
困 数 p(x y) = (Ty) Hig (ry)=e. 假定 分 多 :全 天 0 可 选取 变换 
E 一 Re(ptz,y)) = (ry), 
1 一 Im(p(z,y)) = po (Ty,Yy). 
于 是 方程 可 化 为 标准 形式 
Ues 十 Hse = Mu Bu, t+ Cu i. (9, 4-6) 
9.4.2 nn 个 自 变 量 的 二 阶 线性 方程 的 分 类 
设 在 DCR" 
oe 5 无 到 + 2 站 于 ta= (9. 4-7) 
侦 定 乌 二 aj ray sbiscsf 在 D 内 连续 可 微 , 作 二 次 型 


(hi :A2 > An) 一 yo (9, 4-8) 
1 一 上 


定义 | 在 点 Plr' Ts 处 

1 当 AGO ha 加 ) 为 正定 或 负 定 ( 即 拖 阵 (as )sxv* 的 特征 值 (参看 5. 5. 3) 的 符 
导 完 全 相同 ) 时 , 则 称 方程 (9. 4-7) 在 点 P 为 椭圆 型 的 ， “. 

2” 当 AQ as) 为 退化 的 ( 即 矩 阵 (a ),x; 的 特征 值 中 至 少 有 一 个 为 零 ), 则 
外 方程 (9. 4-7) 在 点 P 为 抛物 型 的 . 

3” 当 A( hz， ,44,) 既 不 退化 ,也 不 为 正定 或 负 定 ,但 矩阵 Cas )sx 的 特征 值 中 
有 7 一 1 个 同 号 ,而 另 一 个 与 之 反 号 , 则 称 方程 (9. 4-7) 在 点 了 为 双 曲 型 的 (或 狭义 双 
曲 型 的 ), 如 果 特 征 值 有 mn 一 m 个 同 号 ,而 余下 的 六 个 与 之 反 号 , 且 2 委 m 委 2 一 2, 则 称 
方程 (9.4-7) 在 点 己 是 超 双 曲 型 的 . 

与 两 个 自 变量 的 情形 相 类 似 , 可 有 方程 (9. 4-7)? 在 某 区 域 D 内 的 上 述 各 种 类 型 
| 羽 证 六. 


$9.5 三 类 典型 的 二 阶 线性 偏 微分 方程 


波动 方程 .热传导 方程 和 泊 松 方程 分 别 是 双 曲 型 .抛物 型 和 椭圆 型 方程 的 三 类 典 
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型 方程 . 在 三 维 空间 (zx,y;z) 它 们 分 别 是 : 
Fu Pu uN 
波动 方程 9a (G+) =f(z ye 
2 2 2 
热传导 方程 (Ett)= f(z yd); 
9* a 站 
泊 松 方程 I tap ta f(xy). 
在 泊 松 方程 中 , 当 flxsysz)=0 时 , 即 得 方程 


称 为 拉 普 拉 斯 方程 . 
9.5.1 一 维 波动 方程 与 定 解 条 件 的 提 法 


一 维 波动 方程 的 典型 例子 是 

例 1 芝 的 微小 横 振 动 方程 ， 

设 有 一 根 张 紧 着 的 均匀 柔软 而 有 弹性 的 弦 , 长 度 为 ,两 端 固定 在 之 轴 上 CO, 工 两 
点 , 当 它 在 平衡 位 置 附近 作 垂直 于 z 轴 的 微小 横 振 动 时 ,以 xz'b 记 弦 上 点 工 企 时 
刻 上 的 横向 位 移 . 忽略 弦 的 重量 时 ,zx(z, 六 满足 下 列 方程 : 


Ou 四 ou 


Fi =a 了 十 f(x,t). (9, 5-1) 
F(z 


dr 
其 中 心 一 地 ,f(z 5 ,常数 p 为 弦 的 线 密度 ,常数 了 为 张力 的 大 小 (可 近似 
看 作 与 zj 无 关 ) ,F(z,t) 为 弦 在 单位 长 度 上 所 受 的 外 力 ， 
(9. 5-1) 称 为 弦 的 强迫 振动 方程 . 若 弦 不 受 外 力作 用 , 则 得 弦 的 自由 振动 方程 


了 2 
du gu (9, 5-2) 


(9. 5-1),(9. 5-2) 均 为 一 维 波动 方程 ,前 者 为 二 阶 线性 非 齐 次 方程 ,其 中 fz, 引 为 目 
由 项 ,后 者 为 二 阶 线性 齐 次 方程 ， 


弦 振 动 方程 的 定 解 条 件 的 提 法 为 
初始 条 件 ， 
人 TH (0 过 zx 二 1) (9.5-3) 
Wu |:=0 = fx). 
边界 条 件 ; 在 本 例 中 ,由 球 两 站 被 固定 在 z 轴 上 , 故 有 
uO = 0, ul) =0 20)， 9,5-4) 


(9. 5-2) ,《9. 5-3),《9.5-4) 构 成 一 个 定 解 问题 , 当 p(x) 和 y(z) 满 足 一 定 条 件 时 ， 
定 解 问题 的 解 存 在 且 唯 一 , 即 弦 振动 的 运动 规律 被 唯一 确定 . 
边界 条 件 一 般 有 三 种 基本 类 型 (这 里 只 指明 在 端点 < 一 0 的 情况 ,在 点 二! 处 类 
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可)， 
第 一 类 边界 条 件 ， 


uO =) G0). (9. 5-5) 
(为 已 知 疯 数 , 表 示 端 点 的 运动 规律 ， 
第 二 类 边界 条 件 : 
uz (0,2) = y(2) (> 0). (9. 5-6) 


其 中 (DD 一 一 和 半 wu (4) 表示 生 直 于 xz 轴 的 外 力 . 因此 条 件 (9.5-6) 表 示 下 在 端点 z 


二 0 处 受 有 外 力 . 当 wu.(0,2)=0 时 , 称 为 自由 边界 条 件 , 这 时 左 端 点 可 自由 地 上 下 运 
动 , 即 称 端 点 是 自由 的 . 
第 三 类 边界 条 件 ， 
UO — hut0t) = (tt 守 0). (9. 5-7) 


下 中 = 对 必 为 弹性 系数 ,90(1) 二 一 名 了 ,9004) 表 示 弦 的 左 端点 受到 的 和 直 于 z 轴 的 


外 力 . 因此 条 件 (9. 5-7) 表 示 弦 在 端点 zx 一 0 有 弹性 支承 并 受 有 外 力 . 当 弦 的 左 端 只 受到 
弹 供 的 约束 而 无 外 力 时, 则 KD 二 0, 这 时 边界 条 件 变 为 (0, 由 一 hul0, 四 二 0, 如 果 弹 性 
系数 &1, 则 可 忽略 弹性 力 的 影响 ,这 时 第 三 类 边界 条 件 简化 为 第 二 类 边界 条 件 . 

在 (9.5-5),(9.5-6),(9.5-7), 中 , 当 jx( 寺 0,y(#) 志 0,8(1) 寺 0 时 , 则 三 类 边界 条 件 
分 别称 为 齐 次 边界 条 件 , 否 则 称 为 非 齐 次 边界 条 忻 . 

如 有 打 所 考查 的 嘴 很 长 ,而 所 需 研 究 的 又 只 是 在 较 短 时 间 中 离 边 界 较 远 的 一 段 范 
靖 中 的 运动 情况 ,那么 边界 条 件 的 影响 可 以 忽略 ， 这 时 芒 可 视 为 无 贿 长 ， 定 解 问题 归 
结 为 下 列 无 界 弦 的 初 值 问题 ， 


| P+ flz0) (f > 0,C—00 < 之 工 < 十 00)， 
w | ,= 一 pz)， ww ico = Hr) Co r+ 0). 
- 维 章 次 波动 方程 初 值 问题 
du 一 2 ou — CO ty 
公 一 4 3 《 < 所 工 挟 十 co 人 > 0)， 
uo = pT ty |i0 = Hz) (~ I< oo) 


的 解 为 
_ 1 人 于” _ 
xz(z 斩 一 二 (pz 一 ao) 十 oz 十 ai) 十 寺 | YO (9.5-8) 
(9. 5-8) 称 为 达 朗 贝尔 公式 . 
9, 5.2 高 维 波动 方程 
1l. 二 维 波 动 方程 


二 维 说 动 方 程 的 典型 的 例子 是 
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例 2 膜 振动 方程 

设 有 一 块 均匀 的 张 紧 了 的 薄膜 , 它 在 静止 状态 处 于 水 平 位 置 (z,?) 平 面 内 ,. 设 腊 
的 运动 为 上 下 方 辐 , 且 在 运动 时 膜 的 弯曲 程度 极为 微小 , 用 范 数 wz,y'D 表 示 膜 在 
点 (zy 处 ,时 刻 1 的 位 移 . 假定 膜 在 振动 时 受到 一 个 面 密度 为 F(z,y,t) 的 重 直 方向 
的 外 力 , 则 腊 的 强人 妃 振 动 方程 为 


38 二 (天 + )+ fy), 


其 中 一 三 ,f 一 二 ,常数 了 为 张力 的 大 小 (可 近视 看 作 与 r,y, 无 关 ) ,常数 p 为 肛 
的 密度 . 当 /一 0 时 , 则 得 膜 的 自由 振动 方程 
Ou_ (3 ou 
dF (元 十 3 )- 
膜 振动 方程 的 初始 条 件 为 41,-6 一 p(z;y) su 1-o 一 (zx,y). 边界 条 件 的 提 法 也 
有 三 类 . 
u(r yt) r=, yt (0). 
其 中 卫 为 膜 的 边界 在 (z, 攻 平面 上 的 投影 曲线 ,wz,y' 蚊 为 下 上 的 已 知 函 数 . 此 类 条 
件 表示 膜 的 边界 依照 已 知 规律 随时 间 t 而 变化 . 特别 地 , 若 xz,y, 医 上 一 0, 则 表示 膜 
的 边界 固定 在 (z, 习 平面 上 ， 
第 二 类 边界 条 件 ， 


3 = px) (0). 
表示 曲线 了 的 外 法 线 方向 . 此 类 条 件 表示 沿边 界 ,张力 的 垂直 分 量 是 一 已 知 函 数 . 
特别 地 , 当 绰 | .一 0 时 ,表示 膜 的 边界 可 以 在 一 个 光滑 的 柱 面 上 自由 滑动 ,无 摩擦 


的 作用 . 这 种 边界 称 为 自由 边界 , 
第 三 类 边界 条 件 : 


可 
(2 十 oj | 一 pzZyyt 《之 D)， 


其 中 为 已 知 函 数 . 这 表示 膜 国定 在 弹性 支承 上 . 
对 于 膜 振动 方程 ,同样 可 提 初 值 问题 : 


2 2 2 
中 一 2 (E+)t fy (1>0,—0 ry <+o), 


tt | =。 一 p(X Ys i |,_o -一 WI, y) 《一 co < ry Co), 
2 三 维 波 动 方程 


当 考 查 电磁 波 或 声波 在 空间 的 传播 时 ,会 得 到 三 维 波动 方程 
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2 
32 < ‘( 芝 + 符 +) fer, yzt), 


它 的 初始 条 件 和 边界 条 件 的 提 法 类 同 于 1. 对 于 三 维 波动 方程 主要 研究 的 是 初 值 问 
题 ， 


9. 5.3 热传导 方程 
1. 一 维 热 侍 叶 方程 


例 3 考查 在 一 根 长 度 为 的 均匀 细 杆 内 热量 的 传播 过 程 . 设 细 杆 的 侧面 绝热 ， 
因此 热 盟 内 能 党 细 杆 的 长 度 方向 传导 . 由 于 是 细 杆 ,在 同一 模 和 截面 上 的 温度 可 说 作 相 
同 的 , 故 可 看 作 是 一 维 的 情形 . 置 细 杆 于 zx 轴 , 杆 的 左 端 位 于 原点 . 以 u(z, 引 表示 细 杆 
在 点 工 处 ,时 刻 为 上 的 温度 , 假定 杆 内 有 强度 为 F(z, 的 热源 存在 , 则 一 维 热传导 方 
程 为 


du a 2 
a fT), 


其 中 
a = fr) 一 P20, 
& 为 细 杆 的 热传导 系数 ,p 为 细 杆 的 密度 ,ce 为 比 热 . 
如 果 细 杆 内 不 存在 热源 , 则 得 齐 次 热传导 方程 


Qu 一 oz 2 
at ar’ 
一 维 热传导 方程 的 定 解 条 件 的 提 法 类 同 于 一 维 被 动 方程 . 
初始 条 件 : ui=0 =—=u(r 0) = g(r) (Or. 
第 一 类 边界 条 件 ， ull 二 2) (0). 
(在 此 仅 指明 z=2 的 情况 ,z= 二 0 处 类 同 . ) 
第 二 类 边界 条 件 ， ult)=v) (G20). 


其 中 v) 一 一 部 台 ,w (2) 为 在 单位 时 间 内 由 x 一 /处 的 单位 截面 面积 流出 去 的 热量 . 
特别 地 ,条 件 wu (2,) 二 0 表示 细 杆 在 + 二? 处 绝热 ， 
第 三 类 边界 条 件 ， uct) taut) =0(2). 
其 中 j= 全 ,0(D) = 
) 为 两 介质 间 的 热 交 换 系 数 .8 0) 为 在 时 刻 i, 于 细 杆 端点 z 一 ! 接触 处 的 介质 温度 . 
如 果 所 考查 的 细 杆 无 限 长 ,可 提 初 值 问 题 . 


i a? 9 tf (>0,—% <r<t), 


u |,=0 = P(X) (一 co 忆 工 二 十 co)， 
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2. 二 维 动 传 子 方 程 


例 4 设 有 一 均匀 平面 薄板 (所 占 平 面 区 域 为 D), 上 下 两 面 绝热 ,如 研究 在 薄板 
上 的 热量 传播 过 程 ,可 导致 二 维 热传导 方程 


du du 
=a (B+)+ fz, 2). 


其 初始 条 件 为 
z |- = u(x y0) = gr,y) (ry) ED,. 


(1) ulap=pu(z, yt) (tf 之 0). 
ou| 一 
(2) an 一 (220). 
du 
(3) (+a) | pz) (1 20)， 


其 中 3DD 表示 区 域 吕 的 边界 ,n 为 9D 的 外 法 线 方 向 .a 为 已 知 正 数 ,意义 类 同一 维 情 
形 . 
二 维 热 传导 方程 同样 可 提 初 值 问题 . 
3， 三 维 热 传 卑 方程 


如 果 研 究 均匀 物体 (所 占 的 空间 区 域 设 为 0) 内 热量 的 传播 过 程 , 则 导致 三 维 热 
传导 方程 


du Qu Ou, Fu 
Bi = 十 I +a t+ fer yz). 


其 初始 条 件 为 
[2 | /=0 -= utXxTs ys 0) 一 PAT YT), (Xs y+) 抱 0, 
边界 条 件 一 般 也 有 三 类 : 


(1) ulan =—=u(x, yz t) (ft2>0). 
可 
(2) 于 一 (Zr (it 之 0)， 
人 
(C3) (tou) | =p(zy2d (12>0), 


其 中 38 为 区 域 呈 的 边界 曲面 , 为 30 的 外 法 线 方向 ,正常 数 o 的 意义 类 间 于 一 维 情 
形 . 
二 # 让 热 传导 方程 的 初 值 问题 为 


| ‘(3 +++ 2¥)+ fz yz (£> 0,—% < ry zt 0), 


Uli = Jryyz) (一 co < 了 yz | 0). 
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除了 热传导 现象 外 ,还 有 其 他 一 些 问题 也 会 导致 上 述 类 型 的 方程 . 例如 气体 在 介 
质 中 的 入 散 现 象 , 设 N(zr,y,z, 引 表示 介质 中 点 (x，y,z) 的 扩散 系数 ,r(z,y,z) 为 介质 
的 孔 积 系数 ,车 介质 中 没有 产生 气体 的 源 , 则 可 得 扩散 方程 


aN _ 9 dNY, 9 aNY, 9 aN 
rr 二 3 Do (DGy)+(D 52) 


其 中 zx,ys9 一 lim 急 ,Av 为 包围 点 (x,y,z) 的 体积 元 素 , Aw 为 Av 中 孔 隐 所 占 的 


体积 , 如 采 介 质 是 均 勾 的, 则 DD 和 7 都 是 常数 ,这 时 扩散 方程 为 


aN oN , aN , aN D 
j++) 7) 


)+ 


9.5,4 拉 普 村 斯 方程 和 泊 松 方程 


当 研 究 在 不 随时 间 而 变化 的 外 力 F(z,y) 作 用 下 的 膜 的 平衡 问题 ,以 及 物体 在 稳 
碟 状 态 下 的 热传导 问题 时 都 会 导致 泊 松 方程 ， 


了 2 pe _ 
3 十 3 = f(z,y) (二 维 泊 松 方程 2， 


汪 下 3 下 2 二 f(z,y,z) (三 维 泊 松 方程 ). 
上 述 两 方程 也 可 简写 成 


Au = f(x,y) 和 Au = flr,y,z), 
居中 A 为 拉 普 拉 斯 算 子 ， 


A= 2 
特别 地 ,在 没有 外 力作 用 或 没有 热源 影响 时 , 便 得 到 拉 普 拉 斯 方程 
Au 一 一 :十 < 一 0 《二 维 拉 普 拉 斯 方程 )， 


ou du 0 (二 


此 外 ,不 可 压缩 理想 流体 的 无 旋 运 动 以 及 静电 场 的 电位 分 布 等 问题 也 会 导致 泊 
恰 方 程 或 拉 普 拉 斯 方程 , 拉 普 拉 斯 方程 又 称 为 调和 方程 . 

对 于 拉 普 拉 斯 方程 和 泊 松 方程 ,没有 初始 条 件 只 有 边界 条 件 ,其 边界 条 件 的 提 法 
二 要 也 有 三 种 (下 面 给 出 的 是 三 维 情形 )， 

第 一 类 边界 条 件 : 

ulan = fx, ys2). 

对 应 于 这 类 边界 条 件 的 定 解 问题 称 为 狄 利克 圭 问 题 (或 第 一 边 值 问 题 )， 

第 二 类 边界 条 件 : 
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du 
an a0 fT:ry:2), 


其 中 为 38 的 外 法 线 方 向 . 对 应 于 这 类 边界 条 件 的 定 解 问题 称 为 诺 伊 曼 问 题 ( 或 第 
一 边 值 问题 ). 
第 三 类 边界 条 件 ， 


(+o) 本 = f(r,y,z). 


对 应 于 这 类 边界 条 件 的 定 解 问题 称 为 罗 宾 问 题 ( 或 第 三 边 值 问题 ). 

在 应 用 中 ,还 经 常会 届 到 狄 利克 雷 问题 和 诺 伊 最 问题 的 另 一 种 提 法 , 邵 所谓 拉 普 
拉 斯 方程 或 泊 松 方程 的 外 间 题 , 它 是 在 无 界 区 域 上 来 讨论 的 定 解 问题 ， 

例 5 假定 在 物体 (所 占 空间 区 域 为 2) 表面 的 温度 分 布 为 已 知 函数 f(x,y,z)， 


试 确定 物体 外 部 的 稳定 温度 场 . 
本 例 归 结 为 下 列 定 解 问题 : 

Au 二 0(zyy1z) EE RNOQ (0 的 外 部 )， (9. 5-9) 

u |an = f(x ys 2), (9.5-10) 

limulz ys:2) =0 (r= Vr 二), (9.5-11) 


此 年 解 问题 称 为 狭 利克 雷 外 问题 ,其 解 在 无 穷 远 处 应 加 以 限制 ( 见 条 件 (9, 5-11)), 这 
样 才 能 保持 解 的 唯一 性 . 

例 6 在 流体 力学 的 绕 流 问 题 中 ,常常 需要 确定 某 有 界 区 域 2 外 部 流 场 的 速度 
的 分 布 , 设 流体 是 不 可 压缩 的 , 流 场 是 有 势 的 ,v=grady,g 称 为 速度 势 , 则 速度 势 p 在 


RN 满足 拉 普 拉 斯 方程 ,而 且 在 绕 流 物体 的 边界 30 上 应 有 2 一 0. 于 是 本 例 归结 为 
下 列 定 解 问题 


Aq 一 O(zxs yz) 忆 R’\n, CQ. -12) 
9 9 
Bn a0 = 一 如， (9， 5-13) 
limg(z,y,2) = 0. (9. 5-14) 
此 定 解 问题 属 诺 仇 曼 外 问题 ， 
一 般 的 诺 伊 曼 外 问题 ,其 对 应 的 定 解 条 和 件 (9. 5-15) 应 改 为 
38 20 一 人 ye9ZD， 
其 中 为 区 域 R'\0 的 外 法 线 方向 ， 


为 了 与 外 问题 相 区 别 ,前 面 所 提 的 犹 利克 雷 问 题 和 诺 伊 曼 问 题 有 时 分 别称 为 相 
应 的 内 问题 . 
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9.6 ” 偏 微分 方程 的 分 离 变量 法 


分 离 变量 法 是 解 线性 偏 微分 方程 的 最 常用 的 基本 方法 . 要 求解 的 区 域 是 有 界 的 ， 
并 是 规则 的 ,例如 图 形 、 圆 局 形 ,和 矩形、 球体 \ 长 方 体 、 圆 柱 体 等 等 . 
9. 6.1 线性 齐 次 方程 和 齐 次 边界 条 件 


例 1 两 端 固定 的 弦 作 自由 振动 的 混合 问题 : 


Da (Orihi>0), (9.6-1) 

zf0t = Outlit) = 0 (ft 守 0),， (9, 6-2) 

uO = pT ul) = HI) (ATE. (9. 6-3) 
求解 步骤 如 下 : 


1 设 
让 = XCT) TOC), (9. 6-4) 
代入 方程 (9, 6-1) ,得 


TU) KC) 
TC 一 Cr) 一 一 4 (为 常数 )， 


于 是 有 
X (xz) 十 MXCz) = 0, (9. 6-5) 
TO +AR:T() = 0, (9. 6-6) 
2 求 常 微分 方程 的 定 解 问题 
X (T+AXT) = 0, (9. 6-5) 
| XC(0) 一 0,XCD =0 (9. 6-7) 


的 非 零 解 . 条 件 (9. 6-7) 是 将 (9. 6-4) 代 入 边界 条 件 (9. 6-2) 而 获得 的 . 当 
1 一 和 = ( 亚 ) (n=1,2,*) 
时 ,有 非 零 解 
X, (x) = sin 一 (2 一 1,2,…). 
4, 称 为 定 解 问题 (9. 6-5),(9. 6-7) 的 特征 值 (或 本 征 值 ) ,X,(z) 称 为 对 应 于 4, 的 特征 


半数 (或 本 征 沙 数 ). 
3" 将 特征 值 2, 代 人 (9. 6-6), 解 得 


工 (站 一 Aceos 人 十 Busin Te (n= 1,2,"), 


其 中 A,,B, 为 任意 常数 . 于 是 得 到 满足 方程 (9. 6-1) 和 边界 条 件 (9. 6-2) 的 分 离 变量 
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形式 的 一 系列 特 解 


u(xst) 一 《Aucos DE + Bsin TE jsin FE (一 12 


4 将 wx, 引 (n 二 1,2;…) 和 迭 加 ,得 


二 turat ， Treat . ht 
u(x3t) = > (Ancos J 十 Busin Se )sin py (9, 6-8) 


Lm | 


使 xz 1 满足 初始 条 件 (9， 6-3) ， 由 此 确定 出 A,,B,， 
2 Ansin 下 一 ZJ DB sin = f(z), 
4.,B。，， 分 别 为 丽 数 p(z) 和 叉 z) 在 [0, 门 上 的 傅 里 叶 正弦 级 数 的 展开 系数 , 故 
A, = #, = Z| gesin ede, 
B, = 一， = 过 | ysin ede (n = 1,2,°). 


nnd 


于 是 混合 问题 的 形式 解 (后 面 简称 为 解 》 
uz10) = (pnco0s TE + ynsin TE )sin SE, C9. 6-9) 


n= 1 


之 所 以 称 (9. 6-9) 为 形式 解 ,是 因为 上 面 仅 作 了 形式 上 的 推导 ,要 证 明 它 满足 方 
程 和 定 解 条 件 还 必须 论证 (参看 9. 11. 1). 

上 面 这 种 解法 称 为 分 离 变 量 法 , 它 对 三 类 上 典型 方程 均 可 使 用 , 自 变 量 可 多 于 两 
个 ,边界 条 件 也 可 以 是 第 二 类 或 第 三 类 齐 次 的 . 此 外 ,方程 也 可 以 是 更 高 阶 的 . 

例 2 半径 为 > 的 圆 形 薄板 上 的 热传导 问题 ， 


a (并 +3) (1 > O07 +y a), 《9. 6-10) 
zt |222-2 = 0 (20), (9.6-11) 
ulr,y0) = hr,y) (Ty Ea). (9. 6-12) 
设 uzyy 引 一 VOz,yy)yTO) ,代入 (9.6-10) ,得 
TO +AaTU) = 0, (9. 6-13) 
2 十 2 taV 一 0， (9. 6-14) 


其 中 的 意义 与 例 1 相同 .方程 (9. 6-14) 称 为 玄 姆 霍 花 方程 . 由 (9. 6-11) 得 
V [2 = 一 0， 


在 极 坐 标 形式 下 有 
aY ,1aV,l1 ov 加 _ 
| ao 十 p 30 dg 十 iy 一 0 0p 9, 68-15) 
V -一 0 (9. 6-16) 
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对 于 定 解 问题 (9. 6-15),(9. 6-16) 还 蕴涵 着 条 忻 ， 
1 V(p,g+2x) 二 Vp,g) 一 一 自然 周期 条 件 . (9. 6-17) 
2° JimVlp,g)<oo 一 一 有 界 性 条 件 . 《9. 6-18) 
令 Vlp;9) 二 RCp)B(p), 代 和 人 (9. 6-15), 得 
Bp t+yxply) 二 0 (与 1 有 类 同 的 意义 )， 
PR (op FR Cp) +p — Rp) = 0. 
先 解 
FPS (yg) 一 0， 
Gg 2r) = Bp). 
得 pg 二 0,1* ,2 ,于 是 


BP = HB) = arcosnpt bsimg n= 1,2,.) 


骨 解 
六 民 (po) 十 恨 《〈o 十 (各 一 形 )RCo) = 0, (9. 6-19) 
R(7) 一 0， 《9.6-20) 
R(0) < co， (9.6-21) 


(9. 6-19) 为 带 参数 1 的 二 阶 贝 塞 尔 方程 (参看 17. 6. 1) ,其 解 为 
R (op) = AsJ (yA pp) + B,Y, WA p). 
类 -于 J (YA op),Y, (YX p), 参 看 17. 6.2,17,6.7. 由 (9,6-21) 得 B=0, 于 是 
Rlp) 一 AJ CA po) (可 取 A, = 1). 
由 (9. 6-20) ,得 J, WAr)==0, 设 J,(z) 的 零点 为 


pa A =， 


ty 


k(tp) = J (各 -p) (m= 11,2 = 0,1,2,*), 


(7) . a 2 
将 特征 值 4= (各 - ) 代 人 方程 (9.6-13), 解 得 To 一 Cse- (各) ?4 ,其 中 C,。 为 任 


总 常数 . 于 是 
ulTy yt) = ulp, pst) 


{ny 


9 co Cn} 
= YD De ) (a, cosnp ban sinng)], (Sp ), (9. 6-22) 


r 


鞭 中 


nm 一 nm Un sm 一 Cm'bn, 


将 初始 条 件 (9. 6-12) 代 和 人 (9. 6-22) ,得 
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HZYOD) 一 Hop) 
Cn» 


一 3 S\ (gs cosn g + bra sinn PJ (名 po). 


n=0 由 一 】 


此 为 涌 数 Up,9) 在 D={(Cp,g)10 才 p 志 rr,0 志 gp 达 2x} 上 按 带 权 p 的 正 交 函数 系 
(7, (和 Sp )eosn p17 (和 =p )sinn 9| (n= 0,1,2,° sm = 2°) 
展开 的 展开 式 . 由 此 可 确定 asm ,bm ,代入 (9.6-22) 邑 得 原 定 解 问题 的 解 . 
9.6.2 线性 非 齐 次 方程 和 齐 次 边界 条 件 


例 3 两 凋 固定 的 弦 的 强迫 振动 的 混合 问题 ， 


Ou 2 ou . 
jp a a + f(x,t) (9,6-23) 
uO0,t) = 一 0,， ulti,t) 二 了， (9. 6-24) 
& | =o 一 GE) | =0 = (ZT). (9.6-25) 
设 解 
u(xst) 一 之 人 sin 7 ， (9. 6-26) 


《9. 6-26) 满 足 边 界 条 件 (9. 6-24) ,下 面 来 确定 几 (2) ,使 (9.6-26) 满 足 方程 和 初始 条 


{sin 玫 | 
展开 成 傅 里 叶 级 数 
flzst) = 2 fsin Te, (9. 6-27) 
其 中 | 
万 (1) 一 二 | Feipsin ma. 
以 及 


p(x) 一 Dpsin g(x) 一 Dsin TF. 
其 中 
p= 了 | pesin ed, 内 一 二 | ACe)sin sa, 
然后 将 (9. 6-26),(9. 6-27) 代 人 (9. 6-25), 转 而 解 
上 (至 ) ug = fl2). 


ww (0) = pu (0) = oh. 
+ 960 * 


利用 常 微分 方程 中 的 变动 参数 法 (参看 8. 4. 2) 解 之 ,得 


mart | Lt_ rar 
un (t) = COS 1 + sin 一 一 1 


| f(Dsin Het — Ddr. 


Ta 


故 得 原 定 解 问题 的 解 
wz 四 一 2 pcos TP tratesin 
十 二 | 六 (Dsin Ht — Pdr ) sin FE. (9. 6-28) 
nama , 


土 述 这 种 解法 常 称 为 特征 函数 法 , 它 与 用 有 限 傅 里 叶 变换 ( 和 参看》16. 4) 解 偏 微 
分 方程 定 解 问题 在 本 质 上 是 一 样 的 ， 

对 于 本 例 也 可 设 u(x; 由 二 vtz ;四 十 w(xzy 引 ,把 原 定 解 问题 分 解 为 下 列 两 个 定 解 
问题 : 


Ov 了 ov 
Yat Yt+ fr), 

A 
vO,L) 一 0， vl,t) 一 0， 4 ) 
了 | ,=0 一 日， 斌 | ,-。 一 人 
Fw Ow 
了 1 dx 

CB) 


ut = 0,wlyt) = 0, 

Ww |-o 一 pz) st | m0 = AX). 
定 解 问题 (B) 同 例 1. 定 解 问题 (A) 是 本 例 的 特殊 情形 , 初 值 是 数 均 为 零 . 按 前 面 的 解 
法 , 求 得 - 


v(x:t) = 2 (二 | flr) sin Pa Pa 人 一 dr ) sin wu 


将 定 解 问题 (A) 和 (CB) 的 解 迁 加 起 来 , 妈 得 (9. 6-28). 
9. 6.3 齐 次 化 原理 
设 
Fu 2 2 Ou 
a 
ut0,1) 一 Op 人 it 区 一 曲 (tr > 0)， 
uo =0,w lo0=0 (0 和 RIE). 
对 此 线性 非 齐 次 方程 带 有 零 边 值 和 零 初 值 的 混合 问题 (上 例 定 解 问题 (A) 即 是 ) 可 先 


解 
，370。 


3 + fxr,t) {Oi 0), 
(9. 6-29) 


— 二 人 ”一 一 (DO < 二 < 


uO =0, vl,t)=0 (0)， (9. 6-30) 


v | = 0, 让 | =-， = f(z,r) (0 区 工 莹 由， 
车 v(z,t,) 是 定 解 问题 (9. 6-30) 的 解 , 则 
u(x,t) = | wrtsD a (9. 6-31) 


即 是 定 解 问 题 (9. 6-29) 的 和 解 . 

从 物理 上 看 ,这 是 将 持续 作用 的 外 力 f(x, 经 过 离散 化 而 转化 为 初速 度 . 这 在 
数学 上 就 表现 为 自由 项 f(z,t) 转 化 为 解 在 时 刻 t 的 导数 所 满足 的 初始 条 件 , 而 方程 
变 为 齐 次 的 . 这 称 为 齐 次 化 原理 , 应 用 齐 次 化 原理 的 方法 又 称 为 冲 量 定理 法 . 

齐 次 化 原理 也 可 应 用 于 线性 非 齐 次 方程 的 初 值 问 题 . 例如 一 维 非 齐 次 波动 方程 
的 初 值 问题 


2 
Da + fz (otto 0), 

a (9, 6-32) 
起 | ,-。 一 PX) se | ,0 一 以 了 ) 《一 GO < 之 工 过 十 co) 


可 分 解 为 下 列 两 个 定 解 问题 : 令 kx 一 妇 十 妇 ,而 t4 ;tw 分 别 满足 
| 过 -2 (一 ceo r,t > 0), 


a dr CD 
| | =。 = 一 pT) ,a | ,=0 = 一 pI)， 


ar CII) 
uz io = Ou | 一 0 orto), 
对 于 定 解 问题 (D ,根据 达 朗 贝尔 公式 ,有 


(Tt) = 1 (or) + (z+a) + | (ae 
! ' 2 了 中 2a ay 
对 于 定 解 问题 (ID) ,可 用 齐 次 化 原理 将 问题 转 为 解 


2 
| 六 一 0 2 V2 十 fr,t) (一 ce 所 工 世 十 ce 人 > 0)， 


2 
| 有 一 4 2 (一 0 之 工 之 十 oo0,t 站 7)， 
7 | ~， = 0,v, | ,- : 一 f(x:T) (一 co < 工 < 十 ce)， 


对 此 定 解 问题 可 利用 达 妆 贝尔 公式 (9. 5-8) ,只 要 把 公式 中 的 上 换 以 :一 r, 得 
vztsr) 一 去 | fen 
因此 定 解 问题 (ID 的 解 
ez 光一 | wzaDd 一 二] [六 ”Penakdr 
. 371 ， 


原 定 解 问题 的 解 
(二 (oz 一 四 十 (z+a)) 十 款 | (Ede 
” 力 于 ? 9 0 4 


HG 一) 


1 了 
十 亏 | flé, tT dédr., 


itir) 


9.6.4 非 齐 次 边界 条 件 的 处 理 


设 定 解 问题 
a 
E+ fr,D) (0<r<ii>0), 


U0) = pn ut) = p(t) (> 0), 


Li | .=0 一 PUTX), uw | ,=0 一 px) (0 去 元 委 、 21). 
引进 输 助 沽 数 


Uz = DFT Dp DD), 


今 
UL) = uz) Ur), 
有 
v0,t) = Ov = 0. 
因此 得 


2 2 
3 一 02 = fd) pA) -FD A)), 
utO ,rt) = 0,v(i,t) = 人， 


v bino = G(x) — p (2) 一 子 (4 (0) — p (0)), 


vw 0 = HD) Oo 0 — 0)). 


(9. 6-33) 


(9, 6-34) 


定 解 问题 (49, 6-34) 为 非 齐 次 方程 齐 次 边界 条 件 , 属 9. 6. 2 的 情形 , 解 出 vCz,) ,得 原 


定 解 问题 的 解 
uxt) = vrt) Ur,t). 


以 上 是 第 一 类 非 齐 次 边界 条 件 的 情形 ,对 于 第 二 ,三 类 非 齐 次 边界 条 件 则 可 作 类 


似 的 处 理 . 其 关键 在 于 选择 合适 的 辅助 晤 数 U(z,2)， 


分 离 变 量 法 是 否 可 行 的 一 个 重要 关键 在 于 , 所 得 的 特征 妙 数 系 是 否 构 成 完备 的 


下 交 函 数 系 (参看 14. 5. 9)， 


" IT72 * 


$9.7 拉 普 拉 斯 方程 的 格林 函数 法 


9.7.1 格林 函数 及 其 性 质 


定义 1 设 QCRi,Q 为 人 内 任 一 定点 ,函数 gCP,Q) 为 0 内 关于 动 点 P 的 调和 
溺 数 , 且 在 S==30(0 的 边界 曲面 ) 上 满足 条 件 ; 


g(P, ®| = 让-|， m=lPQ), (9.7-1) 
则 函数 
GCP,Q) 一 二 一 一 5(P， (0) (9. 7-2) 
dnrpo 


称 为 三 维 拉 普 拉 斯 方程 第 一 边 值 问题 的 格林 西数 (或 点 源 函 数 ). 
格林 函数 C(P, 人 具有 下 列 性 质 ， 
1. 除 点 外 外 ,CCP,Q) 作 为 点 己 的 函数 在 区 域 吕 内 调和 , 即 
AG(P,Q) =0 (PEANQ))， 


当 PQ 时 ,G(P,Q) 趋 于 无 穷 大 ,其 阶 数 和 二 相同 | 


2, GCP,Q) 1s=0. 
3. 在 区 域 2 内 有 不 等 式 
1 


OOP OA (PEARQ). 
4. 对 称 性 : 


9. | jias=— 
其 中 4 是 S 的 外 法 线 方向 
格林 函数 在 静电 学 中 有 明显 的 物理 意义 . 设 在 点 Q 放 寺 一 个 寺 单 位 正 电 荷 , 它 


PD = GQ, P). 


在 点 也 处 产生 的 电位 等 于 二 一. 如 果 点 Q 被 包 图 在 一 个 封闭 的 导电 面 内 ,上 且 将 导电 


面 接地 , 则 G(P, 外 恰好 表示 导电 面 内 的 电位 ,而 一 gCP,Q) 表 示 导 电 面 上 感应 电荷 
所 产生 的 电位 . 


9.7,2 利用 格林 函数 解 拉 兽 拉 斯 方程 的 第 一 边 值 问题 
1. 三 维 拉 普 拉 斯 方程 第 一 边 值 问 题 


定 解 问 题 
"373 。 


AutP)=0 (PE NN), 
| (C9, 7-3) 
uls= f(xyy:z)} {S$ = 30) 


的 解 
3 _ 
uP) = 小 Fd C9. 7-4) 


其 中 为 界面 S 的 外 法 线 方向 . 

由 公式 (9.7-49 可 知 只 要 求 出 2 上 的 格林 中 数 GCP,Q)( 它 依赖 于 区 域 2, 而 与 

边界 条 件 无 关 ) ,就 可 求 出 狄 利 克 和 雷 问 题 (9. 7-3) 的 解 . 但 由 格林 函数 定义 (9. 7-2), 求 

G(P, 怨 事实 上 归结 为 求解 关于 g({P,Q) 的 狄 利克 雷 问 题 , 即 解 
| =0 《PE 人)， 


gLP,O) deo » 


定 解 问题 (9. 7-5) 虽 然 仍 是 一 个 犹 利克 雷 问 题 ,但 它 毕竟 是 个 特殊 的 边 值 问题 ， 
对 某 些 特殊 区 域 , 例 如 球 ,半空 间 等 可 用 物理 想法 直接 求 出 格林 隧 数 而 不 名 要 去 解 边 
值 问题 ， 


根据 前 面 所 述 的 格林 函数 在 蓄 电 学 中 的 物理 意义 ,1 一 为 在 内 点 Q 放置 一 


(9. 7-3) 


号 


个 志 单 位 正 电荷 所 产生 的 电场 的 电位 , 假设 在 外 也 有 一 个 点 电荷 ,使 它 在 边界 面 S 


土 所 产生 的 电位 与 和 在 S$ 上 产生 的 电位 正好 抵消 ,也 就 是 使 这 个 假想 的 电荷 在 只 内 
的 电位 正好 等 于 感应 电荷 所 产生 的 电位 . 这 个 假想 的 点 电荷 的 位 置 & ,应 该 是 点 Q 
关于 界面 S 的 对 称 点 . 这 种 利用 对 称 性 求 格 
林 函 数 的 方法 , 称 为 静电 源 象 法 (或 镜 温 
法 ). 

(1) 球 的 格林 了 明 数 和 泊 松 公式 

利用 静电 源 象 法 求 球 的 格林 函数 . 设 
SR 为 以 口 为 心 ,R 为 半径 的 球面 ,在 SR 内 
任 取 一 点 Qlroa 二 10)， 连接 O,Q 两 点 并 延 
长 至 Qi (图 9.7-1) ,使 roa， roa, =R: (ro0, 
二 1 ). 设 M 为 球面 SR 上 任意 一 点 ,由 
AMOQcAGQOM ,有 
] R 1 


ro ro FhAIO] 


于 是 在 Q 点 处 带 有 的 电量 应 为 一 了 ,因此 


Ql 


9. 7-1 


二 0， 


g(P,Q) 一 圭 下 (其 中 P 为 球 内 任意 一 点 )， 


ro rpo] 


:374 。 


于 是 球 的 格林 部 数 


_1/ 1 R | 
去 二 一 2rorcosw 7 6) 
其 中 7 二 rop ;w 是 OQ 和 OP 的 夹 角 . 


在 球面 SR .上 ， 
a6| -= T_ Rn 
Qn | -一 4z CR: ri — 2Rrocosa) 2 
因此 , 妹 的 狄 利 死 雷 问题 
人 一 0 (PED)， 
uaP)|2o=f 
的 解 


1 R77 _ 
uP) ail MM) (RT oR oo TM 


R 


(9,. 7-7) 


解 在 球 坐 标 系 下 的 形式 为 
_ R 2mr Fn R: _ -2 . 
tr 的 全 = | | FRR xX EE sind dP dy, (9. 7-8) 
其 中 : 
cos = cosgcosB sindsinfcos( gC— 凶 ， 
(9, 7-7) 或 (49. 7-8) 称 为 球 的 泊 松 公式 . 
(2) 半空 间 的 格林 函数 和 泊 松 公式 
半空 间 (z>>0) 的 格林 函数 
-li 1 1 
PE, =- 夜 ( 克 reo ) 二 wz 一 眉 十 (7 一 他 十 (z 一 划 : 
_ 1 
VE ) ‘3.779) 
(zyysz 各 61,5 分 别 为 点 P,Q 的 坐标 ). 
因此 对 半空 间 的 狄 利克 雷 问题 
Au 一 (> > 0)， 
| (9.7-10) 
u | -= = zy 
的 解 
_ zf [te flén) 
wz yz) = 关 | | ((z—A!: ty— FoR 9) 


对 于 半空 间 的 情形 , 需 对 调和 函数 xzxz,y,z) 加 上 在 无 穷 远 处 的 条 件 ; 
3752 。 


“(P)=0( 地 ) ,于 =0( 直 】 (rpp —> CO) ， 


rpp7 Dr | 
其 中 口 的 意义 参看 6. 1. 5. 
2 二 维 拉 冰 拉 斯 方程 的 第 一 边 值 问题 


定 解 问题 
(人 一 意 PE DD, C9. 7_12) 
uo = f(z1y) 和 
的 解 
_ dG _ 
u(P) = |f eds, (9.7-13) 
其 中 
1 1 _ 
CCP,Q) = 2 g(P,@) (ppo =| PN) (9. 7-14) 


为 二 维 拉 普 拉 斯 方程 的 第 一 边 值 问题 的 格林 函数 .n 为 边线 C 的 外 法 线 方向 . 
圆 的 格林 沙 数 


G(P,Q9)= 交 (mn 一 一 mn 之 一 
TT Pm Po Ppa) 
lin nt 1 . 
Tn* VP + 2pp,cosa Po vo tp — ep cosa 
(9.7-15) 


其 中 
Pp Porh PooP Foo, 
(图 9.7-2), 因此 圆 的 犹 利克 雷 问题 (在 极 坐 标 系 下 ) 


图 9.7-2 


Au = 0， 
| (9.7-16) 


[=R = f(g) 
* 3716 * 


的 解 
1 fa (天 一 矿 ) 大 的 
“tp,9) 一 下 | R’: — 2Rpcos(y— op) +p wp 


(9.7-7) 称 为 图 的 汽 松 公式 . 
3， 犹 利 欧 雷 外 问题 
外 问题 和 对 应 的 内 问题 的 格林 函数 相同 . 所 不 同 的 是 RNA 和 人 (或 RE\D 和 了 ) 
的 外 法 线 方向 相反 ,因此 5 相互 反 号 . 例如 球 的 狄 利克 雷 外 问题 的 泊 松 公式 为 


‘9. 7-17) 


RE 25 『r 2 — RR ， 
u(r,p,0) 一 | | Re singd dy (r>R). 


9.7.3 利用 格林 函数 解 泊 松 方程 的 第 一 边 值 问题 
泊 松 方程 的 犹 利克 畦 问题 


Ax(P) = F(P) (PE D)， 
| (9. 7-18) 
uls=/f(Ps) (Ps€S) 
的 解 
lraGc_ _ 
u(P) = 小 人 ora, (9.7-19) 


其 中 GCP,Q@ 和 拉 普 拉 斯 方程 的 狭 利 克 雷 问题 的 格林 孙 数 是 相同 的 
如 果 已 知 品 为 泊 松 方程 的 任意 一 个 特 解 , 即 AU 二 了 ,这 时 有 
Atu—U) = 0. 
令 w 二 xu 一 ,问题 就 转化 为 解 拉 普 拉 斯 方程 的 狄 利克 雷 问题 : 
Aw = 0， 
wls=uls—Ul|s= f/f—U|;s. 


8 9.8 拉 普 拉 斯 方程 的 位 势 方 法 


9. 8. ] 单 层 位 势 ” 双 层 位 势 


由 电学 上 已 知 , 设 在 空间 茶点 Q(Czyy*z) 处 有 一 电荷 9, 这 个 电荷 产生 一 个 静电 
场 , 它 在 把 PKzyyz) 处 的 电位 


utP)=-i (rpo =| PQ 1). 
reo 


看 电荷 是 以 体 密度 pC 分 布 在 菜 空间 区 域 2 内 , 则 在 呈 外 任 一 点 了 的 电位 
。 377 。 


(OO) 
u(P) = ee dn, (9. 8-1) 


称 (9. 8-1) 石 问 的 积分 为 体位 势 ( 或 牛顿 位 势 ). 若 电荷 是 以 面 密度 w(Q) 分 布 在 曲面 
S 上 ; 则 在 曲面 外 任 一 点 了 的 电位 


u(P) -| Qase. (9. 8-2) 


称 (9. 8-2) 右 端的 积分 为 单 层 位 势 ， 

设 有 两 个 电荷 一 gq 和 十 4 分 别 在 点 Q! 和 Q 上 ,它们 构成 一 侦 极 子 . 从 电荷 一 gq 
到 十 g 的 向 量 记 为 以 图 9.8-1) ,点 @ 和 他 则 的 距离 设 为 Al, 令 和 二 gAl, 称 为 偶 极 
矩 . 由 侦 极 子 所 产生 的 电位 称 为 偶 极 势 . 


图 9.8-] 


由 偶 极 子 的 作用 ,在 任 一 点 了 的 电位 


] 7/ 1 1 
uP) 二 六 一 站 一 N 广 (六 一 六 


Aradfl YY Arcos(rpay 站 
~ NF)=N 9 ， 


设 有 两 个 十 分 邻近 的 曲面 S 和 3$ ,它们 间 沿 法 线 方 向 的 距离 为 常数 8 图 9. 8- 
2). 假定 曲面 S 上 各 点 分 布 的 电荷 在 数量 上 等 于 曲面 S$ 上 对 应 点 (具有 公共 法 线 的 
点 ) 的 电荷 ,但 符号 相反 . 设 在 S$ 上 的 电荷 为 负 ,S 上 的 电荷 为 正 , 用 严 表 示 两 曲面 的 
公共 法 线 , 其 方向 由 负电 荷 指 向 正 电荷 . 因为 8 很 小 ,可 把 两 曲面 近似 地 视 作 重合 ,这 
样 就 得 到 一 个 双 层 面 ,其 两 侧 带 着 符号 相反 的 电荷 . 设 v(Q) 是 双 层 面 上 的 侦 极 矩 的 
面 密度 , 则 在 S 外 任 一 点 P 的 电位 (9.8-3) 右 端的 积分 称 为 双 层 位 势 . 


uP) -ee ;Ng) js, (9. 8-3) 


定理 1 设 密度 函 数 w(Q) 和 MKQ) 在 S$ 上 连续 , 则 单 层 位 势 和 双 层 位 势 当 点 PF 
S 时 处 处 调和 
定理 2 当 曲 面 S$ 是 光滑 的 有 界 曲 面 时 ， 车 单 层 位 势 中 的 密度 本 数 wt) 在 S 上 
连续 , 则 当 PES 时 ,积分 (9.8-2) 仍 是 收敛 的 ,并 且 它 在 S 上 连续 . 
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满足 下 列 条 件 的 有 限 曲 面 $ 称 为 李 雅 普 诺 夫 曲面 ， 

(1) 5S 处 处 有 切 平面 . 

(2) 对 于 S 上 每 一 点 久 , 都 可 以 作 一 个 以 QQ 为 球 心 4 为 半径 的 球 Kola 的 大 小 
和 急 的 位 置 无 关 ), 使 S$ 在 及 o 内 的 部 分 So 和 任 一 与 Q@ 点 法 线 平行 的 直线 相交 不 多 
于 一 次 ， 

(3) 设 QQ 和 人 怨 为 S$ 上 的 任意 两 点 ,n) 和 rs 为 对 应 于 二 ,全 两 点 的 外 法 阿 呈 ， 
则 有 

(tH 训 ) 委 Ar&o。 (A 和 6 为 常数 ,0 之 $< 1). 

(4) 从 空间 任 一 点 了 看 S$S 上 任 一 部 分 S, 的 “绝对 ”立体 和 角 wp 都 是 有 界 的 ,wp 安 上 
(上 为 常数 ). 

< 对 "主体 朋 w 下 
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在 点 Q 的 外 法 向 量 ). 
以 下 都 假定 曲面 S 为 李 雅 普 诺 夫 闭 曲面 . 
定理 3 车 密 度 函 数 v(Q) 在 曲面 S 上 连续 , 则 当 PES 时 ,积分 (9.8-3) 仍 是 收 
伍 的 ， 
定理 4 在 曲面 S 上 具有 单位 密度 的 双 层 位 势 
一 4r 《PE€ 0 人 0 为 S 的 内 部 )， 
pe -| (PE S)， 
0 (PEwa 为 S 的 外 部 ). 
定理 5 若 双 层 位 势 的 密度 函数 %Q) 是 曲面 S 上 的 连续 晒 数 , 则 积分 (9. 8-3) 在 
S 上 有 第 一 类 间断 点 . 即 它 在 QLUS 上 确定 一 个 连续 函数 4(P), 在 QUS 上 确定 一 个 
连续 函数 u(P): 


22sCana) | 4S。 (其 中 Q 为 5, 上 任意 一 点 ,ma 为 8。 


ut P) = 


u(P) 当 PEDN, 
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且 对 于 任何 PsEs， 


u(tPs) = limutP) 一 utPe) — 2m(Ps), (9. 8-4) 
pe 

ulPs) = limulP) = u(tPs) 2m Ps), (9.8-5) 
| 
PED 


其 中 


coskrpsq 4 fia) 


ul Ps) =jh® dSo. 
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定理 6 车 密度 函数 w(Q) 是 曲面 S$ 上 的 连续 函数 , 则 单 层 位 势 (9.8-2) 在 任 一 
点 PsE S 的 内 法 向 导数 44 和 外 向 法 导数 2 存在 , 且 
hs 


了 


anfs 
COs(rpo shp, ) 
ts =- 一 ee@ "9! Ts 9, + 2rwlPs), (9. 8-6) 
np, 4 
dut Ps) COs(rpca + Npo ) 
~ 一 一 —— dS 一 2 P a {9. 8-7) 
和 je 站 a — 2x wlPs) 
其 中 
9u(Ps) /pau( Ps) 
Ans (或 dns ) 
I 与 


为 函数 KP) 在 点 Ps ,从 S 的 内 部 (或 外 部 ) 沿 法 线 方 向 ms (或 一 ms ) 的 方 问 导数 . 
9.8.2 用 位 势 理 论 解 拉 普 拉 斯 方程 的 边 值 问 题 


由 9. 8. 1 中 可 知 , 若 密度 冰 数 在 闭 曲面 S$ 上 连续 , 则 单 层 位 势 和 双 层 位 势 在 区 域 
(或 如) 内 分 别 为 两 个 调和 函数 . 利用 定理 5,6, 可 把 犹 利克 雷 和 诸 伊 曼 问题 的 求解 ， 
化 为 选择 适当 的 密度 函数 ,使 它们 对 应 的 双 层 和 单 层 位 势 满足 定 解 问题 的 边界 条 件 ， 
从 而 转化 为 积分 方程 的 求解, 


1. 利用 双 层 位 势 求解 狄 利克 雷 内 问题 
| AutP)=0 (PE DD, 《9. 8-8) 
ul|s= f(Ps) (Ps € 5). ‘9. 8-9) 
设 解 x(P) 为 双 层 位 势 


ut P) = he sre, nadgso 9 
S Pr 


上 续 中 ,vy(Q) 为 待定 的 密度 晴 数 . 由 (9. 8-4) ,有 
,no) 
ul Ps) = ao) se ve ds 一 2m(P。)， 
更 


号 
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让 (9. 8-9) 人 可 知 w(Ps) 二 A(Ps), 于 是 


cos(rpca ,Hoa) 


1 Ps) =|o Cao — 2m tl Ps) 
5 


o 


costrpsQ ;Ha) 


a 


(9. 8-10) 为 第 二 类 弗 雷 德 得 姆 积分 方程 (参看 》11. 1). 
对 于 狄 利克 雷 外 问题 ,由 (9.8-5) 可 得 出 关于 v(Q) 所 应 满足 的 同类 型 的 积分 方 


1 1 _ 
vtPs) = 2 dSo of CPs). (9. 8-10) 


程 


1 Costresa na) 1 
vt Ps) = 2 站 0 dSat af (Ps). 


2. 利用 单 层 位 势 求 解 诺 伊 受 问题 


au 


AulP)=0 (P € 10), (9.8-11) 
= f(Ps) (Ps E S). (9. 8-12) 


dn 号 
其 中 为 曲面 S 的 外 法 线 方向 . 
设 解 ut 了 P) 为 单 层 位 势 


u(P) = | ease ， 


其 中 w(Q) 为 符 求 的 密度 函数 , 由 (9, 8-6), 有 


C ‘Hp. ) 
EF 一 一 oo ~ ss dso + 2r (Ps). 
am Ps 点 FS 
根据 边界 条 件 (9.8-12) ,有 
au( Ps) 
onp, 


于 是 得 w(Q) 所 应 满足 的 第 二 类 弗 雷 德 堆 姆 积分 方程 


COSCrPsQ + Hp, ) 


w(Ps) 一 浆 jeo 一 和 dso+ 让 peps). 
Ps 


同样 ， 对 于 诺 伊 最 外 问题 ， 由 (9. 8-7) 可 得 出 w(Q) 所 应 满足 的 同类 型 的 积分 方程 


COstrp,o ;Hip » 
sQ ?Ps 


一 工 TsQ 一 二 
w( Ps) = mle 让 dSa — af (Ps). 
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S 9.9 偏 微分 方程 的 积分 变换 法 


用 积分 变换 (参看 16) 来 解 定 解 问题 的 方法 称 为 积分 变换 法 . 傅 里 叶 变换 可 用 于 
解 初 值 问题 ,而 拉 普 拉 斯 变换 可 用 于 解 某 些 混合 问题 . 用 积分 变换 解 定 解 问题 的 步 综 
如 下 : 

(1) 根据 自 变 量 的 变化 范围 以 及 定 解 条 件 的 具体 情况 ,选取 适当 的 积分 变换 . 然 
后 对 未 知 函 数 中 的 某 个 (或 多 个 ) 自 变 量 作 积分 变换 ,从 而 去 掉 了 未 知 函 数 对 这 一 (或 
这 些 ) 自 变量 的 偏 导数 ,而 得 到 象 画 数 ( 人 参看 16. 1.2 或 16. 7.1) 的 含 参 变量 的 常 微分 
方程 . 

(2) 对 定 解 条 件 取 相 应 的 积分 变换 ,导出 象 函 数 方程 的 定 解 条 件 . 

(3) 解 关于 象 范 数 的 定 解 问题 , 求 出 象 廿 数 . 

(4) 将 象 昂 数 取 逆 变 换 , 即 得 原 定 解 问题 的 解 . 

例 1 用 健 里 叶 变 换 求解 热传导 方程 的 初 值 问 题 ， 


aa 
| Wa ocr<tot>0), (9, 9-1) 
uz:0) 一 pT) [一 co (< 之 IT 过 + coh 《9. 9-2) 
把 1 视 作 参 变量 , 作 xz 人 关于 工 的 傅 里 时 变 搞 
g [uzst)] = at) = 访 ure wdz, 


Sg [utz,0)] 一 下 [Lo(z)] = pa). 
对 (9. 9-1) ,《9. 9-2) 分 别 作 傅 里 时 变换 ,于 是 得 出 关于 象 函 数 x 的 常 微分 方程 的 定 解 


问题 
de 一 2) 纪 
| oA (9. 9-3) 
解 之 ,得 


At) = pO e+. 
对 uC%, 引 作 候 里 叶 逆 变换 ,有 
uz = FD = $7 [oe] 


— _ (x) # Fg!] 
vy 2 


1 1 上 
一 一 《 ) 其 了 
VY aVR 


1 1 人 
一 《 ) 里 d (9, 9-4) 
2a | Oe wot 
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例 2 用 三 重 傅 里 叶 变换 求解 三 维 热传导 非 齐 次 方程 的 初 值 问 题 : 
全 AL 十 fxry zt) (一 ce 所 工 3 2 < 抱 十 co 人 0D)， 


u(Ts yy TO0) 一 p(x yz) (一 co < yz + co)， 
将 tfzZ3y2t 关 于 (zyz) 作 三 重 傅 里 时 变换 
F [ulxr, yz,t) | 一 uA Az sA3 +t) 


< 一 1 | | | 一 人 tr 
一 utr ye te Ta drdydez, 
(V2r)’ 


SF lulr,y,z,0)] 二 FSF {px yz) 一 en 42 AD 
FL fx,y, zt) ] 一 fA Az +A3 :1). 


于 是 得 出 wl,h2 ,A3,) 关 于 的 常 微分 方程 的 初 什 问题 : 


人 十 a (hi 十 好 十 23 Yu 一 fF sAz 1A3 ,1)， 


uCAlrAz sda 10) = pA Az ,A3). 


解 之 ,得 


WA A2 sda yt 一 me rAz s As st) 6 QTH HY +|. f (Nl yz AS Te 0 dr. 


对 twCA1 5h2 ,hs , 引 作 储 里 叶 逆 变换 ,得 


(+o + 


prad = | | | gem dd 
OY (2a Vnt)’ 一 上 —o wo¥ A 2 4 mt 


Ct Ht 


+| (2a | | 一 | flé ,mt re ey ddndt. 


例 3 用 拉 普 拉 斯 变换 求解 一 维 半 无 界 的 热传导 方程 的 定 解 问题 ， 
3 一 az 3 (0 xX,t>0), 
u(0,t) = wo mulrt) = 0, 


ur0) =0 {0AI 0), 


其 中 ww 为 常数 ， 


把 工 视 作 参 变 量 , 作 w(x, 四 对 于 :的 拉 普 拉 斯 变换 
g[x(z,D] = Cx,p) = [ur end. 


《9. 9-5) 


(9. 9-6) 
(9. 9-7) 


《9, 9-8) 


对 方程 (9. 9-6) 和 边界 条 件 (9. 9-7) 分 别 作 拉 普 拉 斯 变换 ,得 关于 象 落 数 志 的 常 微分 
方程 的 定 解 问题 
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di ~ 
ztt = 0， 
人 


dr: 


u(0,p) = 2, limu(x;, p) = 0. 


和 re 
解 之 ,得 (zx 一生 ee ,取道 变换 


1 了 加， 二 -并 
u(r) 一 10 [3 e a |= woeric( 了 让， 
其 中 erfc(y) 为 余 误差 隔 数 (参看 》17. 3)， 
义 如 对 长 为 1 的 细 杆 作 纵 振动 的 定 解 问题 : 


du 2 Ou 


wu | =0 二 0， 到 


尖 | = 会 sinuz (E 为 杨 氏 模 量 )， 


HH [i=0 一 pz) ,0 一 J LX), 


也 可 取 关 于 :的 拉 普 拉 斯 变换 来 求解 . 当然 本 问题 也 可 用 分 离 变 量 法 来 解 ,但 需 先 将 
边界 条 件 齐 次 化 . 而 对 于 积分 变换 法 来 讲 , 只 需 定 解 问题 满足 施行 积分 变换 所 要 求 的 
条 件 , 而 无 需 考 虑 方程 是 否 齐 次 的 ,或 边界 条 件 是 否 齐 次 的 ,这 是 积分 变换 法 的 一 个 
优点 . 使 用 积分 变换 法 的 关键 在 于 能 否 较 容易 地 求 出 其 逆 变 换 . 


$9.10 6 函数 和 基本 解 


9. 10.1 8 函数 及 其 性 质 


关于 $ 盟 数 的 定义 参看 14. 5. 12. 按照 14. 5. 13 中 的 例 22,5 函数 是 “脉冲 式 函 数 
列 " 在 广 闵 范 数 空间 中 的 极限 . 物理 上 常 采用 这 样 的 说 法 :8(z) 是 在 z= 一 0 处 取 值 为 
co 在 其 他 点 处 取 值 为 0 的 “函数 ”, 可 写作 


0, 工 二 0， 0, 工 二 
30 = rz 一 外 一 | 


OT 二 VU， PO, 二 去 
en + 
并 满足 | “8(z)dr = 1 ,| 8(z 一 6dz = 1 (采用 形式 积分 记号 ) 


因而 在 工程 上 , 常 将 8 孙 数 用 长 度 等 于 1(8 两 数 的 积分 值 ) 的 有 向 线段 来 表示 ， 
6 明 数 具有 下 列 性 奈 


| 王 wCzpaczydz = yg(0) (其 中 gD) € C( 一 co, 十 co))， 


+ea 
| wpDa(z 一 edz = we， 
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G( 一 并 = H(z) ,mW (x) =— (zr) W(x) = 0, 
aH(r) _ (2 
dr | 其 中 ~ 口 ， 工 < 0. 
上 有 H(z) 称 为 赫 维 赛 德 函 数 . 
6 函数 可 推广 到 高 维 空间 中 去 ,例如 讶 上 的 8 函数 记 作 8(P)， 
0,PA 0, 0,PA Po, 


co,P = PP,. 


dP) = | dP— Po) = | 


| ,PdP =1, 


上 jacpyaP =1 (为 合 P = 0 的 有 限 区 域 )， 
| 


| .8CP 一 PaP = 1]， 


或 
1,Po CE (1 
属 0,P, 途 2 
[, gPISP)aP = (0)， 
即 
十 co 『 十 ee 站 om 
全 站 | wzvyaatzyszardyadz = p00,0). 
| pCPIP— Po}dP = (Po), 
或 


jePaP-PoaPp =wP) (Pe 0). 
和 sy 一 3D8OD8CD B21 yy) Bry) 
9. 10.2 基本 和解 
1， 方程 的 基本 解 
为 书写 简便 起 见 ,引进 线性 微分 算 子 . 算 子 
L= Do 元 5 十 2 地 + 


称 为 二 阶 线性 微分 算 子 , 式 中 世纪 bisc 为 TT Tn 的 二 阶 连续 可 微 晃 数 ， 
设 Lux(P) 一 0, 若 能 找到 一 个 (广义 ) 函 数 VCP,Q) 使 其 满足 方程 
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则 称 YCP,Q) 为 方程 Lux(P) 一 0 的 基本 解 . 


例如 利用 三 重 传 里 叶 变换 可 求 出 一 5 一 是 方程 


AV(P,® = HP—) 
的 解 ,因此 它 是 拉 普 拉 斯 方程 Ax=0 的 基本 解 . 
大 已 知 方程 Lu 一 0 的 基本 解 V(P,Q) , 则 方程 Lu 一 了 的 解 为 


uP) = jwrCP,Q7Q)aa， 
因此 方程 的 基本 解 起 到 了 构造 非 齐 次 方程 解 的 作用 . 
2 和 初 值 问题 的 基本 解 
(1) 一 维 热 传导 方程 的 初 值 问题 的 基本 解 


定 解 问题 
一 aiV (一 ce 所 工 < 十 oo 人 > 0)， 
| (9. 10-1) 
V(rz,0;8) = (rz—é 
的 解 VCz, 与 自称 为 一 维 热传导 方程 的 初 值 问题 ， 
: 一 2 rr 《一 0)， 
(" 和 2 (9. 10-2) 


ul(T10) = pT) (~ oor oo) 
的 基本 解 . 可 用 传 里 叶 变 换 法 求 出 基本 解 


| _【《 开 一 站 
Vir:t;é) = 六 ex rp )， 


则 初 值 问题 (9. 10-2) 的 解 


2 
uz = | Voto Od pO exp(— Se Jde. 


一 一 | 
24 vi 一。 da:t 
此 结果 与 (9. 9-4) 式 完全 一 致 . 但 用 健 里 叶 变 换 法 解 定 解 问题 49. 10-1) 比 解 (9, 10-2) 
容易 些 . 

(2) 三 维 波动 方程 的 初 值 问题 的 基本 和 解 

定 解 问题 


人 一 ar: AW (一 ce < Ty < oo0t > 0， C9. 10-3) 
W(ryzi0) = OW (zs yz0) 一 SCz 一 6 一 nz 一 虽 
的 解 称 为 三 维 波动 方程 的 初 值 问题 ， 
一 :A 《一 co 3 牵 十 oo 0)， 
人 a’ Au < 工 ， 8 it > Cg 10-4) 


uz yz0) = 0, wr yr 20) 一 fr yz) 
的 基本 解 . 用 三 重 传 里 叶 变 换 法 可 解 得 基本 解 
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Wr) = or a) = VO TD TD), 
于 是 初 值 问题 (9. 10-4) 的 解 


uriyad = | | | ys, dadedrat = | | We db 


ey 


(9, 10-5) 
其 中 
E= z+atsinfcosgn = yt atsindsing, 
上 = zatcosb ,ds = sinldldoe. 
例 1 用 求 基本 解 的 方法 求解 下 列 三 维 波 动 方程 的 初 值 问题 
un = a Au (一 co < 了 yz < 十 co > 0), 
ulTy Ys E30) = PTY 2) (一 co < 一 zz < 十 co)， (9. 10-6) 
W(X YZ 0) 一 WI, yz) 
令 zx 一 zz 把 定 解 问题 (9. 10-6) 分 解 成 下 面 两 个 问题 
ve = 4 Av, th = 人 oo， 
UT YL0) = DZ yr), (LD wT ys 0) = 0, (HD) 
Urry 0) = 0. wT YT 0) = pry YL). 


对 于 定 解 问题 (ID 可 利用 公式 (9. 10-5). 对 于 定 解 问题 (了 1) 可 先 求 出 它 的 基本 解 WW, 即 
解 定 解 问题 
(7 = a AW, 
W(xryyrz0) = x— Oy— DzO— ,Wr yz0) = 0. 


得 
Wn) = 2 (tr)) 
(= VDT Dr). 
于 是 定 解 向 题 (ID 的 解 


Urry yt) 一 EA | (8,n, bd ). 
因此 三 维 波动 方程 初 值 问题 (9. 10-6) 的 解 
uzsyrcd) = 2 (El oe mds)+ Et | em da. C9, 10-7) 


(9. 10-7) 称 为 三 维 波动 方程 初 值 问题 的 泊 松 公式 . 
对 于 二 维 波 动 方程 的 初 值 问 题 


* 387 。 


Ws 一 a Au (一 co < ry < 十 ce 0), 
ulx,y10) = DZ 3 (一 ce < ziy < 十 co). 
uu (Ty 0) = pry) 
的 解 可 利用 降 维 法 (由 高 维 问题 的 解 得 出 低 维 问题 的 解 ) ,由 (9. 10-?) 降 维 而 得 到 
1 /9 fr grt pcosp yt psing) 
ul ryt) = (2| Va cadpay 
a far 成 工 十 pcospyy 十 psing) 
+ |, Va 7 pipdg )- 
例 2 解 三 维 非 齐 次 波动 方程 的 初 值 问题 : 
Wa = a Au fx, yszt) (一 ce < yz 0,t > 0), 
ur yr 0) 一 PLT YT) 【一 Co < ziysz < 二 oo0), C9. 10-8) 


WT yO) 一 J (Ts YT) 
令 4 二 wv 十 w, 把 定 解 问题 分 解 成 下 面 两 个 问题 


Us = qa? Av, wa = a Aw fr yz t), 
v(x ys TO0) 一 p(T YT), (DD wr ys 0) 二 0， (ILD 
Th (x YZ 0) 一 pr y+ Te). Teh (zx, ys 0) 一 0, 


甘于 问题 (1]) 的 解 v(x yi 上) 可 由 C9, 10-7}) 得 出 . 关于 问题 (1D 的 解 wr yz tT 利 
用 齐 次 化 原理 (参看 9. 6. 3) 来 求 得 , 即 先 解 定 解 问题 
Us, = a AU (一 ce Ty > 


Utx, yr) 二 0 (— ce < TY 2 | oo). 
U, (Ty Tt) 一 天 9923 
利用 公式 (9. 10-95) ,只 要 将 t 换 以 t 一 Tt, 得 


Ut = EX | fztaal Dytoalt— detaalt— rd 
其 中 
a, = singcospyas = sinfsing, as 一 cos 
问题 (ID 的 解 
wr yzt) 一 | UC, ys zsD a 一 一 人 A 7 /sme 《9. 10-9) 
其 中 


一 工 十 ar 一 yta,rt = zar, 
7 一 VE— x) 二) 十 (一 2 . 
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表达 式 (9. 10-9) 右 端的 三 重 积分 称 为 推迟 势 . 

对 于 二 维 非 齐 次 波动 方程 的 初 值 问 题 可 作 类 似 的 处 理 . 对 于 三 维和 二 维 热 传导 
方程 的 初 值 问题 的 求解 ,完全 类 同 于 上 述 初 值 问 题 的 求法 . 

除 上 述 方 程 的 基本 解 和 初 值 问题 的 基本 解 外 ,还 有 其 他 类 型 的 基本 解 . 例如 三 维 
拉 普 拉 斯 方程 的 狄 利克 雷 问 题 的 格林 郑 数 


G(P,Q) = 一 一 g(P,Q) (参看 9.7.1) 


dnr pe 


为 该 边 值 问题 的 基本 解 , 它 满足 定 解 问题 
( (P,Q € 02), 
G | = 0. 


39.11 定 解 问题 的 适 定 性 


在 》9.6 至 9, 10 中 所 述 的 都 是 二 阶 线性 偏 微分 方程 的 各 种 解法 ,所 得 出 的 解 
都 是 形式 解 . 这 种 形式 上 推导 解 的 表达 式 的 过 程 称 为 分 析 过 程 , 而 验证 的 过 程 称 为 综 
合 过 程 , 在 理论 上 ,都 应 进一步 考查 定 解 问 题 的 适 定性 . 但 这 一 工作 一 般 是 较为 困难 
与 复杂 的 . 下 面 列 举 几 个 典型 的 定 解 问 题 , 分 别 叙述 它们 的 古典 解 的 适 定性 条 伯 . 


9. 11.1 一 维 波动 方程 的 定 解 问题 的 适 定 性 
1， 对 于 一 维 波动 方程 的 初 值 问题 


te 一 a Ur (一 ce <IT<+ ot > 0), 
fo. = 日 2 二 洛 过 0)， 
uz10) = pT wu (TO0) = Hx) (i 0), 


若 初 值 肾 数 gx)EC? ,yz)EC , 则 由 达 朗 贝尔 公式 所 确定 的 解 是 适 定 的 . 
2. 对 于 一 维 齐 次 波动 方程 的 混合 问题 


Us 一 a zz (0 rl 0), 
ut0,2) = 0, wlttst) =0 {1 > 0),， 《9. 11-1» 
让 之 0D) 一 PITY, W(x O00) 一 px) 《0 所、 工 所. 2)， 


有 
定理 1 知 函 数 pg(z)EC3AZz)EC2: ,并 且 
20) 一 gD = ¢ (0) = GD = 0) = f(D) = 0, 
则 定 解 问题 (9. 11-1) 的 解 是 存在 的 , 它 可 以 用 级 数 (9. 6-9) 给 出 ， 
当 gkx) 和 yx) 不 满足 上 述 定理 的 条 件 时 ,例如 它们 仅 是 连续 函数 ,从 物理 上 来 
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看 振动 依然 存在 , 亦 即 定 解 问题 这 时 也 应 当 有 “ 解 ”, 不 过 这 种 解 一 般 不 具有 C? 的 光 

注 性 ,已 不 是 古典 解 . 因此 ,有 必要 拓 广 解 的 概念 ,引进 所 谓 广义 解 . 粗略 地 讲 ,用 充分 

光滑 的 ( 即 满足 上 述 定 理 要 求 的 ) 初 值 函数 序列 来 坎 近 不 够 光滑 的 初 值 函数 ,前 者 所 

对 应 的 古典 解 序列 的 极限 ,定义 为 后 者 所 确定 的 定 解 问题 的 广义 解 . 这 仅 是 广义 解 中 

强 解 的 概念 ,还 有 关于 广义 解 中 弱 解 的 概念 ,就 不 在 此 儿 述 了 . 引入 广义 解 的 好 处 在 

于 放 涡 了 对 定 解 条 件 光 滑 性 的 要 求 , 从 而 使 定 解 问题 所 能 描述 的 物理 现象 更 为 广泛 . 
对 于 上 述 一 维 齐 次 波动 方程 ,引进 能 量 积分 


EW) 一 于 | (中 十 oa 
在 没有 外 力作 用 的 情况 下 ,以 及 边界 固定 或 自由 时 ,总 能 量 EC 守恒 , 即 


E(1) = E(O0). 
设 4(z, 由 为 满足 一 维 齐 次 波动 方程 和 齐 次 边界 条 件 的 任 一 函数 , 记 


ED = | erpdz， 


它 满足 能 量 不 等 式 
Eo) Ee FE (0) + EO (ee — 1). 
由 此 可 证 明 
定理 2 ”如 果 一 维 齐 次 波动 方程 的 混合 问题 (49. 11-1) 的 解 存在 , 则 它 一 定 是 唯 
一 的 和 平均 稳定 的 
这 里 所 谓 的 平均 稳定 性 是 指 在 均 方 模 意义 下 的 稳定 性 . 即 设 
{gp CT) hh CT tp) 加 人 Z) 
为 定 解 问题 (9. 11-1) 的 两 组 初 值 函数 ,它们 对 应 的 解 分 别 为 wa(z,2) ,we (zx, 引 . 则 对 
于 任意 固定 的 了 >0 和 任意 给 定 的 正 数 ,存在 人 >0, 使 当 
| oa — go 2p0.0 <6, | gi — 2 liz < 人 
| < 


时 ,有 
| L2 (GT) < E 
成 立 ,其 中 
Gr= ({(z 蚊 10 委 xz 委 40 委 1 雪人 夺 ， 
范 数 


Tr 2 
上 一 jen = | Ln —w lrdrdi, 
[pha 一/ | pp ?dz. 


» 390 ， 


9.11.2 调和 函数 的 极 值 原理 ” 狄 利 克 雷 问题 的 适 定 性 


定理 3( 调 和沙 数 的 极 值 原理 ) 若 梢 数 wu(z,y,z) 在 区 域 2 内 调和 ,在 QUS 上 
连续 , 且 不 恒 等 于 常数 , 则 它 在 0US 上 的 最 大 值 . 最 小 值 只 能 在 边界 $ 上 达到 ， 
利用 极 值 原理 ,可 以 证 明 狱 利克 雷 问题 的 解 是 唯一 的 . 
定理 4 人 设 晴 数 u 和 vo 在 2 内 调和 ,在 从 US 上 连续 ,如 果 在 边界 人 S 上 人 有志 v 
(或 |#| 委 人 , 则 在 如 内 也 必 有 vwv( 或 [| 所 )， 
由 此 可 推 得 犹 利克 雷 问题 对 边 值 是 一 致 稳定 的 . 即 设 ww ,wz 分 别 为 狄 利克 雷 问 
题 
AuP)=0 (PED, AutP)=0 (PE DN), 
u lan = i wlan = fe 
的 解 . 对 于 任意 给 定 的 正 数 s, 当 | 万 一 磊 玫 cao<e 时 有 省 于 一 中 下 cm 和 ss 成立 (其 
中 范 数 


型 ] 一 Hs? 上 ci 一 max | afP) 一 过 (PP) | ， 


PEN 
| 记 一 了 can; 的 意义 类 似 ). 
关于 解 的 存在 性 可 以 把 解 的 表达 式 代 入 原 方程 及 定 解 条 件 来 验证 ， 


9.11.3 一 维 热 传导 方程 趾 解 问题 的 话 定 性 
1， 对 于 一 维 热传导 方程 混合 问题 


Ul = qd’ rr (0 过 I 0), 
uO0st) = 0,u0 0)) =0 性 之 0)， 《9. 11-2) 
utit0) 一 plr) (中 之 工 芯 站， 
用 分 离 变量 法 可 得 形式 解 ， 
一 (aray2， 
nz) 一 PD Ae TY sin 到， (9. 11-3) 
n 二 1 
其 中 
和 A, = 三 | (en sin Side 《于 一 2) (9. 11-4) 
”jor 1 人 


定理 5 者 初 值 函 数 (ziECLOO, 且 2pO0) 王 oOD 一 0, 则 定 解 问题 (9. 11-2) 的 
解 是 存在 的 , 它 可 以 由 级 数 (9. 11-3) 所 确定 ， 
定理 6( 极 值 原 理 ) 设 函 数 xz，, 电 在 矩形 域 
已 :10 委 和 妥 1410 所 1 委 卫 ) 
土 连续 ,并 且 在 也 内 满足 热传导 方程 , 则 它 在 和 矩形 域 的 两 条 侧 边 (z 一 0 及 一 10 委 : 
委 刀 及 底 边 (二 0,0 委 z 委 六 所 组 成 的 开 边 界线 卫 上 取得 最 大 值 和 最 小 值 , 即 
:391 ， 


max | ulr,t) | 一 max | zzyi |. 
由 极 值 原理 即 可 得 出 热传导 方程 混合 问题 的 解 的 唯一 性 与 稳定 性 . 
2. 对 于 一 维 热 传导 方程 初 值 问 题 的 适 定 性 ,有 


定理 7 若 初 值 函 数 p(z)EC( 一 co, 十 co) 且 有 界 , 则 由 (9.9-4) 给 出 初 值 问题 
《9.9-1),(《9. 9-2) 的 有 界 解 . 

定理 8 初 值 问 题 (9. 9-1),(9.9-2) 在 有 界 函 数 类 中 的 解 是 唯一 的 ,而 且 连 续 依 
赖 于 所 给 定 的 初始 条 件 ， 


9. 11.4 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 定理 
给 定 含 有 六 个 未 知 函 数 ,2” 十 1 个 自 变量 的 偏 微分 方程 组 的 初 值 问题 ， 


ia ~— 上 人 二 as 下 i Hu 二 |] Ou “= 
Ep 1 | dn i 2 tH En 


{ko 十 此 十 机 十 此， 一 上 i + Ro < ts 一 1 2) # 《9. 11-5) 


[2 
Er 一 GryTm Tr) (k=0,1,2,.,7;— 1). 《9. 11-6) 


(9, 11-5) 的 特点 是 ,方程 组 中 未 知 沙 数 w(i 王 1,2,… ,NN) 的 最 高 阶 导 数 是 n. 阶 . 自 变 
此 :与 其 余 的 自 变 量 zz ，…zo 不 同 , 即 出 现在 方程 组 中 的 每 一 个 函数 ww, 其 最 高 


的 阶 导数 中 必须 含有 导数 与 皮 ,并 以 关于 这 些 导数 解 出 ,所 有 初 值 函 数 yf? (zx,， 


za) 在 (zz 0) 空 间 的 同一 区 域 召 于 给 定 . 这 些 晒 数 在 某 点 (7? ,42 ，…， 
芭 ) 的 导数 简 记 作 


( pr 
-一 一 全 ) _ 0 

站 (i :和 ii 是 
zl ‘der (a ,0) 0 ”1 | 


全 一 1 2 Nj;o 十 十 一 十 二 上 上 有志 0). 

定理 儿 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 定理 }) 车 函数 下 (i 二 1,2,… 入) 在 点 (2 ,Ti ,22， 

的 某 一 邻 域内 是 解析 的 ,而 且 所 有 的 是 数 gj 在 点 (2 ,222， 

…, 台 ) 的 一 个 邻 域内 也 是 解析 的 , 则 初 值 问题 (9. 11-5),(C9.11-6) 在 点 (fz ,2，…， 
妈 ) 的 某 一 邻 域 内 有 崔 一 的 解析 解 wi ya tv 


$ 9.12 ” 偏 微分 方程 的 差分 解法 


9. 12.1 偏 导 数 与 差 商 


已 知 一 元 函数 y 二 ytz) 在 点 工 的 导数 可 用 差 商 (参看 18. 2. 3) 来 近似 . 对 于 二 元 
孙 数 x= 二 ulz;,y) 的 偏 导 数 也 可 仿照 一 元 函数 的 情形 用 差 商 来 近似 代替 . 
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du aw ul( 式 十 Ax， y) — H(zs y) 或 他 2a UCT, y) A Ar, 2 《9， 12-1) 


dx AT 

了 

人 和 Ge Wurm Ary) — 2uCr,y)),. (9.12-2) 
~ 


~ 这 )? TR uz YT AY) TF Ty AY) — u(r y)). (9. 12-3) 


(9. 12_1D) 和 (9.1 12-2) 的 近似 式 的 右 端 分 别称 为 一 阶 差 商 和 二 阶 差 商 . 设 函 数 x 一 
u(x 是 充分 光 少 的 ,由 好 数 的 泰勒 公式 可 得 
uU(I AT YI — utryy) Berryy) 
ME AL1y — uFny) GUE | OCAz). 
Tra (uCz+ Axsy) + ult— Azyy) — 2u(ry)) = 5 4+ OC Az)’). 


CAY TA uz1 y+ Ay) + ursy— Ay) — 2ulxy)) = TS + OAy)’ ). 


因此 在 (9. 12-1),(9. 12-2),(9. 12-3) 中 用 差 商 来 代替 一 阶 与 二 阶 偏 导 数 ,其 相应 的 
截断 误差 (由 截 去 了 泰勒 展开 式 中 的 高 阶 项 而 引起 的 误差 ) 分 别 为 
OAz)OCCAz) 7 OCCAY)’). 


9.12.2 拉 普 拉 斯 方程 的 差分 解法 


考虑 狄 利 克 雷 问题 
| + -0 (zy) € DD, (9. 12-4) 
ulr= fzy) (T= 9D). (9, 12-5) 
1]. 差分 格式 的 建立 
用 平行 于 坐标 轴 的 两 族 等 中 直线 


TT 二 TT 二 人 ,yy 二 yy 二 人 (1 二 0; 土 1, 土 2,) 
来 构成 正方 形 网 格 ( 图 9.12-1), 网 格 线 的 交点 7 
《2 其 ) 称 为 节点 ,小 方 格 的 边 长 内 称 为 步 长 ; 如果 
两 个 节点 沿 zx 轴 方 向 (或 y 轴 方 向 }) 只 相差 一 个 步 
长 时 , 则 称 此 两 节点 是 相 邻 节点 . 若 一 节点 的 所 有 
四 个 相 邻 的 节点 都 属于 DUT, 则 称 此 节点 为 内 节 
点 . 奉 一 节点 的 四 个 相 邻 节点 至 少 有 一 个 不 属于 也 
UT 时 , 则 称 此 节点 为 边界 节点 . 边界 节点 之 间 用 
网 格 线 相 连 所 成 的 封闭 折线 记 作 《图 9.12-1 粗 
线 所 示 ). 攻 所 围 的 区 域 记 作 D; ,下 面 在 网 格 区 域 
DD UT 上 来 考 虚 狄 利克 霸 问 题 , 求 出 未 知 孙 数 zx 图 9. 12-1 


TLEEFLTTT. 
本 加 和 
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在 网 格 节点 上 的 近似 值 . 设 * 在 节点 (zy ) 上 的 函数 值 为 z，, 其 近似 值 记 为 U;,j;. 列 
出 ;所 应 满足 的 方程 ,步骤 如 下 : 
(1) 对 于 网 格 区 域 的 任 一 内 节点 (zi Yj)， 当 步 长 充分 小 时 ， 利用 二 阶 差 商 
(9. 12-2), (9. 12-3) 来 代替 二 阶 偏 导数 ,得 
Witl,j 一 0 十 wj 十 Hi 十 引产 1 一 OC:), 
略 去 O( 产 ) ,并 以 已 代替 zi 于 是 得 出 对 应 于 方程 (9. 12-4) 的 差分 方程 (以 U;,; 为 
林 知 量 的 代数 方程 ) 


Uj = Un +tUm FU 十 Dr (9. 12-6) 


(9. 12-6) 称 为 拉 普 拉 斯 方程 的 五 点 格式 ， 

(2) 对 于 网 格 区 域 的 边界 节点 (zx;,;y;) ED, 其 相应 的 差分 方程 可 由 边界 条 件 
(9.12-5) 给 出 ,方法 是 在 上 取 与 节点 (x;, yj) 最 邻近 的 点 (zr ,yy ), 以 边界 值 
frr yy ) 作 为 解 H 在 点 (zx ;Yi ) 的 近似 值 Li , 有 

U,,; 一 ftxr + ) (C9, 12-7) 
用 (9. 12-7) 代 替 边 界 条 件 的 截断 误差 为 OC(h). 

因此 ,对 于 网 格 区 域 DD UT 的 每 一 个 节点 ;可 列 出 一 个 形 为 (9.12-6) 或 
(9. 12-7) 的 方程 . 它们 构成 决定 狱 利克 雷 问题 的 解 在 节点 上 的 近似 值 的 差分 方程 . 这 
是 一 个 方程 个 数 和 未 知 数 个 数 相同 的 代数 方程 组 . 可 以 证 明 方 程 组 (9. 12-6), (9. 12- 
7) 有 唯一 和 解 , 此 解 即 是 定 解 问题 的 数值 解 . 这 种 
方法 称 为 偏 微分 方程 的 差分 法 . 对 于 解 此 线性 代 
数 方 程 组 可 采用 直接 法 (如 高 斯 消去 法 ,参看 
18. 8. 1). 但 在 实际 计算 时 , 步 长 往往 取得 很 
小 ,导致 差分 方程 是 一 个 高 阶 的 线性 代数 方程 
组 . 从 而 会 受到 电子 计算 机 的 存储 量 的 限制 而 产 
生 困 难 . 故常 采用 和 迭代 法 . 


2. 选 代 法 
(1) 同步 选 代 法 


图 9. 12-2 首先 任意 给 定 在 网 格 区 域内 节点 (Cz;,y) 上 
的 数值 {U0 ) 作为 解 的 零 次 近似 . 把 这 组 数 代 人 (9. 12-6) 的 右 端 ,得 到 


UD = UD, 十 Ufo 十 U + UD), 


将 UD 作为 解 的 一 次 近似 . 但 在 上 式 右 端的 四 个 值 中 若 涉 及 到 边界 节点 上 的 值 时 , 则 
用 (9. 12-7) 的 已 知 值 代入 . 这 样 逐 次 过 代 下 去 ,如 已 得 到 解 的 第 有 次 近似 {C 和 六 刚 


UD 一 地 (OD 入 ,十 Ui 十 U 久 ;十 U1) (9, 12-8) 
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于 是 得 到 了 一 个 近似 解 的 序列 {U2 ) (一 0,1,2，…). 可 以 证 明 , 不 论 振 次 近似 { 吕 2 ) 
如 和 何 选取 , 当 有 ce 时 ,此 序列 必 收 伍 于 差分 方程 的 解 .因此 对 于 预先 给 定 的 适当 小 
的 控制 数 s( 盖 0) ,总 能 找到 正 整 数 上 ,使 相 邻 两 次 选 代 解 1 和 (0 } 间 的 最 大 绝 


对 误差 maxjU 一 LU” | 或 算术 平均 误差 六 > DY 一 UMTD|( 其 中 六 为 Di UT 


上 网 格 节点 的 总 数 ) 小 于 e. 这 时 可 结束 迭代 ， 取 (DU 旨 } 为 Ui; 的 近似 值 . 一 般 说 来 , 同 
步 迭 代 的 收敛 速度 是 比较 慢 的 . 

(2) 异步 迭代 法 

异步 迭代 法 指 的 是 在 计算 第 十 1 次 近似 值 Us” 时 ,如 果 在 节点 (zi 3) 的 四 个 
相 邻 节点 中 有 些 节点 处 的 第 十 1 次 近似 值 已 经 求 得 ,就 用 这 些 第 & 十 1 次 近似 值 代 
蔡 (9. 12-8) 右 端 原 来 的 第 上 次 近似 值 . 因此 ,在 使 用 异步 迭代 法 时 , 必须 将 网 格 区 域 
的 节点 按 一 定 的 顺序 进行 排列 . 通常 取 自 然 数 硕 序 排列 , 即 在 每 一 找 排 (图 9, 12-3) 
上 从 左 到 右 依次 进行 述 代 . 这 时 ,在 求 节点 (Cz; ,yj) 的 第 十 1 次 近似 解 US' "时 ,其 周 
围 四 个 相 邻 节点 中 ,节点 Cx;-1 5) 和 (zi ,yy-1) 处 的 十 1 次 近似 值 已 经 求 得 ,因此 异 
步 迁 代 的 相应 公式 为 


Un = UR, + US + UNY 十 US )， (9. 12-9) 


同样 ,等 式 (9. 12-9) 右 端 若 涉及 到 边界 节点 上 的 值 时 ,也 用 (9. 12-7)? 的 已 知 值 代 人 ， 
异步 迭代 法 的 收敛 速度 比 同步 选 代 法 快 . 由 于 在 (9. 12-9) 右 端 有 一 半 是 用 了 选 代 所 
得 的 新 值 . 

(3) 超 松 弛 迭代 法 

迭代 式 取 为 


本 = (UR, + US 十 US +USY), 


0 的 = 二 一 DU 外， 
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或 写成 

DL 作 一 星人 向 ,十 LU 十 U8 扩 十 D8) 十 (1 一 o0 凡 ， 
其 中 心 是 常数 , 且 满 足 1<w<2, 称 为 超 松弛 因子 , 当 w=1 时 , 即 为 异步 迭代 法 . 选取 
适当 的 wm, 可 以 大 大 地 加 快 迷 代 的 收 狭 速度. 例如 对 于 矩形 求解 区 域 (a 委 z 委 六 c 委 2? 
Sd) ,名 取 步 长 将 La,6j 作 mx 等 分 ,[c,dj 作 等 分 (m,n 为 正 整 数 ), 可 以 证 明 , 最 佳 


超 松弛 因子 的 伪 为 
2 


0 二 = 
cos 二 十 ecos 工 
1 十 | 一 | 一 一 一 


上 面 仅 用 了 正方 形 网 格 ,但 有 了 时 为 了 使 更 接近 于 边界 曲线 卫 ,也 可 以 用 和 抢 形 
网 格 ,平行 四 边 形 网 格 .正六 边 形 网 格 . 即使 采用 正方 形 网 格 , 若 用 不 同 的 近似 式 来 代 
转 Ax, 就 会 得 出 不 同形 式 的 差分 方程 . 


9. 12.3 热传导 方程 的 差分 解法 
以 一 维 热传导 方程 的 混合 问题 


du _ :ou _ 

a 3 t0< TS0< < TI) (9, 12-10) 
u(r 0) = p(x) (0 之 工 之 1)， (9, 12-11) 
uD 二 wl,i) =0 (Oi 1) (9, 12-12) 


为 例 ,叙述 一 种 显 式 差分 格式 , 用 两 族 平行 直线 : 
r=z=iAr (i=0,1,2,,N,NAz = 1), 
t= = jAt (j=0,1,2,…, [去 |) 
构成 矩形 网 格 ( 图 9. 12-4), 在 网 格 区 域 的 内 节点 
Co) (= 12 N11 =1,2,.… ,| 直上 -1) 


用 差 商 来 近似 代替 偏 导数 学 ， 2 ,可 得 出 方程 (9. 12-10) 所 对 应 的 差分 方程 
U;; = AtUan@i 十 DLP 十 二 一 2 Pi， (9. 12-13) 
鞭 中 和 一 好 es ;Uj; 表 示 解 w(xt, 引 在 节点 (zist;) 的 近似 值 . (9. 1]2-13) 表 示 第 7 横 


排 上 任 一 内 节点 上 CU 的 值 仅 依赖 于 第 7 了 一 1 横 排 上 相 邻 三 个 节点 上 的 值 ( 见 图 
9. 12-4). 在 网 格 区 域 的 边界 节点 


| . 了 
{1:10), C02 (i -一 1 2 一 1 一 0,1,2,…,[ 光 |) 
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9. 12-4 


的 Ui.o1U,; 值 由 (9. 12-11) 和 (9. 12-12) 给 出 ; 


Uio = yr) (i=1,2,",N—1), (9. 12-14) 
Ui,, 一 0， Uy.; =0(j=0,1,2,…,[ 去 |) (9., 12-15) 


由 (9, 12-3) 可 由, 在 内 节点 上 的 U,j 值 可 按 z 增加 的 方向 逐 排 求 出 . 首先 利用 初始 条 
件 和 边界 条 件 可 求 出 第 0 排 F Uo (t=0,1,2,"…,N) 的 值 ;利用 (9. 12-13) 可 求 出 第 
一 排 上 DC 一 1 2 人 一 1) 的 值 ; 然 后 利用 边界 条 件 Do, = 二 Uw = 二 0 及 (9.12-13) 
求 出 第 二 排 上 DieG 一 1 2 一 1) 的 值 , 如 此 逐 排 进行 下 去 ,可 以 求 出 所 有 内 节点 
上 Uj 的 值 . (9. 12-13),(9, 12-14),(9. 12-15) 形 式 的 格式 称 为 显 式 差 分 格式 . 其 特点 
是 第 nn 排 节 点 上 的 数值 可 直接 由 第 nn 一 1 排 节点 上 的 数值 得 到 . 
可 以 证 明 , 若 混合 问题 (9. 12-10) 一 (9. 12-12) 的 解 x(xz, 引 在 区 域 
DOLzrE10LtED 
du du 


中 存在 ,连续 , 且 具 有 连续 的 偏 导数 全 兰 , 了 党 , 则 当 


2_ -1 
4 一 2 tA 2 


时 ,差分 方程 (9. 12-13) 一 (9. 12-15) 的 解 局 收 伍 于 原 混 合 问 题 的 解 && 


9. 12.4 波动 方程 的 差分 解法 
以 一 维 波动 方程 的 混合 问题 
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du 2? du 


(OZIT1l0LtLT), (9.12-16) 


-六 
ul0,t)} = ull,i) =0 (0 达 t 夺 了) (9. 12-18) 


为 例 , 类 同 热 传导 方程 的 作法 ,用 两 族 平行 于 坐标 轴 的 直线 构成 算 形 网 格 . 在 网 格 的 
内 市 点 


Cxi18) (i = 1,2,,N—1,j = 1,2,…,| 沁 | 1 ) 


At 
上 有 对 应 于 方程 (9. 12-6) 的 差分 方 往 z 
Ui = NU; Un,) + 2 Oo— AU,,; — Ui ‘9, 12-19)» 


其 中 4=a 妃 . (9.12-17),(9.12-18) 各 自 化 为 在 边界 节点 上 的 初始 条 件 和 边界 条 
件 
Un 一 P(Xi)s 局 一 pT) TT pTi) A (1 = 1,2,.…;NC—1), 
(9. 12-20) 


Lo 一 Uy, 二 0 (j 一 0,1,2,…,[ 起)， 日。 12-21) 


(9. 12-19),(9. 12-20),《9, 12-21) 构 成 混合 问题 的 差分 格式 . 在 (9.12-19) 看 出 ,由 
UoU,jsUimiysUis-! 可 确定 出 Uijn. 于 是 ,首先 将 由 初始 条 件 和 边界 条 件 所 得 出 
的 Uo Uzo se Umno0; Uo Us “Dy, 代 人 (9. 12-19) 即 可 得 到 局 it 一 12 
N 一 1). 然 后 用 已 知 的 

LU (i= 1,2,",NCOo1) 
和 边界 条 件 Uo,z 二 Un,s 二 0, 再 代入 (9, 12-19) 就 可 得 出 

Ua 二 12 一] 

这 样 迎 次 进行 , 便 可 得 出 所 有 内 节点 处 Ui,; 的 值 , 可 以 证 明 , 当 


A=a re < 1 
时 (通常 称 为 C. F. L. 条 件 ) 差 分 方程 (9, 12-19) 一 (9. 12-21) 的 解 U,; 必 收 人 证 于 混合 


问题 (9. 12-16) 一 (9. 12-18) 的 解 , 而 当 
和 A 二 a 区 1 


时 ,不 论 步 长 Az;At 取得 如 何 小 ,Ui,; 不 收 钱 于 原 混合 问题 的 解 . 
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10. 微分 几何 
§10.1 平面 曲线 


10. 1.1 平面 曲线 的 方程 切线 与 法 线 


在 微分 几何 学 中 ,常用 参数 方程 表示 曲线 . 在 平面 上 取 直 和 角 坐标 系 Oxy, 则 平面 

曲线 C 的 参数 方程 为 
工 二 TID) y= yt) (0D. 
令 r 一 十 Wj (其 中 i,j 分 别 是 z 轴 、y 轴 上 沿 正方 向 的 单位 向 量 ), 则 C 的 参数 方程 的 
向 量 形式 为 
r=r(t) (a 

如 果 z(2),y(z) 都 是 连续 可 微 函 数 , 则 称 C 为 光滑 曲线 ， 如果 C 可 分 为 有 限 段 ,每 和 
都 是 光滑 的 , 则 称 C 为 分 段 光滑 曲线 .如 果 z (4)，y (za) 不 同时 等 于 零 ,好 
ro) 尖 0, 则 称 C 上 对 应 于 参数 16 的 点 为 正则 点 ,否则 称 为 奇 点 .每 个 点 都 是 正则 点 
的 曲线 , 称 为 正则 曲线 ， 一 般 假 定 =(),y( 芒 具有 所 需要 的 充分 的 光 溃 性 , 即 讨论 中 
所 涉及 的 各 阶 导数 都 连续 ,并 假定 所 讨论 的 都 是 正则 曲线 . 

曲线 C 在 参数 为 to 的 点 的 切 向 量 为 Cio) (以 下 以 上 方 加 点 表示 对 参数 :的 导 
数 , 例 如 ;二 旗 ,二 全 等 ), 切 线 方程 为 


TX— Ix(to) y— y(to) 
tlto) y(to) 
r= rh) 二 i (一 ee 所 1 + o0). 


tto) (zo— rtto)) TF yto ty ~ y(t0)) =0 


rlto) » (r—r(to)) = 0, 
C 从 参数 为 a 到 参数 为 的 一 段 的 长 度 为 
:=| VD Toa | Ii 1a. 
常 取 弧 长 作为 参数 , 称 为 自然 参数 此 时 曲线 方程 的 形式 为 


工 二 X(9) ,yy 二 y(9) ,或 Tr 二 FCs) 二 5 委 兄 )， 
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并 有 1r (5 一 1. 于 是 (就 是 曲线 C 在 弧 长 参数 为 的 点 处 指向 * 增加 方向 的 单 
位 切 向 量 . 

对 于 用 极 方程 (参看 4 4. 5)p 二 pg) 表示 的 曲线 , 设 点 卫 处 的 切线 与 O,P 连 线 构 
成 的 角 为 z( 见 图 10. 1-1), 则 


tana — p/ ep 


从 gn 到 这 一 段 的 弧 长 为 (假定 po 过) 
:一 VOT py dy 
9 


图 10. 1-1 图 10. 1-2 


在 直角 坐标 系 Oxy 中 , 设 曲 线 C 上 点 P 处 的 切线 和 法 线 与 x 辅 的 交点 分 别 为 了 
和 以 , 则 |PTI,|1PNI| 分 别称 为 切 距 ,法 距 . 设 过 点 P 垂直 于 zz 轴 的 直线 与 x 轴 的 交 
点 为 Q@; 则 |QT| ,1QN| 分 别称 为 次 切 距 、 次 法 距 ( 见 图 10. 1-2). 点 PCz,y) 处 的 切 
中 法 距 , 次 切中 ,次 法 趾 顺 次 等 于 


5 3 
> NI+( 经 ) ， [WIIT( 空 ) >( 空 
例 1 有 不 变 切 距 a 的 曲线 的 方程 为 
工 二 a (ln tan 全 十 cosg) 十 C， 3 一 asinp; 


其 中 g 是 切线 与 x 轴 的 夹 角 .此 曲线 称 为 所 物 线 (图 10. 1-3)， 蝶 物 线 绕 z 轴 旋 转 所 
得 的 曲面 , 称 为 荔 球 面 . 
例 2 设 曲 线 C 与 从 极点 引出 的 射线 相交 成 定 角 e( 图 10. 1-4), 则 CC 的 极 方程 


y( 颁 |. 


为 
(ct) 


DT poe 
此 曲线 称 为 对 数 螺 线 ， 
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图 10. 1-3 


10. 1.2 平面 曲线 的 曲率 


定义 1 设 P 是 曲线 C 上 的 点 ,在 C 上 取 邻 近 点 P 的 点 Q. 设 点 了 ,QQ@ 处 切线 与 
工 轴 的 夹 角 分 别 为 ,8 十 Ap,PQ 段 的 长 度 为 As 
(图 10, 1-5), 则 

rd | 多 

称 为 曲线 忆 在 点 己 的 曲率 ， 当 0 时 ,R= 二 1/& 
称 为 C 在 点 呈 的 曲率 半径 . 当 上 =0 时 ,规定 
R=o0., 

定理 1 设 忆 的 参数 方程 为 工 = xz()， 
y 三 y( 旭 , 则 参数 为 1 的 点 P 处 的 曲率 

,| 一 图 10. 1-5 
{4 十 总 3 

设 C 由 方程 r 二 r(s) 给 出 , 令 (一 Fr 是 上 (一 r (9 方向 的 单位 向 量 , 则 “是 
C 上 点 P 处 指 网 曲线 凹 的 方向 的 单位 法 向 量 . 

定理 2 + 与 n 由 下 列 会 式 联系 起 来 ， 

(=ihn,n =— kt. 

这 称 为 平面 曲线 的 弗 需 内 公式 ， 由 此 得 &=|r“(s)|. 

定义 2 从 点 了 出 发 引 指向 为 & 的 射线 ,在 此 射线 上 取 点 Q, 使 | PQ| = 六 (图 
10. 1- 的 . 以久 为 中 心 、. 以 民 为 半径 的 图 , 称 为 曲线 C 在 点 己 处 的 典 率 辆 ;点 Q@ 称 为 
曲率 中 心 ， 

定理 3 在 曲线 C 上 取 邻 近 于 点 P 的 点 P',P, 作 过 点 P,P',P 的 圆 , 则 当 P”， 
P 沿 曲线 C 趋 于 点 PP 时 ,上 面 所 作 的 圆 的 极限 位 置 就 是 忆 在 点 P 处 的 曲率 圆 . 《 因 

。401 。 


此 ,曲率 圆 又 称 密切 圆 , ) 
定理 4 以 (X,Y) 表 示 曲 率 中 心 的 坐标 , 则 
2 5 2 。 
X 一 二》 二 工区 了 一 ?十 二 二 区 
定理 5 曲线 上 每 个 点 处 曲率 都 等 于 零 的 必要 充 
分 条 件 是 它 为 直线 . 
定理 6 曲线 上 每 个 点 处 曲率 都 等 于 一 个 正 帝 数 
的 必要 充分 条 件 是 它 为 贺 弧 . 
定理 7( 平 面 曲线 的 基本 定理 ) ”在 闭 区 间 [s :sj 
图 10. 1-6 上 给 定 连续 函数 (3), 则 除了 位 置 不 同 外 ,存在 唯一 
的 平面 曲线 ,以 * 为 跌 长 ,以 Rs) 为 曲率 , 
定义 3 上 二 k(s) 称 为 平面 曲线 的 自然 方程 . 


例 3 是 备 线 y=a ch 三 的 自然 方程 为 
RKe 十 史 ) 一 a 
例 4 摆 线 的 目 然 方程 为 
R: 十 $ 一 - a ， 


其 中 R 二 ,a 为 生成 摆 线 的 圆 的 半径 . 


定义 4 给 定 平面 曲线 C,C 上 每 点 的 曲率 中 心 形成 的 轨迹 C , 称 为 C 的 渐 届 线 ， 
而 忆 称 为 C 的 渐 伸 线 . C 的 渐 伸 线 不 止 一 条 . 沿 C 的 每 个 点 的 法 线 的 同 侧 取 相 同 距 
离 所 得 的 曲线 (这 些 曲线 称 为 C 的 等 距 线 ) ,都 是 CC 的 渐 伸 线 . 

定理 8 渐 伸 线 C 上 任何 点 的 法 线 与 C 相 切 . C 上 两 点 曲率 半径 的 改变 量 等 于 
C 上 相应 的 两 点 之 间 的 弧 长 . 

由 此 易于 得 到 崭 伸 线 的 作法 : 沿 C 置 一 不 能 伸缩 
的 细 线 , 固定 一 端 , 拉 紧 细 线 并 伸展 另 一 端 (如 图 5 
10. 1-7 所 示 ) , 即 得 的 一 条 浙 件 线 > 

例 $ 摆 线 的 渐 伸 线 是 与 给 定 的 摆 线 全 等 的 鬼 
线 . 

例 6 圆 尼 十 =a? 的 渐 伸 线 是 

工 一 alcost tsint), 


y = atsint — 1cost). 


10.1.3 平面 曲线 族 的 包 络 线 
定义 5 给 定 曲 线 族 CG :FltryysX) 一 0 其中， 为 


图 10. 1-7 
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参数 (这 样 的 曲线 族 称 为 单 参数 暴 线 族 ), 如 果 曲 线 C 满足 
下 述 条 件 , 则 称 C 为 所 给 曲线 族 的 包 络 线 :C 上 每 个 点 
P(z,y) 属 于 族 中 某 一 曲线 C, 且 C 与 C 在 点 P 处 相 切 ( 见 
10. 1-8). 


定义 6 满足 方程 组 
F(xyy Ah) = 0,F (zyA) = 0 P Ca 
的 点 (zx;y) 组 成 的 集 , 称 为 给 定 的 曲线 族 的 判别 曲线 或 判别 
式 ， 
aF aF ._— 

定理 9 如 果 在 判别 曲线 的 所 有 点 处 绽 ， 2 不 同时 为 
零 , 则 它 就 是 曲线 族 C 的 包 络 线 图 10. 18 

dF ,9F 


元 与 57 都 等于 夫 的 点 是 奇 点 , 需 另 外 讨论 . 
例 7 立方 抛物 线 族 y= 二 (zx 一 4); 的 包 络 线 是 工 轴 ( 图 10. 1-9). 


7 


/ 
gr 


10, 1-9 10, 1-10 


例 8 对 于 曲线 族 2(x 一 和 ;一 3Cy 一 和 := 二 0, 判 别 曲 线 为 y=z,y 二 zx 一 三 ， 其 中 
第 一 条 曲线 上 的 点 都 是 奇 点 ,第 二 条 曲线 则 是 包 络 线 ( 图 10. 1-10). 
10. 1,4 平面 曲线 的 整体 性 质 


上 面 氢 述 的 内 容 , 涉 及 的 都 是 曲线 在 一 点 邻近 的 性 态 , 因 而 都 是 局 部 性 质 ， 与 此 
相对 ,研究 整 段 曲线 所 得 到 的 性 态 , 就 是 曲线 的 整体 性 质 . 
定义 7 给 定 平面 曲线 上 C:r 一 ra 委 攻 外 ,如果 ra 一 r(o 则 称 己 为 闭 曲 线 ; 
如 困 a 委 白雪 问安 上 时 六 5) 天 ra), 则 称 习 为 简单 曲线 ;简单 而 又 闭 的 曲线 , 称 为 简单 
闭 曲 线 ( 又 称 若 尔 当 赐 线 )， 
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对 于 平面 曲线 C, 常 选取 其 单位 法 向 量 使 {i,n} 与 z,y 轴 定 向 相同 ,这 时 弗 雷 
内 公式 中 的 上 就 有 正 负 号 , 记 作 , 称 为 相对 曲率 . 


取 弧 长 参数 s, 设 闭 曲 线 C 的 方程 为 r 一 r(9)(0<s<L), 则 天 二 | co 称 为 C 


的 相对 全 曲率 ， 以 8(5) 表 示 切 向 量 1(3) 与 x 轴 的 夹 角 (0 才 6<2x) ,关于 就 有 下 面 的 
定理 : 
定理 10 存在 [0,L1 上 的 连续 可 微 阔 数 9(s) ,使 得 8(s) 一 8(s) 是 27 的 整数 倍 ， 
此 时 有 
L 
K = | 4 — | ca. 


这 一 定理 的 意义 是 可 在 C 上 取 到 连续 转动 的 角 b. 
定义 8 上 5 在 单位 图 周 上 环绕 原点 转动 的 圈 数 世 称 为 平面 财 曲 线 C 的 旋转 指 
标 . 
定理 11 


1 1 1 
1= 元 (6CL) 一 %0)) 一 二 | gd = 二 | kd, 


定理 12 简单 闭 曲 线 的 旋转 指标 等 于 十 1 或 一 1. 
定义 9 如果 曲线 C 在 其 每 一 点 切线 的 同一 侧 , 则 称 C 为 让 曲线 (图 10. 1-11)， 
如 果 简 单 闭 曲 线 C 上 &, 处 处 不 变 号 且 不 等 于 等 , 则 称 C 为 卵 形 线 . 


凹 曲 线 非 凸 曲线 
10. 1-11 


定理 13 平面 简单 闭 曲 线 为 凸 曲 线 的 必要 充分 条 件 是 六 (5 处 处 非 负 或 处 处 非 


定义 10 曲线 上 使 二 (3) 一 0 的 点 , 称 为 顶点 . 
定理 14( 四 项 点 定理 ) 卵 形 线 至 少 有 四 个 顶点 
定理 1$( 等 周 不 等 式 ) 设 忆 是 平面 简单 闭 曲线 ,上 是 C 的 长 度 ,A 是 C 所 围 区 
域 的 面积 , 则 
天 一 4r4 之 0 
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等 号 当 且 仅 当 CC 为 圆周 时 成 立 . 

本 定理 表明 ,在 周 长 相 等 的 平面 简单 闭 曲 线 中 ,以 圆周 所 围 的 面积 为 最 大 . 

给 定 平面 曲线 C, 对 平面 上 任 一 直线 4, 以 nC 四) 表示! 与 C 交点 的 个 数 ， 如 果 用 ! 
的 法 方程 xcos0 十 ysin9 二 pp, 则 可 用 了 柜 中 的 点 (8, pp) 表示 4, 从 而 可 把 nC 站) 记 为 
n(g,p). 

定理 16( 柯 西 - 克 罗 夫 顿 公 式 ) 设 与 C 相交 的 直线 ! 所 对 应 的 (0, 加 在 天 中 形 
成 的 区 域 为 D, 则 


I C0, pyadgdp = 2L. 


这 一 公式 可 用 于 近似 计算 曲线 的 长 度 ， 取 一 族 平行 线 , 设 其 间距 为 r. 依次 把 它 
们 旋转 x/4,x/2,3x/4, 得 另外 三 族 平行 线 . 连 间 原来 的 ,共有 四 族 平行 线 , 设 C 与 这 
四 族 平行 线 的 交点 总 数 为 4 , 则 


] 1 1 
L > F270, Pp)AGAD Sy 4 一 Em. 


10.2 空间 曲线 


10.2.1 空间 曲线 的 切 向 量 、 主 法 向 量 与 副 法 向 量 曲率 与 挠 率 


空间 曲线 的 参数 方程 为 
T= Xx y= yz= 2 r=r i (Cath). 
其 中 r= 二 直 十 六 十 zk yi,j ,kk 分 曾 是 沿 z,y;,z 轴 正 方向 的 单位 辣 量 . 关于 正则 点 、 奇 
点 、 正 则 曲线 的 定义 ,与 平面 曲线 情形 相同 ， 从 参数 为 a 到 参数 为 上 这 一 段 弧 长 为 


:=| VU FD Td -| | Ia. 


如 果 以 弧 长 作为 参数 , 则 本” (3?) 是 C 在 参数 为 * 的 点 处 指向 * 增加 方向 的 单位 切 
向 量 . 

定义 1 (3) 与 tits 十 As) 之 间 的 夹 角 与 As 之 比 的 绝对 值 当 As 趋 于 零 时 的 极限 
k(s)( 即 [rr “Cs) |), 称 为 忆 在 参数 为 ; 的 点 的 曲率 、1/k(s) 称 为 曲率 半径 . 

定义 2 设 r (3) 关 0, 则 rr “(G9) 二 (3) 方向 上 的 单位 向 量 n(3), 称 为 C 在 参数 为 s 
的 点 王 处 的 主 法 向 量 . 5G) 二 tC3) Xn(5) 称 为 点 P 卫 处 的 副 法 向 量 . 通过 点 P, 由 t(s) 
与 p(s) ,nCs) 与 b(s) ,bls) 与 1(3) 构 成 的 平面 ,分 别称 为 C 在 点 P 处 的 密切 平面 法 平 
面 、 从 切 平面 ( 见 图 10, 2-1), 通过 点 PP; 以 ts) ,nls) ;bls) 为 方向 向 量 的 直线 ,分 别称 
为 己 在 点 P 处 的 切线 , 主 法 线 , 副 法 线 . 向 量 rCs) 十 Cs)nCs) 的 端点 , 称 为 C 对 应 于 
点 PP 的 曲率 中 心 ,kC9)nl3) 称 为 C 在 点 P 外 的 曲率 向 量 . 

定理 1 在 C 上 取 邻 近 点 P 的 点 P,P , 作 过 点 P,P , 户 的 平面 , 则 当 P',P 宁 
C 赵 于 点 王 时 ,上 述 平面 的 极限 位 置 就 是 C 在 点 已 处 的 密切 平面 , 
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图 10. 2-1 


定理 2 Bb (s) 平 行 于 RCs). 


定义 3 设 r (3) 关 0, 则 由 弛 (9) 二 一 Cs)n(s) 确 定 的 zl35) , 称 为 曲线 C 在 点 P 处 
的 挠 率 , r(s) 二 一 (5s)，n《s)，|r(s) | 也 可 这 样 确定 ;在 C 上 取 邻 近 点 P 的 点 


P (5 十 As) ,以 A6 表 示 BG) 与 及 ss 十 As) 之 间 的 夹 角 ( 即 点 P,P' 处 密切 平面 之 间 的 
角 ) ,出 


| tC3) |= lim 
A 


因 
| 


定理 3 曲线 CC 为 平面 曲线 的 必要 充分 条 件 是 C 上 每 点 的 挠 率 都 等 于 零 . 
定理 4 取 弧 长 参数 ,有 
— Cr or {Cr MF jj J) 
大 天 
其 中 (Cr rm) 表示 括号 中 三 个 向 量 的 混合 积 , 
对 于 一 般 的 参数 上 有 
kf) 二 Irxr| _ ((yz — yz)? + (zz ze) 十 (zy — zy) ) 
Irl: (x? 二 + 2 


rt) — A 
[rxrl (yy + err) Try Ly) 
例 1 对 于 圆柱 螺 线 (图 10. 2-2) 


rls) = (acoOSws asinews rhews), 


有 


， AD = au2，r(Gs) = hw’, 
(a ss 都 是 常数 . ) 
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例 2 如 果 曲 线 C 上 每 点 的 切 向 量 与 某 个 固定 方向 相交 
于 定 角 , 则 称 C 为 一 般 曙 线 或 定 倾 曲线 曲率 不 等 于 零 的 曲 人 《 。 、) 
线 为 一 般 虹 线 的 必要 充分 条 件 是 z(s) /RC5) 等 于 常数 . 


10.2.2 弗 雷 内 公式 曲线 在 一 点 邻近 的 性 态 


定义 4 在 曲线 CC 上 每 个 点 P 处 ,把 点 PP 连同 该 点 处 的 
互相 牌 直 的 单位 丫 量 1,n,8 组 成 一 个 标 架 , 称 为 C 在 点 处 


的 弗 雷 内 标 架 . 
关于 曲线 上 充分 接近 的 点 的 弗 雷 内 标 架 之 间 的 关系 ,由 BD 
下 述 曲 线 论 基本 公式 给 出 ， 
定理 5( 弗 需 内 公式 ) 图 10. 2-2 
{(s) = kls)nts), 
| =— k(s)tts) 十 rts)b(s)， 
b's) = — rt(s) nCs). 


这 个 公式 表明 , 当 点 卫 沿 曲线 C 行进 时 , 弗 雷 内 标 架 以 角速度 向 量 
OK) = rls) tts) RCs} bs) 

转动 . 第 一 项 是 绕 切 线 的 转动 ,r(s) >0 表示 从 nCs) 转 向 BC3) ,rls) < 之 0 则 相反 ;| rcs) | 
是 密切 平面 的 转速 . 第 二 项 是 绕 副 法 线 的 转动 ,方向 是 从 江 3) 到 n(s) ,转速 为 (3). 

例 3 如 果 曲 线 上 各 点 的 密切 平面 都 互相 平行 , 则 所 给 曲线 是 平面 曲线 . 

例 4 如 果 曲 线 上 各 点 的 法 平面 都 通过 一 个 定点 , 则 所 给 曲线 位 于 球面 上 . 

利用 弗 雷 内 公式 ,可 以 得 到 曲线 在 一 点 邻近 的 性 态 , 即 布 遍 公 式 . 

定理 6( 布 凯 公 式 ) 在 曲线 C 上 点 Pu 处 ,到 Po 的 弧 长 参数 为 ;二 0, 设 C 在 坐标 
系 tPo;t(0) ,mC0) 80 中 的 方程 为 z 一 zy 一 只，z 一 2z05) ， 则 


zx(s) = 一 二 C&CO))?s + o(s:), 


y(s) = KCO)s: CO) 十 ofs)， 


z(s) 一 二 4CO)r(O) 十 ofs)， 


上 述 公式 也 称 为 C 在 点 Po 邻 域内 的 局 部 规范 形式 . 
由 布 遍 公式 得 到 C 在 点 Po 的 邻 域内 的 近似 曲线 (假定 (0) 关 0,r(0) 了 0) 为 


TL5) = ss, ys) = CO)s ， 之 (5) 一 二 COTCO)S. 


近似 曲线 在 密切 平面 .法 平面 与 从 切 平面 上 的 投影 如 图 10, 2-3 所 示 ( 假 定 r(0)>0). 
由 此 易于 得 到 定理 1]; 还 能 看 出 当 s 充分 小 时 ,曲线 落 在 从 切 平面 指向 天 的 一 便 ; 
也 能 得 到 挠 率 符 号 的 几何 意义 :规定 卢 所 指 方向 为 密切 平面 正 侧 , 当 充分 小 时 ,如 
果 zt0) 守 0, 则 曲线 沿 * 增加 方向 穿 过 密切 平面 指向 正 侧 ,如 果 r(0)<0, 则 相反 . 
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图 10. 2-3 


10.2.3 空间 曲线 论 的 基本 定理 


定理 7 曲线 的 弧 长 .曲率 与 找 率 在 运动 下 都 是 不 变 的 . 

定理 8 设 在 Ls ,s; ] 上 给 定 连续 可 微 晴 数 gp(3) 汪 0 与 U5) , 则 存在 以 ;为 弧 长 参 
数 的 正则 曲线 r 一 r(3)(a 委 5 魏 ? ) ,使 得 它 的 曲率 (5) 二 gl3) , 挠 率 rts) 二 gts)， 如 果 
给 定 一 个 初始 标 架 {Po ;4 mm ,如其 中 心 ,m ,各 是 互 祖 正 交 的 右 旋 单位 向 量 组 ), 则 
存在 唯一 的 曲线 忆 , 使 得 CC 的 曲率 &(5) 二 p(s), 指 率 rls) 二 p(s), 且 在 s==0 处 的 弗 雷 
内 标 架 为 {Po ;to ,ro ,bo). 

由 此 可 得 ,如 果 两 曲线 在 弧 长 参数 相同 的 点 具有 相同 的 曲率 和 挠 率 , 则 可 通过 一 
个 运动 使 这 两 条 曲线 重合 . 这 样 的 两 条 曲线 称 为 合同 的 . 

例 5 曲率 与 乒 率 都 等 于 常数 的 曲线 是 圆柱 螺 线 . 

例 6 给 定 曲线 C, 如 果 存 在 不 同 于 C 且 与 C 具有 公共 主 法 线 的 曲线 , 则 称 (C 为 
贝 特 朗 曲 线 . 一 曲线 为 贝 特 朗 曲线 的 必要 充分 条 件 是 ak(s) 十 br(s) 二 1, 其 中 a,4 为 
常数 , 且 a 天 0. 

定理 7 和 8 表明 , 除 空间 位 置 外 ,R(s)r(s) 唯 一 地 确定 一 条 空间 曲线 . 

定义 5 大 一 “上 3) rr 一 rz) 称 为 空间 曲线 的 自然 方程 ， 
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$ 10.3 曲面 的 参数 表示 


10. 3.1 曲面 的 参数 表示 


设 在 空间 中 建立 了 直角 坐标 系 Oryz，z(uy0) ,ytusv) ,zluso) 是 定义 宇 Cusv) 平 
面 的 区 域 D 上 的 蚂 数 ,具有 连续 的 各 个 一 阶 偏 导 数 , 则 当 (w,w)ED 时 点 (x(usv)， 
ymM40) ,z(u,v)) 构 成 的 集 5S, 就 是 空间 中 的 一 个 光滑 曲面 . z 一 (zz 一 Ya)， 
z 二 z(u,v) (Cu,v) ED) 称 为 S 的 参数 表示 或 参数 方程 ; (u,v) 称 为 5S 的 曲线 坐标 或 参 
数 . 由 有 限 片 光 请 曲面 组 成 的 曲面 , 称 为 分 片 光 滑 曲 面 . 

曲面 的 参数 方程 的 向 量 形式 是 

了 一 rau) = ru i yu DF zhu Dh, 
其 中 ,j,k 分 别 是 工 轴 sy 轴 证 轴 上 沿 正 方 何 的 单位 问 量 . 

一 般 假定 (am yu,zkuau 具 有 所 需要 的 充分 的 光滑 性 , 即 讨 论 中 所 涉 太 
的 各 阶 偏 导数 都 连续 ，$ 上 固定 v= 二 w (或 2 一 加 ) 所 得 到 的 曲线 , 称 为 二 坐标 曲线 (或 
v 坐标 曲线 ) ,简称 曲线 (或 ov 曲线 ). & 曲线 族 与 w 曲线 族 构成 S 上 的 一 个 参数 曲 
线 网 (图 10. 3-1). 


10. 3-1 


在 SE 上 给 定点 Poliw sw), 则 过 点 Po 的 曲线 在 Po 处 的 切 向 量 是 
Sr (um0 1m) = ro (uo rt), 
过 点 Po 的 "曲线 在 Po 处 的 切 向 量 是 
A A 


如 果 《iw ;Ww) 与 fCu6 ,ww) 不 平行 , 则 称 Po 为 S 的 正则 点 ,否则 称 为 奇 点 ， 如 果 5S 
上 每 个 点 都 是 正则 点 , 则 称 S 为 正则 曲面 . 以 后 恒 设 所 涉及 的 曲面 都 是 正则 上 曲面. 
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10.3.2 曲面 的 切 平 面 与 法 向 量 


定理 1 曲面 S 土 所 有 过 点 Pe。 的 曲线 的 切 向 量 位 于 过 Po 的 一 个 平面 上 ， 
rzoym)yrzy wm) 构成 此 平面 的 一 个 标 架 . 

定义 1 定理 1 中 的 平面 , 称 为 $ 在 点 Po 的 切 平面 . 切 平面 中 的 向 量 , 称 为 S 在 
点 Po 的 切 向 量 . 点 Po 处 切 平面 的 法 向 量 , 称 为 S$ 在 点 Po 的 法 向 量 ,点 Ps 处 切 平面 
的 法 线 , 称 为 S 在 点 Po 的 法 线 ， 土 r, Xr, 都 可 取 作 S 在 点 Plu; 臣 处 的 法 向 量 . 取 
rf Xr 为 法 回 量 时 ,认为 取 S 的 正 向 ,反之 为 负 疝 , hn 二 rz Xr/|rm Xr,| 是 S 的 单位 法 
和 问 量 . 

关于 曲面 的 切 平面 与 法 线 的 方程 ,参看 6. 3. 2. 

定理 2 如 果 S 用 另 一 族 参 数 (友人 表示 , 则 


日 (2 人] 


rr XP 一 (Fr Xr,) FD) 


其 中 3 如 台 是 雅 可 比 行列 式 , 且 30 嫩 如 过 0， 因 此 在 参数 变换 下 ,曲面 的 切 平面 与 法 
向 量 是 不 变 的 

10. 3.3 种 用 的 曲面 

1. 二 次 曲面 (参看 和 7.1 一 4. 7.4)， 


2， 柱 面 (参看 4.7. 5). 


设 柱 面 的 准 线 为 C:r= 一 a(0) 或 二 一 pt 一 内 DZz 一 区 (av 安 凡 ,母线 方向 
为 [二 (4 ,4 ,43), 则 柱 面 方程 为 
"二 a(w) 十 vi 或 区 二 p(w) 十 hvyy = pT lov,z = tt iav 
(ae 委 & 委 有 一 co 所 吕 所 十 ce) 
下 一 和 (XU |a (uw) XI 


3， 锥 面 ( 参 看 4. 7. 6). 


设 锥 面 的 准 线 为 C:r 二 [ww) 或 xX 二 p(y 二 WW) ,2z 二 Ln) Ca 夺 u 信 用 ,顶点 为 
Plal yazya) 则 锥 面 方程 为 ( 记 a= (ai ,az ,a3)) 
r 二 4 十 v1(w) 或 X= 十 vp yy 二 a2 十 vl 2 二 a3 十 wi(u) 
(ou v0). 
一 般 取 【zz) 为 单位 向 量 , 此 时 
n= XI | Tu) XI) 1. 


4. 切线 面 


给 定 空间 曲线 Cyr 二 a() 或 f=g(w),y 二 (ww) ,zx 二 Ku) au 人 及 ,由 C 上 各 点 
"4]0 ， 


的 切线 构成 的 曲面 , 称 为 切线 面 (图 10. 3-2) ;C 称 为 切线 面 的 人 痊 线 . 切线 面 的 方程 为 
r= a(wu) 十 va’ (wu) 
或 z 一 0 十 pp (0) y= HD 0) z=) tv (wu) 
ta 委 1 雪 月 一 o 所 了 二 十 co). 


二 a (u) Xa (u) 
| a uw) Xa Cx) |' 


图 10. 3-2 10. 3-3 


9， 旋转 面 


一 平面 曲线 绕 该 平面 中 一 个 轴 旋 转 一 周 所 得 的 曲面 , 称 为 旋转 面 , 设 平面 曲线 C 
位 于 zz 平面 上 ,方程 为 Xz 二 ql),z 二 KD) (a 夺 v 和 四, 则 它 绕 z 轴 旋 转 所 得 的 旋转 面 
方程 为 

T= pcosus y= ph) snus z= yw) 
(0 扫 1< 280 VU) 
旋转 面 上 的 zx 曲线 称 为 纬 线 ,v 曲线 称 为 经 线 ( 图 10. 3-3). 
_ ( jCv) cosu | fCv) sinu | 
Vg Wt DY Veg GN 0) 
— (Vv) ) 
Vp Wt Co 
6. 螺旋 面 


如 果 5 中 的 曲线 C 绕 z 轴 旋 转角 zz 时 还 沿 = 轴 上 逢 bw, 则 得 到 螺旋 面 ,其 方程 为 
. 411 ， 


T= peosu, y= pl sinu, z= H+ 
(0 和 2ra 0 
特别 当 ww 一 yl 如 二 0 时 ,得 到 正 螺 面 (图 10. 3-4) 方 程 
二 veosus y 一 Sin z= bu; 
当 ql) 二 vg( 臣 二 mw 时 ,得 到 斜 蝶 面 (图 10. 3-5) 方 程 


T= vosu, y= vsInd, 2 = bu mov. 


图 10. 3-4 图 10. 3-5 


7， 正 辟 锥 曲面 


设 动 直 线 绕 与 其 垂直 的 轴 旋 转 , 同时 此 直线 又 按 一 定 规律 运动 , 则 这 些 直 线 构成 
的 曲面 称 为 正 劈 锥 曲面 ， 取 Oz 轴 为 旋转 中 心 轴 , 则 正 劈 锥 曲面 方程 为 


工 一 vcosu, y= vsinu, z = glu). 


3 特别 当 p(w) 二 bu 时 ,就 得 到 正 螺 面 . 
$a 8. 单 参数 曲面 族 的 外 络 面 


给 定 曲 面 族 SS:Firiy ze A =—0, 其 中 A 
是 参数 (这 样 的 曲面 族 称 为 单 参数 曲面 族 )， 
9F/9z19F/9y,8F/9z 不 同时 为 零 . 如 果 曲 面 
S$ 满足 下 述 条 件 , 则 称 S 为 所 给 曲面 族 的 包 
图 10. 3-6 络 面 :S 上 每 个 点 P 属于 族 中 某 一 曲面 $,, 且 
*。 412 。 


S 与 Si 在 点 己 的 法 线 相 同 ; 对 族 中 每 个 曲面 S ,在 S 上 存在 点 也 ,使 S 与 S 在 点 已 
处 法 线 相 同 ( 图 10. 3-6). 包 络 面 的 方程 为 
人 = 0， 


aF 
Ze) = 0. 


例如 ,球面 族 民 十 十 (z 一 4) 一 1 二 0 的 包 络 面 是 正 圆柱 面 
天 十 六 一 


3 10.4 ”曲面 的 第 一 、 第 二 基本 型 


10.4.1 第 一 基本 型 


定义 1 给 定 曲 面 S:r==r(wyv) 与 9S 上 的 曲线 C;w 二 w(t) ;v= 二 wf),C 上 的 点 
Ptw;) 到 邻近 的 上 Q(tu 十 dwn， wv 十 4v) 的 曝 离 的 主 部 的 平方 
dss: = dr* dr = (rdut rdv) : (rdu + rdv) 
= pp Td 2r, * Fdudy tr,* rdv’, 
称 为 S 在 点 P 的 第 一 基本 型 或 第 一 基本 形式 . 第 一 基本 型 也 记 作 了 令 
FEF=rn=r, nF=rrG=rR=p, rr, 
则 
l= ds’ = Fdu’ + 2Fdudv + Gdv’. 
,FG 称 为 第 一 基本 型 的 系数 . 
定理 1 曲线 C 从 :一 a ee 


du do 
) +3F 则 sp +G( 名 


定理 2 设 G:u=w (DD) ,1v 二 w(t) ey S 上 过 点 Ptwu,v) 的 两 条 曲 
线 , 则 Gi ,Cz 在 点 卫 的 切 向 量 的 交角 ( 它 也 定义 为 C1 ,Ci 在 点 已 的 交角 )8 由 


w= [2 党 学 + 学 区 + 党 滞 )+c 合 环 ]/ 
[ee i oo (a 站 
x (E( 欧 ) +2r 敬 琶 +c( 滞 ) 门 ”] 
确定 . 特别 当 G ,Ca 分 别 是 zx 曲线 与 w 曲线 时 ,有 


因此 曲面 上 曲线 与 v 曲线 正 交 ( 即 相交 成 直角 ) 的 必要 充分 条 件 为 上 一 
。 413 。 


定理 3 曲面 S$S 上 对 应 (u,v) 平 面 区 域 DD 的 子 域 2 的 部 分 的 面积 为 
A=|| VE -Faar. 
如 


这 三 条 定理 表明 ,曲面 的 第 一 基本 型 决定 了 曲面 上 曲线 的 长 度 ,曲线 之 间 的 交角 
以 及 曲面 各 部 分 的 面积 ,能 仅 用 第 一 基本 型 的 系数 表示 的 几何 量 称 为 内 蕴 量 ， 曲 面 
土 曲线 的 长 度 、 曲 线 之 间 的 交角 以 及 曲面 各 部 分 的 面积 是 内 蕴 量 . 由 内 蕴 量 决定 的 
几何 性 质 , 称 为 内 葡 性 质 . 讨论 内 蕴 量 和 内 蕴 性 质 的 几何 学 理论 , 称 为 曲面 的 内 歼 几 
何 学 . 第 一 基本 型 决定 了 曲面 的 内 蕴 几 何 学 . 

定理 4 在 曲面 上 必 能 取 到 正 交 的 参数 曲线 网 . 

下 面 是 常用 曲面 的 第 一 基本 型 


1. 对 于 zy 平面 ， 
da = dx? + dy’. 
2， 对 于 柱 面 ， 
ds: =| a (Cw) ?dui 2a CG) « ludv + dv’, 
3， 对 于 锥 面 ， 
ds* = | Ou) ?du + adv’. 
4. 对 于 切线 面 ， 


ds = (| a (Ww | :+2va CG a + | a (Ca | dv 
十 2( a Cw |: + va (0) + a Cw) dudv | a (nu) ec) 
5、 对 于 旋转 面 ， 
ds* = (g(W) du + Cg CD) + CY (WY) dy’. 
6. 对 于 螺旋 面 ， 
ds? = ((g(0)) hd +2 Waudvt (Cg (DY: + Cp (WW) adv, 
7. 对 于 正 臂 锥 面 ， 
ds? = ((y (0))? + du + du’. 


10. 4.2 等 距 对 应 ” 共 形 对 应 


定义 2 给 定 曲 面 S:r 二 ru) (uD)ED) 与 $5:r 二 F(2,D)((2,D)ED) ,如果 存 
在 口 到 D 上 的 一 一 映射 让, 立 一 交 (x ,75 一 二 (zw) 使 得 对 应 点 处 的 第 一 基本 型 相 
等 , 即 

ds = UD ,DUD od yy) Tu, ) 
= dr(usv) » dr(urv) — ds’, 

则 称 了 为 S 到 S 上 的 一 个 等 距 对 应 ， 存 在 等 距 对 应 的 两 曲面 称 为 等 距 的 ,也 常 称 为 
可 以 互相 贴 合 的 . 

例 1 由 悬 链 线 

* 441 和 4 。 


工 一 ach 一 ， yy 一 0z 一 人 太一 ce 所 了 < 十 co) 
绕 z 轴 旋 转 所 得 的 悬 链 面 


S,x=achecosu, y=ach—sinu xz 一 局 
a a 
(ORuU2n O00U 人 oo) 
与 正 螺 面 
S:z 一 zcoszy 一 Vsiniyz = of (0 LEZ 0 所 二 < 十 co) 
是 等 中 的 ， 因 为 
ds? = eh? (adu? + dv'), ds$ = (YF + a) di? + dv’, 

所 以 可 取 


作为 一 个 等 距 对 应 ， 

定义 3 给 定 曲 面 S;r 二 r(uyw)(u,W)ED) 与 5:.r 二 Fi 芒 (( 让 , 丰 ED) ,如果 存 
在 中 到 D 上 的 一 一 映射 了 : 立 ==&(usv) ,DT 二 5(us ,使 得 对 应 点 处 的 第 一 基本 型 成 比 
例 , 即 存在 不 等 于 零 的 函数 plu, 马 ,使 得 

ds* = p: (u,v) ds’, 

则 称 f 为 S 到 S 上 的 一 个 共 形 对 应 .存在 共 形 对 应 的 两 曲面 称 为 共 形 的 . 

定理 5 设 f 是 S 到 5 上 的 共 形 对 应 ,C;,C: 是 S 上 通过 点 已 的 两 条 曲线 ,Ci ， 
Cz ,PP 的 象 分 别 为 C1,C: ;,P, 则 CC ,Ci 在 点 记 处 所 成 的 角 等 于 Ci ,Cs 在 点 了 处 所 成 
的 角 . 反之 ,如 果品 到 DD 的 一 一 映射 了 对 S 上 任何 点 己 与 通过 点 P 的 任何 曲线 Ci， 
Cz 都 具有 上 述 保 持 角度 不 变 的 性 质 , 则 fF 是 S$ 到 S$ 的 共 形 对 应 . 

基于 这 一 乍 理 , 共 形 对 应 又 称 保 角 对 应 , 

定理 6 任何 曲面 在 局 部 范围 内 都 是 与 平面 共 形 的 ,因而 任何 两 曲面 在 局 部 范 
围 内 都 是 共 形 的 . 

例 2 对 于 单位 球面 S;,x==cosvcosu; y 二 cosvsinu,z 二 sinv(w 曲线 与 曲线 分 别 


是 纬度 与 经 度 ,0 委 x<<2r， 一 人 <r<C) ， 


tan( 也 十 亚 ) 


是 $S 到 zy 平面 上 的 一 个 共 形 对 应 。 绘 制 黑 卡 托 地 图 用 的 就 是 这 一 共 形 对 应 ,地 球 上 
的 子午 线 对 应 于 y 轴 的 平行 线 ,纬度 圈 对 应 于 工 轴 的 平行 线 ( 图 10. 4-1). 
由 前 述 定 理 , 对 任何 曲面 $, 局 部 地 都 存在 参数 表示 r= 二 rlu,v) ,使 得 第 一 基本 型 


F 7 一 ty 一 jn 


为 
ads” = op (uo du dv’). 
* 415 。 


图 10. 4-1 


定义 4 曲面 上 使 得 第 一 基本 型 4 一 (yw (dw 十 dr? ) 的 参数 (uo), 称 为 所 
给 曲面 的 等 温 参 数 ， 

定义 5 如 果 定 义 3 中 的 pw 七 恒 等 于 常数 , 则 了 称 为 相似 对 应 . 存在 相似 对 应 
的 两 曲面 称 为 相似 的 . 


10. 4.3 第 二 基本 型 


给 定 曲 面 S.r=r(uy, vy) ; 设 Plu, 是 局 上 的 点 ; Qtut du, vv 十 do) 是 站 上 邻近 于 
点 了 的 点 , 则 点 Q@ 到 点 P 处 的 切 平 面 Tp 的 有 


n 向 距离 为 (参看 图 10. 4-2) 
8 一 殉 n 一 地 (ra * nldu)? 十 
fk 2PF dudvo tr, RCdv)) + *, 
56>0 表示 点 忽 在 了 Tip 的 朝 癌 nn 的 一 侧 ;,5< 过 0 出 
表示 在 男 一 侧 , 
定义 6 28 的 主 部 , 即 
图 10. 4-2 IH= mr * rd? + 2 + ndudvu + r,, * ndv’ 


一 dr: n=— dr dn. 
称 为 S$ 在 点 P 处 的 第 二 基本 型 或 第 二 基本 形式 . 令 


L=r no Mr oh 
N= r, :n=—r,* HH,, 
则 
I = Livw’ + 2Maudv + Ndv’. 
L,M,N 称 为 第 二 基本 型 的 系数 ， 在 计算 这 些 系数 时 ,也 可 用 下 列表 示 式 ; 


(Fu sr y Fo ) 《rs yyFvyrv) Cr, ros Fo ) 
= 村 畦 证 UH MM 一 wy ， 一 - 区 和 有 和 ED _ 
下 XXX 
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例 3 对 于 旋转 面 ( 3 10. 3. 3,5)， 
= oy Cad 
Vg CO HY WY 
十 《9 (DY WD—p WY (Wdv’). 
例 4 对 于 正 旨 面 (3 10. 3. 3,6) 


T= bdudy 


wh 

10. 4.4 这 潘 标 形 ” 共 轿 方向 ” 渐 近 方向 

在 S 上 点 P 钼 取 标 架 {r,,r,,n}( 它 一 般 不 是 正 交 的 , 称 为 高 斯 标 架 ) ,以 (5; 力 记 
垂直 于 = 的 平面 上 的 坐标 ， 于 是 二 次 曲线 LE 十 2Mtwn 十 Ny 二 ele 关 0) 就 是 平行 于 点 
PP 处 切 平面 的 平面 与 S 的 截 痕 的 近似 曲 组 . 

定义 7 二 次 曲线 

Ltuy we 十 2MOu sw nt Nw OD 一 上 《E 天 0) 

称 为 曲面 $S 在 点 Puyv) 处 的 迪 潘 标 形 ， 如 果 巡 潘 标 形 是 双 曲 线 (或 栅 圆 )》, 则 点 己 称 


为 双 曲 点 (或 椭圆 点 ). 曲面 上司 非 双 曲 点 又 非 棍 圆 点 的 点 , 称 为 抛物 点 . 曲面 在 这 三 
种 点 邻近 的 形状 如 图 10. 4-3 所 示 ( 图 10. 4-3(c 中 假定 工 , AM,N 不 全 为 零 ). 


二 
7 


(a) 椭圆 点 


(0) 抛物 点 


10. 4-3 


定义 8 设 ge 一 (al az) ,b= {hn 已 ) 是 S 上 点 P 处 的 两 个 切 回 基 , 如 果 
ab Mab TF ad) i Nasbs = 0, 
。 417 ， 


则 称 a,b 是 互相 共 罗 的 切 向 量 . 

如 果 a 与 本 身 互 相 共 印 , 则 称 a 为 渐 近 方向 ， 如 果 S 上 的 曲线 

C:u = u(t}, v= v(t) 
的 每 个 点 处 的 切 向 量 都 是 渐 近 方向 , 则 称 C 为 渐 近 曲线 . 渐 近 曲线 的 参数 表示 满足 
小 分 方程 
Lau’ + 2Mdudy + Nadav = 0. 

如 果 5S 的 w 曲线 与 则 线 在 交点 处 的 切 向 量 都 是 互相 共 配 的 , 则 称 它们 给 出 了 
s 的 共 罗 曲 线 网 . 如 果 参 数 曲 线 都 是 浙 近 曲线 , 则 称 它们 给 出 了 S 的 渐 近 曲线 网 . 

定理 7 曲面 土 的 参数 曲线 网 是 共 斩 曲 线 网 的 必要 死 分 条 件 是 M=0， 

定理 8 曲面 上 的 参数 曲线 网 是 渐 近 曲线 网 的 必要 充分 条 件 是 

LO0,N = 0, 


$ 10.5 曲面 上 的 曲率 
10, 5.1 法 曲率 


给 定 曲 面 5S:f= 二 rw; 与 S$S 上 的 点 Pay 人 , 设 Cu 二 wu(s) ,vu 二 vw(s) 是 S$S 上 过 点 P 
的 曲线 ,其 中 是 弧 长 参数 , 关于 C 在 点 己 处 的 曲率 ,有 十 面 的 基本 公式 . 
定理 1 设 0 是 C 在 点 P 处 的 主 法 向 量 m 与 S 在 
。 ”点 了 处 的 法 向 量 n 的 交角 ,是 CC 在 点 P 处 的 曲率 (图 
10, 5-1), 则 


kco8 一 上 ( 朗 ) +2M 空 虹 圭 N( 朗 ) 


os ds 
Lau’ -+- 2NMdudy 十 Re _ 区 
n Fau’: + 2Fdudv 十 人 1 


由 这 一 公式 可 知 ,给 定 C 在 点 P 处 的 切线 与 密切 
平面 , 它 在 点 了 处 的 曲率 就 元 全 确定 . 
通过 5S 在 点 了 处 的 法 线 的 平面 与 S 的 交 线 , 称 为 
5 在 点 了 处 的 一 条 法 截 线 ， 给 定 du : dv, 就 在 点 了 处 给 是 了 一 个 切 向 乔 , 此 时 沿 这 


-方向 的 法 截 线 在 点 忆 处 的 曲率 4 一 人 


定义 1 设 在 点 了 处 给 定 du : dv, 则 


sp 二 Ldu’ + 2Mdudy + Nadvw’ 
" I Edadu’: + 2Fdudv 十 Gu 


称 为 5 在 点 己 处 沿 给 定 方 何 的 法 昌 率 , 必 n 称 为 法 曲率 向 量 . 引进 法 曲率 后 ,定理 1 
的 结论 可 写 为 kcos8 二 &,。 由 此 得 到 
定理 2( 默 尼 耶 ) 设 S 上 的 曲线 C 在 点 P 的 切 方 向 不 是 渐 近 方向 , 则 上 对 应 于 
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图 10. 5-1 


点 了 的 曲率 中 心 @ 是 沿 这 一 方向 的 法 截 
线 卫 的 曲率 中 心 久 在 王 的 密切 平面 上 的 
投影 (参看 图 10. 5-2)， 

定义 2 划 面 上 满足 工 : M: N= 
EF: 下 :GG 的 点 ; 称 为 脐 点 ; 脐 点 中 满足 
L 一 M==N=0 的 点 , 称 为 平 点 ,否则 称 为 
贺 点 . 

定理 3 一 曲面 为 平面 (或 其 部 分 ) 
的 必要 充分 条 件 是 它 的 点 都 是 平 点 ;一 
曲面 为 球面 (或 其 部 分 ) 的 必要 充分 条 件 
是 它 的 点 都 是 圆 点 . 


10.5.2 主 曲 率 


定义 3 曲面 S$ 在 点 P 处 的 法 曲率 的 最 大 值 和 最 小 值 , 称 为 S 在 点 P 好 的 主 曲 
率 . 对 应 于 一 个 主 曲 率 的 方向 , 称 为 S$ 在 点 己 处 的 一 个 生 方向 ， 当 主 曲率 不 等 于 老 
时 ,其 倒数 称 为 主 曲率 半径 . 在 脐 点 处 ,任何 方向 都 是 主 方向 ， 

定理 4 曲面 在 其 非 脐 点 处 有 两 个 不 相等 的 主 曲率 ,一 个 是 法 曲率 的 最 大 值 ,一 
个 是 最 小 值 ,对 应 她 有 两 个 不 同 的 主 方向 ,这 两 个 主 方向 互相 正 交 ， 

设 5S 在 点 PP 处 的 主 曲率 为 上 ,Ck 半 ), 则 ,ks 是 方程 

/ Fa—L RR—M 
FM 以 一 | 


的 解 . 相应 的 主 方向 由 方程 
Ed 十 Fadm aa 十 Cdm 
Lau -Nav Mo 十 NAav 


确定 . . 

定义 4 设 C 是 曲面 $ 上 的 曲线 ,如 果 C 上 每 一 点 的 切线 沿 S 在 该 点 的 主 方向 ， 
则 称 C 为 S$ 上 的 一 条 曲率 线 . 

例 1 平面 或 球面 上 每 条 曲线 都 是 曲率 线 ， 

例 2 旋转 曲面 上 的 经 线 和 纬 线 是 曲率 线 . 

定理 5 在 不 含 脐 点 的 曲面 上 ,参数 曲线 为 曲率 线 的 必要 充分 条 件 是 

F=M=0. 

定理 6 对 于 不 含 脐 点 的 曲面 ,能 选择 参数 表示 使 得 参数 曲线 网 是 曲率 线 网 , 

下 面 的 轧 潘 定理 有 助 于 求 出 茶 些 曲面 的 曲率 线 ， 

定理 7( 巡 淆 ) 设 有 三 个 单 参 数 曲 面 族 ,其 中 每 两 个 不 同族 的 曲面 互相 正 交 (这 
时 称 这 三 族 曲面 构成 一 个 三 重 正 交 上 曲面 系 ), 则 每 两 个 不 同族 的 曲面 的 交 线 是 这 两 个 
曲面 上 的 曲率 线 . 
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例 3( 共 焦 二 次 曲面 ) 设 a 半 六 之 , 则 方 
程 
a + + l 
当 一 oo<A<e 时 是 一 族 桶 球面 , 当 c<A< 扬 时 
是 一 族 单 叶 双 曲面 , 当 六 之 A 之 a? 时 是 一 族 双 叶 
双 曲 面 (图 10. 5-3) ,它们 构成 一 个 三 重 正 交 曲 
面 系 ,因而 每 两 个 族 中 的 曲面 的 交 线 是 这 两 个 曲 
面 上 的 曲率 线 . 
10. 5-3 定理 8( 欧 拉 公 式 ) 设 在 曲面 S 的 点 已 处 
给 定 的 一 个 方向 与 对 应 有 的 主 方向 的 交 衣 为 9， 


则 对 应 所 给 方向 的 法 曲率 
天 ， 一 kl cos20 十 2 sin? 0 


10. 5.3 中 曲率 全 曲率 
定义 5 设 曲 面 S 在 点 P 处 的 主 曲 率 为 &,&;, 则 
H = 六 全 十 ko) 与 K = kk 


分 别称 为 所 给 曲面 在 点 PP 处 的 中 曲率 (也 称 平 均 曲 率 ) 与 全 曲率 {也 称 高 斯 曲率 ). 
_ EN—2FM+GL ,,_ LN—M: 
定理 9 HH 30EG-F') 'K™ EG-p 
在 计算 主 曲率 时 ,也 可 先 由 定理 9 求 出 石 ,K ,然后 求 方程 凡 一 2HA 十 KK=0 的 两 
个 根 , 这 两 个 根 就 是 两 个 主 曲 率 . 
例 4 和 直角 坐标 系 Oryz 中 方程 为 z 一 f(z,y) 的 曲面 的 中 曲率 与 全 曲率 为 


十 应 半 总 5 


K = ssi. 
(1+fe+f)’ 


例 5 对 于 旋转 曲面 x 二 p(w)cosuyy 二 gp(v)sinu;z 二 v， 


Ht 


H= En 
2(1++ow 2 32 2o(1 十 pg 2 ] V2 
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7 二 0723 
定理 10 曲面 上 的 点 为 糖 圆 点 . 双 曲 点 .抛物 点 的 必要 充分 条 件 分 别 是 在 该 点 
K>0,K<0,K=0. 
定理 11 曲面 上 每 个 点 处 全 曲率 为 零 的 必要 充分 条 件 是 该 曲面 为 柱 面 、 锥 面 或 
切线 面 . 
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K =— 


定理 12( 高 斯 绝妙 定理 ) ”一 个 曲面 的 全 曲率 由 其 第 一 基本 型 完全 确定 . 换 
之 ,全 曲率 在 等 距 对 应 下 不 变 , 即 它 是 曲面 的 内 蕴 量 . 事实 上 ， 


1 ”了 1 了 
> Cau 十 上 7 Fw 2 E: F, 六 了 上， 


了 


K= oy F,— G6. E F 
计 G， F G 
0 坟 E, 雯 G6 
-3E E F 
li6, F 6G 
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定理 13 设 $ ,Ss 是 全 曲率 恒 等 于 常数 的 曲面 ,如 果 它 们 的 全 曲率 相等 , 则 5 
与 9: 是 等 目的 . 


例 6 擅 球 面 ( 8 10. 1, 例 1) 的 全 曲率 恒 等 于 常数 一 证 ， 


定义 6 中 曲率 处 处 等 于 零 的 曲面 , 称 为 极 小 曲面 . 这 一 名 称 来 源 于 下 述 事实 : 
给 定 一 条 闭 曲 线 , 则 蒙 在 这 一 闭 曲线 上 的 所 有 曲面 中 ,一 般 说 应 有 一 个 曲面 具有 最 小 
的 面积 ,而 这 一 曲面 的 中 曲率 恒 等 于 等 . 确定 以 空间 中 给 定 的 闭 曲 线 为 边界 的 极 小 
曲面 的 问题 , 称 为 普 近 托 问 题 . 

定理 14 设 曲面 S 的 方程 为 r= 二 r (wyv) (u,v) ED), 令 曲面 SC 为 : 
rr 一 FO) 十 二 (uy vyHCus 0) ;其 中 (u,v) 是 定义 在 D 上 的 充分 光滑 的 妇 数 ， 
一 SI<3 又 令 A(0 是 SC) 的 面积 , 则 S 为 极 小 曲面 的 必要 充分 条 件 是 A'(0)=0. 

例 7 除 平 面 外 ,旋转 曲面 中 的 极 小 曲面 只 能 是 悬 链 面 . 


$ 10.6 曲面 的 球面 表示 ”第 三 基本 型 


10. 6.1 曲面 的 球面 表示 


定义 1 给 定 碍 面 S:r=r(wu,v), 对 S 上 每 个 点 了 ,在 单位 球面 上 取 点 P ,满足 
OP 二 np (np 是 S 在 点 P 的 单位 法 向 量 ), 则 使 得 点 PP 对 应 到 点 了’ 的 映射 , 称 为 高 斯 
映射 或 球面 表示 . S 在 高 斯 喘 射 下 的 象 , 称 为 它 的 球面 象 . 

例 1 平面 的 球面 象 是 一 个 点 . 

例 2 柱 面 . 锥 面 或 切线 面 的 球面 象 是 一 条 曲线 . 

定理 1 如 果 S 上 没有 抛物 点 , 则 S 与 其 球面 象 是 一 一 对 应 的 . 

利用 球面 象 ,可 对 曲面 的 全 曲率 作 如 下 的 几何 解释 . 

定理 2 设 P 是 曲面 S$S:r 二 rwywW(uy 臣 ED) 上 的 点 ; 它 对 应 于 参数 (4 ,如 是 

， dd21 ， 


六 的 含有 点 (wz 的 子 域 ,A(O) 与 AGO) 分 别 是 S 上 对 应 于 吕 的 曲面 块 SC0) 与 SC0) 
的 球面 象 的 面积 , 则 
im AD) 
Pt ACD) 
定理 3 曲面 上 的 主 方向 平行 于 它 的 球面 象 ; 浙 近 方向 垂直 于 它 的 球面 象 ;两 个 
共 斩 方向 中 每 一 个 与 另 一 个 的 球面 象 垂直 . 


10, 6.2 第 三 基本 型 


定义 2 dn 的 长 度 平 方 即 如 .器 , 称 为 曲面 的 第 三 基本 型 或 第 三 基本 形式 , 记 
作 IIL 令 


= 一 K (uy Uv). 


eB f= 
则 
I = elu’ + 2 fdudv + pdv’. 
定理 4 曲面 的 三 个 基本 型 之 间 存 在 着 关系 式 
I — 2HII+ KI = 0, 
殿中 ,HH,K 分 别 是 曲面 的 中 曲率 与 全 曲率 . 
定理 5 高 斯 映射 是 共 形 对 应 的 必要 充分 条 件 为 所 给 曲面 是 球面 或 极 小 曲面 


3 10.7 直 纹 曲面 ”可 展 曲 面 


10. 7.1 直 纹 曲面 与 可 展 曲 面 的 构造 


直观 地 说 ,一 族 连 续 变动 的 直线 生成 的 曲面 ,就 是 直 纹 曲面 ,其 严格 定 多 如下， 

定义 1 给 定 曲 线 荆 :r= 二 alw) (ew 志 且 ,在 全 上 的 每 个 点 给 定 一 单位 向 量 1(w)， 
过 丁 的 每 个 点 作 方 向 向 量 为 1(w) 的 直线 ,这 族 直 线 构成 的 曲面 称 为 直 绞 曲面 . 古称 
为 直 纹 曲面 的 导线 , 上述 直 线 族 中 的 直线 都 称 为 母线 、 直 纹 曲 面 的 参数 方程 为 

r=atw+vlw ai, — vA oo). 

例 1 如 果 基 忆 恒 等 于 常 向 量 1, 则 所 给 直 纹 曲面 是 柱 面 . 

例 2 如 果 丁 缩 成 一 点 P, 则 所 给 直 纹 曲面 是 锥 面 . 

例 3 单 叶 双 曲面 互 十 朱 一 所 一 1 与 双 曲 抛物 面 气 一 其 =< 都 是 直 纹 曲面 (图 
10, 7- 117). 

例 4 一 条 空间 曲线 的 切线 生成 的 直 纹 曲面 是 切线 面 . 一 条 空间 曲线 的 主 法 线 
和 副 法 线 生 成 的 直 纹 昌 面 分 别称 为 主 法 线 面 和 从 法 线 面 ， 例 如 圆柱 螺 线 的 主 法 线 面 
是 正如 面 . 

定义 2 如果 给 定 的 直 纹 曲面 的 每 条 母线 只 有 一 个 切面 , 则 所 给 直 纹 曲面 称 为 
可 展 曲 面 (参看 几 10. 7-27， 丰 是 可 展 曲 面 的 直 纹 曲面 , 称 为 斜 直 纹 曲面 ， 

。 422 。 


导线 
图 10.7-2 可 展 曲 茄 


例 5 圆柱 面 与 圆锥 面 是 可 展 曲 面 . 

定理 1 直 纹 曲面 "一 ak 十 zia) 为 可 展 曲 商 的 必要 充分 条 件 是 
(qa (Cw) lw CODE=0, 即 三 个 向 量 ee ,1w) ,1 (ww) 共 面 . 

定义 3 考虑 直 纹 曲面 上 的 母线 了 (四 ;r= 二 gl) 十 本 (0) (一 09 之 1 之 十 co) ,假定 
(ww) 关 0, 取 邻近 的 母线 上 (十 Aw) ;r= 二 a(w 十 Aw) 十 和 (十 Aw) (一 co 之 1 之 十 o0), 则 直 
线 LL() 与 LC(u 十 Au) 的 公 重 线 在 L(wu) 上 的 垂 足 当 Awu-*0 时 的 极限 位 置 , 称 为 所 给 直 
纹 曲面 在 母线 L(w) 上 的 腰 点 ， 腰 点 的 向 径 为 


r= a — OY D1) 


(CE (2) ): 
蜡 点 的 轨迹 称 为 采 曲 线 , 其 方程 为 
OR 
r 一 a(u) Dy lw) (ad. 


* dd23 * 


例 6 单 叶 旋 转 双 曲 面 生 二 郊 一 所 一 1 的 腰 曲线 为 贺 周 


r++y=a,z=0, 

定理 2 在 1(w) 关 0 的 情形 下 ,可 展 曲面 必 是 其 腰 曲 线 的 切线 面 . 此 时 腰 曲 线 就 
是 切线 面 的 峭 线 . 

定理 3 可 展 曲 面 或 者 是 柱 面 ,或 者 是 锥 面 ,或 者 是 某 一 曲线 的 切线 面 ;而 这 三 
种 曲面 也 都 是 可 展 曲面 . 

定理 4 可 展 曲面 与 平面 (或 平面 上 的 带 域 ) 是 等 距 的 . 

直观 地 说 ,可 展 曲面 可 以 用 不 改变 曲面 上 的 长 度 的 连续 变形 贴 合 到 平面 上 . 

定理 5 一 个 曲面 为 可 展 曲 面 的 必要 充分 条 件 是 此 曲面 为 单 参 数 平面 族 的 包 络 
自 . 

10.7.2 直 纹 曲面 与 可 展 曲 面 的 性 质 


直 纹 曲面 与 可 展 曲面 具有 下 列 重 要 性 质 . 

定理 6 直 纹 曲面 的 母线 构成 它 的 一 族 渐 近 线 . 对 于 斜 直 纹 曲面 ,还 有 另 一 族 源 
近 线 ; 对 于 可 展 曲 面 ,两 族 渐 近 线 重合 ,因此 母线 族 也 是 曲率 线 族 , 

定理 7 和 斜 直 纹 曲 面 的 全 曲率 处 处 取 负 值 , 一 曲面 为 可 展 曲面 的 必要 充分 条 件 
足 它 的 全 曲率 恒 等 于 零 . 

定理 8 直 纹 曲面 中 的 极 小 曲面 只 能 是 正 螺 面 . 

定理 9 曲面 S$ 上 的 曲线 C 为 曲率 线 的 必要 充分 条 件 是 S 沿 C 的 法 线 面 为 可 展 
曲面 . 

这 一 定理 给 出 了 曲率 线 的 几何 特征 . 由 此 还 能 得 到 下 面 的 定理 . 

定理 10 ”具有 公共 曲率 线 C 的 曲面 S: 与 5; 沿 C 相交 成 定 角 ; 反 之 ,如 果 曲 面 
51 写 5; 沿 曲 线 C 相交 成 定 角 且 C 是 Si 的 曲率 线 , 则 它 也 是 5S: 的 曲率 线 ( 图 
10, 7-3). 
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定理 11 曲面 上 两 族 曲线 构成 共 轿 曲线 网 的 必要 充分 条 件 是 : 沿 其 中 一 族 中 每 
条 曲线 作 男 一 族 曲 线 的 切线 ,这 些 切线 构成 一 可 展 曲 面 ( 图 10. 7-4). 


$ 10.8 曲面 论 的 基本 定理 
10. 8.1 曲面 的 基本 公式 


在 研究 关于 曲面 的 基本 定理 时 ,把 前 面 所 用 的 符号 作 如 下 表 所 示 的 改变 会 带 来 
很 大 的 方便 ， 

对 于 求 和 ,采用 爱 因 斯 坦 约 定 , 即 乘积 中 的 重复 指标 表示 按 此 指标 从 1 到 2 求 
和 这样 


TI 一 gjdu'du’ ,Il = fdu'du’. 


J 
| | 


前 面 用 的 符号 


定理 曲面 的 基本 公式 ) 


dr = dwr;, 
| = dwirs + (duin, 
dn =— oddu'r; =— gif, du'r,;. 
其 中 
nt ( 吕 + 各 -各 ) 
称 为 联络 系数 , (ag*) 二 (ga) 1!1, 即 gtigy 二 半 = 二 1( 当 有 =) ,二 0( 当 kD) ,w= gy. 
其 中 第 二 组 称 为 高 斯 公式 ,第 三 组 称 为 魏 因 加 茧 公式 . 
在 正则 些 面 的 每 个 点 处 ,可 由 向 量 p91. ,ri,n 构成 高 斯 标 架 .、 当 点 在 曲面 上 变化 
时 , 它 形 成 曲面 上 的 一 个 活动 标 架 场 , 上 述 基本 公式 的 意义 在 于 :曲面 上 邻近 的 点 的 
高 斯 标 架 之 间 的 关系 ,由 曲面 的 第 一 与 第 二 基本 型 完全 决定 . 
当 ( 刀 ,到 ) 参 数 网 是 正 交 曲线 网 时 , 曲 商 的 基本 公式 形 如 
££, 


rn = Tont+in = oF 一 芒 rz 十 In 
ri2 = Tr tM = 3 Gp 


rez = Tr + Nn = 一 完 + 宏 r2 十 Nn; 
sa A420 * 


天 1 一 一 Er 一 攻 r + 天 3 一 一 Er 一 会 rz 
其 中 下 标 1,2 表示 对 za ,ae 求 偏 导数 ,例如 局 一 25 ,等 等 


10. 8.2 曲面 论 的 基本 定理 
定理 2( 曲 面 的 基本 方程 》 曲面 的 第 一 、 第 二 基本 型 的 系数 应 满嘴 
2 + Tyr — Tht 一 人 一 有 ray， 


du: Dt 
,an. 
Sy ly TyQn — TIA — 0, 


du 
盯 一 组 称 为 高 斯 方程 ,后 一 组 称 为 柯达 齐 方程 . 
当选 用 正 交 曲线 网 作为 参数 曲线 网 时 ,第 一 组 中 只 有 一 个 独立 的 方程 : 
1 11C 了， (MON LN 一 ME 
碟 (( 乱 ) +( 付 ) )= EG ; 
第 二 组 中 只 有 两 个 独立 的 方程 ， 
( 捧 ) - ( 兰 ) -NM-M -0 
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VE/, ‘JE/. G VEG 
N M vO), VE), 
(E) 一 (在 ) -M0 


定理 3( 昌 面 论 的 基本 定理 ) ”如 果 在 Cw ,ww ) 平 面 的 单 连 通 域 中 给 定 了 两 组 了 晴 数 
py rf Cif 二 1;32) ,它们 关于 i,7 是 对 称 的 ,二 次 型 1 二 gydu'du! 是 正定 型 ,gj ;信之 
间 满 足 高 斯 方程 和 柯达 齐 方程 , 则 除 运动 不 计 外 ,存在 唯一 的 空间 曲面 $, 使 得 S 的 
第 -基本 型 为 gydu'du! ,第 二 基本 型 为 Oydu'idu， 


$ 10.9 测 地 曲率 ” 测 地 线 


10.9.1 测 地 曲率 

给 定 其 面 S$S:r 二 rw yw) 设 Plwl ,ww ) 是 S$S 上 的 点 ,CC;t 二 二 (5) 于 二 成 (5) 是 S 
上 过 点 了 的 曲线 (其 中 ;是 弧 长 参数 ) ,以 m 表示 曲线 忆 在 点 P 处 的 主 法 向 量 ,表示 
曲线 CC 在 点 P 处 的 熙 率 , 则 


/dj du du 
im = ($a th ds ds )ri Ft kon 


共 中 色 是 S 在 态 P 钼 沿 C 的 切 方 向 的 法 曲率 (图 10. 9-1). 
定义 1 在 上 式 中 , 右 端 第 二 项 n 称 为 曲线 C 在 点 P 的 法 曲率 向 量 ; 右 端 第 一 


项 是 bm 在 P 点 的 切 平面 Tr 上 的 投影 , 称 为 测 地 曲率 向 量 , 记 作 
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定理 1 曲线 C 在 点 己 的 测 地 曲率 向 最 
是 C 在 切 平面 Tp 上 的 投影 曲线 C 在 点 P 
的 曲率 向 量 ( 参 看 图 10. 9-1)， 

定义 2 C 在 点 P 的 曲率 , 称 为 S 上 曲 
线 C 在 点 P 的 测 地 曲率 , 记 作 访 . 当局 夭 0 
时 ,1/A 称 为 测 地 曲率 半径 . 总 满足 

T= knX), k= (nt,t), 
| Re | 一 | 六 一 让 十 尺 ， 

定理 2 测 地 曲率 是 内 荀 几何 量 . 事实 10. 9-1 
二， 


ad /dw edu duiy du /dw ,du dui 
he 一 Vgug2 一 量 ( 骆 - ( 绻 t+ 人)) 
定理 3( 刘 维尔 公式 ) ”如 果 在 S$S 上 取 正 交 的 参数 曲线 网 ,以 8 表示 从 r) 到 上 的 正 
问 所 成 的 角 , 则 


_@ 1 anF 1 anC 
ke = 2 /EE dv cob 后 Gu 3 sln& 
例 1 旋转 曲面 上 纬 线 的 测 地 曲率 等 于 常数 ,相应 的 测 地 曲率 半径 等 于 经 线 的 


切线 上 从 切 点 到 旋转 轴 之 间 的 线段 的 长 度 . 
10. 9.2 测 地 线 


定义 3 如 果 曲 面 S$ 上 的 曲线 C 的 每 点 的 测 地 曲率 等 于 零 , 则 称 C 为 测 地 线 . 

定理 4 确定 测 地 线 的 微分 方程 组 为 
: du’ du* 

ds 


册 于 正 交 参 天线 网 也 了 下 面 的 中 分 太 确定 加 二 


@ _ 1 /EanE 1 an dv __ jE 
du 2NVNG av 2 Di tant， du | G tane， 


其 中 8 的 意义 如 定理 3. 

由 此 可 知 测 地 线 属于 内 歼 几 何 学 . 过 曲面 上 每 个 点 语 每 一 方向 可 且 仅 可 引 一 条 
测 地 线 ( 局 部 范围 内 )， 

定理 5 S 上 的 曲线 C( 不 计 直 线 ) 为 测 地 线 的 必要 充分 条 件 是 C 上 每 点 的 主 法 
向 量 平行 于 S 在 该 点 的 法 向 量 . 

例 2 球面 上 的 曲线 为 测 地 线 当 且 仅 当 它 是 大 圆 弧 . 

例 3 一 质点 约束 在 曲面 S 上 不 受 外 力 ( 曲 面 的 反作用 力 不 计 在 内 ) 自由 移动 
时 ,其 轨迹 为 $ 上 的 测 地 线 . 

下 面 的 定理 表明 了 测 地 线 的 几何 意义 :在 S 上 连接 点 P,Q( 和 假定 它们 离 得 充分 
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近 ) 的 曲线 中 ,以 测 地 线 的 长 度 为 最 小 . 因此 测 地 线 也 称 为 短程 线 . 
定理 6 设 P,Q 为 曲面 S 上 充分 邻近 的 两 个 点 ,C 是 连 点 P,Q 的 一 条 测 地 线 ， 
其 长 为 上 L, 则 对 S 上 任何 连 点 P,Q 的 曲线 ,其 长 度 恒 大 于 或 等 于 工 . 


10. 9.3 测 地 坐标 系 


定义 4 设 在 曲面 S 上 给 定 一 族 曲线 . 如 果 对 S 上 的 每 个 点 , 必 有 所 给 族 中 的 一 
条 曲线 通过 该 点 , 则 称 此 曲线 族 为 S 上 的 一 个 曲线 场 . 

曲面 上 由 测 地 线 构成 的 曲线 场 的 正 交 扫 线 称 为 测 地 平行 线 . 测 地 平行 线 也 构成 

-个 曲线 场 . 

在 S 上 到 一 族 测 地 线 为 上 曲线 , 取 与 这 族 曲线 正 交 的 测 地 平行 线 为 上 曲线 ,并 取 
u 冉 线 与 v 曲线 的 交点 P 的 坐标 为 (xz , 则 这 样 的 坐标 系 称 为 测 地 坐标 系 . 

定理 7 一 族 测 地 线 被 任何 两 条 正 交 轨 线 截 出 的 曲线 段 的 长 度 相 等 ， 

本 定理 表明 了 测 地 平行 线 这 一 名 称 的 由 来 . 


10.9.4 测 地 挠 率 


定义 5 在 曲面 S 上 点 忆 处 给 定 一 个 单位 向 量 !, 作 过 点 了 以 1 为 切 向 其 的 测 地 
线 C, 则 C 在 点 P 处 的 挠 率 , 称 为 S 在 点 P 处 沿 方 向 t 的 测 地 抄 率 , 记 作 zs. 
定理 8 设 C 的 方程 为 w= 二 ws3)， vwv 二 wv《3), 则 


( 扫 )” 一 打包 ( 允 ) 


1 ds ds ds 
/EG-R|I E F G 
L M N 


定理 9 曲面 S 上 的 曲线 C 为 曲率 线 的 必要 充分 条 件 是 C 上 每 一 点 沿 C 在 该 点 
处 的 切 方 向 的 测 地 拨 率 为 零 . 


8$ 10. 10 曲面 上 向 量 的 平行 移动 


三 维 空间 中 的 向 量 是 自由 向 量 , 可 以 在 空间 中 平行 移动 . 曲面 上 的 向 量 自 然 定 
义 为 切 向 量 , 它 不 再 能 自由 平移 . 因此 应 当 合 理 地 建立 曲面 上 向 量 的 平行 移动 概念 . 
设 在 曲面 S 上 给 定 划 线 
Cu =uW(s) 《和 5 所 有 一 12)， 
* 为 弧 长 参数 , 设 
v= vy(s) (a 
为 一 族 向 量 ,满足 :对 每 个 ;ELa,B8j,v(s) 在 C 上 对 应 于 s 的 点 P 处 与 C 相 切 . 这 时 
称 v(3) 为 S 上 沿 C 的 一 个 向 量 场 ,vC3) 十 dv(s) 在 点 P 卫 的 切 平面 Tp 上 的 投影 是 
vs 十 《本 人 5) 一 《CS » dvs)) nt(s). 
* 428 。 


如 果 第 二 项 等 于 零 , 就 自然 认为 曲面 上 向 量 w(s) 与 oCs 十 ds) 是 平行 的 . 
定义 1 令 色 = 四 一 (人 wv)nt(t 图 
10. 10-1), 称 为 v 在 S 上 的 绝对 微分 ， 如果 
Dv 一 0, 就 称 v(s) 沿 C 是 平行 移动 的 ,或 党 C 
的 列 维 - 奇 维 塔 平行 移动 向 量 . 
设 v3) 二 vw Cr; (G8), 则 Dv 二 (Dw )r;, 而 
Dv': = dv' + Tvidu: (i = 1,2). 
因此 vts) 沿 C 平 行 移动 的 条 件 是 
dv du 
ds ds 
向 量 沿 C 的 平行 移动 属于 内 萄 几何 学 的 图 10 10.1 
范畴 .对 于 平面 ,平行 移动 就 是 通 稼 的 平移 . 
定理 1 设 在 曲面 S 上 给 定 了 曲线 C 和 C 的 起 点 处 的 向 量 vo; 则 存在 C 上 的 平 
行 移动 向 量 场 w(s) ,使 得 v(0) 二 wo. 
定理 2 S 上 的 曲线 C 为 测 地 线 的 必要 充分 条 件 是 C 的 单位 切 向 量 场 是 沿 忆 平 
行 移动 的 . 
定理 3 设 S 为 单 连 遂 曲 面 , 则 SS 为 可 展 曲 面 的 必要 充分 条 件 是 S$S 上 向 量 的 平 
行 移动 与 路 径 无 关 . 


Dls tds)~p(s)tdo(s) 


+ Th 


$ 10.11 曲面 的 一 些 整 体 性 质 


定理 1( 高 斯 - 博 内 公式 ) 设 人 是 曲面 $ 上 的 一 个 单 连通 片 ,C 是 的 边界 ( 取 
定 使 S$ 位 于 左 侧 的 方向 ),8 是 C 上 的 点 的 ri 到 CC 在 该 点 处 的 切 向 量 的 交角 (有 问 
角 ) , 则 


| gids tra = | ap， 


其 中 ds 是 C 的 弧 微分 ,ar 是 S 的 面 元 ， 
如 果 人 CC 是 光滑 团 曲线 , 则 


[gad tae 一 2x. 


如 果 C 是 分 段 光 滑 曲 线 ,由 光滑 曲线 C1 ,Cs，…,G, 连接 而 成 ,接点 处 的 外 角 依 
次 为 | ;0 图 10. 11-1) , 则 


[gas + Ras = 2r— >0. 
如 果 CG 都 是 测 地 线 , 刚 
xu 一 2 一 8. 
pe k= 
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特别 地 ,如 果 S 的 全 曲率 恒 等 于 常数 ， 
C 是 测 地 三 角形 ( 即 C 由 三 条 测 地 线 连接 而 
成 ) ,A 为 此 测 地 三 角形 的 面积 , 则 
KA 一 27 一 (页 十 责 十 南 ). 
令 w 一 r 一 和 (一 1,2,3), 即 测 地 三 角形 的 三 
个 内 角 , 则 
{a 十 os 十 a3) 一 x 二 KA. 
、、、 在 平面 的 情形 ,就 是 三 角形 内 角 之 和 等 于 和 
下 面 是 关于 球面 的 定理 . 
图 10. 11-1 定理 2 全 曲率 等 于 常数 的 紧 连 通 曲 面 


是 球面 . 

定理 3 如 果 曲 面 S 与 一 球面 等 肥 对 应 , 则 S 是 球面 . 这 一 性 质 称 为 球面 的 刚 
性 ,其 直观 意义 是 球面 不 能 咨 曲 . 

定理 4 全 曲率 大 于 零 . 中 曲率 便 等 于 常数 的 紧 连 通 曲 面 是 球面 . 

下 面 的 定理 是 关于 极 小 曲面 的 , 

定理 5( 伯 恩 斯 坦 ) 设 曲 面 S 由 方程 z 二 六 x,y(Czx,y)ERR) 给 出 , 且 S 为 极 小 
此 夯 , 则 SS 就 是 xy 平面 ， 

下 和 面 的 性 质 是 关于 测 地 线 的 . 设 P,Q@ 是 曲面 $ 上 的 两 个 点 , 则 S 上 连接 PP 与 QQ 
的 分 段 光滑 的 参数 曲线 长 度 的 下 确 界 , 称 为 点 P,Q 之 间 的 距离 , 记 作 d(P,Q). 

定理 6( 乱 普 夫 -里 诺 〉 设 曲 面 S$ 上 的 测 地 线 都 能 无 限 延 伸 , 则 对 S 上 任何 两 点 
P,Q, 存 在 连接 点 P,Q 的 测 地 线 , 使 其 长 度 等 于 &CP,Q). 这 样 的 测 地 线 称 为 极 小 测 
地 线 . 
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11. 积分 方程 
$11.1 一 般 概 念 


定义 1 含有 对 未 知 菌 数 进行 积分 运算 的 方程 称 为 积分 方程 (后 面 有 时 简称 方 


程 ). 
例如 
10 
ptr) =a+a| riwlt) dat, (11. 1-1) 
JP) = | Ceosz)g Dd, ‘11. 1-2) 
§ 
PD) 4] Wdy = ]， (11, 1-3) 


都 是 含有 未 知 函 数 g(xz) 的 积分 方程 (其 中 4 为 参数 ). 

定义 2 若 积分 方程 线性 地 含有 未 知 函 数 , 则 称 为 线性 积分 方程 (如 (11. 1-1)， 
(11. 1-2)) ,否则 称 为 非 线 性 积分 方程 (如 (11. 1-3)). 

本 章 就 介绍 线性 积分 方程 的 理论 和 方法 ,下 面 对 线 性 积分 方程 进行 分 类 . 

定义 3 形 如 


二 
| Kez dp = Faz)， (11. 1-4) 
» 
p(x) = | Kt(lz pt d + fx), 《11. 1-5) 
a(zD9(z) =a| Klzs pl d+ fz) (11. 1-6) 


的 方程 称 为 弗 雷 德 替 姆 积分 方程 .〈11. 1-4),(11. 1-5), (11. 1-6) 分 别称 为 第 一 类 ， 
第 二 类 ,第 三 类 弗 钾 德 替 姆 积分 方程 . 其 中 plz) 为 未 知 薄 数 ,K (xz, 和 a(z), f(z) 
是 已 知 蚂 数 ,它们 分 别 定义 在 区 域 a 所 zx 志 b5,a 志 1&b 和 区 间 a 志 xX 人 5 上 ,i 为 参数 (也 
可 以 是 复 的 ). 


定义 4 形 如 
[Kir Dd = Fa， (11.1-7) 
pz) 一 让 Kz dyad + f(z), (11. 1-8) 
a(z)9(z) 一 让 Krad fz) (11. 1-9) 
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的 方程 分 别称 为 第 一 类 ,第 二 类 ,第 三 类 沃 尔 素 拉 积分 方程 . 

沃 尔 泰 拉 积 分 方程 可 视 作 弗 雷 德 志 姆 积分 方程 的 特殊 情形 , 即 在 弗 雷 德 直 姆 积 
分 方程 中 假定 zx<t 时 ,有 天 (z 蚊 一 0. 但 是 这 两 类 方程 之 间 有 着 很 大 的 差别 . 

对 于 方程 (11. 1-6) 和 (11. 1-9) , 若 a(z) 恒 不 为 零 , 用 a(z) 除 以 该 两 方程 的 两 边 ， 
则 它们 分 别 转化 为 C11, 1-5) ,C01.1-8)， 当 a(z) 尘 0 时 ,第 三 类 方程 即 化 为 第 一 类 方 

上 述 方程 都 是 属于 一 维 的 情形 ,它们 都 可 推广 到 维 的 情形 ,例如 把 (11. 1-5) 
推广 之 ,得 


8 人 加 一 让 KP,Oy Vd + fp), 


其 中 PED,QE D,D 为 R" 中 的 有 界 域 
下 面 主要 介绍 的 是 在 一 维 情形 下 的 理论 ,把 它们 推广 到 维 情形 也 是 正确 的 ， 
定义 5 在 上 述 诸 方 程 中 ,K(x,) 称 为 积分 方程 的 核 ， 在 第 二 类 (或 第 三 类 ) 积 
分 方程 中 ,f(zx) 称 为 方程 的 自由 项 , 当 f(x) 三 0 时 ,积分 方程 称 为 齐 次 的 ,否则 称 为 
非 齐 次 的 . 例如 


6 
p(X) = | 下 (CZDPC (11. 1-10) 


印 为 第 二 类 弗 雷 德 直 姆 齐 次 积分 方程 . 
定义 6 大 1) 一 io 时 ,方程 (11. 1-10) 具 有 不 恒 等 于 零 的 解 , 则 称 ho 为 积分 方程 
的 特征 慎 、 而 方程 


p70) = | Kz dpa 


的 - 切 不 人 恒 等 于 零 的 解 都 称 为 对 应 于 特征 值 的 特征 函数 ， 

对 于 确定 的 特征 值 4=h, 必 存在 车 有 限 个 线性 无 关 的 特征 消 数 gp, (zx)， 
pr《 工 ) ,Gh (XT) ,使 得 每 个 对 应 于 如 的 特征 函数 都 可 以 用 p(T) ,pp (7),… ,9 ( 工 ) 线 
性 表示 . 这 时 数 二 称 为 特征 值 Me 的 秩 ， 不 同 的 特征 值 可 以 有 不 同 的 秩 . 

对 于 沃 尔 泰 拉 齐 次 积分 方程 ,在 § 11. 8 中 将 见 到 对 于 任何 4 值 ,方程 没有 非 零 
解 , 因 此 沃 尔 泰 拉 方 程 没有 特征 值 . 


定义 了 
Wz) = Kb, tg Dd + gz) (11.1-11) 
称 为 方程 (11. 1-5) 的 转 置 方程 . 
Wi = Koga (11. 1-12) 


称 为 方程 (11. 1-10) 的 转 革 方程 . 
不 少 求解 微分 方程 的 问题 可 化 为 求解 积分 方程 的 问题 . 
例 1 对 于 下 列 二 阶 微分 方程 的 边 值 问题 
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dy y= 
二 十 jy 一 0 ”0 为 参数 )， 


yt0) = 0,y(t])}=0 
的 求解 ,可 通过 二 次 积分 ,再 交换 积分 次 序 , 化 归 为 求解 弗 雷 德 秆 姆 积分 方程 ， 
y(tz) 一 外 | K(x,t) ytt) dt, 


其 中 
弘一 并 0 执 . 祥 、 工 ， 


(1l—)， Xt1 夺 1 
例 2 对 于 三 维 拉 普 拉 斯 方程 球 的 诺 颁 曼 间 题 


Kx,t) = | 


ou 


了 = f(Ps) (P, EE 5,S = oN. 
Nls 


设 解 x(P) 为 单 层 位 势 
uP) -| 4s, 


其 中 w(Q) 为 待 求 的 密度 函数 , 它 满足 第 二 类 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 (参看 9. 8. 2) 


cost 2 :Pe ) 


w(Ps) = 去 | co， daSe 十 元 FCPs)， 
与 


在 下 面 $11.2_ 311 7 里 介绍 了 有 关 划 置信 四 志方 程 的 理论 和 方法 
3 11.2 上 弗 雷 德 霍 姆 定理 


定理 1 对 于 第 二 类 弗 雷 德 堆 姆 积分 方程 (1. 1-5), 当 ,一 定时 ,有 两 种 可 能 情 
形 : 

《1) 对 于 任意 连续 函数 f(z) ,方程 有 唯一 的 连续 和 解 . 特别 地 , 当 fx) 二 0 时 , 解 
为 p(x) 二 0., 

(2) 对 于 相应 的 齐 次 方程 


gz) =2| Kz pd, (11. 1-10) 


必 有 > 个 线性 无 关 的 解 p1 ,gz ，… ,9. 
定理 2 若 方程 (11. 1-5) 属 定理 1 的 情形 (1), 则 其 转 置 方程 


Wz) 一 让 Kees nD + gz) (1.1-1D) 
对 每 一 个 g(z) 也 有 唯一 解 . 大 属 情形 (2), 则 其 转 置 齐 次 方程 
gx) 一 | Kz) yd 
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也 有 个 线性 无 关 的 解 轴 ,内 ，… 引 . 
定理 3 在 定理 1 的 情形 (2) 下 , 非 齐 次 方程 (11. 1-5) 有 解 的 必要 充分 条 件 是 它 
的 齐 次 转 置 方 程 的 每 一 个 解 此 (2 一 ] ,2 7 者 满足 条 件 : 


| fin (0dr 二 0 (2 一 ,2 (ll, 2-1) 


定理 1,2,3 称 为 弗 霸 短 霍 旭 定 理 . 

由 特征 值 的 定义 ,可 知 若 不 是 齐 次 方程 的 特征 值 时 , 则 呈现 定理 1 中 的 情形 
《1), 即 非 齐 次 方程 有 解 而 且 是 唯一 的 . 当 ) 是 齐 次 方程 特征 值 时 , 即 有 情形 {2? 成 立 ， 
这 时 非 齐 次 方程 有 解 必须 满足 条 件 (11. 2-1) ,在 此 条 件 下 ,方程 (11. 1-5) 有 无 穷 多 个 
解 . 


3 11.3 退化 核 的 积分 方程 


11. 3.1 退化 核 
定义 ”如 果 弗 雷 德 填 姆 方程 的 核 K(Cz, 纺 可 以 写成 
天 (zt = > (zB (2), (11. 3-1) 
则 称 K(z ,为 退化 核 


可 以 认为 函数 oi (XT) (i 二 ] ;2,…,n) 是 线性 无 关 的 ,B (和 (i 二 1,2,"…,n) 也 是 线性 
无 关 的 . 否则 ,KK(z, 四 就 可 写成 项 数 少 于 的 退化 核 . 


11. 3,2 退化 核 的 积分 方程 的 解法 


退化 核 的 积分 方程 的 解法 可 化 归 为 求解 线性 代数 方程 组 ,将 核 (11. 3-1) 代 人 方 
程 (11. 1-5) ,得 


pm = A DanD| BCDO8(GD 直 十 Fn ， (11. 3-2) 
i=] < 
令 一 | BCDplDd, 于 是 有 


gz) = AD jailz) zr + f(z), (11. 3-3) 
i=1 


再 以 有 (z) 乘 等 式 两 边 , 并 对 工 从 a 到 4&8 积分 ,得 合 未 知 量 zx (i 二 1,2,…,n) 的 线性 代 
数 方 程 组 


; 一 人 > Cazi 一 f (7 一 12 (11. 3-4) 
其 中 
b 
CG = | Ba nde, f= | BC) f(x)dz. 
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若 方程 组 的 系数 所 组 成 的 行列 式 不 为 零 , 则 方程 组 有 唯一 的 一 组 解 x , x2 ，…， 
x+， 把 它们 代入 (11. 3-3) 即 得 积分 方程 (11. 3-2) 的 解 . 若 方程 组 的 系数 行列 式 等 于 
零 , 则 齐 次 线性 方程 


zw — ADCiz: =0 (= 1 (11. 3-5) 

有 非 零 解 . 设 fi yz 为 一 组 非 零 解 , 则 函数 
pz) = AD rialz) 
即 为 齐 次 积分 方程 
g(r) = A Dmx) Biya (11. 3-6) 
的 一 个 非 零 解 . 假定 (za ,zz 和 人 ,TI2，"… ,zn ) 为 方程 组 (11. 3-5) 的 两 个 线性 
无 关 的 解 向 量 , 则 
g(x) = AD x Cz) ,ge (7) 一 4D xh, (2) 
为 积分 方程 (11. 3_6) 的 两 个 线性 无 关 的 解 ,它们 都 是 积分 方程 的 特征 函数 
例 解 方程 g(z) 一 一 让 (zt 十 7)g(2D)d 十 f(z). 


KR(z,t) =— (Tt HH); a (x) 一 一 和 Qi) =— x; 
BD = ,p00) = 


1 


] 
Cu 一 | 8 (x)a (TI dr 一 一 本 一 3， 


对 应 的 代数 方程 组 为 


n+ (lt )z = 
令 系 数 行列 式 为 零 , 得 A 二 60 土 16V15, 当 4 取 这 两 个 特征 值 时 , 齐 次 积分 方程 
gz) +A zit 2 pa = 0 
有 非 零 解 
5 
gz) 一 C(z 干 了 和 )(C 为 任意 常数 ) 


对 于 4 的 其 他 值 , 原 非 齐 次 积分 方程 均 有 唯一 解 
PT) = flr) — rN tAr, 
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其 中 zi ,zz 由 代数 方程 组 唯一 解 确定 ， 
连续 项 数 扩 (z, 站 可 以 用 多 项 式 一 致 禹 近 ( 人 参看 18. 3. 2) ,因此 核 KK(z,t) 可 以 用 
退化 核 一 致 表 近 , 于 是 可 以 利用 求解 退化 核 方 程 来 求 积分 方程 的 近似 解 ， 


$ 11.4 逐次 逼近 法 ”双核 和 预 解 核 


11.4.1 逐次 还 近 法 
设 第 二 类 弗 雷 德 乍 姆 积分 方程 
pC7) 一 让 K(Cz,D9(D 由 十 Fa) (11. 1-5) 


的 解 可 表 为 4 的 称 级 数 ， 
PLT) = go CT) hpi (Tz) TA po (zt) +. (11. 4-1) 
假定 这 级 数 在 La, 间 上 对 工 是 一 致 收 伍 的 ,将 它 代 人 方程 (11. 1-5), 比 较 的 同 次 本 
的 系数 ,得 
p(x) = fir), 


也 
P(X) 一 | KizxDo id, 


plz) 一 | Kr Dn 


看 上 归 二 顺 攻 病 自 中 喇 中 而 同 秆 中 由 出 蝇 雪 性 晶 曲 击 岂 是 贞 曲 肿 由 中 


血 浊 乔 四 下 响 二 和 让 和 古河 本 西昌 本 和 本 本 本 国王 这 国 旦 屋 甩 而 中 几 


若 fz) 和 K(xz, 四 分 别 在 [a,5] 上 和 正方 形 域 Ko :a 委 和 5,a< 和 5 上 是 连续 的 , 则 有 
| fz) [Em | Kx, [EM 
由 此 可 全 出 
| Xp, C7) | ml A | MCE a))", 
于 是 , 当 


14 二 Wp (11. 4-2) 


时 ,级 数 (11. 4-1) 对 于 xz 在 (a,b) 内 是 绝对 且 一 致 收 伍 的 ,其 和 函数 plx) 即 是 方程 
(11. 1-5) 的 连续 解 . 
11.4.2 二 核 和 预 解 核 


定义 1 Kitlrt)—=K(zr,t) 
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上 . 
K, (r,t) = | Ka Cs) Kn, (Cn 一 2 3) 


称 为 王 核 ,天 (zt 称 为 开 (z 人 的 下 次 蚕 核 . 
登 核 K,(z, 四 可 通过 nn 一 1 次 积分 由 基本 核 入 (zz 六 来 表示 ， 


b 

K (zz 人 一 | Ki (xt) Ka sD dt, 
看 

K; Cz)=| kK, Xt DK ,td 


brp 
=| | K (r,to Kti st KA(F /a 
二 
Kr (zt)= [| Krsto DK st 2 ) 


Ks sti7Ki(n Ed dt dit. 
利用 符 核 可 将 11. 4, 1 中 的 g(x) ,gz (zx),… 表 示 为 


pntT) 一 | Kar) fa, n= 12 


记 
人 ， ] 
RCz:2) 一 Km zt) (< ms); (11. 4-3) 
则 方程 (11. 1-5) 的 解 为 
pz) = fz) +2 Re fC, (11.4-4) 


定义 2 ”> Koh (zx,DX" 称 为 诺 伊 加 级 数 ,其 和 沙 数 RCz,z;4) 称 为 积分 方程 
站 一 站 


(11. 1-5) 的 预 解 核 , 
预 解 核 满 足下 面 队 个 积分 方程 


上 
RCzstih) = KCr,t) + K Cyt Re ts dt,, 

1 (11.4-5) 
RCz,t3N) = K(x,t) +x| KC DR sa. 


当 预 解 核 存在 时 ,方程 (11. 1-5) 的 解 就 由 (11. 4-4) 给 出 . 
$ 11. 5 对 于 任何 1 的 弗 雷 德 霍 姆 方程 


在 3 11.4 中 可 见 诺 伊 曼 级 数 只 是 在 条 件 (11. 4-2)? 下 收 伍 并 定义 了 预 解 核 ， 弗 雷 
德 秆 姆 给 出 了 更 一 般 情 形 下 的 预 解 核 . 
对 于 核 K(z,) , 令 
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KTist) 并 人 2 有) (ZI 9 


K( 一 = K(x ,ht) 其 (Ta ,ts) 机 K(x ,tn) (11.5-1) 
za 7 
K(x rt1) K(x, ,tz) hs K (rn in) 
定义 1 
LDA pr...r (人 , _ 
DO) 1+ 2 | | | ,et etadee 11. 5-2) 


称 为 关于 核 K(x,t) 的 弗 雷 德 堂 姆 行列 式 . 


| 二 《一 1 aa s bo fr Trt alo sr st , 
D(zrstsN) = K(zd+ 2 ae | [KE Jan di, 
(11. 5-3) 
称 为 弗 雷 德 玲 姆 初 余子 式 ， 


, kz) 可 
R(x,LiA) “poy (11. 5-4) 


(11. 5- 外 式 给 出 了 RCz,t;) 在 整个 复 平面 上 的 解析 开拓 和， 开拓 后 的 RCz,t;4) 仍 称 
为 方程 (11. 1-5) 的 预 解 校 , 

定理 1 寿 A 不 是 D(X) 的 零点 , 则 对 于 任何 f(z) 方程 (11. 1-5) 有 唯一 解 , 且 此 
解 由 公式 (11, 4-4) 表 出 ,其 中 R(x,i1; 和 ) 由 式 (11. 5-4) 确 定 ， 

定理 2 函数 DO) 的 所 有 零点 都 是 预 解 核 的 极点 . 

定理 3 若 j 是 DO) 的 零点 , 则 齐 次 方程 


p72) = | Kz 


有 解 , 且 这 解 不 恒 等 于 零 ， 
。 定理 4 积分 方程 的 特征 值 都 是 DO) 的 零点 . 
定理 5 在 4 平面 上 任何 有 限 区 域内 , 齐 次 积分 方程 只 存在 有 限 个 特征 值 . 


§11.6 对 称 核 


定义 1 设 弗 蛙 德 霍 姆 方程 的 核 反 (z, 羽 取 实 值 , 旦 满足 条 件 
KR(z,t) = 下 人工)， (11. 6-1) 
则 称 核 K(xz,?) 为 对 称 核 . 
有 对 称 核 的 齐 次 积分 方程 和 其 转 置 方 程 是 等 同 的 . 


11. 6.1 对 称 核 方程 的 特征 值 种 特征 函数 


定理 1 几 有 不 恒 等 于 零 的 连续 对 称 核 方 程 必 有 具有 特征 值 和 特征 滑 数 . 
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定理 2 只 要 核 不 是 退化 的 ,其 特征 值 和 特征 函数 就 有 可 数 无穷 多 个 , 核 为 退化 
的 必要 充分 条 件 是 它 具 有 有 限 个 特征 值 . 
定理 3 对 称 核 积分 方程 的 特征 值 都 是 实数 . 
定理 4 对 称 核 积分 方程 其 不 同 特征 值 所 对 应 的 任何 两 个 特征 欧 数 是 互相 正 交 
的 (参看 14. 5. 9)， 
对 于 一 切 特征 值 可 按照 它们 绝对 值 的 不 减 次 序 排列 成 下 序列 : 
MA sha CA | a | | | ), (11. 6-2) 
如 果 特 征 值 的 个 数 是 无 限 的 , 则 当 zce 时 ,|1| 一 十 co, 且 任何 特征 值 在 数列 4 中 
出 现 的 次 数 等 于 它 的 秩 . 因此 一 切 特 征 函 数 也 可 排列 成 函数 序列 ,并 把 它 正 规 正 交 
化 ,得 出 正规 正 交 函数 系 ( 参 看 14. 5. 9) 
(G2)) (k= 1,2,.."). (11. 6-3) 
定义 2 序列 (11.6-2) 和 上 晤 数 系 (11.6-3) 分 别称 为 核 反 (z: 蚊 或 它 的 对 应 的 积分 
方程 的 特征 值 序列 和 特征 函数 系 . 
对 于 特征 函数 mr(z)( 一 1，2，) 有 


2 一 | Kr Da oad, (11. 6-4) 
点 忆 


此 等 式 左 端 可 视 作 核 K(x,t) 关 于 特征 函数 系 的 傅 里 叶 系 数 ， 
对 于 特征 值 序列 {4} 立 / 有 下 面 等 式 成 立 


> 二 一 | | ker)Y drar, (11. 6-5) 
i=1 全 2"® 


因此 特征 值 平方 的 倒数 之 和 收 化 ， 
11. 6.2 对称 核 按 特征 函数 系 的 展开 式 
车 把 久 (z 涩 视 作 大 的 表 数 , 则 
Ds (2), (1) (11, 6-6) 
称 为 K(x,) 的 企 里 叶 级 数 . 


定理 5 若 K(x 在 Ko :dTEb a 上 连续 ,日 级 数 (11, 6-6) 在 Ko 内 一 
至 收敛 , 则 级 数 (11. 6-6) 的 和 在 Ko 内 等 于 K(z,), 即 


K(z,) = >) 2 (11. 6-7) 
k=] * ' 
例 1 对 于 对 称 核 
了 一 贡 ) 证 S 委 0 雪 文 过】 
K(z,t) = | ( ) 
tl 一) 工 之 10 之 t 夺 ] 


将 它 代 人 齐 次 积分 方程 (11. 1-10) ,得 
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天 1 
p(x) 一 a| — x ott ad +4| xtl— Dp dad, 


对 工 求 二 次 导数 ,有 

p(T) 十 pz) = 0. 
由 核 所 满足 的 条 件 KK(0, 直 二 KK(1,1) 二 0, 得 出 g(0) 二 gg(1) 二 0. 于 是 特征 值 从 三 
&2x2 ,特征 函数 py (xz) 二 V2sinkxx(k 二 1],2,…) ,这 时 ， 


KD) = 2 sinkersinkrt 


x 和 全 ki 
定理 6( 希 尔 伯 特 - 施 密 特定 理 ) 设 关 (zxz) 站 为 在 Ko :aspao<ti<2O 上 的 连续 
对 称 核 , 则 对 于 任 一 在 La, 看 上 分 眉 连 续 的 函数 (所 确定 的 连续 畏 数 g(x): 


gCz) = | Kx, dh : 
在 (ca, 刀 内 可 按 氏 (z, 人 的 特征 函数 系 (11. 6-3) 展 为 绝对 且 一 致 收敛 的 级 数 


g(z) = Cpa lz), 
其 中 
C= | gz) Cz)dz. 
对 于 含 对 称 核 的 非 齐 次 积分 方程 (11. 1-5) , 当 4 不 是 特征 值 时 ,其 解 为 
gz) = f(z) ta Qe)| f(Dg Cz)dr. (11. 6-8) 


A 一 站 
(11. 6-8) 称 为 施 密 特 公式 . 
在 对 称 核 的 情况 下 , 弗 雷 德 填 姆 初 余子 式 和 预 解 核 也 为 对 称 销 数 ， 这 时 预 解 核 


sg (x) gn (1) 
R(z,tiA) KRCz 人 十 1 之 。 ee (11. 6-9) 


11.6.3 对 称 核 的 分 类 黑 塞 尔 定理 
定义 3 对 于 [a,b5]j 上 分 段 连 续 的 任意 函数 p(x), 奇 二 次 积分 
| | Keczpeczpptpazat >0( 或 <0)， 


则 称 对 称 核 K(xz, 引 为 半 正 定 核 (或 半 负 定 核 ). 若 等 号 只 限制 在 gtx) 三 0 时 成 立 , 则 
称 对 称 核 K(xz, 站 为 正定 核 (或 负 定 核 ). 
核 为 半 正 定 (或 半 负 定 ) 的 必要 充分 条 件 是 所 有 的 特征 值 % 都 是 正 的 或 负 的 )， 
定理 7( 默 塞 尔 定理 ) 若 K(x,i) 是 半 正 定 ( 或 半 负 定 ) 的 连续 核 , 则 展开 式 
(11. 6-7) 成 立 , 且 级 数 在 Ko :a 二 XSb,atb 内 绝对 且 一 致 收 第. 


11. 6.4 埃 尔 米 特 核 和 和 斜 对 称 核 


定义 4 若 核 K(z, 引 满足 Ki,z)= 二 KCz, 四 , 则 称 式 (zx,t) 为 埃 尔 米 特 核 , 其 中 民 
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表示 对 KK 取 共 辊 . 

因此 对 称 核 是 埃 尔 米 特 核 的 特殊 情形 . 前面 关 于 对 称 核 的 理论 可 推广 到 埃 尔 米 
特 核 的 情形 ， 例 如 核 的 一 切 特征 值 是 实 的 ,但 这 时 特征 孙 数 也 可 能 是 复 的 ,因而 
(11. 6-3) 是 正规 正 交 复 孙 数 系 : 


5 
| Pp (XT) (XIdz = | 


这 时 对 应 于 级 数 (11, 6-6) ,有 级 数 


0， 当 pp 隆 9 时 ， 
]， 当 p= 二 9 时 . 


当 此 级 数 在 Ko 内 一 致 收敛 时 ,有 
KlzsD) = > SD 


全 二 


元 =| | | K(x,t) | dxdt. 


定 允 有 若 实 核 K(xz,?) 满 足 K(t,z) 二 一 Kz,?); 则 称 它 为 畔 对 称 核 . 
如 果 KK(z, 四 是 斜 对 称 核 , 则 iK(z, 引 是 埃 尔 米 特 核 ， 因 此 ,在 斜 对 称 核 的 积分 方 
程 


pz) = Kz pd + fz) 
中 以 姑 代 符 1, 束 得 到 埃 尔 米 特 核 的 积分 方程 
p27) 一 刘 iK Cr D9 d+ fn), 
故 斜 对 称 核 的 积分 方程 一 定 有 特征 值 , 且 所 有 特征 值 都 是 纯 虚 数 . 


§ 11.7 5 型 无 界 核 奇异 积分 方程 
11.7.1 核 为 上 CE 所 再 的 积分 方 和 
设 玉 (z 罗 在 区 域 Ko:a 委 zsba<t<5 上 连续 , 当 0<o<l 时 , 则 对 应 于 无 界 核 
K(x,t) = Rn, (11.7-1) 
的 积分 方程 
p(x) = Kz Dd + fe), 


弗 雷 德 霍 姆 定理 在 整个 人 平面 上 仍然 成 立 , 且 这 时 特征 值 人 不 能 有 有 限 的 极限 点 ， 
推广 到 +1 维 空 间 的 情形 ,这 时 
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K(P,® — ,0 < an, (11, 7-2) 


是 点 了 和 QQ@ 之 间 的 距离 ,其 中 了 ,QQ 都 属于 R" 中 某 有 界 区 域 志 ,并 (P,Q) 是 (P,Q) 的 
连续 蚂 数 . (11. 7-2) 型 的 核 称 为 极 性 核 ， 当 0<<o< 世 时 ， 相应 的 核 称 为 弱 极 性 核 , 


11.7.2 奇异 积分 方程 


定义 1 平方 不 可 积 的 核 称 为 奇 核 . 
定义 2 几 核 为 奇 核 或 积分 区 域 为 无 界 的 积分 方程 都 称 为 奇异 积分 方程 ， 
例 1 考虑 积分 方程 


p(x) 一 | sinag (a, 
对 于 任意 正 数 e, 由 傅 里 叶 正 芝 变 换 公式 (参看 》16. 2) 可 知 


Vor tres -bh/ 2 sinn (Fe + +t 中， 
所 以 当 ) 一 十 /全 时 ,函数 
pI) /Ee 土 二 六 去 (a > 0) 


为 所 给 积分 方程 的 解 . 亦 即 对 应 于 特征 值 一 十 乞 有 无 穷 多 个 特征 函数 , 即 8 11. 2 


中 的 弗 雷 德 直 姆 定理 1 中 的 结论 不 再 适用 于 所 给 方程 . 
例 2 对 于 积分 方程 


OZz) 一 a ei pl dt, 
因为 对 于 任意 函数 a, 有 


[em oidt 一 - 2 了 pr 
和 1 十 时 也 
所 以 当 ) 一 二 开 时 ,所 给 积分 方程 有 角 
p(X) 一 6 


这 表明 所 有 不 小 于 于 的 实数 》 都 是 上 述 积分 方程 的 特征 值 . 


对 于 奇异 积分 方程 的 一 般 理 论 知 以 更 广泛 的 积分 概念 一 一 勒 贝 格 积分 (参看 
14. 4. 5) 作 基础 . 
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$ 11.8 沃 尔 素 拉 方程 
11.8.1 第 二 类 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 和 方程 组 


对 于 方程 
pT) =2| Kz, yD) 十 fA(2)， (C11. 8-1) 
完全 类 似 于 11. 4. 1 可 用 逐次 台 近 法 求解 . 设 解 的 级 数 形式 为 
PT) = po (Tt Ag CZ) 十 开交 (十 和 (11, 8-2) 
其 中 函数 g, (xz) 由 下 面 公式 逐次 确定 . 


PD = fDip (zt) 一 | Kr Dp Wad (n= 1,2,.). 


假定 f(z) 和 Ktz,) 分 别 在 区 间 [a, 杂 和 区 域 Ko。 :as<Sr<b,a<eb 上 连续 , 则 有 
| flz) [Rm | KCz,t) | M, 
由 此 可 秸 出 
nt ‘ 由 ME— ))” 
| pn Cz) < Me a 


故 级 数 (11.8-2) 对 于 任何 人 ,在 La, 引 上 对 工 是 绝对 目 一 致 收敛 的 ,其 和 函数 p(z) 是 
连续 晒 数 和 且 满 足 方程 (11. 8-1). 
对 于 沃 尔 泰 拉 方 程 同 样 可 作出 预 解 核 


RCztA) = > Ku (zDDX, (11. 8-3) 
Tn 二 愉 
其 中 县 核 
K 【 工 + 一 Klryt) ,KCzx,t) 一 | (rt Kn td ln 一 2,3.*.), 


可 以 证 明 (11.8-3) 右 端的 诺 仇 曼 级 数 对 于 一 切 4 是 绝对 且 一 致 收敛 的 ， 因 此 预 解 核 
是 整 函 数 ,方程 (11. 8-1) 对 于 任何 的 有 唯一 解 


op(z) 一 | Rst3) fa + flr). 
因而 沃 尔 泰 拉 方 程 没有 特征 值 , 即 齐 次 方程 
P(X) 一 Ak (zx, op Da 


对 于 任何 4 只 有 零 解 . 
对 于 活 尔 泰 拉 方 程 组 : 


N 
«2 =4>)| KyCc dg di fr) 人 一 12 N)， (11.8-4) 
i=1"® 
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也 可 用 逐次 通 近 法 来 求解 . 取 op (z) 一 请 (z)(C 一 1, 2 作为 解 的 零 次 近似 . 将 
a" 代替 (11. 8-4) 的 右 疹 中 的 pi ,得 到 解 的 一 次 近似 ; 
N 
F(z) 一 1>)| Koz DG Dd t+ fi(z) (i = 1,2,..,N), 
jl 
逐次 迭代 ,可 得 
gr (z) = A172)| Ks zg Dar t+ fz) 


C2 一 1.2…Ni xz 一 ] ,2 
车 铬 数 序 列 {gr*《z) eo 在 [a,6j 上 一 致 收 化 , 则 极限 函数 gy; Cx) (i 二 1,2,… ,NN) 即 为 
方程 组 (11. 8-4) 的 解 . 


11, 8,2 特殊 形式 的 沃 尔 泰 拉 方 程 
给 定 
8(z) 一 | Kz— Dp dt fr), (11. 8-5) 


其 中 核 为 K(x 一 四 , 它 是 只 依赖 于 两 个 变量 之 差 的 蚂 数 ， 设 用 xz) ,K(x) 为 在 L0,co) 
上 的 已 知 连续 函数 ， 对 此 特殊 类 型 的 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 可 用 拉 普 拉 斯 变换 (参看 
§ 16,. 7) 来 求解 ， 对 方程 (11.8-5) 两 边 取 拉 普 拉 斯 变换 


2[g(z] = Z| | Kz—Dp a |+ [Lf], 


再 利用 卷 积 定理 (参看 16. 7. 3) ,得 
[p(xr) | = LLKCz)] * Lp) LF) 


从 而 

[yg(z)] = [区 全 (11. 8-6) 
理 作 拉 普 拉 斯 逆 变 换 , 即 得 方程 的 解 

g(x) = 二 三 Bp)erdp, (11. 8-7) 


时 中 (pp) 二 [Lgp(z)] ,Rep 二 o>cyc 为 使 象 昂 数 囊 ( 蕊 在 Rebp>c 上 解析 的 充分 大 的 
由 于 其 (xz 一 与 的 ?次 琶 核 氏 ,(z 人 是 zx 一 上 的 函数 ,于 是 可 推 得 方程 (11. 8-5) 的 

陆 解 核 也 为 z 一 上 的 歼 数 , 记 作 R(z 一 四 ;因此 这 时 解 的 公式 为 
p(z) = | RCz—D FD + fC), (11. 8-8) 


四 对 (11. 8-8) 两 边 取 拉 普 拉 斯 变换 , 设 [RCz)] 二 Mp) ,再 利用 (11. 8-6) ,可 得 
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多 | 兵 (7Z) 


T 二 SEC， (11. 8-9) 


ATLp) = 
取 拉 普 拉 斯 逆 变 换 得 
RCz) = | Mt )erad (11. 8-10) 
DA oi, 7 A. | 


把 民 (z) 代 入 (11,8-8) 也 可 得 方程 (11. 8-5) 的 解 . 
例 1 求解 方程 


gD) = f(D+| Cz— po. 


这 时 


1 1 
Kt{zr) = x [K(r)| = pi "MP) 一 1 


lf er s 
ROD= 吉 | 天 二 14p 《a 为 充分 大 的 实数 ) 


一 3 一 ) (参看 16. 7.4). 


将 RCz) 代 入 (11. 8-8) ,得 方程 的 解 
一 el 王 el 
pz) = AZ 十 5 | fd 5 [ef a 


11. 8.3 第 一 类 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 阿 由 尔 方程 
对 于 
| Kz,dp Dd = Fn， (11. 8-11) 


若 (xz,z) 关 0,Ki(z1t) ,了 (x) 是 连续 的 , 则 将 方程 两 边 对 xz 求 导数 , 且 除 以 K(x， 
z) , 便 得 第 二 类 疾 尔 夫 拉 积分 方程 ， 


TK, (r,t) (x) _ 
pn) +| RS gd — 起 (11. 8-12) 


注意 到 条 件 f(a) =0, 容易 从 方程 (11. 8-12) 回 到 方程 (11. 8-11) ,因此 这 两 个 方 
程 是 等 价 的 , 故 方 程 (11. 8-11) 有 唯一 解 . 

阿 贝尔 积分 方程 是 由 阿 贝尔 在 研究 重力 场 中 落体 的 运动 规律 与 下 落 时 间 的 关系 
所 得 到 的 , 设 质 量 为 mx 的 质点 在 重力 作用 下 ,在 高 度 z 姓 沿 铅 直 平面 内 一 条 曲线 运 
动 到 曲线 的 最 低 点 ,假定 所 需要 的 时 间 了 为 高 度 z 的 一 个 已 知 阅 数 A(x), 由 此 来 确 
定 曲 线 的 形状 . 此 问题 称 为 阿 贝尔 问题 . 它 导 出 积分 方程 

< 《区 
| J = f(x), (11. 8-13) 
其 中 & 为 重力 加 速度 ，(11, 8-13) 称 为 阿 贝 尔 方程 , 它 是 特殊 的 第 一 类 沃 尔 素 拉 积 分 
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方程 . 在 设 x) 为 连续 函数 , 且 f(0)==0, 则 方程 的 解 为 
glz) 一 | Fy ff) 
fF 
这 时 所 求 的 曲线 方程 为 
y=| VG TTT. 
对 于 一 般 的 阿 贝尔 积分 方程 


| 全 于 全 od 一 fz) (0<a< 1)， (11. 8-~14) 


设 CC 连续 :Crzz)z 关 0 将 方程 两 奖 乘 以 忆 一 z) 1, 目 对 xz 从 0 到 & 取 积分 , 然 
后 改变 积分 次 序 得 


| HDp da = | f(D) Cu— Ddr, (11. 8-15) 
其 中 
Gr) 
Hu,t) = 上 (uO— T(r 
由 于 


Hluw) 一 一 工 -Gast) £0, 
SI 


可 将 (11.8-15) 化 为 第 二 类 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 
PD + | BS pd = gw), 
其 中 


Et = H{u,u) A (ww— TI dr 
~ Husu)-! Ce! fC0) +| 一 zf Cmdr). 


当 GCz, 人 ) 二 1 时 ,方程 (11. 8-14) 的 解 为 
_ sinior 1 * | 
pz) = Wu (ef) + | rdf Wd). 


$11.9 积分 方程 的 近似 解法 


下 面 都 假定 积分 方程 中 涉及 的 函数 是 连续 的 , 旦 方程 只 有 一 个 解 ， 
11,9.1 数值 积分 方法 


对 于 积分 方程 
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| Flrstglz) ,gd = 0, 
在 区 间 [a,5] 上 插入 %n 个 节点 &= 二 x 过 zx 之 < 二 b 令 的 ) 一 网 ( 估 一 1 2 ， 
利用 数值 积分 法 可 得 关于 gx 的 代数 方程 组 
AF zi, zp 的 一 0 (t= 1,2,*",n). 
二 一 1 


解 出 p 即 得 解 g(x) 在 节点 上 的 近似 值 . 特别 地 ,对 于 第 二 类 弗 雷 德 答 姆 积分 方 
程 ,这 时 上 述 代数 方程 组 为 线性 的 . 


11.9.2 近似 核 方法 


对 于 弗 雷 德 直 姆 积分 方程 中 的 核 用 近似 核 来 代替 ,例如 对 于 连续 核 K(Cz, 轨 可 用- 
多 项 式 来 一 致 逼近 ,因此 核 兵 (z, 思 可 用 退化 核 来 一 致 逼近 ,问题 即 化 归 为 对 退化 核 
的 积分 方程 的 求解 . 所 得 的 解 即 为 原 方 程 的 近似 解 . 


11.9.3 和 迭代 法 
对 于 积分 方程 
gz) = | Fozsts ger) 6) 
适当 选取 gv(z), 令 
pC2) = | Ferg ls) pol))d, 
p71) = | Fr pra C2) pa Dd Cn = 1,2,°°). 


若 由 此 得 出 解 的 近似 序列 {or (zj)) 莽 0 收 伍 于 原 积 分 方程 的 解 , 则 如 截止 到 第 = 次 选 


11. 9. 4 变 分 方法 
对 于 积分 方程 
G(zg(zD) 十 | Fritglr) yg()d =0, (11. 9-1) 
在 适当 条 件 下 ,可 看 作 是 求 泛 画 
Ity = | | Ec yn ye Vard t+| Horsy(r) dr (11.9-2) 


极 值 的 欧 拉 方程 (参看 12. 2-2). 于 是 求 方 程 (11. 9-1) 的 近似 解 转 化 为 用 变 分 问题 中 
的 直接 法 (参看 3 12. 6) 求 变 分 问题 (11. 9-2) 的 近似 解 ， 
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12. 变 分 法 
$12.1 一 般 概 念 


定义 1 设 Y 是 给 定 的 某 薄 数 集 ( 假 定 集中 每 个 明 数 具有 问题 中 所 需要 的 各 阶 
连续 导数 ) , 若 对 于 Y 中 的 每 一 个 函数 y(z), 有 一 个 数 JER 与 之 对 应 , 则 称 变量 J 为 
挟 数 y(z) 的 泛 通 , 记 作 J 二 J[y(x)j. 简 言 之 , 泛 孙 本 是 函数 集 Y 到 R 上 的 一 个 映 
射 ， 映射 的 自 变 元 为 一 个 菠 数 ,而 属于 Y 中 的 每 个 函数 y(z) 称 为 容许 函数 . 

上 述 定 义 可 推广 到 依赖 于 多 个 函数 的 泛 画 JLy (72) ;yz Cz),…, ys,《z)j ,或 依赖 
于 一 个 或 nn 个 多 元 洱 数 的 汉 了 区 ;zz ya ;Tn ) J) Lz (Zz) 9 Ts) } Zo (XT1， 
Ta 

例 1 连接 平面 上 两 定点 Mo (zo yy) ,Mi (zi,y1) 的 曲线 y= 二 y(x) 的 弧 长 1 是 函 
数 y(z) 的 泛 函 


x1] = | VIFY Da. 
例 2 张 在 闭 曲 线 上 的 曲面 < 一 z(z, 力 的 面积 S 是 函数 z(z,) 的 泛 本 
S[z(z,y)] = 上 | v1 十 亚 十 史 dzrady， 
其 中 为 曲面 = 一 zz 在 (zy 平面 上 的 投影 区 域 


设 CLzro zj 为 非 负 整数 ?表示 在 区 间 [zo ,zi ] 上 连续 且 直 至 有 阶 连 续 导数 
的 晃 数 y(z) 全 体 所 成 的 线性 空间 . 对 于 任意 y, (7) ,yz(z)ECLz ,zij], 定 义 上 距离 


yy le = max max | yr — yD |. 
1 


Oh so SE 
定义 2 集合 
UC yo Cz) 6) = {yr) | yx) EC [zo Td, | yx) — yr) le 二 人 
称 为 函数 yo《 工 ) 的 kK 级 8 邻 域 . 


定义 3 设 Xz)CzEY, 则 (zz) 一 yz) 称 为 函数 y(z) 的 变 分 , 记 作 以 , 即 
6y 一 YA — yr). 
定义 4 着 泛 函 的 改变 量 
ATJLyCz)j]= J[y(z) oy]— JLy(z)] 
= L[y(zx),6y] 二 ol || 6y 1) 
其 中 oo 的 意义 参看 6. 1.5,L[y(z) ,6yj] 是 关于 y(x),6y 的 二 元 泛 枉 ,和 且 对 于 8y 是 线 
性 的 , 则 称 LLy(xz) ,6yj] 为 泛 函 JLy(z)j] 的 变 分 , 记 作 5, 即 8] 一 LLy(z),6yj， 这 时 
称 深 上 郴 了 是 具有 变 分 的 . 
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车 泛 晒 帮 yx) 十 a6yj( 其 中 a 为 参 变量 ) 对 a 可 导 , 则 泛 鲨 J[y(z)] 的 变 分 也 可 
定义 为 
8] = pa [y(z) + oy] | .0 


定义 5 若 泛 欧 J[y(z)j 在 y 二 yo (zx) 的 零 级 6 邻 域内 恒 有 
A = 二 Jy(z)j 一 J[iy(z)j 才 0 (或 宕 0， (12, 1-1) 

则 称 J y(z)j 在 y= 二 ylx) 上 达到 相对 强 极 大 值 (或 相对 强 极 小 值 )， 若 泛 阿 J[y(x)] 
在 ?一 为 (z) 的 一 级 $ 邻 域内 恒 有 (12. 1-1) , 则 称 Jy(z)] 在 * 一 m%(z) 上 达到 相对 弱 
极 大 值 ( 或 相对 弱 槐 小 值 ). 相对 强 ( 弱 ) 极 值 简称 强 ( 弱 ) 极 值 . 

强 极 值 与 弱 极 值 在 考虑 极 值 的 充分 条 件 时 才 显 出 有 区 分 它们 的 必要 , 见 $12. 3 
中 定理 1.2. 在 一 般 情况 下 就 不 网 分 , 统称 之 为 极 值 . 使 泛 函 达到 极 值 的 曲线 y= 
yz) 称 为 极 值 井 线 . 

变 分 法 就 是 研究 求 泛 天 极 值 的 方法 .有关 求 泛 国 极 值 的 问题 称 为 变 分 问题 ， 

例 3 最 速 下 降 曲 线 问题 ， 

给 定 高 度 不 同 的 和 且 不 在 同一 铅 直 线 上 的 两 
点 A(0,0) 和 Bla,)( 设 5>>0) (图 12, 1-1), 欲 寻 
求 曲线 y 二 ylz) ,使 质点 在 重力 作用 下 沿 着 这 条 
曲线 从 点 外 无 摩擦 地 滑行 到 点 B 所 需要 的 时 间 
为 最 少 . 滑行 所 需 的 时 间 了 是 y(z) 的 泛 哨 

厂 二 | gy 
V2gy 
(其 中 g 为 重力 加 速度 ). 

需求 的 是 使 丁 取 极 小 值 的 y= yz). 

例 4 测 地 线 问题 , 

求 曲 面 f(x,y,z) = 二 0 上 给 定 两 点 Atzo ,yo szo) 和 BCzri ,yi ,zi) 间 长 度 最 短 的 曲 
线 y 二 yl(T),z 二 xz(z)， 这 是 一 个 求 泛 孙 


1 一 | VI yr Fe dr 
To 


在 约束 条 件 f(x,y,z) 二 0 下 的 极 小 值 问题 . 
定理 ( 泾 函 极 值 的 必要 条 件 ) 如果 具有 变 分 的 泛 函 J[y(z)] 在 y 二 w% (x) 上 达 
到 极 值 , 则 泛 孙 在 y= 二 w(xz) 上 有 人 =0. 


3 12.2 固定 边界 的 变 分 问题 


12.2.1 最 简单 的 变 分 问题 欧 拉 方程 
给 定 泛 函 


图 12. 1-1 
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J[y(z)] = 上 下 FCz,yCz)，yY(z))cr， (12. 2-1) 
TD 


其 中 函数 下 对 xz,y,y 都 是 二 阶 连续 可 微 的 ,y(z) 属 于 CC 类 函数 . 设 容许 曲线 y= 
y(z) (ytz) 为 容许 区 数 ) 的 边界 是 固定 的 , 即 满足 边界 条 件 ， 
yx) = yo YH) = Nn. 
由 上 市 定理 ,得 出 使 泛 函 (12.2-1) 取 得 极 值 的 函数 > 一 Xz) 必 须 满 尼 微分 方程 : 


d 


Fky 一 0， 《12. 2-2) 


详细 与 出 为 

F,—Fy—F,y —Fyy =0. 
方程 (12. 2-2) 称 为 欧 拉 方 程 . 它 给 出 了 极 值 存在 的 一 个 必要 条 件 ， 欧 拉 方 程 的 每 一 
个 解 称 为 关于 变 分 问题 的 平稳 函数 ,其 图 象 则 称 为 平稳 曲线 , 平稳 曲线 不 一 定 就 是 


极 值 曲线 ,只 能 说 在 平稳 曲线 上 沁 隆 才 有 可 能 达到 极 值 . 
例 ] 


] 
几 Ly(Gz)] = | ee 二 +12xy)dzr,y(0) = 0,y(1) = 1. 


这 时 欧 拉 方 程 为 一 6z=0, 因 此 汽 消 的 极 值 只 可 能 在 曲线 ?一 上 达到 . 
下 面 考察 在 (12. 2-1) 中 F(z,y,y ) 的 几 种 特殊 情况 : 


1. 下 一 下 人 之， 


这 时 欧 拉 方程 为 下, (zy 一 0, 它 不 是 微分 方程 , 变 分 问题 的 解 一 般 不 存在 ,只 有 
当 曲 线 下 (x;y) = 二 0 通过 边界 点 (xo ,Yo) 和 (tx, 和 ) 时 , 它 才 是 平稳 曲线 


2, F=M(z, y+ Nr, yy 


aM_ 9N a -aN= 


这 时 欧 拉 方程 为 3 一 有 一 0， 类 似 情 形 1. 特别 地 ,当地 一 3 三 0 时 , (12. 2-1) 
的 积分 与 路 线 无 关 , 变 分 问题 失去 意义 . 
3, F=F(y) 


这 时 欧 拉 方程 为 Fyy y 一 0, 若 Fyy 天 0， 平稳 上 曲线 为 和 一 =c zx 二 co ,其 中 Cl 各 C2 由 
边界 条 件 来 确定 . 


4. F=F(r,y) 


这 时 欧 拉 方 程 为 区 Py 一 0, 得 通 积分 B(z,y,c ,c2) 一 0, 然 后 由 边界 条 件 确定 6 


和 Cz. 
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5, F=F(y,Yy) 


这 时 欧 拉 方程 为 一 Fy 一 Fy y 一 0, 方程 逐 项 乘 以 y ,得 全 (F 一 Fyy) 一 
0. 后 面 步 又 类 辣 4. 
例 2 最 速 下 降 曲 线 问 题 的 求解 


可 2 
T=| Yl+y yy,, y(0) = 0,y(a) = 6. 
0 v2pgy 


这 里 Fly,y) 一 关 启 尖 -, 属 情形 5, 解 之 ,得 平稳 曲线 族 为 
a8y 


工 一 Dt— sint) + cs»y 一 号 (1 一 cosb， 


其 中 mycs 由 边界 条 件 来 确定 .针对 此 具体 变 分 问题 ,所 得 的 平稳 曲线 ( 摆 线 ) 即 为 最 
速 下 降 曲 线 . 


12.2,2 含 多 个 未 知 函数 的 泛 函 
Ty 9 ; "Yn | 一 站 下 (zy 加 9 .42 Yn ,Yl 2 s+ Ya Yd, {12, 2-3) 
<0 


设 容 许 函 数 zt 一 1 2， 好) 属 人 类 , 且 满 足 边 界 条 件 


itkzo) 一 Yor ye To0) 一 yer Ko) = yo0i (12, 2-4) 


HT) = yn » 2 (zl ) = D2 "Yn (Xx1) 一 Yn 
即 容许 曲线 ?一 y Cz) (i 二 1,2,…… 1n) 在 空间 (x ;yi yz，… :yr) 中 均 通 过 固定 点 《xo， 
Yo +s Yeor sy ym) CT Yl 3 Ya 9 Yn ), 
使 泛 函 (12. 2-3) 取 得 极 值 的 廿 数 yy，…,y。 必须 满足 一 组 二 阶 微分 方程 : 


了 >， — pF, 二 0 《it 一 ] ,2 (12. 2-50) 
i dr I 
方程 组 的 解 一 般 为 在 空间 (xz, 1 2 ,yy ) 中 含有 2n 个 参数 的 积分 曲线 族 ， 
Ji 一 名 《cl #2 "yo + 人 T) 9 


2 YY 《cl LE ;TI) + 


Ya = Yn Cl Ca Css LT), 


其 中 Cl rn ss*** gtan 由 按 界 条 件 (12， 2-4) 所 确定 ， 
12. 2.3 会 高 阶 导 数 的 泛 函 
J[y(z)] = 及 FUzyCziy(aDeoym(zydrz， (12.2-6) 
zo 
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设 容许 函数 属 C "类 , 且 满 足 边界 条 件 : 


yzo) 一 yo ,7 (2 ) 一 Wy (To0) = -JJ 


， ， (12. 2-7) 
YE) = yy CT) 一 有 (一 
使 泛 隧 (12. 2-6) 取 得 极 值 的 哨 数 必须 满足 方程 (也 称 欧 拉 方 程 ): 
dp pd _ 
F, jE taFy 二 (一 1) 了 一 0. (12. 2-8) 
方程 的 通 解 含 2n 个 任意 常数 ,它们 由 (12, 2-7) 确 定 ， 
12. 2.4 多 元 函数 的 泛 函 
dz 9z _ 
1. J[z(z, y)] =]r (ey ddy. (12. 2-9) 


为 书写 简便 起 见 , 记 3 一 加 3 二 q. 设 左 为 二 阶 连 续 可 微 ,容许 函数 z(x,y) 亦 为 二 阶 


连续 可 向 的 , 且 满 足 边 界 条 件 z|3p 二 f(r,y)( 共 中 39D 为 DD 的 边界 , f(x,y) 为 已 知 隔 
数 ). 
使 泛 了 画 (12. 2-9) 取 得 极 值 的 莫 数 z= 二 z(x,y) 必 须 满 足下 列 欧 拉 方 程 : 


a 9 
下 一 本 一 2。 一 0. (12. 2-10) 


dx 


此 欧 拉 方程 的 解 称 为 变 分 间 题 (12. 2-9) 的 平稳 函数 ,其 图 象 则 称 为 平稳 曲面 . 
例 3 求 泛 函 


[z(x,y) | = (至 ) 十 (2) )ardy; z |ap = f(x y) 
的 平稳 曲面 = 一 z( 工 ,y). 
这 时 欧 拉 方 程 为 3 各 十 蕊 一 0, 于 是 求 泛 函 的 平稳 曲面 归结 为 解 拉 普 拉 斯 方程 的 
狄 利克 畦 问题 (参看 9. 5. 4) 
(~ = 0, (xz,y) E 也 ， 
z |ap = f(x y). 
茶 此 狄 利 移 雷 间 题 难 于 求解 , 则 可 采用 变 分 问题 的 直接 法 (参看 12. 6. 4). 


2, J[ zlx 2 sy Tr) | 一 外 JP :Ta TT Pl? Pr ** 1 pr dr dr "den 9 
地 
其 中 
pi 一 3 (一 12 
使 泛 本 了 取得 极 值 的 郊 数 > 一 (zz ，…2z) 必 须 满足 欧 拉 方 程 
看 也 加 
F,— 之 和 Fw 一 0 
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dz dz Dz Bz 9? 
3. J[z(z,y)] =||F (zy oddy. 
已 


再 引入 记号 


Oz gz dz _ 


aT zy Say 
使 渤 函 J 取得 极 值 的 函数 z= 二 z(z,y) 应 满足 下 列 欧 拉 方 程 
F,— 2F,— 2F OF FOR-0 
”Dr ”ay dr " Dry dy ! : 
例 4 对 于 泛 聘 
2 2 2 2 2 2 
zp]=j(( 叶 ) + (5) +2(E) )adzdy, 
其 平稳 蚂 数 > 一 z(z, 轨 应 满足 重 调 和 方程 


9 
dr 


34z dz 


12.2.5 用 参数 形式 表示 的 泛 函 


在 有 些 变 分 问题 中 ,采用 参数 方程 x 二 z(t),y 二 y(!) 表 示 曲 线 更 为 方便 . 这 时 假 
定 问题 中 涉及 的 曲线 都 是 正则 曲线 (参看 10. 1. 1) ,于 是 泛 孙 


AAz 一 


] = 站 FCz,y,y dz = Bz yD ED HA, (12.2-11) 
Tt in 


其 中 
Tn 一 Tto) ,TI 一 T(t1) ,7 = ,yy 一 一 9 
， ， y(t) : 
Bry yk) = F(z ,yD ,ES )z0). 
对 任意 参数 上 ,有 


Pry yhr ,hy) = kB(r, yxy). 
即 委 对 zy 而 言 是 一 次 齐 次 函数 , 它 满足 方程 
28; 二 + 3 = (12, 2-12) 
泛 晒 (12.2-11)7 只 依赖 于 曲线 的 形状 , 而 不 依赖 于 它 的 参数 表达 式 , 即 有 


P gcry 2 7) = Br yz MKD), 
切 ro 
~) ,2 
其 中 ttn) ,>0. 
由 泛 函 (12, 2-11) 岂 得 的 两 个 欧 拉 方程 
B.— 46. 一 0 ,本 一 号 硬 一 门 


» do03 +。 


和 关系 式 (12. 2-12) 联 立 , 必 须 和 原先 的 欧 拉 方程 (12. 2-2) 相 当 , 因 此 它们 不 是 独立 
的 ,它们 由 恒等式 
EL8;)+y(B, — £9;)=0 


+( 和 一 丰 t 


相 联 系 着 . 


3 12.3 泛 函 极 值 的 充分 条 件 


12.3.1 平稳 曲线 场 与 雅 可 比 条 件 


定义 1 阁 在 (x,y) 平 面 的 茶 区 域 D 上 的 每 一 点 都 有 曲线 族 y 二 yl(z,c) (ec 为 参 
数 ) 中 的 一 条 且 仅 有 一 条 曲线 通过 , 则 称 曲 线 族 在 域 D 上 形成 一 个 固有 场 . 在 曲线 族 
y 二 ylzy,c) 上 的 点 (Xz;y) 处 的 切线 斜率 ptzx,y) 称 为 在 该 处 场 的 和 斜率. 

定义 2 者 曲线 族 y= 二 ylz,c) 中 全 部 曲线 都 通过 区 域 DD 上 某 一 定点 (zo ,mi)( 即 
曲线 族 形 成 曲线 束 ， (To ， Yo) 为 束 心 ) ;而 除去 (zo Yo ?外 ， 区 域 D 上 任意 一 点 都 有 曲线 
族 中 的 一 条 且 仅 有 一 条 曲线 通过 , 则 称 此 曲线 族 在 域 卫 上 形成 一 个 中 心 场 . 

定义 3 知 因 有 场 或 中 心 场 是 由 某 变 分 问题 的 单 参数 平稳 曲线 族 所 形成 , 则 称 
此 场 为 平稳 曲线 场 ， 

定义 4 设 有 平稳 曲线 族 y= y(tz,c),Alzm ,Yo) 为 束 心 , 若 族 中 曲线 Lo:y 一 
yo (I) 三 y(zryco) 与 曲线 族 y 二 yl(zr,c) 的 判别 曲 线 

y= yl(rc), 
la 一 0， 

有 公共 点 A* , 则 称 点 4A" 为 点 由 (对 于 平稳 曲线 Lo) 的 共 思 点 . 

定义 5 者 平稳 曲线 上 的 弧 AB 不合 及 
点 的 共 罗 点 4 (图 12. 3-1) , 则 称 此 条 件 为 
雅 可 比 条 件 . 

这 时 可 作出 一 个 含有 平稳 曲线 弧 AB 在 
内 ,并 以 4 点 为 束 心 的 平稳 曲线 场 . 

下 面 把 雅 可 比 条 件 表 为 解析 形式 . 考察 
泛 画 (12. 2-1), 设 ?一 2(zyc) 是 东 心 在 点 
Alzxo ,yo 的 平稳 曲线 族 方程 , 且 使 参数 < 与 


族 中 平稳 曲线 在 点 A 处 的 切线 斜率 相同 . 设 
y 王 y(zsc0) 是 族 中 的 一 条 平稳 曲线 ,并 假定 


它 通过 点 Blzxi yy1) (zi 这 zo). 令 x 一 2 ” ，, 它 是 二 的 函数 ,由 于 函数 y= 
yz,0) 是 欧 拉 方程 的 解 , 所 以 


图 12. 3-1 
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F(T yy Crsc), ye (rc)) — EF, (zry(rc) yx,c)) = 0. 
将 等 式 两 端 对 c 求 导 , 即 得 
ad a / 
(Fw — Sf Fw )u— Ff(Fyyu’) 一 0 (12. 3-1) 


由 于 在 平稳 曲线 2 一 yz)01 上 ,PEoFyy 都 是 z 的 已 知 函 数 ,因此 当 下 【Zr， 
y(xrc0) ,yy 《Xs00)) 关 0 时 ,方程 (12. 3-1) 是 一 个 关于 xz 的 二 阶 线性 方程 , 称 之 为 雅 可 
比方 程 . 对 于 雅 可 比方 程 的 解 x(z) , 若 只 在 z=z 时 等 于 零 , 而 在 区 间 (xo ,zi] 上 不 
再 为 零 , 这 一 条 件 也 即 为 雅 可 比 条 件 . 因为 满足 此 条 件 时 ,A 点 的 共生 点 4 * 不 在 平 
稳 曲 线 y 二 ylzyco) 的 AB 纲 上. 


12, 3.2 泛 浮 J[y(z)] = | Fr,y,y dz 极 值 的 充分 条 件 


定义 5 对 于 泛 晃 (12.2-1) ,函数 
E(xyysy ,p) 一 FCzryyyy ) — Flr, yp) 一 Cy’ ~ pF, (Xs ys p) 


(其 中 pp(z,y) ,在 平稳 曲线 上 仿 一 pp ) 称 为 瞻 尔 斯 特 拉 斯 函数 


定理 1 沙 果 (12, 2-1) 在 曲线 y 二 yw (x) 上 达到 弱 极 小 (或 弱 极 大 }) 的 充分 条 件 是 

(1 y 二 yo (x) 是 满足 边界 条 件 的 平稳 曲线 . 

(2) 满足 雅 可 比 条 件 . 

(3) 在 与 平稳 曲线 y= yo (x) 相 邻 近 的 点 (zx;y) 以 及 与 p(x,y) 相 邻近 的 y ,有 
下 (zyyy ， 力 之 0 或 委 0)， 

定理 2 沙 国 (12. 2-1) 在 曲线 y= yo (zx) 上 达到 强 极 小 (或 强 极 大 ) 的 充分 条 件 是 

(1), (2) 同 于 定理 1 中 相应 的 (1), (2). 

(3) 在 与 平稳 曲线 y= yo。 (xz) 相 邻 近 的 点 (x,y) 以 及 任意 的 yy, 有 E(x, yyy， 
思 ) 之 0( 或 志 0)， 

注意 定理 1,2 中 的 条 件 (3) 都 要 求 判别 E(z, yy ;p) 的 符号 ,这 一 般 较 为 困难 . 
这 里 可 改 成 较为 强 的 勒 让 德 条 件 , 即 判别 Fy 的 符号 例如 对 于 定理 1 中 代替 (3) 的 
是 条 件 :Fyy ztzlyotz))>0( 或 <0) ,对 于 定理 (2) 中 代替 (3) 的 是 条 和 件 ; 与 平 
稳 曲 线 相 邻近 的 点 (z,y) 以 及 对 于 任意 的 y 值 ,Fyy (zyyy) 艺 0( 或 委 0). 


3 12.4 可 动 边界 的 变 分 问题 


12.4.1 | F(z,y,y dz 型 泛 双 


], 靖 操 内 (2zo ,yo) 固 年 ;总 点 B(x #1 ) 在 曲线 y 一 g(xX) 上 变动 . 
这 时 满足 欧 拉 方程 (12. 2-2) 的 平稳 函数 ,在 端点 A 满足 边界 条 件 y(zo) 二 yo ,在 
可 动 点 BLzxi ,i ) 必 须 满 足 模 截 性 条 件 ; 
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下 十 人 9 —y)Fy=0,r= nn. 
如 打点 BGzyD) 固 定 , 点 ACzxo ,yo) 可 动 ,同样 有 在 zzxo 处 的 横 截 性 条 件 . 
2， 跨 点 A(zn :30 和 BLzI ,Yi ) 分 别 在 3 一 忆 Z 和 y= gl) 上 变动 ， 
这 时 使 泛 函 取得 极 值 的 函数 必须 同时 满足 


F,— EF, 一 0， 


下 十 (省 一 y)F 一 0, 工 一 并 0; 
F+y—y)F,=0,rx= x. 

例 在 最 速 下 降 曲 线 问 题 (参看 3 12. 2 例 
2) 中 设 左 端点 固定 在 原点 (0,0) , 右 端点 在 直线 
y 二 1 一 + 上 移动 (图 12. 4-1), 求 此 可 动 边界 的 
变 分 问题 的 解 . 

由 欧 拉 方 程 及 边界 条 件 y(0) 一 0, 得 摆 线 

X=cj (ft— sint), 


方程 这 时 由 横 截 性 条 件 得 


y=c1t1— cost). 


y (zx) 三 1, 推 出 一 全 ,将 此 二 代 人 人 摆 线 方 


图 12. 4-1 


程 , 再 与 由 二 1 一 五 联 立 ,可 年 出 = 二 . 由 
此 ,最 速 下 降 线 完 全 被 确定 . 

12.4.2 | F(zsyszyy sz)dz 弄 泛 了 

l. 端点 A{lzo + Yo ,2z0) 国 定 ;加 一 yzo)yyza 一 &(Xo01 六 点 B(x "Ys 之 1 ) 可 动 , 分 两 
钟情 形 

(1) 六 点 B(x 1 2) 党 空间 曲线 Y=) ;之 二 让 ( 工 ) 变动 ， 

这 时 使 滋 熙 取得 极 值 的 函数 必须 满足 欧 拉 方程 组 


Ad 
Fy ty 一 一 0, 
dn, 
F, Th: 0. 


和 模 鹤 性 条 件 
Fi+(lg —y)Fy ty —z)PF =0,r= a. 
(2) 端点 BIOz nyzi) 治 曲面 x 一 g(x,y) 变 动 . 
这 时 横 截 性 条 件 为 . 
下 一 y 开 十 (内 一 Fe =0,7r= ZX} 
Fy 十 了 :py = 0, X= ZX. 
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2, 句点 Bt 9 JE， ) 固 定 ; 剖 点 Alzo 4 0 20 可 动 , 则 将 相应 于 (1)， C2) 的 模 截 
性 条 件 改 为 在 zx 一 如 处 的 情形 . 如 果 两 端点 同时 可 动 , 则 横 截 性 条 件 包括 x 二 zo 和 
Zz 三 xz 的 情形 . 


12.4.3 | FCz,yy sy) dz 型 泛 函 


1 . 端点 Alzo ,yo) 固 定 ;y(z0) 二 yyy (x0)= yo. 端点 B(lzi; 可 动 , yi 二 
p(X] ) Yi 一 由 2l )， 


这 时 横 截 性 条 件 为 
2, X11Yl ,如 之 间 满 足 关 系 式 D(z "YY] ;Y1)=0, 
这 时 横 截 性 条 件 为 
—yFy ‘ a "” * ” 史 ， 一 一 
F yF, 二 yy ly Fy (y 十 了 DT 1 + 
Fy — LF; ops =0 = 
y dr " By, vr 工 二 Xl]. 


$12.5 条 件 变 分 问题 
12.5.1 泛 函 在 约束 条 件 gC(z yy yy Yn) 二 0(1 二 1 ,2 1， 
m<n) 下 的 变 分 问题 
定理 1 泛 函 
J [Ly ,yy = | (zi 
六 (Zzo) = yo ca 一 JW 和 一 12) 
在 约束 条 件 gy (zy 3 一 00 一 1 2，72377<) (Fe 0) 下 
取得 极 值 的 函数 yn ,yz ，… ,yy 满足 由 泛 辑 
J* = | (下 十 2 (op aa = 站 dz 
的 变 分 问题 所 确定 的 欧 拉 方程 
Fs 


dF; 一 0 (=1,2,,n), 


dz 
其 中 ACTIG 二 1,2, 于 22) 为 ;个 拉 格 饥 日 乘 子 . CT) 和 yz)0 一 1,2…… 和 8) 由 上 
述 欧 拉 方 程 和 约束 条 件 所 确定 . 

7 ， 


例如 测 地 线 问题 (参看 12. 1 例 4), 邵 求 泛 函 / = | ”VI 下 7 二 za 在 约束 
条 件 f(x,y,z) 二 0 下 的 极 小 和 值 问题 ， 这 时 作 辅 助 泛 孙 
r=) CITYTET Ha) fr ys)) dz. 


其 欧 拉 方程 组 为 
_d yy 一 
At) 户 dz vVT 二 十 2 9， 
_d_ xz 
Mr)f: dz I+ yi Te 0. 


将 它们 与 约束 条 件 f(z,y,2) 二 0 联 立 , 邯 可 求 出 A(z) 和 y(x) ,ztzx)， 
定理 1 还 可 推广 到 附加 条 件 为 


(TY Ya Yrs Yl ,V2 ) = 0 = ,2 ,m0 < 
的 情形 ,推广 后 的 定理 在 形式 上 与 定理 1 完全 相同 . 


12.5.2 泛 函 在 约束 条 件 | gC sys sy 3 Yd 
二 4(i 二 1,2,…,m) 下 的 变 分 问题 


此 类 变 分 问题 最 简单 的 例子 是 古典 等 周 问题 , 即 在 周 长 一 定 的 简单 闭 曲 线 中 , 寻 
求 所 围 面 积 为 最 大 的 曲线 . 设 容许 曲线 表 为 参数 方程 
I 二 Xi) yy = y(t), 
上 述 命题 就 是 求 泛 函 
S = 2 (xy' — ye) 


在 约束 条 件 | WF70D 干 55D de 一 1(1 为 常数 ) 下 的 最 大 值 . 此 变 分 问题 的 解答 是 


圆周 , 
定理 2 泛 函 


| 
Ty 1 2 ys Yn 一 | 了 (yi 9 2 ,YY) ， 3 + Ye dT 
0 


(xo) 一 Yo ,Yi tx1) = Yi (7 一 1 ,2 ,71) 
在 约束 条 件 


| ‘(xs TY Yn yy Ys Yn dr 一 上 
2 
(4 为 常数 ,i = 1 ,2,*…,n) 


下 取得 极 值 的 消 数 1 92 Ys 满足 由 泛 苑 
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J" 二 (F+ > Jdr = | dz 


(其 中 心 为 常数 ) 的 变 分 问题 所 确定 的 欧 拉 方 程 


。 中 
了 > zh, 二 0 (J 一 1],2,° ,1n), 


在 欧 拉 方 程 组 的 通 解 里 所 含 的 任意 常数 CO ,C2 5 “+* ,Can 以 及 常数 久 1A2 9 """ 9 Am 由 
边界 条 件 和 约束 条 件 来 确定 ， 此 类 变 分 问题 称 为 广义 等 周 问题 ， 附 加 条 件 称 为 等 周 
条 件 . 

定理 3( 相 关 性 原理 ) 在 等 周 条 件 


| cz 2 
下 求 芝 苞 
bby yy = | pry Ya Yn Ys Ye Yn dr 
的 变 分 问题 , 和 在 等 周 条 件 
| prsy er Ye Yh dr = 


{i 一 站 ,1 ,2 一 1 ,5 十 72 
下 求 泛 函 


2 
by ?2 | 一 | Pr (TY V2 Yn ,Yl ， 2 dd 
<0 


的 变 分 问题 是 完全 相同 的 . 
例如 周 长 为 一 定 的 闭 曲线 所 图 面积 的 极 大 问题 和 转 有 一 定 面积 的 闭 曲 线 的 周 长 
的 极 小 问题 就 是 相关 问题 . 


$ 12.6 变 分 问题 的 直接 法 


12.6.1 直接 法 和 极 小 化 序列 


在 3 12. 2 一 12.5 中 ,求解 泛 活 的 极 值 问 题 都 是 化 归 为 求解 微分 方程 的 边 值 问 
题 . 这 种 解法 称 为 间接 法 . 但 求解 微分 方程 的 边 值 问题 往往 是 困难 的 , 它 只 有 在 较为 
个 别 的 情形 才能 得 出 有 尽 形式 的 解 , 本 节 所 要 介绍 的 直接 法 就 是 直接 从 泛 冰 入手 , 求 
出 污 沙 的 平稳 孙 数 . 

考虑 使 得 泛 函 J[yj] 为 极 小 的 变 分 问题 ,其 中 泛 函 J[yj 是 包含 隐 数 y 及 其 直至 
阶 导数 的 一 个 已 知 式 的 积分 ( 单 的 或 多 重 的 )， 积 分 区 域 和 定义 在 此 区 域 上 的 容许 函 
数 都 是 给 定 的 . 假定 对 容许 函数 y 而 言 ,Jyj 值 所 形成 的 集合 具有 下 瑚 界 dd, 这 样 就 
存在 一 串 容 许 函 数列 yy,y2，… ,ys，… 使 limJ[y,j 二 4d, 且 对 每 一 个 容许 隙 数 y 而 言 有 
J[Lyj] 守 a 成 立 , 这 样 的 一 个 请 数 序 列 称 为 变 分 问题 的 极 小 化 诬 列 ， 变 分 问题 的 直接 
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法 就 在 于 构造 极 小 化 序列 ,然后 通过 极限 过 程 来 获得 变 分 问题 的 解 ， 因 此 直接 法 在 
人 研究 变 分 问题 的 存在 性 和 唯一 性 上 起 着 重要 的 作用 ,同时 在 实际 计算 上 作为 近似 解 
法 也 具有 重要 意义 . 下 面 介 绍 几 种 直接 法 . 


]2.6.2 里 效法 
以 最 简单 的 沁 函 
开光 一 | Fryyy Jdr, 了 ED 1 一 人 二 0 (12, 6-1) 
20 


为 例 , 里 兹 法 的 步骤 如 下 : 

1， 选择 一 适当 的 函数 序列 内 《(z) ,www(z) "wh《z),… 对 此 了 肾 数 序列 要 求 满足 
如 下 条 件 :(1) 每 个 w(xz) (i 二 1,2,…) 在 [zo ,zxz1j 上 有 定义 且 连 续 可 微 ;(2) 序 列 中 在 
意 有 限 个 肖 数 都 是 线性 无 关 的 ;(3) 对 于 变 分 问题 的 任 一 容许 肾 数 y, 总 可 找到 线性 
组 合 


Yn 一 Daiw {xz) 《ai 为 常数 )， 


使 对 于 任意 小 正 数 e, 在 定义 域内 恒 有 下 列 不 等 式 
[yy—y |<es |y —y|<e 
成 立 , 这 样 的 函数 序列 中 的 每 个 函数 tw 《z) (i 二 1,2,…:) 称 为 里 效法 的 坐标 了 落 数 . 
2, 作 有 限 个 坐标 鹃 数 的 线性 组 合 


om(z) 二 > aiCz) (ai 为 待定 常数 ). 
1 一 ] 


为 使 mm(z) 为 变 分 问题 的 容许 图 数 ,应 设 所 有 地 (7X) (i 二 1,2,…',n) 满 足 齐 次 边界 条 
件 . 将 y, (xz) 代 人 J[y], 得 


JLy, (x) = J[ Daw (zx) | 


= | F(x, Djaw: (x), Djarw!(z) ) dz 
20 i 二 1 i 一 1 
一 pal san :Qn ). 
3. 解 方程 组 32 一 0(i 一 ] 12， ~*n + ;得 出 使 孙 数 六 达到 极 小 的 参数 Ql rn 


于 是 求 出 y,(z), 

4， 对 所 得 出 的 极 小 化 序列 ,yp ，… ,yn 本 以 期 望 收 钙 于 变 分 问题 的 解 . 

这 种 方法 本 质 上 是 先 求 J[yj 在 nn 维 子 空间 spanfrm ,wp ,…' 20,) 上 的 极 小 点 , 然 
后 让 子 空间 的 维 数 趋 于 无 穷 ,以 期 得 到 J[yj 在 span(zam ,ww ,… ,tw ，*…) 上 的 极 小 点 ， 
关于 极 小 化 序列 是 否 收敛 于 变 分 问题 的 解 , 这 在 理论 上 是 困难 和 复杂 的 , 需 另 作 讨 
沦 ， 如 果 不 去 完成 极限 过 程 , 则 
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Yn 《 工 ) 一 > jaiw; Cx) 
1 二 1 


一 般 可 以 作为 变 分 问题 的 近似 解 . 
附带 指出 ,如 果 变 分 问题 的 边界 条 件 是 非 齐 次 的 , 则 可 以 在 满足 齐 次 边界 条 件 的 
wz)G 一 1 2 外 ,添加 一 个 充分 光滑 且 满 足 非 齐 次 边界 条 件 的 函数 wo (z) ,使 


1 二 Wo (XT) 十 Djaiw 《区 
i 


作为 容许 函数 ， 

里 效法 也 可 用 于 多 元 函数 的 泛 画 J[Lzfzz az) 这 时 坐标 哎 数 应 为 
wwifziyz zol 一 1,2…) ,同样 里 兹 法 也 可 用 于 含有 多 个 未 知 请 数 的 泛 明 ， 里 效 
法 的 成 效 有 赖 于 坐标 取 数 的 选择 . 

例 1 用 里 兹 法 求 变 分 问题 


J[y(a] 一 | 0 y+)dr,y(0) = y(1) 一 0 
的 近似 解 . 
选择 坐标 函数 序列 z(1 一 z), (1 一 zw 一直， 取 前 面 两 个 函数 作 线 
性 组 合 Ye (TT) 二 a; (1 一 十 oo 区 (一 zx) 代入 泛 辐 ,J Ly (x) |= pa ;a2 ). 解 方程 组 


ep _ dp 一 
aai dae " 
得 
jd _ 
位 | 369 ' 位 2 41 
因此 得 近似 解 


ya{X) 一 一 27(1— zx) (县 + 二 zx). 


12. 6.3 欧 拉 有 限 差分 法 


本 方法 可 看 作 是 里 效法 的 特殊 情形 ,即将 容许 函数 取 作 分 段 线性 函数 ， 对 于 这 
类 函数 在 函数 分 段 的 子 区 间 上 差 商 和 导数 相等 . 下 面 考察 泛 力 


JLyj = 站 FIzyyy cz yt) 一 加 yy() = 
To 


给 出 本 方法 的 步骤 如 下 ， 

l. 将 积分 区 间 等 分 为 nn 个子 区 间 , 子 区 间 的 长 为 AT; 分 点 为 0 4 区 十 Ar，…，. 
Zo 十 iAzszo 十 Gi 十 1) AT，…, zo 十 nAz 二 XI 设 在 分 点 上 容许 隧 数 的 值 分 别 为 
ylxo )= yo oP Yn = yl ) ,其 中 V1 4 2 on 待定 ， 


2. J[yCx)|] = 全 Frziyiy )az 
To 
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La | 


A DF (x oi Ar 一 pl +2 yo 1 ). 


1 一 间 


3. 解 方程 32 一 00 二 1,2,…,n 一 1D)， 


得 出 使 范 数 9? 取得 极 小 的 y1, yz， yn-1 
值 . 于 是 即 可 求 得 分 段 线性 的 容许 函数 
yn《T)， 容许 曲线 ?一 为 (z) 为 一 条 折线 
《图 12. 6-1), 它 为 变 分 问题 的 近 拟 解 ， 

用 此 法 所 得 出 的 分 段 线 性 孙 数 
(Ty2 《Ty ya(Z)，… 仍 然 形成 一 极 
小 化 序列 . 当 泛 函 的 被 积 芳 数 中 包含 高 阶 
导数 ,例如 二 阶 导 数 时 ,可 按 类 似 的 方法 

图 12.6-1 来 作 ， 这 时 可 用 二 阶 差 商 (y+s 一 2y+i 十 
YACAr 关 来 代替 二 阶 导数 . 


12.6.4 康 托 罗 维 闸 法 
本 法 用 于 多 元 函数 泛 函 的 变 分 问题 ,类 似 于 里 效法 , 取 坐 标 函 数 序 列 


Th | LI » Tn) + To (Tl sa ys Tn 3 (Xl ya » Tn ) 1 


所 不 同 的 是 设 变 分 问题 的 容许 函数 为 


gn CT Ta Tn ) = jar xi) (1 y Ts ye 
上 一 ] 


其 中 (zi)( 一 1, 2 是 待定 函数 ,它们 是 其 中 某 一 个 自 变 量 去 的 函数 . 这 样 由 
泛 函 J[z(zi ,xo ,zso)] 转 换 成 泛 函 J[a zasCz) 和 onftz)], 它 是 依赖 于 一 个 
光 数 a (zx) 忆 二 1,2,… ,nn) 的 泛 函 ,可 按 12. 2. 2 的 方法 来 求 得 mw (zx;). 使 用 此 法 的 优 
点 是 由 于 系数 a (zi) 不 是 常数 ,因此 使 所 考虑 的 容许 函数 类 更 为 广泛 .一 般 说 来 ,用 
此 法 所 得 的 变 分 问题 的 近似 解 , 较 之 用 同样 的 坐标 函数 以 及 相同 的 项 数 n 的 里 兹 法 
所 得 的 近似 解 要 更 为 精确 些 ,但 计算 要 复杂 得 多 . 
例 2 求 变 分 问题 
可 多 


ro 站 2 


(9D 为 积分 区 域 D 的 边界 ,f(z,y) 为 已 知 尔 数 ) 的 近似 解 ， 
选取 某 坐 标 函 数 序 列 


Te (TYy) ,CTY Tn TY) ye 


Py (I 


可 
F{( zyyzy3， )dzrdy,z |ap 一 flrs Yy) 


由 工 》 


设 近似 解 
zn (IT1Y) 一 > a (TI (Ty), 
点 一 ] 


则 
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= | {2™ 32 dun 
JEz, Cz,y)]= YF (sym tr), 和 Jazay 
-一 | ol {5) rr? (rx) 和 《 工 ) 
zn 


ai (x) ,07 (CT) jg (zx) dar, 
此 属 12. 2. 2 中 所 讨论 的 泛 葡 ,因此 待定 函数 qa. (Zz) (二 1,2,… ,nn) 应 满足 网 拉 方 程 组 


d 
%, dr 一 0 (k= 1,2, 7), 


而 其 中 任意 常数 的 选取 要 使 mw (zy 在 直线 zx 一 z 和 z= 二 x 上 满足 所 给 的 边界 条 
件 . 求 出 mtz)t 一 1 2 后 , 即 可 得 出 变 分 问题 的 近似 解 x, (zz,y). 


8 12.7 力学 中 的 变 分 原理 


在 物理 学 的 一 些 原理 中 ,有 一 些 不 以 微分 形式 而 以 变 分 形式 表示 的 原理 ,它们 擂 
述 某 些 量 取 极 值 的 条 件 ,这 些 原理 总 称 为 变 分 原理 ， 例如 经 上 典 力 学 中 的 哈密 顿 原理 ， 
几何 光学 中 的 费 号 原理 ,弹性 理论 中 的 变 分 原理 等 等 ， 


12.7.1 哈密 顿 原理 


设 具 及 个 自由 度 的 质点 系 , 质 点 的 位 置 由 x 个 参数 gq ,qs，… ,9 单 值 地 确定 . 
4 9 ，…gn 称 为 质点 系 的 广义 坐标 ,它们 为 时 间 上 的 函数 设 质 扣 系 的 动能 T= 
TCqi 9 99915999 为 . 在 牛顿 力学 范围 内 ,本 是 广义 速度 9;(i 二 1,2,*…,n) 
的 二 次 型 

T= Sp, 《ga 他 ,GOiOR， 
1 上 一 1 
义 设 势能 口 一 U(g) ,9 9 为. 质点 系 的 运动 必 使 积分 (作用 泛 画 ) 
1=| CT- 一 Dud 

取 最 小 值 .换言之 ,实际 的 运动 & (DG 一 1,2，…, 四 可 以 由 上 述 积分 取 极 值 的 条 件 ， 
即 3 二 0 来 决定 ,这 就 是 哈密 顿 原理 

根据 哈密 顿 原 理 , 由 12. 2. 2 知 其 欧 拉 方程 为 
d /9T\ 3 
AA 一 0 (i=1,2,…,n). (12.7-1) 
此 即 为 拉 格 朗 哩 的 一 般 运 动 方程 , 令 L=T 一 U ,上 称 为 拉 格 朗 日 西数 . 


12.7.2 最 小 势能 原理 


在 动能 和 势能 U 不 依赖 于 时 间 z 的 情况 下 ,可 由 运动 方程 (12. ?7-1) 得 到 平衡 


条 件 
，463 ， 


= 一 (一直 > 有 7)， 


亦 即 SU 一 0 
最 小 势能 原理 是 :以 DCg ,ge ,…,g,) 为 势能 的 力学 系统 ,在 坐标 qi ,qr ，… ,qs 取 
某 一 组 特殊 的 值 时 处 于 平衡 , 当 且 仅 当 对 这 一 组 值 而 言 势 能 取得 最 小 值 ， 


12.7.3 变 分 法 和 数学 物理 微分 方程 


在 力学 上 ,一 些 稳 定 平衡 问题 都 满足 最 小 势能 原理 ,运动 定律 最 简单 的 表达 式 则 
可 以 通过 哈密 顿 原 理 得 到 . 由 这 两 个 原理 可 推导 出 一 些 数学 物理 微分 方程 . 
例如 9. 5.1 例 1 弦 的 微小 振动 方程 可 以 从 哈密 顿 原 理 得 到 . 弦 的 动能 由 积分 
T= 于 | puidz 
给 出 ,其 中 op 为 弦 的 线 密度 ， 弦 上 小 弧 段 的 势能 与 强 的 伸缩 成 比例 ,dU 二 k(tds 一 dz) 
( 比 之 于 静止 状态 的 长 度 ) ,其 中 比例 常数 上 等 于 张力 r. 


太一 上 = (Vit dr ~ 广 吉 dz， 
是 弦 的 势能 


这 时 
I r 1 
J = 外 rw = 了 于 | | cou — ri) dzrdt. (12.7-2) 
名 i 


根据 哈密 顿 原 理 , 弦 振 动 的 位 移 x(z, 电 使 积分 (12. 7-2) 取 最 小 值 . 因此 zzz 必须 
满足 欧 拉 方程 (12. 2-10) ,化 简 后 , 即 得 弦 的 自由 振动 方程 


如 果 在 弦 上 还 受 有 和 外力 F(z, 引 (单位 长 度 上 的 ) ,这 时 必须 在 势能 上 另 加 一 项 


[pf crudzrF = pf), 
fF 是 推 得 弦 的 强迫 振动 方程 
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13. 概 率 论 
$13.1 基本 概念 


13. 1.1 事件 
1， 必 然 事 件 , 不 可 能 事件 ,随机 事件 


在 进行 试验 或 观察 自然 现象 时 ,会 发 现 如 下 三 种 情况 : 

(1) 在 一 定 条 件 下 必然 会 发 生 的 事件 称 为 必然 事件 . 例如 ,在 标准 大 气压 下 ,水 
被 加 热 到 100C 时 必然 会 沸腾 ;向 上 抛 一 石子 必然 下 落 等 等 ， 

(2) 在 一 定 条 件 下 不 可 能 发 生 的 事件 称 为 不 可 能 事件 . 

(3) 在 一 定 条 件 下 ,可 能 发 生 也 可 能 不 发 生 的 事件 称 为 随机 事件 . 例如 , 抛 一 要 
硬币 ,国徽 面向 上 ;在 一 分 钟 内 ,一 个 电话 交换 台 至 少 接 到 15 次 呼唤 ;在 抽查 茶 广 生 
产 的 100 件 产品 时 ,次 品 不 超过 2 件 等 等 ， 这 类 试验 或 观察 ,其 结果 不 止 一 个 . 虽然 
每 次 试验 或 观察 之 前 无 法 预知 确切 的 结果 ,但 是 在 相同 的 条 件 下 ,大 量 重复 试验 或 观 
察 却 呈现 出 某 种 规律 性 一 一 频率 稳定 性 . 例如 ,多 次 抛 一 枚 硬币 ,国徽 面向 上 大 体 占 
半数 ; 某 产 品 的 合格 率 , 随 闭 被 抽查 的 产品 的 件数 增多 ,您 来 愈 趋 于 一 个 稳定 值 等 等 . 
这 说 明 随 机 事件 发 生 的 可 能 性 的 大 小 ,是 事件 本 身 所 固有 的 不 以 人 们 的 主观 意愿 而 
改变 的 一 种 属性 ， 事 件 的 这 种 属性 是 人 们 对 它 发 生 的 可 能 性 的 大 小 进行 度量 的 客观 
基础 ， 

概率 论 就 是 人 们 研究 随机 现象 统计 规律 性 的 一 门 科学 . 


2. 事件 之 间 的 关系 


(1) 若 事件 4 发 生 必然 导致 事件 B 发 生 , 则 称 事件 A 是 事件 B 的 特 款 , 即 事件 
B 包含 事件 A, 记 为 ACB 或 B 乙 A. 

车 ACB,BCA 同时 成 立 , 则 称 A 与 B 相等 , 记 为 A=B. 

(2) 表示 事件 4 与 事件 B 中 至 少 有 一 个 发 生 的 事件 , 称 为 事件 A 与 事件 日 的 
积 , 记 为 AUB 


类 似 地 , UU A 表示 事件 A, ,As ,，…,A, 中 至 少 有 一 个 发 生 的 事件 ， 届 At 表示 事 


件 A， > ;应 1 … 中 至 少 有 一 个 发 生 的 事件 . 
(3) 表示 事件 4 与 事件 B 同时 发 生 的 事件 , 称 为 事件 A 与 事件 B 的 积 , 记 为 
和 A 门 B 或 AB. 


类 似 地 , 自 A 表示 事件 A1,As，…, A, 同时 发 生 的 事件 ， 门 As 表示 事件 Al， 
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As，…,A,,… 同 时 发 生 的 事件 . 

(4) 以 卫 表 示 必 然 事 件 ,4$ 表 示 不 可 能 事件 . 

者 A 人 8B 二 儿 , 则 称 A 与 B 是 互 不 相 容 的 喜 件 . 

着 AUB=R 且 ANMB= 儿 , 则 称 A 与 8B 是 互 道 事件 . 记 为 B==A( 或 A=B). 

用 A 一 B 或 A/B 表示 事件 A 发 生 而 B 不 发 生 的 事件 , 称 为 事件 4 与 事件 B 的 
差 , 显 然 A 一 B= 二 AB. 


13.1.2 上 古典 概 型 


如 果 某 随机 现象 具有 如 下 特点 ,就 称 为 一 个 古典 概 型 ， 

(1) 它 的 试验 或 观察 的 所 有 可 能 的 结果 是 有 限 个 ;ei ,es ,… ,es， 它们 之 间 是 两 两 
互 不 相 容 的 , 即 ;站 ej 二 人 B(i17 二 1,2,-… nyi 关 7. 称 el ,ez en 为 基本 事件 或 样本 
局， 基本 事件 的 全 体 2= {el ,es ,… ,es}) 称 为 样本 空间 ， 

(2) 各 个 基本 事件 发 生 的 可 能 性 是 相等 的 . 

在 一 个 古典 概 型 中 , 任 一 事件 A 总 可 以 表示 成 


A=UadeSi<a< < en. 
于 十 ,事件 A 的 概率 定义 为 A 中 包含 的 基本 事件 数 与 基本 事件 的 总 数 之 比 , 即 


下 中 所 基 _ 
P(A 一 ,二 个 基本 事件 的 总 数 13.1°1) 


例 1 掷 一 颗 般 子 , 两 两 互 不 相 容 的 等 可 能 的 基本 事件 是 EI Ep C3 4 4165 166, 它 
们 分 别 表 示人 骸 子 的 1,2,3,4,5,6 各 点 出 更, 若 事件 A 表示 奇数 点 出 现 , 即 4=e U 


aaUa , 则 P(A) 一 二 一 总 . 


例 2 将 = 个 球 随机 地 放 人 ) 个 盒子 中 去 , 求 每 个 盒子 恰 有 一 个 球 的 概率 . 
因 基 本 事件 的 总 数 是 wr ,而 事件 A( 每 个 盒子 恰 有 一 个 球 ) 中 所 包 舍 的 基本 事件 


数 是 n1, 故 P(A) 一 至， 
例 3 设 100 件 产品 中 有 5 件 是 次 品 . 任意 抽 2 件 , 间 2 件 都 合格 的 概率 等 于 多 


少 ? 
因 基 本 事件 的 总 数 是 { 2 ) ,而 事件 A(2 件 都 合格 ) 中 所 包含 的 基本 事件 数 是 
99 
(“2 )-= (2) 夏 PA) 二 中 =990~0. 902 
(2 ) 
13. 1.3 概率 空间 
1. 概率 的 公理 化 定义 


由 于 在 古典 概 型 中 ,要 求 基本 事件 的 个 数 是 有 限 的 ,各 个 基本 事件 发 生 的 可 能 性 
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是 相等 的 ,这 就 决定 了 它 的 局 限 性 . 为 了 克服 这 种 局 限 性 ,有 必要 建立 一 般 的 概 型 ， 


并 给 出 概率 的 公理 化 定义 
苏联 数学 家 柯 尔 莫 戈 洛 夫 ,1933 年 在 前 人 工作 的 基础 上 完成 了 这 一 任务 . 其 理 
论 的 出 发 点 是 : 


(1) 对 任 一 随机 现象 ,把 每 次 试验 或 观察 的 结果 e 称 为 基本 事件 或 样本 点 , 称 基 
本 事件 的 全 体 为 样本 空间 , 记 为 0. 

(2) 设 乡 是 如 的 某 些 子 集 构 成 的 一 个 e 代数 , 即 乡 满足 : 

1" NEZF 

2 若 A,EHnEN), 则 U AE 

3 若 AEZD 则 A=0Q/AEZ 

又 称 为 事件 域 . 

(3) 在 名 上 定义 一 个 实 值 集 消 数 PP, 满 足 ， 

1° OP(A)EI, YAEF 

2° P(N)=1, 

3" 卫 具有 可 列 可 加 性 , 即 若 A, EECnEND,A 站 A = 名 (jEN,i 关 7); 则 
PCUA,)= P(A,). 

这 样 , 称 P(A) 为 事件 和 出现 的 概率 , 称 (2 多 已) 为 一 个 概率 空间 , 

2. 概率 的 性 质 

1] ” P(@)=0. 

2 P 具有 有 限 可 加 性 ， 即 知 A EFAE=1 ;2 ;71) ;六 MA, 一 岗 全 ,7 一 1 2 rly 
i 才 门 , 则 P(UA) = SPA). 

3° PCA)=1— P(A). 

4" 可 减 性 , 即 车 BCA, 则 P(A/B)==P(A) 一 P(B). 

5° 次 可 加 性 , 即 若 A EE REEN),; 则 


P(U AD) < DP(AV tn E N; POU A) < PPh). 
= 二 一 1 = k=1 
6° P(AUB)=P(A)+P(B)— P(AB). 


P(U A.)= ps * > P(A tA,)] 


| 万 人 


= DP(Ai)— 2, P(A Ap) 


+ 2 P(A AAA) 一 … 十 (一 DPCA .4 … A,). 


lr i 过 站 EC 
7" 连续 性 , 即 车 B,€ 9, Bn CCB,(nEN), 站 B, 一 儿 , 则 
» 407 。 


limP(B,) = 0. 


13.1.4 条 件 概率 

1. 条 件 摄 率 的 定义 

定义 1 设 (0,3,P) 是 一 个 概率 空间 ,BE 多 且 PCB)>0, 则 对 任意 AE 多 记 
P(A | B) = BA, (13. 1-2) 


并 称 PLA1B) 为 在 事件 B 发 生 的 条 件 下 事件 A 发 生 的 条 件 概 率 . 
由 (13. 1-2) 可 得 乘法 定理 ， 
P(AB) = P(B)PCA | B), 《13. 1-3) 
一 般 地 , 设 Al ,As,…' ,A 为 有 限 个 事件 , 且 P(AiAs…A-1)>0; 则 
P(AIA:…A,) = PCAYPCA, | 4 )P(A: | AiA;) 
POA, | AAA )， (13, 1-4) 


2， 独 主 性 


定义 2 如 果 事 件 A 与 事件 日 满足 P(41B)= 一 P(A), 则 称 事件 4 对 于 事件 如 是 
独立 的 . 

这 表明 已 知事 件 卫 已 经 发 生 " 这 一 条 件 并 不 影响 事件 A 发 生 的 概率 ， 

关于 两 事件 是 独立 的 ,有 如 下 结论 ， 

(1) 大 P(B)>>0, 则 事件 和 A 对 于 事件 B 是 独立 的 等 价 于 

P(AB) = P(A) . PCB). 

(2) 两 事件 的 独立 性 是 相互 的 . 即 若 事件 A 对 于 事件 B 是 独立 的 , 则 事件 日 对 
于 事件 A 也 是 独立 的 ， 

(3) 若 妨 和 B 相互 独立 , 则 A 与 B,A 与 B,A 和 8B 也 是 相互 独 立 的 . 

如 果 对 于 任何 m(l 吉 筷 7) 及 1 者 之 记 之 … 之 计 二 1n, 等 式 P(A AAA ) 一 
P(A )P(A。 )…PA ) 成 立 , 则 称 事 件 组 Al ,Az ,…,A, 是 独立 的 . 


3. 全 概率 公式 和 贝 叶 斯 公式 
对 BiEICN), 若 1°B 门 Bj =i,jET,i 关 门生 P(Bi)>>0(iED;2" 事 件 A 能 
而 且 只 能 与 BiGiE 站 之 一 同时 发 生 , 即 A 一 日 (AB), 则 由 概率 的 可 加 性 ,可 得 全 概率 
公式 
P(A) = >,P(CBi)P(A | Bi). (13, 1-5) 
iEF 


叉 设 3*P(A)>>0, 由 P(AB,)= 一 P(A)P(B, |A)==P(B,)P(A|B,) 得 P(B;|1A)= 
P(B,) + P(A|B.) | 
PA) ? 


即 
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P(B,) » P(A | B;) 
PC(B) :+ P(A | Bi) 
| 


P(B, | A) = GED, (13. 1-6) 
(13. 1-6) 式 称 为 中 叶 斯 公式 . 

例 4 盒 中 放 有 12 个 乒乓 球 , 其 中 有 9 个 是 新 的 ,第 一 次 比赛 时 从 其 中 任 取 3 个 
来 用 ,并 且 都 用 了 ,比赛 后 仍 放 回 盒 中 ,第 二 次 比赛 时 再 从 盒 中 任 取 3 个 , 求 第 二 次 
取出 的 球 都 是 新 球 的 概率 . 

解 以 Bi4G=0,1,2,3) 表 示 第 一 次 比赛 时 取出 的 3 个 球 中 有 i 个 新 球 . 以 筷 表 
示 第 二 次 比赛 取出 的 3 个 球 全 是 新 球 , 则 

9 一 :; 
(3 ) 


9 3 
(i) (0) pp) 


(4) (3) 


由 全 概率 公式 ,可 得 
P(A)= ,PB)P(A | Bi) 
9 3 9 一 1 
-六 (人 3 ) a 
一 的 )] 3025 
3 
例 5 将 二 信息 分 别 编码 为 a。 和 4 传送 出 去 . 接收 站 接收 时 ,信息 a 误 收 作 6 的 
概率 为 -65 ,而 5 被 误 收 作 a 的 概率 为 -5j. 信息 a 与 6 传送 的 频率 程度 为 2: 1. 车 接 


收 站 收 到 的 是 信息 a, 问 原 发 信息 是 a 的 概率 是 多 少 ? 
解 ” 以 Bi ,B; 分 别 表示 发 出 的 信息 是 a,5. A 表示 接收 的 信息 是 a. 


这 里 已 NB, 一 局 ,4 一 APB UAB, ,PCB) 一气 ,P(B) 一 喜 和 


~ 0, 146. 
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由 贝 叶 斯 公式 ,可 得 所 求 概率 
PB | A)= 


一 -上 
P(A | B:) 一 in. 


PCBI)PLA | B,) 
PCB)P(A | Bi)+ P(B,)P(A | B,) 


_ 196 
= 157 ~ 0. 995, 


$ 13.2 一 维 随机 变量 及 其 分 布 


13,2.1 随机 变量 与 分 布 函 数 的 定义 


在 随机 现象 中 ,每 次 试验 的 结果 都 可 以 用 一 个 数 来 表示 . 这 个 数 是 随 郑 试验 
* 469 。 


结果 的 不 同 而 变化 看 的 ,在 进行 试验 之 前 ,只 知道 它 取 值 的 范围 ,而 不 能 预知 它 取 什 
么 值 . 

例如 , 接 一 枚 硬币 ,可 以 用 f=1 代表 国 微 面 向 上 ,用 ==0 代表 币值 面向 上 ;在 单 
位 时间 内 ,电话 交换 台 接 到 的 呼唤 次 数 扎 可 以 取 0,1,2,…; 车 床 加 工 的 零件 尺寸 与 
规定 尺寸 的 篇 差 &, 可 能 在 [一 1, 沁 上 取 值 ;被 试验 的 灯泡 的 寿命 ,可 能 在 40, 十 oo) 内 
上 收 值 等 等 . 

定义 1 设 (Q,3,P) 是 概率 空间 ,如 果 1 对 每 个 eEQ, 存 在 一 个 实数 &(e) 和 和 它 对 
应 , 妈 & 是 定义 在 样本 空间 内 上 的 实 值 了 数 ;2 对 每 个 zE 六 ,事件 人 e:6e<z)E 乡 即 
(eicCe)<z} 有 确定 的 概率 , 则 称 &(e) 为 随机 变量 . 

以 后 把 {e: 入 e)<z) 简 记 为 (ez)， 

事件 (ec<z) 的 概率 当然 是 z 的 函数 , 记 P(E<z)= 二 F(z), 则 称 F(z) 为 随机 变量 é& 
的 分 布尔 数 . 

显然 P(x 二 7 一 P(E zr) — P(r)=PF(r)— Flr), 

分 布 国 数 F(z) 具 有 如 下 性 质 : 

] ”下 (z) 是 非 减 的 , 即 Yz zs ERzD>T， 有 下 (zs) 之 开 (z)， 

2 0 和 FIz) 委 1, 且 

下 (一 co) = lim Fz) = 0, 下 (十 co) = Jim F(x) 一 1, 


3 F(x) 是 左 连续 的 , 即 YzxER, 有 
Flz—0)= lim F(x Ax) = F(x). 
Ar=H0 
13. 2.2 离散 型 随机 变量 的 概率 分 布 


定义 2 ”如果 1" 随机 变量 可 能 取 的 值 至 多 为 可 列 个 , 即 & 一 xi(iEICN). 2& 
以 各 种 确定 的 概率 取 这 些 不 同 的 值 . 即 PC(&=z) 王 志 iED, 则 称 为 离散 型 随机 变 


量 . 自然 2 一 1. 
常用 分 布 列 
(ae 
py pases ps 
来 描写 离散 型 的 随机 变量 ， 
离散 型 随机 变量 的 分 布 函数 是 


F(z) = P(E< TD) 一 > 办、 


13. 2.3 几 种 重要 的 离散 型 分 布 


]. 两 点 分 布 


两 点 分 布 指 的 是 ,随机 变量 * 只 可 能 取 两 个 值 ， 当 事件 A 不 出 现时 & 一 0, 当 事 件 
+ 4170 ， 


及 出 现时 & 二 1, 并 且 P(e 二 1)==p,P(E==0) 二 1 一 p(0< 之 pp 之 1). 这 种 只 有 两 个 可 能 结 
果 的 试验 称 为 伯 努 利 试验 . 两 点 分 布 又 称 为 伯 努 利 分 布 . 


2， 二 项 分 布 


重复 进行 n 次 (或 可 列 次 ) 独 立 的 伯 努 利 试 验 ， 这 里 的 “重复 ”, 是 指 在 每 次 试验 
中 事件 A, 从 而 事件 A 出 现 的 概率 都 保持 不 变 ， 这 种 试验 称 为 n 重 ( 或 可 列 重 ) 伯 努 
利 试验 , 记 作 户 ( 或 EFF). 
在 nn 重 伯 努 利 试 验 E" 中 , 设 事 件 A 出 现 的 概率 为 p (0 过 p<1) ,以 表示 1 次 试 
验 中 事件 A 出 现 的 次 数 ,# 可 能 取 的 值 为 0,1,2,…,n, 邻 
P(E= &) = Piln, p), 
则 


Pi(n,p) 一 (ea 一 有 全 (k=0,1,,n), (13. 2-1) 


称 服 从 参数 为 xn 和 的 二 项 分 布 , 记 为 &~Bln, 思 )， 
3， 几 何 分 布 


在 可 列 重 伯 努 利 试验 瑟 中 , 设 事件 A 出 现 的 概率 为 p(0 过 p< 过 1) ,以 上 表示 事件 

A 首次 出 现 的 试验 次 数 ,é# 可 能 取 的 值 为 1,2,…,n,…， 要 使 事件 A 首次 出 现在 第 上 

次 试验 , 当 且 仅 当 前 一 1 次 试验 都 出 现 事 件 A ,而 第 有 次 试验 出 现 事 件 4. 令 PC 一 
£) 二 力 , 则 

p= ip (KEN). (13. 2-2) 


称 服 从 参数 为 p 的 几何 分 布 . 
4， 刷 斯 卡 分 布 


任 可 列 重 伯 努 利 试验 E” 中 , 设 事件 A 出现 的 概率 为 pt0<p<1) ,以 ?表示 事件 
A 第 r 次 出 现 的 试验 次 数 ,# 可 能 取 的 值 为 r,r 十 1,…， 要 使 事件 和 A 第 r 次 出 现在 第 有 
次 试验 , 当 且 仅 当 前 面 的 上 一 1 次 试验 中 事件 A 出 现 r 一 1 次 ,事件 和 A 出现 k 一 r 次 ,而 
第 有 次 试验 出 现 事件 4. 令 PCI 一 总 一 灸 , 则 


k—1 
Pp = ( pp (k= rr 1,). (13, 2-3) 
一 


称 7 服从 参数 为 r 和 户 的 帕斯卡 分 布 . 
几何 分 布 是 铂 斯 卡 分 布 在 一 1 时 的 特殊 情形 ， 又 若 以 5 表示 等 待 事件 A 第 ; 
次 出 现 的 试验 次 数 ( 即 从 事件 A 第 i 一 1 次 出 现 之 后 的 第 一 次 试验 算 起 至 事件 A 第 ; 
次 出 现 目 ) , 则 每 个 名 服从 几何 分 布 , 且 
7 二 名 十 所 十 … 十 名 . 
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5， 淘 松 分 布 
如 果 随 机 变量 上 的 取 值 范围 为 上 一 0 ,1 ,2，…… 县 
轴 = P(e=A) = ek = 0,12,A> 0), (13. 2-4) 


则 称 随机 变量 服从 参数 为 的 泊 松 分 布 . 
定理 1( 泊 松 定理 ) 设 有 一 列 二 项 分 布 (BCn, p,)), 其 中 参数 列 {p,} 满 足 

lim az 一 人 >>0, 则 对 任意 非 负 整数 有 limps (npr) 一 e7 和 |. 
这 表明 泊 松 分 布 是 二 项 分 布 列 的 极限 分 布 


13. 2.4 连续 型 随机 变量 的 概率 密度 


定义 3 ”如果 随 机 变量 & 的 分 布 卫 数 F(zx) 可 以 写成 F(z) 一 | acmaz， 其 中 


P(X) 是 可 积 陋 数 , 则 称 & 为 连续 型 随机 变量 , 称 2(z) 为 上 的 密度 范 数 ， 
由 分 布 项 数 的 性 质 可 知 
1] YXER, 有 pl(z) 守 0. 


= 
2° [pwdr =1. (13. 2-5) 
由 征 久 3 可 得 
Pn Sr) = Fn)— Fn) = | pl. (13. 2-6) 
| 


定理 2 告 & 为 连续 型 随机 变量 , 则 1"& 的 分 布 函 数 F(zr) 是 连续 的 ;2” YcER, 有 
Plé=c)} =0. 
定理 3 若 密 度 葡 数 p(z) 是 连续 的 , 则 FF (x) 二 p(xzx). 


13. 2.5 几 种 重要 的 连续 型 分 布 


1. 均匀 分 布 
均匀 分 布 指 的 是 随机 变量 上 等 可 能 地 在 有 限 区 间 (a, 忆 内 取 值 ,其 密度 函数 为 
1 
pn 1 TE had) (13. 2-7) 
0， 其 他 情况 . 
相应 的 分 布 隧 数 为 
0， Ta; 
F(z) 一 pt aSrb; (13. 2-8) 
各 
1， 并 之 及 


* di2 * 


2， 指 数 分 布 


密度 函数 为 
加 | 0， 这 < 
pt) Ne * 之 0. 
其 中 42>0 为 常数 . 
相应 的 分 布 洋 数 为 
_ | ITO; 
Pn 1 一 ee， 工 守 0, 
这 种 分 布 称 为 参数 为 4 的 指数 分 布 . 
3， 拉 普 拉 斯 分 布 
密度 欧 数 为 . 
办 4) = De ;TER. 
其 中 4 半 0,p 均 为 沉 数 ， 
相应 的 分 布 沙 数 为 


这 种 分 布 称 为 参数 为 4, 的 拉 管 拉 斯 分 布 . 
4. 卫 分 布 
密度 栈 妾 为 


| 心 ， 世上 0; 
plz) = A 1 —iz 
FT ee“, XT>0. 


其 中 4 沁 0,r>>0 均 为 常数 ，( 关 于 T(r) ,参看 17. 1. 1) 
这 种 分 布 称 为 参数 为 4,r 的 分 布 . 


5， 正 态 分 布 


密度 函数 为 


(ray? 
四 (一 e 22 +，IER. 


中 - 


其 中 o>0,a 均 为 常数 . 


(13. 2-9) 


《13. 2-10) 


(‘13.2-11) 


(13. 2-12) 


(13. 2-13) 


(13. 2-14) 
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相应 的 分 布 函数 为 


F(x) = -天 ase rER. (13. 2-15) 
这 种 分 布 称 为 参数 为 a 和 oa 的 正 访 分 布 , 记 为 E~N(a,g). 正 态 分 布 也 称 高 斯 


分 布 , 
特别 当 as 一 0,o 一 1 时 , 称 为 标准 正 态 分 布 , 记 为 上-N(0,1). 相应 的 密度 函数 和 
分 布 函 数 分 别 记 为 p(x) 和 省 (zx). 关于 (x), 有 函数 值 表 ,可 人 殿 查 用 . 
Na 只 ) 的 分 布 图 数 ECz) 与 下 (zx) 的 关系 为 


F(z) 一 @(E 一 人 让， (13. 2-16) 


13. 2,6 随机 变量 的 函数 


定理 4 若是 随机 变量 ,而 v= 了 (有 ,其 中 f(z) 是 工 的 连续 函数 , 则 也 是 随机 
变 攻 . 

定理 5 若是 连续 型 随机 变量 ,其 密度 畏 数 为 pe:(z), 则 有 

1” 如果 y= 二 f(zx) 腌 单调 鸥 数 , 且 处 处 有 异 于 零 的 导数 ; 则 w= fA( 全 也 是 一 个 连续 
型 随机 变量 ,其 密度 图 数 为 
[2 [gy |, <y< [13. 2-17) 

0， 其 他 情况 . 

成 中 g(y) 是 f(z) 的 反 函 数 ,a=minf(z) ,B=maxf (zx). 

2" 如果 y 二 六 zx) 不 是 单调 蚂 数 ,事件 (yy) 当量 仅 当 互 不 相 容 事件 (&€ Al(y))， 
(EE As Cy yrs 之 一 出 现时 出现 ( 见 图 13. 2-1), 则 


-PC = P(g<») = ZLPGE Ai(y)) 一 3) ,mpd “13 2-18) 


ply) 一 


Aalyj) 


图 13. 2-1 


例 1 设 居 -Na 元 ), 求 线性 国 数 盖 包 HH 的 密度 函数 ， 式 中 关 0, 有 均 为 
常数 


474 。 


解 ,= f(z) 二 如 zx 十 ke 的 反 丽 数 为 z=g(y) -2 而 g'(y) 一 记 ， 由 


《13, 2-17) 得 


1 {yh ok) 
(3 = 一 一 一 一 一 2 
A Var|lkhle 


即 因 - NAia 十 局 ,| 四 | 于) 是 参数 为 上 ia 十 名 和 |&i|s 的 正 态 分 布 . 

例 2 若 9 服 从 (一 要, 部) 的 均匀 分 布 ,一 Ap 二 Mtang, 其 中 >0 汉 均 为 常数 , 斌 
求 由 的 密度 函数 

解 0 的 密度 函数 为 

{= |z1<< 蕊 ，; 
Pelzr) 一 3 7 2 
0， ”其 他 情况 . 
y 一 jp 十 Mtanz 当 |z|<< 每 时 是 单调 函数 ,其 反 函 数 为 


+: YER, 


A 


一 yd A _. 
X= arctan XT dy WHCy 


由 (13. 2-17) 得 
一 1 Ei A 一 
ps ly) x Ty yeER. (13. 2-19) 


由 (13. 2-19) 定 义 的 分 布 称 为 参数 为 4 和 的 柯 西 分 布 . 

例 3 设 点 等 可 能 地 落 于 中 心 在 原点 ,半径 为 > 的 圆周 上 . 试 求 这 点 横 坐 标的 密 
度 郴 数 . 

解 ” 以 随机 变量 表示 点 的 极 和 角 , 以 7 表示 点 的 横 坐 标 ,于 是 w=rcosé. 

依 题 意 , 的 密度 函数 为 


i, 0&0< 2 
pe(P) 一 路 
0， ”其 他 情况 . 
注意 z= 二 rcos6 不 是 单调 函数 ， 当 6 在 [0,2x) 上 取 值 时 ,z 在 [一 r,r] 上 取信 ,对 
zxE[ 一 +,rj; 由 图 13.2-2, 依 公式 (13. 2-18) ,可 求 出 7 的 分 布 函 数 ， 
当 |z| 委 > 时 ， 


F(x)= Ply< +) = P (arceos 一 < < 2 一 3TCCOS 三 | 


2 一 srccns 芝 1 zx 
一 | petDaA0 = 1 一 arccos >， 
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13, 2-2 


0，, 一 rr} 
F(x) 一 1 一 十 arccos 之 一 ?工人 rf 
9 A -i! ~ -is 
】， Tr. 


密度 函数 为 
1 
一， | 一 
Ma- 上 


0，, [zr |r 


$ 13.3 多 维 随 机 变量 及 其 分 布 


13.3.1 多 维 随机 变量 与 分 布 函 数 


定义 1 设 (Q,9,P) 是 概率 空间 ,如 果 1 对 每 个 e€EQ, 存 在 
Ele) = (& (eo) be se) ER 
和 它 对 应 , 即 € 是 样本 空间 0 到 R" 的 一 个 上 映射 ,2 对 每 个 x= (zi ,zx2 ,二 )E, 事 
件 {e:& Ce 过 zi 1 二 1,2y gn) 马 2 即 {e580 之 wi 二 1,2,…11) 有 销 窒 的 概率 , 则 
称 才 (2) 二 (名 (ee), 色 (e),*, 操 (e)) 为 n 维 随机 向 量 或 n 维 随机 变量 . 
以 后 把 {e:&Ce) 过 zi: 1 二 1,2,… 72) 简 记 为 
(二 < 一 27), 
称 F(z yx2 sy) 二 PC 之 Xi 久之 Te 过 TT) 为 nn 维 随 机 问 量 £= 二 (6 ， 
…,&) 的 联合 分 布 函数 ,简称 一 维 分 布 函数 或 分 布 函数 . 
天 维 分 布 函 数 REGz zzz) 具 有 如 下 性 质 ， 
] F(T Ta :Tn ) 对 每 个 变 元 都 是 非 减 的 . 
2” 对 任意 fa az yr van Ch bo) b>ar(i 二 1,2,'*',n) 有 
Pla 和 
一 Fob bb) — DF+ DF; 


i 二 ] 1 


hh 
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Fada) > 0, (13. 3-1) 
式 中 有 是 当天 一 sd TA 而 其 余 工 一 所 时 下 (zi 2 的 值 . 
3 VTisT sr)ER ,有 ORF zt) Rl 
lim Fx Ta T) =0 (i= 11,2 ,n), 


_lim Frzlzzeyzn) 一 | 


i 


4 F(z ,res , x,) 对 每 个 变 元 都 是 左 连 续 的 

n 维 随 机 向 量 同 样 有 离散 型 与 连续 型 之 分 . 在 离散 型 场合 ,概率 分 布 集中 在 至 多 
为 可 列 个 点 上 . 

例 1 多 项 分 布 

设 随机 试验 EE 可 能 出 现 的 结果 的 全 体 是 A ,A;,…,A;, 它 们 基 互 不 相 容 的 , 它 
们 出 现 的 概率 分 别 为 P(Ai) ==p; (i 二 1,2,…,7), 则 称 玉 为 推广 的 怕 努 利 试验 ， 自然 


Zp = 1. 
在 =” 重 推广 的 伯 努 利 试验 中 ,A， | 次 (一 1，2，…7 的 概率 为 
友 TE yy PE pr ph, (13, 3-2) 


这 里 二 0,] ,yn(i 二 1,2,… ， 且 大 十 大 十 … 十 有 一 和 由 (13. 3-2) 所 定义 的 分 布 
就 是 一 个 多 维 离散 型 随机 向 量 的 分 布 , 称 为 多 项 分 布 . 
在 连续 型 场合 ,存在 非 负 可 积 函 数 轧 ( ;Ter Te) ;使 得 


Fa 一 | | pha tose st ) ds desde,. 

称 p(x PE 为 £ 二 (名 ;各 的 密度 函数 . 

2 维 密度 唤 数 p(x zz) 具有 如 下 手 质 : 

"| | | pltirto yr yt I dt dito"dt, = 1. 
2 若 DE 素 则 这 (6 二) 落 在 卫 内 的 概率 为 
PO& sb 6) € D) 一 下 pa sta yee st ) dr ders. 
D 
3 车 plxi Lr Za) 是 连续 的 ; 则 


a"F CT Te ed 
dridra 97, 


例 2 多 维 正 态 分 布 


一 了 了 1 Lr Tn) 


由 密度 函数 
1 
(XY) 二 一 一 
? > 2mr oz v1l—r’ 
1 (xz—ay ( 工 一 ay 一 到 , (yy—h)’ 
exp| | A “一生 Er 1 有 外 
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(Xx,y) ER {13, 3-3) 


定义 的 分 布 称 为 参数 为 a,5,o ar 的 二 维 正 态 分 布 , 式 中 a,b,g ,gz sr 均 为 常数 ， 
o>0,.0 >0,|r|<1. 

一 般 地 , 关 B= 二 (5 ) 是 x 阶 正定 对 称 矩 阵 ( 参 看 3 5,7,4), 以 BB 表示 办 的 道 阵 ， 
[号 | 表示 B 的 行列 式 的 值 ,a 二 (a ra ;Qn) TI= (I 9 ;zn) 则 由 密度 函数 


px i 一 Tp (z—a)) 


光一 (Tl LE Te 所 KK (13. 3-4) 
定义 的 分 布 称 为 n 锥 正 恋 分 布 , 记 为 E~N(a,8). 


13. 3.2 边际 分 布 
1, 二 维 离散 型 随机 变量 可 用 分 布 表 给 出 


CA 


Pl: 
I p2. 
| pi， 
p.; 1 
其 中 
pi = Dps = P(E= 57),i = 1, 2 (13. 3-5) 
j=1 
pj = Dps = Ply= %),j = 112 (13. 3-6) 
1 一 ] 
分 别称 为 (&, 功 关于 & 和 关于 5 的 边际 分 布 律 . 
EE oo 
Felz) 一 F(z, 十 ce) =| (| pnt) drs )dn, (13. 3-7) 
y 十 co 
PC = Fo =) (aveod )a (13. 3-8) 
分 别称 为 (#, 作 关于 上 和 ? 的 边际 分 布 函数 . 
pz) 一 | plz, (13. 3-9) 
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十 em 
pW = | pls (13. 3-10) 


分 别称 为 (总 关于 & 和; 的 边际 密度 函数 . 
3. 设 Flzix2…zn) 是 n 维 随机 向 量 & 二 (5, 名,… ,和 ) 的 分 布 落 数 , 也 可 类 似 地 定 
义 它 的 边际 分 布 陋 数 . 例如 
F(T 9 El 本 一 F(z 1 十 ce ,Xe yn) 3 
(一 下 (十 co 十 co 人 十 co 十 cc)， 
FlrsTer Te) = Fx yr res, 十 co 十 co)， 
等 等 
例 3 对 于 由 (13. RE 有 


TGF1 
(yb)? 
"i ER 


它们 分 别 是 (&, 力 关于 和 的 边际 密度 隙 数 . 

这 一 结果 表明 :1 二 维 正 态 分 布 的 两 个 边际 分 布 都 是 一 维 正 态 分 布 ;2 单 由 关于 
§ 和 的 边际 分 布 ,一 般 说 来 是 不 能 确定 二 维 随机 向 量 (&, 办 的 联合 分 布 的 . 

13. 3,3 ”条件 分 布 


定义 2 设 二 维 离散 型 随机 变量 (&, 力 的 分 布 律 为 
Pie 一 -ii 有一 Yj) 一 psi (2197 一 ] ,2,.…)., 


大 .ij 之 0; 则 称 
Pl(é= zi| y= yy) = 和 = pk =1,2;,……) (13.3-1]1) 
为 在 w=y; 条 件 下 随机 变量 & 的 条 件 分 布 律 . 
同样 , 若 pi, 之 0, 则 称 
Py= 1- =— = 二 (j=1,2,%) (13.3-12) 


为 在 8=z; 条 件 下 随机 变量 ?7 的 条 件 分 布 律 . 
定义 3 设 F(z,y) 和 (x;y) 分 别 是 二 维 连续 型 随机 变量 (6, 功 的 分 布 函 数 和 密 
度 函 数 , 若 p(x,») 连 续 ,边际 密度 函数 p,(y) 连 续 且 大 于 零 , 则 在 一》 的 条 件 下 随机 
变量 & 的 条 件 分 布 函 数 定义 为 
Faz | y= dim P(E< | yn 之 y+ Ay) 
jm PE<zySE7T y+ A 
ore Pty 委 ?所 ?十 Ay) 
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im F(zr, y 十 Ay) — F(z, y) 
Ar Fly Ay)— PF,(y) 


F(z,yt A — Fr, y) dPF(zsYy) 

二 A _ -0 . 

wm Fy TA — Fey FCy) 
Ay 


| 


plts, y) dt 
一 | pe y= | pe A ER. (13. 3-13) 
7 一 


pl (| ») = 如 ， ER, (13. 3-14) 
? 


称 为 在 w=y 条 件 下 随机 变量 & 的 条 件 密度 函数 . 
同样 , 若 pe(zx) 守 0, 分 别称 


Faly lz =| ps yER (13. 3-15) 


,y) 
psy | 1) = 2 yER (13. 3-16) 


为 在 $=z 条件 下 随机 变量 7 的 条 件 分 布 函 数 和 条 件 密 度 函 数 . 
例 4 对 于 由 (13. A 由 (13. 3-14) 可 得 


(x | y) 一 
Pen Ty -三 


Xexp(— ze (<— (a+r yb)) )， 
ER 


这 是 一 维 正 态 分 布 N(at+r 匀 (yD ,1 一 2)). 


13.3.4 随机 变量 的 相互 独立 性 


定义 4 设 (后 ,总 名 ) 是 关 维 随机 变量 ,如 果 对 任意 (zl zz，…zo)E 瑟 ,有 
Pl& i) 
= Pl(& 二 了) 有 (总 < TP < x), 
冯 
下 (JE Ta (13. 3-17) 

则 称 与, 名 ,5 是 相互 独立 的 . 

这 时 (5 名， 与 ) 关 于 SG 一 1 2 的 边际 分 布 画 数 Fe 《去 ) 可 以 唯一 地 葡 
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定 (5 ,名 ) 的 联合 分 布 圈 数 上 (zl yz ，…zo)， 
对 于 连续 型 随机 变量 ,(13. 3-17) 等 价 于 等 式 
plXiy xe sr Ts) = pe CT1) pe, (Xa) pe xn) (13. 3-18) 
在 * 上 几乎 处 处 成 立 , 即 使 得 等 式 不 成 立 的 (x1 ,xz，… ,rs) 所 构成 的 事件 的 概率 为 
零 . 
对 于 离散 型 随机 变量 , (13. 3-17) 等 价 于 ,对 任意 一 组 可 能 取 的 值 (zxi, ze，…， 
zn) ,成 立 
Pl(& = zig = T2000 sb = Ti) 
= 了 (和 = zi)P(& = zx) Pl, = xr,), (13., 3-19) 
者 二 维 随 机 变量 总 ? 是 相互 独立 的 , 则 


一 了 Fz, Ay) 一 F(z， ) 
Fas(z | ») POTD TR 


Fly Avy) — Fy) fo 


这 时 条 件 分 布 化 为 天 条件 分 布 . . 
例 $ 对 于 由 (13. 3-3) 定 义 的 二 维 正 态 分 布 的 随机 变量 (é#, 了 ,和 ”相互 独立 的 
充 要 条 件 是 7 二 0 


13.3.5 随机 向 量 的 函数 


定理 1 阁 (& 总 ，, ;后 ) 是 | 维 随机 向 量 , 而 7 一 (5 ;名 1 ;其 中 y= f(z 4 
T2904) 是 nn 元 连续 函数 , 则 也 是 随机 变量 . 
特别 ,者 pCzi Tz， Do) 是 (5 扣 )? 的 密度 函数 , 则 7 的 分 布 晒 数 可 表 为 


F,(y) -一 | px Ter Tn I dT dT rn. (13. 3-20) 
| +Ig TI 


1， 和 的 分 布 
者 (& ,名 ) 的 密度 聘 数 为 p(x ,x2), 则 7 二 后 十 & 的 分 布 函 数 为 
om Sr] 
FW = | ponsrddrdr =| (| pez, za) dr )dr 


rr <y 
(或 = | ([™ PUri ;Te Ar )dr: ). (13.3-21) 
对 (13. 3-21) 式 关于 y 求 导 可 得 7 的 密度 函数 为 
prty) 一 [pa 六 一 十】 yadrzri 
十 cm 
(或 一 | 一 ac 一 an » 工 2 J dr? ). (13.3-22) 


» 48] 。 


当 名 ,名 相互 独立 时 ,7 的 密度 王 数 为 


十 om 
加 《1) = | ps (X10) Pe (y ~ x1)dr) 


oD 
(或 本 | 一 (y— x ) pe, (zr )dre ). 《13. 3-23) 


例 6 帮 (& ,名 ) 是 参数 为 a,5,q ,a ,7 的 二 维 正 态 随机 向 量 ,由 (13. 3-22) 可 得 
I 一 名 十 总 的 密度 聘 数 
1 ee 
VIrtA Tom TA) "mcd 
7 也 服从 正 态 分 布 . wr 一 N(a 十 b,of 十 2ro10s 十 of). 


2， 商 的 分 布 


pty) 一 


若 (& 局) 的 密度 函数 为 p(xi ;zz), 则 和 一 总 的 分 布 函数 为 


F(ty)= | pix sr dr dre 


te z2y 0 too 
= | dzs| pr ,To dz] 十 | plx rdri, (13. 3-24) 
一 ce to zy 
7 的 密度 函数 为 
十 oo 
pry = | | zs 12(maym)arz (13. 3-25) 


3，M 一 max( 司 ,外 和) 及 有 一 min( 总 总) 的 分 布 


没 癌 , 名 ,6 为 # 个 相互 独立 的 随机 变量 ,它们 的 分 布 函数 分 别 为 Fe (zi)， 
Fs ( 妆 arFe (zzr) 则 有 一 max( 且 各) 及 几 一 min( 生 ,名 避 ) 的 分 布 函 
数 分 别 为 
Fay) 一 Pe (YFe CPe 《Di (13, 3-26) 
Frm Cy 一 1 一 人 一 FE ODF, (yl — Fe (yy). (3.3-27) 
特别 , 当 久 , 旬 ,… ;总 相互 独立 且 具 有 相同 的 分 布 函 数 下 (z)? 时 ,有 
Fr ly) = (FCOY))', (13. 3-28) 
Fmty) = 1— (1— F(y))", (13.3-29) 
例 7 设 系统 工 由 相互 独立 的 两 个 子 系统 地 和 上 z 联结 而 成 , 已 知 L 和 和 上 的 
糙 命 分 别 为 & 和 名 ,它们 的 密度 晤 数 分 别 为 
0，, XT 0; 
re I >0, 


pe, (ZX) 一 
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0， I 蒜 0; 
az2e "2 KO, 
式 中 避 >0,o>>0 均 为 常数 , 且 a 天 aa， 
试 就 如 下 两 种 情况 ;1 Li 和 上 并 联 ( 见 图 13. 3-1),2 EL 和 工 串联 ( 见 图 
13. 3-2) 分 别 求 出 工 的 寿命 的 密度 函数 ， 


Pe, (xz) 一 


图 13. 3-1 13. 3-2 


解 1 在 并 联 的 情况 下 ,L 的 寿命 加 二 max(&, 色 ), 由 (13. 3-26) 可 得 mn 的 分 布 
函数 
0， 2 安 0; 
一 (oe) y> 0, 
于 是 ,nm 的 密度 函数 为 
0， y < 0; 
ale ?oe — (ma)e mY, yO0. 
2 在 申 联 的 情况 下 ,L 的 寿命 7 二 min(& ,&&), 由 (13.3-27) 可 得 关 的 分 布 函 数 
0， y 寺 0; 
]— eto)y, y > 0. 


pn (y) = | 


F,,(y) = | 


于 是 ,mn 的 密度 函数 为 
和 [i ey, ,> 
13. 3.6 几 种 重要 的 随机 向 量 函 数 的 分 布 
1. x 分 布 与 y 分 布 
设 与 ,名 ,5 是 一 族 相互 独立 ,服从 同一 正 态 分 布 Na 的 随机 变量 记 
x 一 吉 马 (6 一 a 以 一 让 (6 一 a)*) ,分 别称 它们 为 具有 参数 的 x* 变量 
入 变量 ,其 分 布 分 别称 为 必 分 布 和 YX 分布 
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1° 记 z 一 全, 沙 的 分 布 函数 为 
庆生 


0， yO0; 
F.(y) = — lr ‘eSdo yO (13.3-30) 
22371T( 生 ) 
2 
“的 密度 机 数 为 
0， yy< bb 
prly) = 4_ V2n ( 政 ) a? ， yz0 (13. 3-31) 
rT( 笃 ) 72 
在 (13. 3-31) 中 , 当 ” 一 1,2,3 时 ,相应 的 密度 函数 为 
0， y 之 0， 
p(y 一 2 (13. 3-32) 
(Es y 守 0 
0， YY< 0 
pn = | ， 《13. 3-33) 
232e 了， yy 之 0 
Ds > < 40i 
(y) 一 《13. 3-34) 
"> 3V Syeiy ， 3 之 0 


密度 函数 为 p,(y) 的 分 布 称 为 反射 正 态 分布 ， 对 非 负 的 y, p(y) 等 于 NC(0,1) 的 
密度 淆 数 在 y 的 值 的 二 倍 . 


密度 函数 为 
0， 3 < 0 
一 0 13, 3-35) 
ply) | y>0 (go > 0) ‘ 
的 分 布 称 为 雷 利 分 布 ，p,(y) 是 它 在 5 一 -万 时 的 特殊 情形 
密度 函数 为 
0， Y < 0; 
ply) 1 yo > 《13. 3-36) 
Fi 
的 分 布 称 为 麦克 斯 韦 分 布 ，p; Cy) 是 它 在 o 一 语 时 的 特殊 情形 
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2 x 的 密度 函数 为 


0， y 芝 0; 
Pr Cy) -| 2 (13.3-37) 


2 _ 
BAFTAIDY < 2 ， ?之 (0. 
3 YY 的 密度 钵 数 为 
0， <; 
pr (Y) 一 {i 2， ,0 (13, 3-38) 
x 的 密度 济 数 是 由 (13. 2-13) 所 表示 的 丁 分 布 的 密度 函数 在 
2° 2 


时 的 特殊 情形 ， 
2. 上 分 布 (学 生 分 布 ) 


设 是 N(0,) 变 量 ,5 人 (x 为 具有 参数 = 的 x 变量 ) ,t,t 相互 独立 , 则 称 二 
i 


亡 一 /5 为 具有 参数 的: 变量 ,其 分 布 称 为 ! 分布, 分 布 的 密度 函数 为 
nn 十] 
r(—) _ 叶 1 

l 2 Vy 2 
和 (一 一 一 ， 1 十 ,yER. (13. 3-39) 
Vm r(3) ( a ) 
当 ? 一 1 时 ,(13. 3-39) 是 由 (13. 2-19 表 示 的 柯 西 分 布 的 密 庆 函数 在 一 1,p 一 0 
时 的 特殊 情形 . 


3. 下 分 布 


和 
设 名 一 全 ,x 为 具有 参数 四 的 区 变量 j 折 一 丰 为 具有 参数 办 的 变量 ， 


和 ,所 相互 独立 , 则 7 一 全 的 密度 函数 为 


0， yy 
mn 
Pl(y=< IT ( 2 : 卫 -1 (13. 3-40) 
一 ng — 9 3 之 人 
lL LA 
nr) et 


以 (13. 3-40) 中 p(y) 为 密度 函数 的 分 布 称 为 具有 参数 ,ns 的 下 分 布 , 记 为 
F, .. 


13.3.7 随机 向 量 的 变换 


定理 2 设 plz1 ,zo Tn) 是 nn 维 随机 向 量 (& ,总 ,名 ) 的 密度 昂 数 ,而 方 一 
.485 ， 


A 90) 是 nn 元 连续 晴 数 , 则 (nm :Th :+ 是 m 维 随机 疝 量 ， 


它 的 分 布 另 数 为 
Fy 9 Ya ;*"" Ym) = Plnm | :hm Ya “9 < Ym ) 
pA gD To Ti dr dr,. (13., 3-41) 


{x| "np Ci "Th jy 
t= 1 


这 蚌 最 一 般 的 场合 ， 当 m==1 时 , 便 是 随机 向 量 的 小 数 的 情形 ; 当 mm 二 x 二 1 时， 
便 是 一 维 随机 变量 的 函数 的 情形 . 
定理 3 设 pelxi,z2，… zr) 是 维 随 机 向 量 $ 二 (& ,总 名) 的 密度 苞 数 ,如 


条 
] 元 晴 数 
Yi 二 fitx #2 "Tn ) (2 一 1 2 


存在 唯一 反 晒 数 了 ii 一品 ) (Cyr Ye 9 Vn El 0); 
2 fi lz ?证 2 sn) gitYi + Ye 二 112,… ,nn) 都 连续 ; 
。 98; 9fi(, ;— 一 . 
3 存在 连续 的 偏 导 数 3 3 ij 二 1,2,… sn); 则 7 维 随 机 阿 量 二 《 斩 :Pr ; + 
(其 中 二 fi(& ;二 一,2 Nn) 有 密度 葡 数 


Pr (3 Ye +" yn) 
pelg1 CY oy yn) Ba YY Ya Ba yy ya ) | 7 |, 
(13, 3-42) 


如 果 ( yl + V2 yn 使 ( 其 有 解 ; 


0， 其 他 情形 . 
Q(X sXe Tn ) 二 示 雅 可 比 行列 式 ( 人 参看 6. 2. 3)， 


其 中 j= a0y, 9 Y2 9 Yn ) 
例 8 设 二 维 随机 向量 5 一 《所 ,总 ) 的 密度 酌 数 为 pe (x1 ;2 ) ,用 


六 一 au atm = ant Tank , 
其 中 A 二 a da22 一 awa2l 关 0; 试 求 二 Cn , 亿 ) 的 密度 函数 pty » Y2 ), 


解 在 此 ,yi 一 azl are 9 Y2 一 企 21 雹 1 十 azgaz 下 (yi + .32 》 ER’ :有 
此 21 本 11 
= 一 和 yy 十 和 4 yy, 
AAA 


1 一 Ey ™™ TT Ye yt 
雅 可 比 行列 式 

Qs de 

_ azza) | A Al_1 

at yl » 32 Ql Ql A 
a A 

由 (13. 3-42) 可 得 
Ql a ll 
2 A | 十 A Ys ) 9 


—__l1 dz2 
p(y Y2) = Tbe( A A 
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《3 32) E R:. 
例 9 设 6=(6& 名) 的 密度 函数 为 


pe Ti syT1) 一 】 


exp(— 2 (3 
Do VI tT 2 —ri) 


了 工 ] 之 2 4 
of gd 2? ) ) " 
了 而 六 一 名 cose 十 和 sina, 刀 一 一 后 sina 十 上 cosa; 式 中 aE[0,27). 试 求 9 一 (7 站) 的 密 
度 图 数 名 (Cn ,yz). 


解 在 此 ,六 三 zicosae 十 Zesinay ye 


一 一 光 1 sina 二 Zz2 tose, vy (Y + 2 ) ER’ ;有 1 一 
ycosa— yz sings x2 = sing yzcosa. J 一 1, 由 (13. 3-42) 可 得 
pr ly Ye) = pelycose— ysina, ysina yz cosa) 


sels 


1  ( 1 , , 
Zn 102 ep 人 TE Ed 2By1 y; + C3) ). 
其 中 


2 = !， _2 
COS’ A CS * Sl 号 1 下 
Tl S12 


4 


_ cosa " Sing sinea 一 cos 
电 一 一 一 一 一 一 7 


gj 


SG cosaslne 
如 ] 万? 0 
C= sing | 2y cosa sing | cos-a 、 0 
oi g10: o: 
可 见 , 二 维 正 态 变量 (6& ,名 ) 经 坐标 轴 施 转 所 得 的 随机 同 量 (mm, 六) 还 是 服从 正 态 
分 布 . 进一步 ,车 选择 a, 使 得 tan24 一 信 呈 和 , 则 B 一 0, 于 是 与 六 互相 独立 
3 13.4 一 维 随机 变量 的 数字 特征 
13, 4.1 数学 期 望 
定义 1 


设 F(z) 是 随机 变量 8 的 分 布 哨 数 , 如 果 


| zx| dF(z) < 二 co， 
则 称 


二 em 
Ee =| zdF(z) (13.4-1) 
为 随机 变量 6 的 数学 期 望 .其 中 ”dF(z) 是 斯 蒂 尔 杰 斯 积分 (参看 6. 8. 3) 


特别 , 设 é 为 离散 型 随机 变量 ， 它 取 值 la" 对 应 的 概率 为 pi:p: ;… ;如 果 
之 ， Ti p; < 十 co ; 则 
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不 = Dip: C13, 4-2) 


为 随机 变量 的 数学 期 望 ， 
设 站) 为 连续 型 随机 变量 二 的 密度 纯 数 ,如 采 


十 cm 
| | 工 | pn dr <+ oo 
则 
-Ha 
Fe = | zp(z)az (13. 4-3) 


为 随机 变量 的 数学 期 望 . 
数学 期 望 是 随机 变量 的 “加 权 ” 平 均值 . 


例 1 参数 为 n,p 的 二 项 分 布 p; 二 (pO 一 PG=0,1,2,…,n), 其 数学 期 
望 为 
Fe = > 一 人 jd 一 加 ”一 np. 
例 2 正 态 分 布 上 一 Na 二) ,其 数学 期 望 为 


1 _ (0) 
FE=| 了 E dr = a. 
-oe V 2m 2 


定理 1 数学 期 望 有 下 列 性 质 ， 
二 震 a 三 &b, 则 a Eésb. 特别 rEc 二 c, 这 里 asbse 均 且 常数 ， 
2 对 任意 常数 ,ci(i 一 1 2 2) ;有 


E( > ct) 一 DcEé. 
i 二 1 [一 ] 
3 在 名 ,点 1 相互 独立 , 则 
EC& .& 6) = I. 


4 


13. 4.2 随机 变量 函数 的 数学 期 户 
定理 2 设 ?一 /zx) 是 连续 范 数 ,而 y=f( 台 ,如 果 
| 1 AW | aFelz) <+eo， 
则 
-He Ha 
En=| an =| FaaFscn， (13. 4-4) 


其 中 Fe(z) 和 FF,《y) 分 别 为 E 和 的 分 布 障 数 . 
将 fz) 特殊 化 ,就 得 到 各 种 数字 特征 . 
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1 当 fz) 二 二 (之 0) , 称 E# 为 & 的 & 阶 原点 矩 , 记 为 mm. 

2 当 扩 z) 一 |zxl (4 之 0), 称 E&I* 为 的 kk 阶 绝对 原点 算 . 

3" 当 fz) 二 (zx 一 Et: (之 0), 称 E(E 一 E86) 为 & 的 & 阶 中 心 矩 , 记 为 
4 当 所 Zz) 二 |z 一 EE 二 之 0), 称 EI# 一 E81* 为 & 的 & 阶 绝对 中 心算 , 
中 心 挎 可 以 通过 原点 答 来 表达 .对 正 整数 上 ,有 


由 


天 
ce 一 > (mm 


i=0 “+1 


同样 ,原点 从 也 可 以 通过 中 心 矩 来 表达 ， 对 正 整 数 上 ,有 


m; 一 D(C Jems. 


13. 4.3 方差 


定义 2 夺 E( 一 E58)” 和 存在, 则 称 
De = E(é— EE)? (13, 4-5) 
为 随机 变量 的 方差 . 称 VDe 为 & 的 标准 差 . 
随机 变量 上 的 方差 Ds 就 是 它 的 二 阶 中 心 矩 c: ,方差 Dé 表示 & 对 它 的 数学 期 望 
Fé 的 分 散 程 度 ， 
Et 与 Dé 有 如 下 关系 : 
De = E(E) — (2)!. (13. 4-6) 
定理 3 方差 有 下 列 性 质 : 
1” Dé 二 0 的 必要 充分 条 件 是 :存在 常数 ¢, 使 得 P(E 二 0) 二 1. 
2 对 任意 常数 c, 有 
D(e) = oe De, (13. 4-7) 
3” 车 c 关 Et; 则 De<E(E 一 中? 
4" 对 任意 常数 c; (1 二 1,2,…,n), 有 


D(> yet)= DYE — EE) ~ EF,). 
‘= i=1 j=]1 
特别 , 寿 | 本 1 相互 独立 , 则 


D( > ck ) 一 PD. 
定义 3 对 于 随机 变量 $, 如 果 猎 存 在 ,DE 存在 且 大 于 零 , 则 称 
e+ 从 
v DE 
为 上 的 标准 化 随机 变量 . 
对 于 标准 化 随机 变量 ,有 Es&* = 二 0,Dé" 二 1. 
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例 3 参数 为 n, 思 的 二 项 分 布 p; 二 (Cp' C1—p™i G0,1 ;2，… 7) ,其 方差 为 
De = EC(E)— (FEE): = np(1l— Hp). 
例 4 正 态 分布 记 -Na 过 ) ,其 方差 为 


人 fs 1 -4 
Fe 一 | cz a) -元 22 dx = oo, 


定理 4 对 于 随机 变量 &, 如 果 E,D& 都 存在 , 则 对 任意 e 汪 >0, 有 
PC 一度 > 日 入 学 (13.4-8) 


(13. 4-8) 式 称 为 切 比 雪夫 不 等 式 . 


$ 13.5 随机 向 量 的 数字 特征 


13.5.1 一 般 概念 
定义 1 给 定 n 维 随 机 向 量 £=(&, 色 …, 面 ) ,如 果 EE (i 二 1 ,2,…,n) 都 存在 , 则 


Fe 一 【| (13.5-1) 
为 的 数学 期 望 ， 
例如 ,二 维 正 态 分 布 (13. 3-3) 中 的 参数 (ab 是 随机 向 量 (6, 分 的 数学 期 望 , 
定理 1 设 y 二 f(zi yx," yzr) 是 nn 元 连续 孙 数 ,ny 二 (8; 态 ,…; 厨 )， 如 果 


全 所 | Frzazo) | 


pe (Tl 1 "ey Tn dridre" adr, < 十 co， 
则 


En= | yr 
-ee fteo 
本 [ee LY 5 Tn) pe (TT Ta dr dr "dr, (13, 5-2) 


其 中 pe (Tl 2 是 5 一 (后 ;各 ,6 ) 的 密度 睛 数 ,F,《y) 是 7 二 了 《 扣 :后 sy ) 
的 分 布 病 数 . 


13. 5.2 协 方差 拭 阵 相关 系数 


定义 2 给 定 7 维 随 机 向 量 8 二 (& ,名 ，,…, 反 ) ,如 果 
b; = Elé OO— EE OO— EE,) (i: 一 ] ,2 ,1) C13. -3) 
存在 , 则 称 包 为 6 和 6& 的 二 阶 混合 中 心 矩 . 称 
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B= 四 (13. 5-4) 


为 站 一 (让 ，… 必 ) 的 协 方差 矩阵 . 
例如 ,n 维 正 态 分 布 (13. 3-4)? 中 的 和 矩阵 呈 就 是 它 的 协 方差 下 阵 ， 
定理 2 协 方差 矩阵 如 有 如 下 性 质 : 
1” 对 称 性 , 芭 6 = 二 by (i,j=1,2,…,n). 
2” 非 负 定性 , 即 对 任意 a 二 (ai,az,…',as》 ,有 


aBa = BD Sea 六 0. 


i=1 J=1 


定义 3 给 定 二 维 随机 同 量 £ 二 (6& ,总 ) ,如 果 zz 二 上 上 (所 一 中 名 )(& 一 下 名 ) 存 在 ; 则 

称 广 ?为 名 和 名 的 协 方 差 , 记 为 covt&,&), 即 
Cov( , 记 ) 二 by 一 下 (有 CR ) (6& — Fe, )., (13.5-5) 

茬 D& 记 0,D8& >0, 则 称 

COV( 后 ; 襄 》 _ 
一 J VEE (13.5-6) 
为 和 与 名 的 相关 系数 或 标准 协 方差 . 

若 riz 一 0, 则 称 & 与 名 是 不 相关 的 . 

例如 ,二 维 正 态 分 布 (13. 3-3) 中 的 参数 7 为 & 与 名 的 相关 系数 is. 

定理 3 相关 系数 ri: 有 如 下 性 质 ， 

1° [re | 和 1. 

2 车 所 与 护 相 互 独立 , 则 ma 一 0. 

3”|mz | 二 1 的 必要 充分 条 件 是 :名 与 护 以 概率 1 线性 相关 , 即 存在 常数 ea 天 0)， 
上 ,使 得 中 (名 三 5 十 站 二 1， 而且, 当 a>0 时 ,re 一 1 当 a< 0 时 ,ms 一 一 1. 

4 对 于 二 维 正太 分布 中 的 随机 变量 & 与 名 ,独立 性 与 不 相关 性 是 等 价 的 . 

定理 3 中 的 2" 表示 , 若 & 与 & 相互 独立 ; 则 它们 是 不 相关 的 . 但 由 不 相关 性 一 
般 推 不 出 独立 性 , 即 定理 3 中 的 2 之 道 不 正确 . 因而 ， 不 相关 "与 “独立 ”是 两 个 不 同 
的 概念 . 

例 1 设 (人 态 的 密度 函 妆 为 


,+ty 1 
plxy) = 7 
0,x 二 yw 人 > 
由 p(x;y) 的 对 称 斤 知 covfe, 力 一 0, 从 而 mz 二 0, 即 与 5 是 不 相关 的 . 
因 
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P{e< 一 方 9<- 亏 )= 0 
而 
P(#<- 去 )> 0,P(7<- 却 )> 0， 
故 
p(s<— 方 9<- 元)z p(s<- 方 ) P(7<- 雄 )， 
可 见 ,# 与 7 不 相互 独立 . 


13, 5.3 条 件数 学 期 户 


定义 4 设 离散 型 随机 向 量 (f 分 的 分 布 律 为 了 (一 五 1 一 攻 ) 一 商人 一 让 


2,…), 当 请, 盖 0 时 , 称 


FE(E| n=»)= DrP(t= zx | y= %)= DS EPs 
i 二 ] 1 二 1 “1 


为 在 一” 的 条 件 下 ,# 的 条 件数 学 期 望 . 
相应 地 , 当 思 . 0 时 , 称 


Eln | 一 ) = DyPlg= y le—s) ) 一 2 2 汪 
为 在 t=zi 的 条 件 下 ， /的 条 件数 学 期 望 


Fe= Dp = Zn > = Dp 2 


Co 


,Py = YE(E|y = y)) 


i=1 


Fy = >,P(é= Ii)E(n | 一 xz). 
(13. 5-9),(13. 5-10) 称 为 全 数学 期 望 公式 . 
EtE|17 一 攻 ) 一 下 ， 
En 二 一 并 < 一 En. 
此 时 ,条 件数 学 期 望 与 (无 条 件 ) 数 学 期 户 一 致 . 
定义 5 对 于 连续 型 随机 向 量 (6, 乃 , 称 
上 上 (| 了 一 y= | 一 zpevGz | Yadx 
。 492Z ， 


(13. 5*7) 


(13. 5-8) 


(13.5-9) 


(C13. 5-10) 


(13. 5-11) 


为 在 "一 y 的 条 件 下 ,的 条 件数 学 期 望 . 
相应 地 , 称 


El(y| 一 工 ) 一 | prely | zcly (13, 5-12) 
为 在 = 的 条 件 下 ,7 的 条 件数 学 期 望 . 
too too 
2 
当 y 固定 时 ,El(E|vw 二 = 是 一 个 带 数 , 右 把 > 看 作 目 变量 ,那么 EC8| 9 一 妇 是 > 的 
溺 数 ， 于 是 ,作为 随机 变量 y 的 函数 的 E(&$| 罗 也 是 一 个 随机 变量 , 它 的 数学 期 望 是 
ECE(# |D) = | ECE1 y= y)pr(y)dy. 故 有 


EE = EC(ECE|D), {13.5-13) 
相应 地 ,有 
Ey = E(E(n | ©). (13.5-14) 
《13, 5-]13),(13.5-14) 与 (13. 5-9), (13.5-10) 类 似 ， 它们 表明 ;条 件数 学 期 望 的 
平均 值 等 于 无 条 件 平均 值 . 
Ee 7 二 y) = Lt, 
Eln|£= 7x) = Ey, 
此 时 ,条 件数 学 期 望 与 (无 条 件 ) 数 学 期 望 一 致 
例 2 对 于 由 (13. 3-3) 定 义 的 二 维 正 态 分 布 , 有 
_ 1 1 人- mv 人 
ti | y) = /3 有 ip( yA 5(z (atr 《y DD )) | 
这 是 正 态 分 布 
zi 3 
N(atraty b) ,otll—r )). 
因此 
— 0, 
E(t|»= y=a+r 了 (yO— bb), 


这 时 ,条 件数 学 期 望 E(E|w 一 y) 是 y 的 线性 函数 


$13.6 和 母 函 数 与 特征 函数 


13.6.1 去 函数 


定义 1 若 随 机 变量 上 取 非 负 整 数值 0,1,2，…… 则 称 它 为 整 值 随 机 变量 , 
例如 ,二 项 分 布 . 几 何 分 布 . 泊 松 分 布 中 的 随机 变量 都 是 整 值 随机 变 基 . 
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定义 2 设 整 值 随机 变量 & 的 分 布 列 为 


( 1, 2 | 
有 bo p13 p2s*’ 


则 称 
P(S) = ES = > psS’ (13. 6-1) 
由 一 疾 
为 & 的 母 函 数 . 


因 了 pr 一 1 , 故 作为 朝 级 数 的 PCS) 至 少 在 1S1<1 上 一 致 收 合 且 绝对 收 化 
例 1 由 (13.2-1) 给 出 的 二 项 分 布 ,其 母 函 数 为 


P(S) = D> )pa—prs: = (1— p+ py". (13. 6-2) 

例 2 由 (13.2-29 给 出 的 几何 分 布 ,其 母 旺 数 为 
P(S) = > — p) 1pSt 一 Tys (13. 6-3) 

例 3 由 (13.2-4) 给 出 的 泊 松 分 布 ,其 母 函 数 为 
P(S) = > FS 一 es (13. 6-4) 


定理 1 对 于 整 值 随机 变量 ,其 分 布 列 与 母 函数 是 一 一 对 应 的 . 
定理 2 设 P(S) 是 整 值 随 机 变量 的 母 隙 数 , 若 & 的 数学 期 望 和 方差 存在 , 则 
FE: = P’'(1), (13. 6-5) 
De = P(1)+P (1)— CP (1)):. (13. 6-6) 
定理 3 设 整 值 随机 变 景 丘 , 皇 ,…: 护 相互 独立 ,它们 的 母 沙 数 分 别 为 Pi1(S)， 
P2(S),…,P,{S), 则 它们 的 和 w= 握 十 名 十 … 十 & 的 母 蚂 数 为 
P(S) = PC(S)P:(S)…P,(S)， (13. 6-7) 
印 相互 独立 的 整 值 随机 变量 之 和 的 母 函 数 是 它们 的 母 男 数 的 乘积 . 
特别 ,对 于 独立 同 分 布 的 整 值 随机 变量 , 因 只 (S) 一 已 (S)0 一 12 2) 有 
P(S) 一 (P,(S))". (13. 6-8) 
定理 4 假设 15 ,2，… 扣 :是 一 串 独 立 同 分 布 的 整 值 随机 变量 ,其 母 画 数 为 


F(S) = > ) 方 S: ;2" 随 机 变量 v 取 正 整 数值 ,其 母 画 数 为 G(CS) 二 > /grS"; 3"{6&) 与 
J 三 0 mr 一 | 

uv 独立 . 记 随 机 个 随机 变量 之 和 ?一 和 总 十 号 十 … 十 总 的 母 函 数 为 HCS) = ZS ,出 

五 (S) = G(F(S)), (13. 6-9) 


即 随机 个 独立 同 分 布 的 整 值 障 机 变量 之 和 的 母 消 数 是 原来 两 个 母 隙 数 的 复合 ， 
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由 (13. 6-9) 得 
H'(S) = G FCS PF CS), (13. 6-10) 
若 FE 及 Ev 存在 ,在 {13.6-10) 中 , 令 S=1, 并 注意 
F(1) = Df; =1, 
得 到 
En = Ev » Ek.. (13. 6-11) 
13. 6.2 特征 函数 的 定义 及 性 质 
定义 3 设 F(z) 是 随机 变革 的 分 布 晴 数 , 则 称 
FnD = Ee = | eradFlw) (13. 6-12) 


为 $ 的 特征 潍 数 . 
若 & 为 离散 型 随机 变量 ， 它 取 值 Tl ns ;对 应 的 概率 为 pl? Pr """, 
p, 1 刚 称 


f(D) = Ee* = pem 《13. 6-13) 
为 的 特征 函数 . 
特别 ,对 于 整 值 随机 变量 ,其 母 函 数 PC(S) 与 特征 电 数 f(t) 有 如 下 关系 ; 
fl = Pee'). (13. 6-14) 
若 p(xz) 为 连续 型 随机 变量 的 密度 陪 数 , 则 称 
fF) = Ee* = | erplr)dz (13. 6-15) 
为 上 的 特征 函数 . 


《13.6-15) 表 明 ,特征 函数 f( 站 是 密度 函数 总 z) 的 傅 里 叶 变换 (和 参看 16, 1. 2). 
例 4 由 (13, 2-1) 给 出 的 二 项 分 布 , 其 特征 获 数 为 


Fi 一 【1 一 户 十 如 2) (13. 6-16) 
例 $ 由 (13.2-14) 给 出 的 一 维 正 态 分 布 ,其 特征 晃 数 为 
四 _ 
ft) =|- i 22 dr 一 ee 2 . 《13. 6-17) 


定理 5 特征 函数 有 如 下 性 质 : 
1 | 不 乓 | 委 兵 0) 一 1. 
2° f(—t)=f0). 
3”f(t) 在 有 R 上 一 致 连 续 . 
4 非 负 定性 ， 即 对 于 位 意 正 蓝 数 n 及 任意 实数 二 ,t,t 及 复数 A hz sl， 
有 
。495 ， 


六 > Fa 一 DA 0 


有 一 1 j 二] 


3 设 和 各 ,相互 独立 ,它们 的 特征 隐 数 分 别 为 0, f(D 所 (站, 则 
7 一 名 十 名 十 … 十 名 的 特征 函数 为 
AD = fi fr fC 
即 相 互 独立 的 随机 变 基 之 和 的 特征 函数 是 它们 的 特征 函数 的 乘积 , 
特别 ,对 于 独立 同 分 布 的 随机 变量 ,的 二 有 (0 二 1,2,… 1), 这 时 有 
A = A)". 
6° 设 随 机 变量 有 阶 矩 存在 , 则 它 的 特征 函数 可 微分 n 次 , 且 当 kn 时 
fH (0) 一 EA. 
7 设 7 二 at 和 Tb,a, 此 均 是 请 数 , 则 
h(n) = ev felat). 


13.6.3 逆转 公式 及 唯一 性 定理 


定理 6( 逆 转 公 式 ) ” 设 随机 变量 的 分 布 隙 数 和 特征 殴 数 分 别 为 F(z) 和 f(2)， 
义 Ti1T2 是 F(X) 的 连续 点 , 则 


1 , 于 il — gi _ 
F(z) 一 Fa 一 站 lm| ef 13.6-18) 
定理 7( 崔 一 性 定理 ) 分 布 函 数 由 其 特征 一 数 唯 一 决定 , 且 
F(z) 一 元 lim lim 下 (13. 6-19) 
TT yo 一 了 it 


由 定义 2, 特 征 函数 由 其 分 布 落 数 唯一 决定 是 显然 的 . 再 由 定理 ? 得 知 ,分 布 函 
数 与 其 特征 晃 数 是 一 一 对 应 的 . 
定理 8 设 记 xz) 和 f(#) 分 别 为 随机 变量 的 分 布 消 数 和 特征 卫 数 ,大 


| IF 1 a <+eo， 
则 FCz) 的 导数 存在 并 连续 ,有 上 且 有 
F(z) = | fDi. (13. 6-20) 


13. 6, 4 分布 函数 列 的 器 收敛 


jimP (x) = F(zr) 
征 F(z) 的 每 个 连续 点 上 都 成 立 , 则 称 {F(z)} 弱 收 钱 于 F(z), 记 为 


WW 
F(z) 一 人 F(T). 
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定理 中 黑 利 第 一 定理 ) 任 一 一 致 有 界 的 非 减 函数 列 {F,(z)} 中 必 有 一 子 序列 
(F(z)} 弱 收 合 于 某 一 有 界 的 非 减 晴 数 F(z). 

定理 10( 黑 利 第 二 定理 ) 设 f 作 zx) 是 [a,b] 上 的 连续 肾 数 ,又 {F(zx)} 是 在 La， 加 
上 弱 收 伍 于 函数 F(z) 的 一 致 有 界 的 非 减 函数 列 , 且 a 和 6 是 F(z) 的 连续 点 , 则 


lim| f(adF,(z) = | fn)dF (x). (13. 6-21) 


定理 11( 拓 广 的 黑 利 第 二 定理 ) 设 f(x) 在 (一 ,oo) 上 有 界 连 续 , 义 {F(z)) 
是 (一 coyco) 上 弱 收 敛 于 函数 F(z) 的 一 致 有 界 的 非 减 函数 列 , 且 
limF,( 一 co) = F(— 0%0), limF( 十 co) 一 下 (十 ce)， 


则 
十 十 co 
iim| fz)dF,(z) = | f(DaF lz). (13, 6-22) 


13. 6.5 和 连续 性 定理 


定理 12( 正 极限 定理 ) 设 分 布 函数 列 {FR(z)) 弱 收敛 于 某 一 分 布 郴 数 F(z), 则 
相应 的 特征 函数 列 {.A( 妇 } 收 敏 于 特征 机 数 f(2), 且 在 i 的 任 一 有 限 区 间 内 是 一 教 收 
全 的 . 

定理 13( 逆 极限 定理 ) 设 特 征 函 数列 (万 (b} 收 化 于 某 一 范 数 ft 让, 且 乒 臣 在 
上 一 0 连续 , 则 相应 的 分 布 函数 列 {F(Cz))} 隐 收 伍 于 某 一 分 布 郴 娄 FCz)， 而 且 太 纪 是 
F(z) 的 特征 国 数 ， 

正 .北极 限定 理 合 称 连 续 性 定理 , 它们 表明 存在 于 分 布 函 数 与 特征 函数 之 间 的 一 
一 对 应 的 “连续 的 ”, 这 定理 最 先 由 法 国 数学 家 莱 维 及 瑞典 数学 家 默 拉 梅 证 得 ,因而 又 
称 芋 维 - 默 拉 梅 定理 . 


13, 6.6 二 雷 纳 - 辛 钦 足 理 
定义 Ss 如 果 对 任意 的 正 整 数 nn 及 复数 久 Az 9 3 A , 均 有 


> Da 之 0， (C13.6-23) 


一 1 j=1 


出 称 复 数列 cifhn 一 0, 士 1, 士 2,-… 小 是 非 负 定 的 . 
定理 14( 赫 格 洛 正 ) 数列 Cr (11 二 洛 ， 十 1, 士 2,…) 可 以 袁 为 


ca 一 | endlC(z) 《13. 6-24) 


的 充 要 条 件 是 它 是 非 负 定 的 ,其 中 G(z)? 是 [一 xx] 上 有 界 . 非 减 . 左 连续 上 本数 ， 
定理 15( 博 赫 纳 - 辛 钦定 理 ) 函数 /六 六 是 特征 函数 的 充 要 条 件 是 f(z#) 非 负 定 、 
连续 且 f(0) 二 1. 
。 407 ， 


13.6.7 nn 维 随机 向 量 的 特征 孙 数 
定义 6 设 了 (zl ,Xn ) 是 nt 维 随机 向 量 & 二 (8& ,名 ,…,é&) 的 分 布 阴 数 , 则 称 


fu 一 E(exp(i > 6 ) ) 
二 1] 


十 co Fe 二 cc Rn 
本 [n(n aF (x Taro Tn) (13.6-25) 


为 的 特征 函数 . 

定理 16 1 元 特征 沙 数 有 如 下 性 质 ， 

] fen ters tSRA0,0,.%,0)=1. 

2° f(t ) = fh tasb). 

3 Fn) 在 天 上 一 致 连续 . 

4 设 瑚 伯 自 ，) 是 上 (5 名) 的 特征 冰 数 , 则 
了 一 61 和 十 az 名 十 …… 十 aner 
的 特征 函数 为 

folt) = felairtyasts rant), 

其 中 aj (ji 三 1,2,… ,nm) 为 常数 ， 

5 设 记 《Ti ) (mn) 是 F(z zz4) 对 应 于 (1 ，… jm) 的 边际 
分 布 函 数 , 即 


了 (x) ss Ti) 一 Fy yr Yn Yt 一 六 是 ;如 到 一 fi1 pm 


% 一 十 co ;其 他 情况 9 


nn Fj, (zh 9 ) 的 特征 函数 为 
LE (2 二 ) = fs Sn) 一 ,如 二 J19°" 3 fins 


二 0 ;其 他 情况 ， 


6 如 果 矩 开 ( 生 乏 … 所 ) 存 在 , 则 
EC(Ah Se + tn ) 


一 六 3 (2 ] (fi 9 £2 yt ) 


日 并 1 Or Dt 
7 设 大 人 直 才 是 5 一 (外 ,名 ;的 特征 隆 数 , 则 
了 二 (a 各 十 而 az 包 十 Bb ne 二 


i 一 0; 


7 二 1 之， 7, 


j=1 


的 特征 函数 为 
fr 122 °°" 1) 一 exp{i > bt ) . felait :122 9 sntn) » 
是 一 


其 中 ss Bh ( 志 二 1,2,…… ,0) 均 为 谊 数 , 
定理 17( 遂 转 公式 ) 设 随 机 向 量 上 一 (5 ,名 ，… ,局 ) 的 分 布 昭 数 和 特征 函数 分 别 


* 498 。 


为 F(zi yz 7 和 Fn 名) 和 蔡 对 任意 实数 ae 入 (k=1,2, ,nn) 1 二 (A ， 
名 ，… ,后 ) 落 在 平行 体 
a Te R= 1,2 .Nn) 
的 面 上 的 概率 等 于 零 , 则 
Pla Sh b= 12 
ER 一 人 下 全 中 


rn. .za 让 II T 二 -| 站 


JJ 一 =1,2,. 
. fn, » te 9 ta dt dts edi,. (13, 6-26) 


定理 18( 唯 一 性 定理 ) 元 分 布 函数 由 基 特 征 销 数 唯一 决定 
由 定义 5,n 元 特征 消 数 由 其 分 布 隧 数 叭 一 决定 是 显然 的 . 再 由 定理 18 得 知 ,n 
元 分 布 函数 与 其 特征 隔 数 是 一 一 对 应 的 . 
定理 19 知 4 (名 名) 的 特征 函数 为 f(a , 刀 ，,…st) ,而 名 的 特征 函数 
为 fe (0 ,7 一 1,2，…m 则 随机 变量 二 ,6 ，…6' 相互 独立 的 充 要 条 件 为 
fellistes dt) = fe (ti1) fe, te) fe (ts), (13. 6-27) 


$ 13.7 常用 分 布 简 表 


见 500 一 503 页 表 ， 


13.8 极限 定理 


13. 8.1 随机 变量 的 收敛 性 
定义 1 人 设 随 机 变量 总 (e)》 (n= 二 1,2,…) ,El2) 的 分 布 孙 数 分 别 为 F(x)(n=1， 
2, 呈 ,FCX) ,如 果 请 (zx) F(z) (参看 13. 6. 4 , 则 称 {&,(e)) 依 分 布 收 雍 于 &e) , 记 


为 &(e)-ele), 
定义 2 如 果 对 于 任意 s>>0 均 有 
limP(| Gte) — éle) |< ee) = 1, (13. 8-1) 


则 称 (Ce)} 依 概率 收 合 于 &e) , 记 作 (0) 一 xé(e). 
定义 3 对 于 随机 变量 (e) (n= 二 1,2,…') 及 &(e), 设 E1861) 之 十 co(n= 二 1， 
2 下 (< 十 cc 其 中 > 为 正常 数 ,如 果 
limE(| & —é|") = 0, (13. 8-2) 


则 称 {&}r 阶 收 化 于 &, 记 为 5 一 >e. 
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(7)4 殉 贸 遂 染 桨 烛 如 束 饭 


此 若 加 Wf 群 


此 如 时 条 


此 如 湾 雇 


毕 癌 外 二 
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Cr 
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9 (9 一 TD) Ea 


dd nd 
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时 好 蕊 巡 


( 则 姓 此 和 下) 
毕 攻 兴工 


时 女 斗 府 贺 
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定义 4 如 果 
Pllimé, (e) = t£(e)) = 1,， (13. 8-3) 


则 称 (&(e)} 以 概率 1 收 煞 于 &e) ,又 称 {Ce)) 几乎 处 处 收敛 于 C2), 记 为 (ey 一 > 
ECe), 
四 上 -已 ， P 
定理 1 设 生 ~ 一 ?6 则 名 一 >& 
定理 2 设 名 一 x6, 则 一 vw& 


定理 3 设 名 一 >e, 则 一 we. 
四 种 收 化 的 关系 可 总 结 如 下 ， 
以 概率 1 收 化 ~、、 


,nb 一 依 概 率 收 化 一 > 依 分 布 收 人 
ry 


13. 8. 2 大 数 定律 
定义 5 设 {h}) 是 随机 变量 序列 , 今 
b 一 一 (外 十 外 十 … 十 局 )， 


如 果 存 在 这 样 一 个 常数 列 {a }) ,对 任意 的 e>>0, 均 有 
limP(| & —as |<e) = 1, (13. 8-4) 
则 称 { 总 } 服 从 大 数 定律 ， 


(13. 8-4) 表 示 名 一 an Lo 
定理 4( 切 比 霹 夫 定 理 ) 设 i 启 } 是 由 两 两 互 不 相关 的 随机 变量 所 构成 的 序列 ,如 
果 存 在 常数 c>0, 使 Dé& clk= ] ss “+ ) ; 则 对 任意 的 e>0, 均 有 
lm (| 6 -4 
定理 $5( 伯 努 利 ) 设 j 是 xn 次 独立 试验 中 事件 A 出 现 的 次 数 ,而 户 是 事件 A 在 
每 次 试验 中 出 现 的 概率 , 则 对 任意 的 e>>0, 均 有 
pl<e)=1 (13. 8-6) 
定理 6 泊 松 ) 设 在 一 个 独立 试验 序列 中 ,事件 A 在 第 次 试验 中 出 现 的 概率 
为 Pi; 以 pm 记 在 前 n 次 试验 中 事件 A 出 现 的 次 数 , 则 对 任意 的 e 汪 0, 均 有 
”1 
寺 之 /加 
定理 ?7( 辛 钦 ) 设 (&&) 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 且 具 有 有 限 的 数学 期 望 


FE& 二 a, 则 对 任意 的 e>>0, 均 有 
:504 ， 


<e)=1. (13. 8-5) 


limP( 


ER 


<e)= 1. (13. 8-7) 


limP( 二 > 一。 <e)=1. (13. 8-8) 
定理 5 和 和 定理 6 均 是 定理 4 的 特殊 情形 ， 定理 5 也 是 定理 ? 的 特殊 情形 . 
13.8.3 加 强 的 大 数 定律 
定义 6 设 惊 } 是 随机 变量 序列 , 若 

Plim 2 2)& — Ee,) =0)=1, (13. 8-9) 

则 称 {6 ) 服 从 加 强 的 大 数 定律 ， 

(13. 8-9) 表 示 二 6 — Fe)—>0. 


定理 &( 波 莱 尔 ) 设 j 是 n 次 独立 试验 中 事件 A 出 现 的 次 数 ,而 p 是 事件 A 在 
每 次 试验 中 出 现 的 概率 , 则 


P(tim 各 =p)=1 (13. 8-10) 
定理 站 柯 尔 莫 荧 洛 夫 ) 设 ( 扣 } 是 独立 随机 变量 序列 , 且 
5 
则 
P(lim 1 > — Ee,) =0)=1. (13. 8-11) 
定理 10( 柯 尔 莫 戈 洛 夫 ) 设 ( 是 独立 同 分 布 的 随机 变革 序列 , 风 
P(lim 1 6 = a)=1 (13. 8-12) 
成 立 的 充 要 条 件 是 E& 存在 且 等 于 a. 和 
定理 8 是 定理 9 的 特殊 情形 ,也 是 定理 10 的 特殊 情形 . 
13.8.4 中心 极 限定 理 
定义 7 设 父 } 是 独立 随机 变量 序列 ,它们 具有 有 限 的 数学 期 望 和 方差 
a = ,bn = De sn = 1,2,°: 
记 
B: = Yh, 
如 采 对 任意 的 r>0, 均 有 
i 声 | (x— a dF,(z) = 0, (13. 8-13) 
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则 称 {} 满 足 林 德 贝 格 条 件 . 
定理 11 如 果 独 立 随 机 变量 序列 {&} 满 足 林 德 贝 格 条 件 (13. 8-13), 则 对 任意 


x 马 尺 ,有 
lmP(B DG -0 <z)= 起] 人 a (13. 8-14) 
若是 一 维 标 准 正 态 随机 变量 , 即 E~N(0,1), 则 (13. 8-14) 表 示 
1 忆 L 
BS — a) 一 上. 
定理 12( 李 雅 普 诺 夫 定 理 ) 设 { 氮 } 是 独立 随机 变量 序列 ,如 果 能 选择 这 样 一 个 
正 数 >0, 使 


lim 二 有 EC 外 一 ak [1) 一 0， (13. 8-15) 
To 好 | 
3 证 2 
imP( 读 2 一 o<z)= -部 | (13.8-16) 


定理 13 设 {5} 是 独立 同 分 布 的 随机 姿 量 序 列 ， 
Fe, = a,0<o 一 下 < 十 ce， 
则 对 任意 zzER, 有 
fl 1f: 
ImP( 产 (之 6 “)<z)= -应 | 5 由， (13. 8-17) 


定理 14( 隶 真 弗 - 拉 普 拉 斯 定理 ) 设 和 m 是 n 次 独立 试验 中 事件 A 出 现 的 次 数 ， 
而 p 是 事件 A 在 每 次 试验 中 出 现 的 概率 , 则 对 任意 xzER, 有 


. np __l1 [* 2 
limp (EH <7) 序 | 全 (13. 8-18) 
由 (13. 8-18) 知 ,对 任意 有 限 区 间 [a, 寻 ,有 
1 过 -了 pb — ] ” 5 一 
impP(es< -EH < ) 志 |: 5 di. (13.8-19) 


定理 12, 定 理 13 都 是 定理 11 的 特殊 情形 ,而 定理 14 又 是 定理 13 的 特殊 情形 . 
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14， 近 代数 学 选 题 
$14.1 集 论 


]4,1.1 集 


疏 率 意义 下 的 集 (或 集合 ) ,是 指 一 些 对 象 的 总 体 , 这 些 对 象 称 为 所 给 集 的 元 或 元 
素 .“z 是 集 A 的 元 " 记 作 “zxE A”, 读 作 “z 属 于 A”.“z 不 是 集 A& 的 元 ” 记 作 “zEA? 或 
“zxE€E A”, 读 作 “z 不 属于 A”. 不 含 任何 元 的 集 称 为 空 集 , 记 作 2. 

对 于 元 的 个 数 较 小 的 集 ,可 用 枚 举 的 方法 来 表示 . 例如 {1,2} 表 示 由 1 与 2 这 两 
个 元 构成 的 集 ;la,58,c,d} 表 示 由 a,b,c 和 4 这 四 个 元 构成 的 集 . 通常 用 {x:P(z)} 或 
{Xx1P(z)} 表 示 满 足 性 质 了 的 一 切 元 zz 构成 的 集 . 例如 {z: 了 于 十 zx 一 2 一 0} 表 示 满 足 2 
Hr 一 2 二 0 的 工 构 成 的 集 ; 妈 科 , 一 2};{(z,y) :二 十 二 1} 表 示 满 足 xz 十 间 = 二 1 的 一 
切 点 (x,y) 构 成 的 集 , 即 单位 圆周 ; {z:z= 二 xtt) 是 [a,51 上 的 实 值 连续 函数 } 表 示 闭 区 
间 [La,54 上 一 切实 值 连续 隙 数 构成 的 集 . 

给 定 集 A,8, 如 果 A 的 每 个 元 都 是 B 的 元 , 则 称 A 包含 于 B 中 ,或 B 和 包含 A, 记 
作 ACB 或 ACB; 此 时 称 A 为 B 的 子 集 .如果 ACB 有 生 BCA, 则 称 A 与 B 相等 , 记 
作 有 AA=B. A 与 B 不 相等 记 作 A 天 B., 如 果 ACB 昌 A 关 B, 则 称 A 真 包 含 于 B 中 或 8 
真 包含 4, 记 作 A 和 皇 B; 此 时 称 有 A 为 B 的 真子 集 . 

以 集 为 元 的 集 , 常 称 为 集 族 . 例如 , 开 区 间 的 集 是 RR 的 子 集 的 一 个 族 . 通常 称 集 族 
(A, :AEN} 为 集 序列 , 记 作 {A， }1, 


14. 1.2 集 的 运算 

设 A,B 是 集 , 则 一 切 属于 A 或 BC 包括 同时 属于 A,8 的 情形 ) 的 元 构成 的 集 , 称 
为 A 与 B 的 并 , 记 作 AUB; 即 

AUB= {zx:rE A 或 tr € B}. 

设 {A。:a€ 了) 是 一 个 集 族 , 则 属于 某 个 A. (ee 站 的 一 切 元 构成 的 集 , 称 为 所 给 集 

族 的 并 , 记 作 U {A。:a€ 了 或 UA。; 姑 
U {A ED = {rx: 存 在 a E 1 使 x € A.). 

U (人 :xz € 了 ) 是 包 含 每 个 A.la E 了 的 最 小 的 集 , 即 如 果 了 包含 每 个 As(e € 也 , 则 
B 二 U{Au:e E 中 . 集 序 列 {4,} 沁 :的 并 常 记 作 U A 


设 A,B 是 集 , 则 一 切 既 属于 A 又 属于 日 的 元 构成 的 集 , 称 为 A 与 B 的 交 , 记 作 
AN1B; 即 
* ul16 »。 


ANMB= {rx:rEAHzrE BI. 

如 果 A 门 B 二 作 , 则 称 A 与 B 不 相交 . 

设 {A :gE 中 是 一 个 集 族 , 则 属于 每 个 A (aE 了 的 一 切 元 构成 的 集 , 称 为 所 给 集 
族 的 交 , 记 作 人 站 {A, :aE 或 DA。; 即 

门 {4:oE 六 三 人 :对 每 个 ecE 工 有 工 E A). 

门 (Ai:aEe 了 是 包含 于 一 切 AkaE 了 中 的 最 大 的 集 , 即 如 果 B 包含 于 每 个 
A,la € 站 中 , 则 BCN {A,:a € 中 . 集 序列 (A,) 守 1 的 交 常 记 作 站 A 

设 A,B 县 集 , 则 一 切 属于 A 而 不 属于 B 的 元 构成 的 集 , 称 为 和 与 总 的 差 集 , 记 
作 A\B 或 A 一 B; 即 

A\B= {zr:rE AREzr GB). 

如 果 在 某 个 问题 中 考虑 的 集 都 是 一 个 总 集 X 的 子 集 , 则 对 ACX, 常 把 X\A 记 作 A ， 
4 或 C4, 称 为 4 的 朴 集 或 余 集 . 

集 的 运算 满足 下 列 规律 : 

(1) 下 述 三 个 关系 是 等 价 的 .ACB;AUB=B;A 门 B=A. 

(2) 并 与 交 是 可 交换 的 .AUB=BUA,Af1B=BIN A. 

(3) 并 与 交 是 可 结合 的 : 

(AUBUC=AU(BUO(ANBDNC=ANCBNO. 
(4) 并 与 交 中 每 个 运算 关于 另 一 运算 是 可 分 配 的 . 
AU (0 8.) =N (A U B.),AN (UB,) =U, (A NB.). 
(5) A\B=A(NB’=A\(ANB) = (AUBNB. 
(6) 德 ， 摩根 法 则 ， 
A(YB.) -A AB A( DB) -HAB) 
特别 地 ， 
(V4.) =0 A QA) -YA. 

给 定 集 序列 {A,}%2>1 ,一 切 属 于 无 限 多 个 A 的 元 构成 的 集 , 称 为 所 给 序列 的 上 极 
限 , 记 作 limA， 或 lim supA， ;一 切 属于 从 茶 个 下 标 开 始 的 每 个 访 , 的 元 构成 的 集 , 称 为 
所 给 序列 的 下 极限 , 记 作 limA。 或 lim infA,, 有 


limA, 一 NU 及 limA, =U 站 及 
如 果 ]mA 一 limA,, 则 称 这 个 相同 的 集 为 所 给 集 序列 的 极限 , 记 作 limA。. 满足 A CC 
和 C…CACAdtiC "(或 负 习 hs 刁 … 二 A 汪 An+1 刁 …) 的 集 序列 , 称 为 递增 的 (或 
递减 的 ) ,此 时 有 limA。 = 也 A,( 或 0A,). 
" 517 。 


14. 1,3 集 的 关系 与 运算 的 图 形 表示 


如 果 用 不 同位 置 的 一 定 的 图 形 ( 例 如 圆 ? 来 表示 集 , 则 集 与 集 之 间 的 关系 或 运算 
就 能 有 直观 的 图 示 方 法 , 称 为 维 恩 图 示 法 或 欧 拉 图 示 法 . 图 14. 1-1 是 一 些 例子 ， 
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(AUB)'=ANMD' (A4NB)' = A'UB' 


图 14. 1-1 


14.1.4 关系 


设 工 ,y 是 任何 元 , 则 以 zx 为 第 一 元 ,以 y 为 第 二 元 构成 的 有 次 序 的 组 (z,y) , 称 
为 序 偶 或 有 序 对 . 两 个 序 偶 (x,y) 与 (u,v) 相 等 当 且 仅 当 z= 二 w;y==w 可 以 用 (zx, y) 一 
(tz} ,4XT,y}} 来 严格 定义 序 偶 . 

由 序 偶 构成 的 集 称 为 关系 , 设 民 是 一 个 关系 , 则 (zx,y) ER 也 常 记 作 xRy. 构成 R 
的 一 切 序 偶 的 第 一 元 构成 的 集 , 称 为 民 的 定义 域 , 第 二 元 构成 的 集 , 称 为 值 域 . R 的 定 
义 域 与 值 域 分 别 记 作 人 DCR) ,对 (R) ,于 是 


* 5]8 ， 


CR) 一 {xz; 存 在 y, 使 得 (x,y) € KR)， 
RCR) 二 {y: 存 在 zz, 使 得 (x,y) € R}. 
如 果 汶 (R) 与 RR) 都 是 集 X 的 子 集 , 则 常 称 尺 为 X 上 的 一 个 关系 . 
设 尺 是 关系 , 则 尺 的 逆 关 系 民 一 定义 为 
R' = {ry (yr) ER), 
设 民 ,S 是 关系 ; 则 民 与 S 的 复合 RR.S 定 义 为 
R。S 二 {(z,y): 存 在 x, 使 得 (x,z) € S,(z,y) € R)., 
设 A 是 集 ,R 是 关系 , 则 定义 
RLAJ= {y: 存 在 xz E€ 有 A, 使 得 C(x,y) E€ R}. 
设 R,S, 本 是 关系 ,A,B 是 集 , 则 
(1) (R71)! =R, 
(2) (ReS) 1!=S eR !. 
(3) (R*S)°- T=R:(S:T). 
(4) (ReS)[A]=R[S[A]]. 
(5) RELAUB]=R[LAJURLEB]. 
(6) RLANMN BJCR[LAJNRLB]. 
更 一 般 地 , 设 {A.:oE 了 是 集 族 , 刚 
(7) RELU(A :a€E DJ=U {RLA, J:ED. 
(8) REN {A :aE TICNN {RLA, J]:oET}. 


]4.1.5 映射 


设 f 是 一 个 关系 ,满足 (xz,y)Ef 与 (x,z)E€ 下 蕴涵 y 王 z,; 则 称 f 为 一 个 映射 (也 
称 为 函数 ,变换 , 算 子 ,对 应 ). 设 f 是 映射 ,xED(A, 则 存在 唯一 的 y, 使 得 (z,y) EE 
这 样 的 y 常 记 作 了 (z), 称 为 上 在 z 处 的 值 或 象 . 
设 了 是 映射 ,如 果 X 一 吃 ( 亡 , 则 称 是 定义 于 关上 的 ;如 果 只 (有 CY, 则 称 是 
从 到 Y 中 的 映射 ;如 果 喘 ( 放 二 Y, 则 称 了 是 从 XX 到 了 上 的 映射 ,或 称 满 射 . 如 果 
广 也 是 映射 , 即 信 z) 二 fy) 毒 涵 z= y, 则 称 了 为 单 射 . 如 果 了 是 单 射 , 则 广 是 从 
尖 ( 户 到 伟 ( 让 中 的 映射 , 称 为 了 的 逆 映 射 或 反 菌 数 . 既是 满 射 又 是 单 射 的 映射 , 称 为 
一 一 映射 ， 
映射 的 另 一 种 定义 方式 是 : 设 革 , 了 是 两 个 集 , DCX. 如 果 对 每 个 zxE 了 ,存在 唯 
一 的 yEY 与 之 对 应 , 则 称 此 对 应 为 从 品 到 Y 中 的 一 个 映射 , 记 作 大 对 应 于 x 的， 
记 作 f(z). DD 称 为 的 定义 域 , 记 作 仿 ( 有 n; 集 ty: 存 在 XED(7) ,使 得 y= 了 (x)} 称 为 
F 的 值 域 , 记 作 咒 ( 廊 . 设 ACX,BCY, 则 4 在 上 下 的 象 f[A] 定 义 为 
fLA] = {y: 存 在 x € A, 使 得 y= f(z)}， 
呈 在 三 下 的 逆 象 广 :[BJ] 定 义 为 
广 [Bj= {z: 存 在 3yE 六 ,使 得 yy 一 f(z)}. 
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了 的 图 象 G( 门 定义 为 
GA = {ry :TE DA Y= flx)). 

这 两 种 定义 方式 实质 上 是 一 致 的 ,其 差别 在 于 ,按照 前 一 种 方式 ,映射 及 其 图 象 
是 完全 相同 的 ,但 按 后 一 种 方式 ,两 者 并 不 相同 . 

设 了 是 映射 , 则 有 

1) FLA\B]=A[ANA LB]. 

(2) CUA.J= Uf [A.]. 

3) 1 [OA 一 站 广 ![4.] 

设 了 是 从 X 到 YY 中 的 映射 ,ACX, 则 使 每 个 zEA 对 应 于 f(x) EY 的 映射 , 称 
为 f 在 A 上 的 限制 , 记 作 fA, D(Cf|A)==A, 而 在 A 上 则 有 (CFIA} (Cx) 二 了 Cx). 与 此 相 
对 , 令 g 二 flA, 则 了 称 为 g 在 XX 上 的 延 拓 或 扩张 


14.1.6 积 集 与 者 集 


设 A,B 是 集 , 则 定义 A,B 的 积 集 或 箔 卡 儿 积 AXB 为 
AXB={(ry:rEe A,yE€B}., 
对 于 有 限 个 集 Al ,As，… ,A ;定义 
AXA: X…XA。 


一 TIa 一 一 {x yr 9 TT A, :上 & 一 1,2.° ,nn}. 
. 上 二] 
对 于 集 族 {A, ;ee 也 ,定义 其 积 集 为 
TA,:a ED = ]]A。 = {f:f 是 定义 在 I 
| 


上 的 映射 ,使 对 每 个 a € I, 有 fla) € A.}. 
特别 地 ,如 果 每 个 A,(a€ 了 都 等 于 A, 则 此 时 的 积 集 记 作 和 三 A , 即 
A 二 {f:f 是 从 1 到 A 中 的 映射 }. 
设 A 是 集 , 则 A 的 一 切 子 集 构成 的 集 , 称 为 A 的 器 集 , 记 作 轴 (A) 或 25. 


14.1.7 等 价 关 系 与 商 集 


设 民 是 关系 ,二 作 CR) URCR). 如 果 对 每 个 EX 有 (zz)ER, 则 称 民 为 自 反 
的 ;如 果 (z,y) ER 药 泣 (ty,xz) ER(C 即 RR! 二 R), 则 称 R 为 对 称 的 ;如 果 (zx,y)ER 与 
(ys,z) 所 RR 蕴涵 (zx,z) ER, 则 称 玉 为 传递 的 , 自 反 的 .对 称 的 与 传递 的 关系 , 称 为 等 价 
关系 . 

对 于 等 价 关 系 尺 ,有 导 (R)= 二 和 R(R) 二 XX, 也 常 称 展 为 基于 的 等 价 关 系 . 对 工 E 夸 ， 
集 

RLx] = {y:tx,y) 和 捷 R) 
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称 为 zx 所属 的 关于 R 的 等 价 类 . 关于 RR 的 等 价 类 或 者 相等 ,或 者 互 不 相交 , 即 等 价 关 
系 民 把 XX 划分 为 互 不 相交 的 等 价 类 . 以 这 些 等 价 类 为 元 素 的 集 , 称 为 X 关于 等 价 关 
系 民 的 商 集 . 

例 1 取 定 素数 六 ,考虑 整数 集 Z. 对 ZX,yEZ, 令 LY 为 p 整除 了 一 多 则 一 是 Z 
上 的 一 个 等 价 关 系 , 此 时 z*~y 也 记 作 z 三 y(modp), 称 为 + 与 y 模 p 同 余 . 相应 的 等 
价 类 称 为 模 户 的 剩余 类 . 商 集 Z 一 由 户 个 元 构成 ,分 别 对 应 于 由 队 以 记 的 余数 为 0， 
1,…,p 一 1 的 整数 组 成 的 集 . 

例 2 设 X={(x,y) ;TEZ,yEN})( 其 中 2Z,N 分别 是 整数 集 和 自然 数 集 ). 对 (zz， 
《EX, 定 义 (Z 9) 一 (wy 直 为 二 yu; 则 一 是 对 上 的 一 个 等 价 关系 . 商 集 
2/ 一 相当 于 有 理 数 集 ， 


14. 1,8 偏 序 关系 


设 民 是 集 卫 上 的 一 个 关系 . 如 果 (z,y)E 尺 与 (7,zER 菊 洱 z 一 ” 则 称 民 为 反 
对 称 的 . 自 反 的 .传递 的 与 反对 称 的 关系 , 称 为 偏 序 关系 ,简称 偏 序 , 常 记 作 志 或 二 , 读 
作 “ 小 于 或 等 于 "或 “前 于 ”. z 拟 y 也 记 为 y 之 zx, 读 作 y" 大 于 或 等 于 ”或 “后 于 "x. 由 定 
义 , 偏 序 志 满足 :rsziz 和 sy 与 y 和 > 昔 洱 z 委 ziz 丢 ?与 yz 更 澳 x 一 人 如 果 z 委 》 
且 z 关 y; 则 记 作 zy 或 y 之 xz, 读 作 工 小 于 "y 或 y 大 于 工 

给 定 了 一 个 偏 序 的 集 X, 称 为 偏 序 集 . 设 x,yE XX 如 果 Xz 二 y 或 y 二 至 少 有 一 
成 立 , 则 称 x,y 为 可 比 的 , 偏 序 集中 任何 两 个 元 并 非 总 是 可 比 的 . 如 果 一 个 偏 序 集 的 
任何 两 个 元 都 可 比 , 则 称 为 全 序 集 ,或 线性 有 序 集 ,或 链 . 相应 的 偏 序 称 为 全 序 或 线 
性 序 . 

例 3 自然 数 集 NN, 整 数 集 Z, 有 理 数 集 Q, 实 数 集 R 上 的 通常 “小 于 或 等 于 关系 
是 全 序 . 

例 4 设 . 是 集 冻 的 一 些 子 集 构 成 的 族 , 则 通常 集 的 包含 关系 人 是 人 上 的 一 个 
偏 序 ,但 一 般 不 是 全 序 . 

设 卫 是 偏 序 集 ,aE€ XX, 如 果 故 中 不 存在 满足 条 件 z<a( 或 >>a) 的 元 z, 即 如 果 
zz<a( 或 za) 获 泣 z 一 <a, 则 称 a 为 X 的 一 个 极 小 元 (或 和 极 大 元 ). 

设 针 是 偏 序 集 ,ECX,a€ 六, 如 果 对 一 切 xEE 都 有 xz 志 a( 或 x 之 a), 则 称 a 为 E 
的 一 个 上 界 ( 或 下 界 ). 如 果 还 有 aEE, 则 称 a 为 E 的 最 大 元 (或 最 小 元 ), 记 作 maxE 
(或 min E). 存在 上 界 ( 或 下 界 ) 的 集 称 为 上 方 有 界 的 (或 下 方 有 界 的 ). 如 果 玉 的 一 切 
上 界 (或 下 界 ) 构 成 的 集 具 有 最 小 元 (或 最 大 元 ) , 则 此 元 称 为 的 最 小 上 界 ,也 称 上 确 
界 (或 最 大 下 界 , 也 称 下 确 界 ), 记 作 上 1 u.b.EE 或 supE( 或 g.1.b. ,inf E), 

如 果 一 个 全 序 集 的 每 个 非 空 子 集 都 有 最 小 元 , 则 称 为 良 序 集 . 

例 5 对 于 通常 的 大 小 关系 ,N 是 良 序 集 , 但 Z,0,R 不 是 良 序 集 . 


14. 1.9 选择 公理 及 其 等 价 命题 


在 一 些 数 学 证 明 中 , 常 需 用 到 下 述 命题 ， 
' 52]1 。 


选择 公理 设 六 是 一 个 集 , 人 是 六 的 一 些 非 空 子 集 构成 的 族 , 则 存在 蚂 数 f: 
.> 站 ,使 对 每 个 EN, 有 f(E)EE. f 称 为 选择 函数 . 

通俗 地 说 ,选择 公理 就 是 肯定 能 从 .4 的 每 个 集中 选择 一 个 元 . 

定理 1 选择 公理 分 别 等 价 于 下 列 各 命题 (因此 这 些 命题 两 两 等 价 ) 

(1) 良 序 定理 或 策 梅 洛 定理 ”对 任 一 非 空 集 , 能 在 其 上 给 定 适 当 的 全 序 , 使 之 成 
为 良 序 集 . 

(2) 佐 胃 引 理 设 X 是 一 个 偏 序 集 , 如 果 和 中 每 个 链 都 有 上 界 , 则 X 必 有 极 
大 元 . 

(3) 柯 拉 托 夫 斯 基 引 理 ” 偏 序 集 的 每 个 链 包含 于 一 极 大 链 中 . 

(4) 图 基 引 理 ”如 果 集 族 .4 满足 :中 每 个 元 的 有 限 子 集 是 .的 元 , 集 4A 的 任 
何 有 限 子 集 都 是 . 妈 的 元 草 池 A 是 .不 的 元 , 则 人 具有 (关于 包含 关系 的 ) 极 大 元 . 这 样 
的 . 奴 称 为 具有 有 限 特 征 的 . 


14. 1. 10 基数 


设 A,B 是 两 个 集 , 如 果 存 在 从 A 到 B 上 的 一 个 一 一 映射 , 则 称 A 对 等 于 B, 对 
等 关系 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 . 称 对 等 的 集 具 有 相同 的 基数 或 势 . 有 限 集 的 基数 
实质 上 就 是 它 的 元 的 个 数 . 集 A 的 基数 常 记 作 card(4) ,14| 或 从 

自然 数 集 的 基数 通常 记 作 No 人 读 作 “ 阿 列 夫 零 ”) 或 a. 具有 基数 No 的 集 , 即 对 等 
于 自然 数 集 的 集 , 称 为 可 数 集 或 可 列 集 , 这 种 集 可 写 为 {41 ,az ,…,a,，…} 的 形式 ， 

实数 集 的 基数 通常 记 作 或 NN, 称 为 连续 统 基数 . 

如 果 存 在 A 的 子 集 对 等 于 B, 则 称 A 的 基数 不 小 于 B 的 基数 , 记 作 

card( A > card( B). 

定理 2( 施 罗 德 - 伯 恩 斯 坦 对 等 定理 ) 如 果 card(A) 守 card(B), cardtB) 之 
cardCA) ,MM cardt A) = card(B), 

定理 3 设 A,B 是 两 个 集 , 则 card(A) 守 card(B) 或 card(B) 之 card( 和 A) 至 少 有 一 
成 立 . z 
定理 4 ¢t 守 但 ca. 


14. 1.11 布尔 代数 


给 定 集 B, 设 对 它 的 任何 两 个 元 x,y; 有 B 中 的 元 fz 门 y,zUy 与 之 对 应 ,并 满足 : 
(1) 交换 律 z[1y 二 y 门 x ,zy 一 yUz， 
(2) 结合 律 xz 站 Gy 门 z2) = 二 Cz 站 站 zyTU CyUz)=(xUy) Uz, 
《3) 吸收 律 zU Gy 站 x) = (zxU yw 站 z=z， 
(4) 分 配 律 
zyU2)=(rN UN U GN = Uy NN Cr Uz). 

又 设 存 在 B 的 元 0 与 1, 且 B 的 每 个 z 对 应 B 的 元 x ,满足 
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(5) 互补 律 zUzx'=1,z 人 x ==0. 
此 时 称 B 为 布尔 代数 . 给 定 zxEB,z 是 唯一 确定 的 , 称 为 z 的 补 元 . 从 (1) ,(2),(3) 还 
可 推出 8 满足 

(6) 需 等 律 人 门 x 二 xUzx=x. 
二 元 运算 (zzZ 门 ZUy 与 对 应 zz 一 z ，, 合 称 为 布尔 运算 . 

例 6 设 基 是 一 个 集 , 则 瑟 的 寡 集 弟 (X) 关 于 运算 门 , 册 与 ( 取 补 集 ) 构 成 一 个 
布尔 代数 ， 


14. 1. 12 命题 代数 ”开关 代数 


命题 代数 是 以 命题 为 元 的 布尔 代数 . 表达 一 个 判断 的 语句 , 称 为 命题 . 如 采 判 断 
为 真 , 则 相应 的 命题 称 为 真 命题 ;如 果 判 断 为 假 , 则 相应 的 命题 称 为 假 命题 . 分 别 用 1 
与 0 表示 真 命题 与 假 命题 ,这 时 1 与 0 称 为 真 假 值 . 

设 卫 是 命题 , 则 真 假 值 与 P 的 真 假 值 相反 的 命题 , 称 为 P 的 否定 , 记 作 1P. 设 
P,Q 是 命题 , 则 当 且 仅 当 P,Q 有 一 为 真 ( 包 括 两 者 均 真 ) 时 为 真 的 命题 , 称 为 P 与 Q 
的 析 取 , 记 作 PV Q; 而 当 且 仅 当 P,QQ@ 均 真 时 才 为 真 的 命题 , 称 为 P 与 Q 的 合 取 , 记 
作 PAQ. 这 三 个 定义 可 用 下 列 真 假 值 表 来 表示 . 


析 取 与 合 取 满足 交换 律 .结合 律 .吸收 律 与 分 配 律 ,也 满足 互补 律 


其 中 1,0 分 别 表示 真 , 假 命题 .于 是 ,命题 构成 的 集 关 1 
于 析 取 , 合 取 与 否定 构成 一 个 布尔 代数 , 称 为 命题 -一 
代数 ， 
否定 、 析 取 与 合 取 可 以 解释 为 数字 电路 中 的 “ 非 一 一 一 ~ 0 
门 ” “与 门 *” 和 和 “或 门 ”. 例如 ,由 同一 继电器 控制 的 动 P 
合 ( 平 时 断 开 工作 时 接 通 的 ) 开 关 A 与 动 断 ( 平 时 接 
通 工 作 时 断 开 的 } 开 关 P 使 输出 与 输入 反 相 (图 
14. 1-2) ,这 就 组 成 一 个 非 门 . 图 14. 1-3 表示 的 并 联 {tl 
与 图 14. 1-4 表示 的 串联 分 别 实现 或 门 及 与 门 . 
在 现代 各 种 高 速 电子 控制 装置 和 数字 电子 计算 图 14.1-2 
机 中 ,广泛 采用 由 电子 元 件 组 成 的 门 电路 . 把 门 电路 看 成 开关 ,命题 代数 就 可 看 成 开 
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关 代数 . 开关 代数 是 开关 线路 的 数学 理论 . 把 关于 布尔 代数 的 研究 用 于 开关 代数 ,就 
能 用 数学 方法 来 设计 开关 电路 . 


4 


7 


图 14. 1-3 图 14. 1-4 


914.2 代数 结构 


14. 2.1 半 群 


定义 1 设 3 是 一 个 集 , 如 果 在 S 上 定义 了 一 个 二 元 运算 即 SXS 到 5S 中 的 一 个 
映射 ,也 就 是 对 S 中 任何 一 对 元 xz,y, 存 在 S 中 的 元 xz 'y 与 之 对 应 , 且 满 足 结合 律 
(X.Y) = 《3 ' 之 ) ; 则 称 (S， * ) 是 一 个 半 群 ,也 常 称 3S 是 一 个 半 群 . 

对 于 二 元 运算 ,也 常 采用 加 法 记号 ,此 时 结合 律 成 为 

( 工 十 切 十 zz 一 工 十 (7 十 z). 

定义 2 设 在 S 上 定义 了 二 元 运算 . ,XX 的 元 e 称 为 左 单位 元 (或 右 单位 元 ), 如 
盯 对 每 个 +zE€ES, 有 ezx=xz( 或 5.e 二 x), 同时 是 左 , 右 单位 元 的 元 案 , 称 为 单位 元 . 如 
果 S 有 单位 元 , 则 它 是 唯一 的 . 具有 单位 元 的 半 群 , 称 为 么 半 群 . 单位 元 常 记 作 1. 采 
用 加 法 记号 时 ,相应 的 元 称 为 堆 元 , 常 记 作 0 

对 于 乘法 运算 , 常 略 去 乘 号 , 即 把 zx , y 写成 zy. 

例 1 整数 集 Z 关 于 加 法 是 半 群 ,0 是 零 元 ;自然 数 集 N 关于 乘法 是 么 半 群 ,1 是 
单位 元 . 

例 2 设 玉 是 一 个 集 ,S 是 一 切 从 FE 到 EE 中 的 映射 构成 的 集 , 则 S 关于 映射 的 复 
合 构 成 一 个 么 半 群 ,单位 元 是 恒 同 映射 1( 即 对 一 切 zxEE 满足 1(z)==xz 的 映射 ). 

例 3 ? 阶 和 矩 阵 关 于 抢 阵 乘法 构成 一 个 么 半 群 ,单位 元 是 单位 矩阵 . 

定义 3 设 $ 是 半 群 S 的 子 集 , 并 且 季 关于 S 的 二 元 运算 是 封闭 的 (也 称 稳定 
的 , 即 z,yE5S 蕴涵 xyES), 则 称 S 是 S 的 子 半 群 . 如 果 S 是 乏 半 群 且 e ES, 则 称 S 
为 子 么 半 群 . 

定义 4 设 S,S 是 半 群 ,f 是 S 到 S’ 中 的 映射 ,如 果 对 任何 z,yES, 有 

fxry) = f(r) fy), 
则 称 f 是 S 到 5S 的 一 个 同 态 , 如 果 f 还 是 一 一 映射 , 则 称 f 是 S 到 S 上 的 一 个 同 构 . 
存在 -- 个 同 构 的 两 个 半 群 称 为 同 构 的 . 
例 4 设 S 是 = 维 实 线性 空间 X 上 的 一 切线 性 变换 关于 复合 所 构成 的 半 群 ,S' 
a DZ24 。 


是 x 阶 和 矩阵 关于 矩阵 乘法 所 构成 的 半 群 . 取 定 和 的 一 组 基 {el ,ez ee) ,对 9pES, 令 
乒 细 为 9 关于 所 给 基 的 扼 阵 (参看 5. 5. 2), 则 了 是 S 到 5S’ 的 一 个 同 态 . 如 果 S 是 久 
到 X 上 的 一 切 可 逆 线 性 变换 构成 的 半 群 ,S 是 一 切 非 退化 的 >” 阶 矩 阵 构成 的 半 群 , 则 
上 述 了 是 S 到 S 上 的 一 个 同 构 . 


14, 2.2 群 


定义 5 设 $S 是 么 半 群 ,xES, 如 果 yES 满 足 yzx==e( 或 xy 二 e), 则 称 y 为 xz 的 
左 逆 元 (或 右 道 元 ). 如 果 y 既是 z 的 左 道 元 ,又 是 工 的 右 道 元 , 则 称 y 为 zx 的 逆 元 ,此 
时 称 zx 为 可 这 的 . 可 首 元 的 遂 元 是 唯一 的 , 记 作 zx 上 

定义 6 每 个 元 都 可 逆 的 么 半 群 称 为 群 . 详细 地 说 , 群 G( 或 (G,. )) 是 指定 义 了 
一 个 二 元 运算 ,的 集 G, 满 足 (以 下 略 去 乘 号 )， 

(1) 对 任何 Zz,y,xzEG, 有 (xy)z 二 zx(yz). 

(2) 存在 EE, 使 对 一 切 TEG, 有 ex 二 xe 二 x 

(3) 对 每 个 zEG, 存 在 x !'!EG, 使 得 xx 1 一 z 1zx 一 e， 
采用 乘法 记号 的 群 ,有 时 称 为 恒 法 群 ;相应 地 ,采用 加 法 记号 的 群 ,有 时 称 为 加 法 群 . 

定义 7 如 果 群 G 的 二 元 运算 满足 交换 律 , 即 对 任何 TyEC 有 Ty 二 yz, 则 称 G 
为 交换 群 或 阿 贝尔 群 

例 $ 整数 集 Z, 有 理 数 集 Q, 实 数 集 RR, 复 数 集 C 关 于 加 法 构成 交换 群 . 非 零 实 
数 集 或 正 实数 集 关 于 乘法 构成 交换 群 . 

例 6 设 E 是 一 个 集 .5 到 E 上 的 一 切 一 一 映射 关于 映射 的 复合 构成 一 个 群 , 称 
为 王 的 置换 群 . 它 一 般 不 是 交换 群 . 

例 7 一 切 # 阶 非 退 化 矩阵 关于 矩阵 乘法 构成 一 个 群 . 当 xz 之 2 时 , 它 不 是 交换 群 ， 

例 8 设 E 是 n 维 ( 实 或 复 ) 线 性 空间 ,GL(E) 是 一 切 从 EE 到 E 上 的 可 着 线 性 映 
射 构成 的 集 , 则 GL(E) 关 于 映射 的 复合 构成 一 个 群 , 称 为 E 上 的 一 般 线性 群 ( 也 称 一 
般 线 性 变换 群 或 全 线性 群 ). 

定义 8 设 互 是 群 G 的 子 集 , 且 关于 CG 的 运算 也 构成 一 个 群 , 则 称 日 为 G 的 一 
个 子 群 . 日 成 为 G 的 子 群 的 必要 充分 条 件 是 :rzE 刀 和 yE 刀 芍 活 zyEPzE 末 获 
涵 工 一 和 五 . 

定义 9 设 了 是 群 G 到 群 G 的 映射 ,满足 ;对 任何 =,yEG, 有 

fixry) = Fr) f(y), 

则 称 为 G 到 GG 的 一 个 同 态 . 如 果 还 是 一 一 映射 , 则 称 为 同 构 , 存在 一 个 同 构 的 两 


个 群 称 为 同 构 的 . 
例 9 设 C 是 群 , 取 定 aECG 对 pnEZ, 今 f()=a"( 当 nEN 时 , 今 
a 二 Q + asmre aln 个 因子 ),a "= 二 (a 1)", 又 令 a' 二 ge)， 


f 是 整数 加 法 群 Z 到 G 的 一 个 同 态 . 
例 10 设 E 是 n 维 实 线性 空间 . 取 定 上 的 一 组 基 , 对 gEGL(E), 令 f(g) 为 g 关 
于 所 取 定 的 基 的 矩阵, 则 f 是 GLCE) 到 2 阶 非 退 化 矩阵 组 成 的 群 上 的 一 个 同 构 . 
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定义 10 置换 群 的 子 群 , 称 为 变换 群 . 
定理 1( 凯 莱 ) ”任何 群 同 构 于 一 个 变换 群 . 


14, 2.3 正规 子 群 ” 商 群 


定义 1t 设 电 是 群 G 的 子 群 ,a€ G6, 则 G 的 子 集 Ha 二 (ha:h€E 日 } (或 aH== 
tah:hE H})) 称 为 五 的 以 e 为 代表 元 的 左 障 集 ( 或 右 陪 集 ). 如 果 令 G 上 的 关系 上 (或 
RR) 为 zLy 当 且 仅 当 zy™! EH( 或 x 'yE€ 日 ), 则 左 陪 集 ( 或 右 陪 集 ) 是 G 关 于 等 价 关 
系 上 (或 R) 的 等 价 类 . 

定义 12 如 果 群 G 的 子 群 日 满足 ;对 每 个 TEG, 有 Hz 二 zx 日, 则 称 电 为 G 的 
正规 子 群 (或 不 变 子 群 ). 对 于 正规 子 群 , 左 、 右 陪 集 没有 区 别 , 统 称 陪 集 . 

定义 13 设 映 是 群 G 的 正规 子 群 ,G/H 是 五 的 一 切 陪 集 组 成 的 集 ,对 zxH,yH 
EG/H, 令 

‘xH)(yH) = (zy}H, 


则 GY/H 成 为 一 个 群 , 称 为 G 关于 正规 子 群 晶 的 商 群 . 

定理 2 设 f 是 群 G 到 群 G 的 一 个 同 态 , 则 了 的 像 Im( 记 = fLGJ 是 G 的 子 群 ,上 
的 核 ker( 亡 一 广 :Le 门 ={z:Fz) 一 e) (其 中 ce 是 G 的 单位 元 ) 是 CG 的 正规 子 群 ， 

定理 3( 同 态 定理 ) 设 是 群 G 的 正规 子 群 ,对 zEG, 令 f(z) 二 xzH, 则 了 是 6G 
到 商 群 C/ 瑟 上 的 一 个 同 态 . 

定理 4( 同 构 定 理 ) 设 了 是 群 G 到 群 人 上 的 同 态 ( 即 /是 满 射 同 态 ) , 今 = 
ker< 记 ,对 XHEG/H, 令 g(x 日 ) 二 f(z), 则 g 是 商 群 G/ 昌 二 G/ker( 让 到 群 G 上 的 一 
个 同 构 . 

例 11 x 个 元 的 集 的 置换 群 , 称 为 4 次 对 称 群 , 记 作 S,. S, 有 n! 个 元 . S, 的 元 
称 为 置换 , 它 可 看 作 1,2,…,n 的 一 个 排列 , 对 应 偶 ( 或 奇 ) 排 列 的 置换 称 为 偶 置 换 (或 
奇 置换 ). 一 切 偶 置 换 构成 $, 的 一 个 正规 子 群 , 称 为 n 次 交错 群 , 记 作 A,. 对 aES,， 
如 及 a 是 偶 置 换 , 令 ola) 二 1, 如 果 a 是 奇 置换 , 邻 glia) 二 一 1,o 是 S, 到 由 1, 一 1 两 个 
数 构 成 的 乘法 群 上 的 一 个 同 态 . ker(o) 二 A,. 5,/A, 同 构 于 乘法 群 侍 ,一 1). 

例 12 一 切 % 阶 可 逆 复 答 阵 关于 和 矩阵 鞠 法 构成 一 个 群 , 记 作 GL(n,C0). 对 AE 
GLCzD, 令 cz)=14, 则 co 是 GLCn,C 到 一 切 非 零 复数 构成 的 乘法 和 群 C" 上 的 同 
态 . ker(o) 是 一 切 行列 式 等 于 1 的 n 阶 复 矩 阵 构 成 的 群 , 记 作 SLCnC) , 它 是 GL(n,O) 
的 正规 子 群 .GLCn;O) /SLGn, 介 同 构 于 CC*，, 


14. 2.4 循环 群 有限 群 


定义 14 设 G 是 群 ,a€G, 则 GG 中 含有 元 a 的 最 小 子 群 , 称 为 由 a 生成 的 循环 
群 , 记 作 4a). (4a) 由 元 a (n€ NN) ,ee 与 (a ER) 组 成 . (a 1)? 记 作 a-". 
定义 15 具有 有 限 个 元 的 群 称 为 有 限 群 , 它 的 元 的 数目 称 为 阶 . 非 有 限 群 称 为 
无 限 群 . 
定理 5 问 阶 的 两 个 循环 群 是 同 构 的 ， 
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定义 16 设 a 是 群 G 的 元 , 则 当 (a) 是 7 阶 群 时 , 称 a 为 G 的 r 阶 元 , 当 (a) 是 无 

定理 6 设 G 是 有 限 r 阶 循环 群 , 则 G 的 任 一 子 群 的 阶 是 r 的 因子 . 如 果 s 是 r 
的 因子 , 则 GG 有 县 仅 有 一 个 s 阶 子 群 . 

定理 7( 拉 格 朗 日 ) 阶 为 r 的 有 限 群 的 子 群 的 阶 是 7 的 一 个 因子 . 

有 限 群 的 元 的 阶 是 所 给 群 的 阶 的 一 个 因子 . 


14.2.5 环 


定义 17 设 在 集 尺 上 定义 了 两 种 运算 ,一 种 称 为 加 法 , 记 作 十 ,一 种 称 为 乘法 ， 
记 作 .〈 但 对 zy 党 简 记 为 zy) 满足 

(1) (R, 十 ) 是 交换 群 ; 

(2) (RR,，，) 是 半 群 ， 

(3) 分 配 律 ;对 x,y,zER, 有 

zly 十 zz) 一 ty 十 妇 (Z 十 yz 一 人 下 十 过; 

则 称 CR, 十 ,。) 是 一 个 环 , 也 称 下 是 一 个 环 . 如 果 乘 法 是 可 交换 的 , 即 对 任何 x,y€E XX 
有 zy 一 ?7 则 称 为 变换 环 . 如 果 关 于 和 猴 法 具有 单位 元 , 则 称 为 么 环 或 单 式 环 . 

定义 18 设 工 是 环 R 的 元 ,z 关 0, 如 果 存在 y 隐 0, 使 得 zy 二 0 或 yz 二 0, 则 称 之 
为 零 因 子 . 含有 两 个 以 上 的 元 且 没 有 零 因 子 的 么 环 , 称 为 整 环 , 

例 13 24 只 ,C 关 于 加 法 与 乘法 是 整 环 . 

例 14 实 (或 复 ) 系 数 多 项 式 关 于 加 法 与 乘法 构成 整 环 , 称 为 实 (或 复 ) 系 数 多 项 
式 环 . 

例 15 一 切 n 阶 ( 实 或 复 ) 和 矩阵 关于 和 矩阵 的 加 法 与 乘法 构成 环 ， 

定义 19 设 及 是 环 RR 的 子 集 , 它 关 于 RR 上 的 加 法 成 为 子 群 ,而 且 对 RR 上 的 冬 法 
运算 是 封闭 的 , 则 称 尺 为 RR 的 子 环 . 

定义 20 设 R,R 是 环 ,f 是 R 到 R' 的 映射 ,满足 :对 任何 x,yER, 有 

fr = FD FW ry) = fr) fy), 

则 称 f 为 R 到 R' 的 一 个 同 态 . 如 果 f 还 是 一 一 映射 , 则 称 为 同 构 . 存在 一 个 同 构 的 两 
个 环 称 为 同 构 的 , 

例 16 设 王 是 ” 维 ( 实 或 复 ) 线 性 空间 ,下 到 王 中 的 一 切线 性 变换 构成 的 集 在 通 
常 的 变换 加 法 和 合成 下 是 一 个 环 , 记 作 End《E). 对 wwE EndCE) ,如 例 4 那 样 定 义 矩阵 
f(g) ,就 是 End(E) 到 nn 阶 和 矩阵 构成 的 环 上 的 一 个 同 态 . 


14.2.6 理想 商 环 


定义 2 设 R 是 环 ,T 是 加 法 群 (R, 十 ) 的 子 群 , 且 对 任何 XER,yE1, 有 zyE 了 
yrET, 则 称 了 为 R 的 一 个 理想 . 
定义 22 设 了 是 环 只 的 理想 ,加 法 群 尺 关于 了 的 一 切 陪 集 构成 的 集 , 记 作 RAT， 
，527 ， 


对 了 二 Ty 十 ITERAT 令 
(z 十 万 十 (y 十 万 = 人 z 十 妇 十 了 
(z+D(yt+D)= xy+t+l, 

则 R/T 形成 一 个 环 , 称 为 尺 关于 理想 本 的 商 环 (或 差 环 ). 

例 17 取 整 数 mm, 则 mm 的 一 切 倍 数 构成 的 集 (m) 是 整数 环 Z 的 一 个 理想 , 商 环 
Z/ (mm) 由 mm 个 元 组 成 . 

定理 8 设 了 是 环 愉 到 环 民 的 同 态 , 则 了 的 象 Im( 有 二 了 LRj 是 R 的 子 环 ;了 的 
核 ker( 户 王 (zjz) 一 0) 是 玉 的 一 个 理想 . 

定理 9 设 了 是 环 尺 的 理想 ,对 xzER, 令 f(z)= 二 zt 十 了, 则 扩 是 尺 到 RAT 上 的 一 
个 同 态 . 

设 了 是 环 只 到 环 及 ' 上 的 同 态 , 令 [一 ker( 户 ,对 十 JER/T 今 gz 十 门 王 Fz)， 
则 g 是 RAI 二 R/ker( 放 到 R' 上 的 一 个 同 构 . 


14.2.7 域 


定义 23 如果 环 丸 至 少 含有 了 珊 个 元 , 且 其 非 零 元 的 集 R' 关于 匀 法 构成 一 个 群 ， 
则 称 RR 为 除 环 或 体 . 也 就 是 说 ,一 个 环 尺 称 为 除 环 ,如 果 它 至 少 有 一 个 非 零 元 , 且 存 
企 单位 元 e,; 使 对 每 个 XER, 有 ze 二 er 二 x 而 当 xz 关 0 时 ,大 在 x ER, 使 得 xx 一 
XT !'T=e, 

乘法 可 交换 的 除 环 称 为 域 ， 

对 域 下 的 每 个 不 等 于 0 的 元 z 存 在 >yEF, 使 得 zy 一 yz 一 e* 即 可 进行 除法 运算 . 

例 18 有 理 数 集 0, 实 数 集中 ,复数 集 C 关 于 加 法 与 乘法 是 域 . 

例 19 有 取 定 四 个 元 1,i,7,, 令 它们 之 间 的 乘法 为 

立 二 六 二 兢 二 一 1， 
六 二 一 万 二 一 1 庆 二 一 局 = 一 1 丰 = 一 意 二 一 1 

考虑 集 Q= (a 十 灵 十 cj 十 中 :abcdERi 按 对 应 项 相 加 定义 把 于 的 加 法 , 按 通 贡 相 
乘 规则 并 利用 上 述 乘 法 表 定 义 久 上 的 乘法 ,就 使 Q@ 成 为 一 个 除 环 ,但 QQ 不 是 域 .@ 称 
为 四 元 数 环 或 四 元 数 体 . Q 的 元 称 为 四 元 数 . 

定理 10 多 于 一 个 元 的 交换 整 环 可 黎 人 入 到 一 个 域 中 . 具体 地 说 , 设 是 这 样 的 
交换 整 环 , 令 E= {Czy) ;x,yER, yA0} 对 (xy) (ry)EE, 定 义 (z1y)~~(z ,yy) 
当 且 仅 当 zy 二 zx'y. ~~ 是 玉 上 的 等 价 关系 . 令 让 二 E/~, 把 下 中 (xz,y) 所 在 的 元 记 作 
x/y; 称 为 “分 式 ”, 按 通常 定义 分 数 加 法 与 弱 法 的 方法 定义 “分 式 " 之 和 与 积 , 则 下 成 
为 一 个 域 . 对 xER, 令 f(z) 二 xa/a 一 x, 其 中 a 是 RR 中 任 一 非 零 元 , 则 ff 是 R 到 Ff 的 
于 环 {z ;XER} 上 的 同 构 ( 这 就 是 “媒人 ”的 含意 ). 

尺 钳 人 于 其 中 的 最 小 的 域 不 计 同 构 是 唯一 的 , 即 两 个 这 样 的 域 必 同 构 ， 


14.2.8 模 向 量 空 间 代数 


定义 24 设 尺 是 么 环 ,M 是 加 法 交换 群 ,并 且 定 义 了 及 对 M 的 标量 条 法 或 纯 量 
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乘法 , 即 对 ER,zERM, 存 在 唯一 的 xzEM 与 之 对 应 . 如 果 标 量 乘法 满足 (a,PER， 
ZooyEM 是 民 的 单位 元 ): 

(1) {at z=azrtfr a(rtit y) =artay; 

(2) al Bz) = (oz; 

(3) lzx= zx} 
则 称 M 为 环 R 上 的 模 , 或 尺 模 , 

定义 25 域 六 上 的 模 称 为 F 上 的 向 量 空间 或 线性 空间 . 详细 地 说 , 设 六 是 一 个 
集 ,F 是 一 个 域 ,如 果 下 列 条 件 满足 , 则 称 久 为 上 的 向 量 空间 或 线性 空间 : 

(1) 对 和 中 任何 一 对 元 z,y, 存 在 天 中 唯一 的 元 zz 十? 与 之 对 应 , 且 有 

] 对 任何 zyE 和 ,zz 十 y 一 yy 十 工 

2 ”对 任何 ;yzEX,(z 二 yy) 十 z 二 x 十 Cy 十 2). 

3 存在 0EX, 使 对 每 个 xEX, 有 x 十 0 二 z. 

4 对 每 个 z 人 EX, 存在 一 x 人 EX, 使 xz 十 (一 x)=0. 
(1 一 4 表明 (X ,十 ?是 交换 群 )， 

(2) 对 aEF 与 xEX, 存 在 义 中 唯一 的 元 azx 与 之 对 应 , 且 有 

1 对 任何 a,BEF,xEX,(at+ 有 z=azx+hz, 

2 对 任何 aEF,x,yE Xa(z 二 yy) =az 二 py. 

3 对 任何 a,BEF,xXEX, (a r=alfr). 

4 对 任何 zE XX,1x 二 x(l1 表示 下 的 单位 元 ). oz 称 为 e 与 x 的 标量 鞠 积 或 纯 量 
乘积 . 

当 了 = 及 或 C 时 ,分 别称 为 实 向 量 空间 ( 实 线性 空间 ) 或 复 向 量 空间 (复线 性 空 
间 )， 

定义 26 设 % 是 域 届 上 的 向 量 空间 ,zl ,zs，… ,zn 包 汪 .如果 闻 在 aa， 
om E 工 且 aaz on 不 全 为 零 元 ;使 得 xi 十 azxi 十 十 gz 二 0; 则 称 x ,zz ，*…， 
xs 线性 相关 ;否则 称 为 线性 无 关 . 

设 SCX, 如 来 S 中 任何 有 有限 个 元 都 线性 无 关 , 则 称 $ 是 线性 无 关 的 ， 

定义 27 设 儿 是 域 站 上 的 向 量 空间 ,YCX, 如 果 a,BEF,x,yEY 比 洱 ox 十 By 
EY, 则 称 Y 为 X 的 线性 子 空间 ,简称 子 空间 . 

设 SCX, 则 天 中 包含 S 的 所 有 子 空 何 的 交 , 称 为 由 S$ 生成 的 子 空间 或 5S 的 线性 
包 . 它 等 于 


(Doren EE 有 alyaa sa ECE FX rar LT, EE S). 


如 果 XX 的 子 集 B 是 线性 无 关 的 , 且 召 生成 的 子 空间 等 于 X, 则 称 召 是 X 的 一 个 
哈 梅 尔 基 ,有 时 也 简称 为 基 , 
定理 11 X 的 任何 哈 梅 尔 基 具 有 相同 的 基数 . 
定义 28 X 的 哈 梅 尔 基 的 基数 , 称 为 它 的 维 数 . 有 限 维 数 的 向 量 空间 , 称 为 有 限 
维 向 量 空间 (有 限 维 线性 空间 ) ;否则 称 为 无 限 维 向 量 空间 (无 限 维 线性 空间 ). 
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关于 有 限 维 线性 空间 ,参看 3 5. 4. 
定义 29 设 愉 是 么 环 ,4 是 尺 模 ,并 且 还 定义 了 4 中 的 一 个 二 元 运算 (zy 一 
ry( 称 为 敢 法 ) ,满足 :对 apERzyzEA, 有 
(ar i Ay)z 一 az 十 BT 十 弃 ) = alry) BC), 
则 称 A 为 RR 上 的 一 个 代数 . 
例 20 一 切 ” 阶 实 挎 阵 的 集 关 于 下 阵 加 法 ,实数 与 矩阵 的 乘法 以 及 矩阵 丧 法 构 
成 R 上 的 一 个 代数 . 


8314.3 拓扑 空间 


14,3.1 度量 空间 


定义 1 设 羡 是 一 个 集 , 如 果 对 每 对 >,yEX, 有 一 实数 dz,y) 与 之 对 应 ,满足 

(1) d(xz,y) 之 0,d(x,y) 二 0 当 目 仅 当 X= y， 

(2) dl(y11)=d(r, y); 

(3) (三 角 不 等 式 )dz ys 魏 GCzz) 十 dz; 
则 称 过 为 X 上 的 一 个 距离 . 

赋予 一 个 上 距离 d 的 集美 , 称 为 度量 空间 ,也 记 作 (X ,4d). 

例 1 对 展 二 {Czyy12) :XZ，ysz 亿 民 } 的 点 P={r,y a), P= (zr ;YZ2); 令 
好 (也 及) 一 【7 一 Tz2) 十 (yi 一 加 六 十 (zl —z2)?) ,及 束 成 为 度量 空间 ， 

例 2 对 R= (nT TT ER 的 点 = {ry TX4) ;yy 二 
(yb : 令 


d(x'y) 一 (Dx —y):) ; 
=] 


R" 就 成 为 度量 空间 . 
例 3 设 尖 是 La, 村 上 的 一 切 连续 ( 实 值 或 复 值 ) 函数 组 成 的 集 , 对 x,yEX, 令 


dz 人 一 Immax | z(t) — y(t) |， 
tfE Lab] 


上 
dx) =| 1zGD 一 y(D | 


则 gi ,ds 分 别 是 X 上 的 距离 . 赋予 di ,dz 的 羡 应 看 作 两 个 不 同 的 度量 空间 . 
例 4 设立 是 非 空 集 , 对 xz,yEXX, 令 

0 (x = y),， 

1 ( 工 天 芒 ， 

X 就 成 为 一 个 度量 空间 , 称 为 离散 度量 空间 . 


14.3.2 度量 空间 中 的 开 集 和 财 集 


以 下 设 X 是 度量 空间 ,d 是 X 上 的 距离 . 
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定义 2 设 aEXX,r>0, 则 集 B(a;7)= 二 {x;xEX,d(ayz)< 之 r} 称 为 革 中 以 a 为 中 
心 .以 7 为 半径 的 开 球 , 如 果 把 “da 二 过 7r" 改 为 "dla 之 7 或 *d(a,zT)= 二 下, 则 分 别 
称 为 闭 球 或 球面 . 

定义 3 设 zEX,UCX, 如 果 存 在 以 xz 为 中 心 的 一 个 开 球 B(xz;7) ,使 得 B(z;7) 
CU, 则 称 U 为 z 的 一 个 邻 域 . 

定义 4 设 ECX, 如 果 玉 是 点 zx 的 一 个 邻 域 , 则 称 x 是 EE 的 内 点 .5 的 一 切 内 点 
构成 的 集 , 称 为 互 的 内 部 , 记 作 疙 或 下 "或 IntCE). 

定义 5 设 GCX, 如 果 CG 的 每 个 点 都 是 CG 的 内 点 ( 即 G 一 0) , 则 称 G 为 开 集 . 

定理 1 疙 是 包含 于 三 中 的 最 大 开 集 , 即 志 是 互 中 的 开 集 , 且 对 任何 包含 于 五 中 
的 开 集 G,; 有 GCE. 

定理 2 (1) X 与 好 是 开 集 ， 

(2) 设 {G:aE 是 开 集 的 一 个 族 , 则 UG 是 开 集 , 即 任意 个 开 集 的 并 是 开 集 . 

(3) 设 名 ,Ge 是 开 集 , 则 G 门 Gz 是 开 集 , 即 有 限 个 开 集 的 交 是 开 集 . 

定义 和 设 ECX,zEX, 如 果 工 的 每 个 邻 域 口 都 与 于 相交 ( 即 上 [NE 短 镶 ) , 则 称 
xz 为 E 的 触 点 , 如 果 条 件 改 为 (LN{z) 门 大 允 , 则 称 为 聚 点 或 极限 点 .五 的 一 切 触 点 
构成 的 集 , 称 为 EF 的 闭 包 , 记 作 或 EE .如 果 下 一 X, 则 称 正 在 和 中 是 稠密 的 . 如 果 
X 中 存在 稠密 的 可 数 集 , 则 称 X 为 可 分 的 ， 

定义 了 开 集 的 补 集 称 为 闭 集 . 

定理 3 (E-)’=(EF)". 

定理 4 EE 是 包含 E 的 最 小 闭 集 , 即 E 是 包含 FE 的 闭 集 , 且 对 任何 包含 玉 的 闭 集 
F, 有 上 CF. 

定理 5 (1) XX 与 名 是 闭 集 . 

(2) 设 {F, :2a€ 站 是 闭 集 的 一 个 族 , 则 人 F。 是 闭 集 , 即 任意 个 闭 集 的 交 是 闭 集 . 


(3) 设 已 ,Fi 是 闭 集 , 则 Fi UF; 是 闭 集 , 即 有 限 个 闭 集 的 并 是 闭 集 ，, 
14. 3.3 度量 空间 到 度量 空间 的 连续 映射 


定义 8 设 (X,d),( 久 ,dQ) 是 度量 空间 ,了 是 从 XX 到 的 映射 ,xo€ 义 , 如 果 对 每 
个 s>0, 存 在 30, 使 当 dzz)<s 时 ,有 dz ,f(xo)) < 之 e; 则 称 了 在 点 zo 处 连 
续 , 如 果 了 在 XX 的 每 个 点 处 连续 , 则 称 了 连续 或 上 在 X 上 连续 . 

定理 6 下 列 三 个 论断 是 等 价 的 : 

(1) 了 在 点 zo 外 连续. 

(2) 对 误 中 Fo) 的 每 个 邻 域 六 ,存在 X 中 xe- 的 邻 域 U, 使 得 f[U1CU. 

(3) 对 和 中 任何 满足 limad(z za) 一 0 的 点 列 {zm}, 有 

limd (f(x,), f(zx0)) = 0. 


定理 7 f 在 XX 上 连续 的 必要 充分 条 件 是 ;中 每 个 开 集 G 在 f 下 的 道 象 
F-1[G] 是 X 中 的 开 集 ;或 这 中 每 个 闭 集 六 在 上 下 的 道 象 /71[F] 是 X 中 的 闭 集 . 
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定理 8( 蒂 策 - 乌 鼓 松 延 拓 定 理 ) 设 下 是 度量 空间 XX 中 的 闭 集 ,fF 是 上 的 连续 
有 界 实 值 函数 , 则 存在 X 上 的 连续 实 值 函 数 了 ,使 得 了 在 上 的 限制 F=f, 并 且 
sup{ flr) rz EX) = sup{ f(z);rx € F), 
inf{ fr):x EE X} = inf{(f(x):r € FF}. 


]4. 3.4 完全 度量 空间 


定义 9 设 {tz} 汉 :是 度量 空间 (X,d) 中 的 点 列 ,如 果 对 每 个 s>0, 存 在 目 然 数 
N, 使 当 n,m 之 N 时 ,有 dz ;zn ) 之 e; 则 称 {x,} 生 1 为 柯 西 序列 或 基本 序列 . 

定义 10 设 {z,}%1 是 度量 空间 (XX,d) 中 的 点 列 , 如 果 存 在 a E 六 ,使 得 
limd(z, ,4) 二 0, 则 称 序列 {xz ) 收 钱 于 a, 或 (zx,) 的 极限 为 a' 记 作 limz, 二 a, 此 时 称 所 
给 序列 是 收敛 的 . 

定义 11 如 果 度 量 空间 X 中 每 个 柯 西 序列 都 收 敏 , 则 称 X 为 完全 度量 空间 或 完 
备 度量 空间 . 

例 5 赋予 通常 距离 的 实数 集 只 是 完全 的 . 

例 6 赋予 通常 距离 的 有 理 数 集 Q 不 是 完全 的 . 

例 7 例 3 中 的 (X,d)) 是 完全 的 , 记 作 CLa,8j; 但 (X,d;) 不 是 完全 的 . 

定义 12 设 (X,q),( 久 ,d) 是 度量 空间 ,是 从 ECX 到 XX 中 的 映射 ,如 果 对 每 
个 e>0, 存 在 5>0, 使 对 巨 中 任何 满足 dlr, )< 过 8 的 zx ,xz , 有 Ad(fCx) ,f(ze)) 过 6， 
则 称 了 在 三 上 一 致 连续 . 

定理 9 设 忆 在 X 中 稠密 ,/ 是 已 到 广 的 一 致 连续 映射 , 则 存在 和 到 入 的 一 臻 
连续 映射 了 ,使 得 f|E== 了. 

定义 13 设 (X ,di), (Xs,d;) 是 两 个 度量 空间 ,如 果 存 在 X; 到 X: 上 的 一 一 映 
射 六 使 对 任何 zyEX ,有 dz (f(T), 了 (9)) 二 di1《z,), 则 称 了 是 所 给 两 个 上 度量 空间 
之 间 的 一 个 等 距 映 射 . 存在 一 个 等 距 映 射 的 两 个 度量 空间 称 为 等 距 的 ， 

定义 14 设 (X,d) 是 度量 空间 ,如 果 存 在 完全 度量 空间 ( 半 ,a) 和 这 的 稠密 子 集 
Y, 使 得 (X,d) 与 (Y,a) 是 等 距 的 , 则 称 (总 ,本 为 (X,d) 的 一 个 完全 化 或 完全 化 空间 . 

定理 10 每 个 度量 空间 X 都 存在 完全 化 空间 , 这 样 的 完全 化 空间 的 一 种 构造 法 
是 : 设 光 是 X 中 一 切 柯 西 序列 榴 成 的 集 , 对 {z 六 (六 人 如 邻 {()} 一 (入 } 当 且 仅 当 
limad(zo,yo) 一 0. 一 是 和 关上 的 一 个 等 价 关系 . 令 各 一 芜 /一 . 对 zyE 训 , 取 (z) Er 
tj)Ey 令 az 一 limd(zyo), 则 ( 福 ,9) 是 完全 度量 空间 , 对 zxEX, 令 fz) 为 序 
列 {zz，…z，… 所 在 的 等 价 类 , 则 了 满足 定义 13 中 的 要 求 , 从 而 (X% ,GD 是 CXd) 的 
完全 化 . 

X 的 完全 化 在 等 距 意义 下 是 唯一 的 , 即 如 果 (%i ,di), (Xz ,di) 是 关 的 两 个 完全 
化 , 则 ( 蓄 1 ,di) 与 (六 ; ,d;) 是 等 虑 的 . 

定义 15 设 丁 是 度量 空间 (XX,d) 到 它 自身 的 一 个 映射, 如果 存在 0 委 r 往 1, 使 对 
任何 xz;,yE 芝 ,有 Q(Tz,Ty) 达 rd(xz,y); 则 称 代 为 压缩 鼎 射 . 
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定理 11 完全 度量 空间 上 的 压缩 映射 位 有 唯一 的 不 动 点 ( 即 满足 T+ 二 z 的 
所 ). 

定 六 16 设 ECX, 如 果 (E )》 一 处 即 五 的 闭 包 不 含有 内 点 , 则 称 己 为 玻 集 或 无 
处 稠密 集 , 如 果 五 能 表示 为 可 数 个 朴 集 的 并 , 则 称 瑟 为 和 中 的 第 一 范畴 集 ( 或 贫 集 ); 
不 是 第 一 范畴 的 集 称 为 第 二 范畴 集 . 

定理 12( 贝 尔 ) ”完全 度量 空间 是 第 二 范畴 的 , 即 此 空间 中 任何 稠密 开 集 序 列 的 
交 是 稠密 的 . 


14. 3.5 拓扑 空间 


定义 17 设 X 是 一 个 集 ,9 是 七 的 某 些 子 集 构成 的 一 个 族 , 恕 果 
(1) X ,GED, 
(2) G, 扎 aE 了 蕴涵 WG. Ey, 


(3) ,Gr EF 蕴涵 Gi 站 Ge 
则 称 了 为 藉 上 的 一 个 拓扑 ,7 的 元 称 为 开 集 . 赋予 一 个 拓扑 的 集 , 称 为 拓扑 空间 , 常 记 
作 (XX, 久 ， 

例 8 取 3 了 为 RR 关于 通常 距离 的 所 有 开 集 , 则 (R, 邹 是 一 个 拓扑 空间 . 

例 9 取 了 为 度量 空间 (LX,a) 关 于 中 离 4d 的 所 有 开 集 , 则 (XX, 当 是 一 个 拓扑 空 
间 . 称 了 为 由 距离 4d 诱导 的 拓扑 ,或 度量 拓扑 . 

例 10 设 半 是 一 个 集 , 则 多 = 二 {名 ,XX) 与 多 二 加 (X) (X 的 一 切 子 集 构成 的 族 ) 是 
和 上 的 拓扑 ,分 别称 为 式 上 的 平凡 拓扑 (或 非 离散 拓扑 ;与 离散 拓扑 ， 

定义 18 设 另 9 是 发 上 的 两 个 拓扑 ,如 果 二 5 则 称 Y 粗 于 (或 弱 于 )9, 7 细 于 
《或 强 于 )& 

以 下 设 站 是 拓扑 空间 . 

定义 到 设 VCX,zEX, 如 果 存 在 半 中 的 开 集 G, 使 得 zE€GCU, 则 称 吕 为 z 
的 一 个 邻 域 , 类 似 于 定义 4, 设 ECX,zEX, 如 果 下 是 xz 的 一 个 邻 域 , 则 称 z 是 E 的 
内 点 , 巨 的 一 切 内 点 构成 的 集 , 称 为 巨 的 内 部 , 记 作 上 或 E” 

ZX 的 一 切 邻 域 构 成 的 集 , 称 为 z 的 邻 域 系 , 记 作 只 zz)， 

定理 13 邻 域 系 满足 ， 

(1) UE xz) 药 涵 xEU， 

(2) U,VE 只 zx) 列 涵 UMNVE xz)， 

(3) UE 狗 z) ,VOU 蕴涵 VE 纵 z)， 

(4) 如 果品 EE 红 z), 则 存在 VE 炙 x) ,使 得 VCU, 且 对 每 个 yEV, 有 VE 纳 y), 

友之, 如果 对 每 个 zxEX 有 集 族 %z) 与 之 对 应 , 且 满 足 上 述 条 件 , 则 存在 怀 上 的 
拓扑 多 就 是 {G;:GCX, 对 每 个 zxEG, 有 GE 灵 z)} ,使 得 的 zz) 是 工 关 于 了 的 邻 域 系 . 

在 拓扑 空间 中 ,只 要 规定 了 开 集 , 则 触 点 .极限 点 . 闭 包 . 闭 集 .稠密 、 可 分 的 定义 
与 度量 空间 中 的 定义 相同 (参看 定义 6,7), 并 有 相同 的 定理 (参看 定理 3,4,5). 

定义 20 设 YCX, 令 入 = 二 {YN 站 G:GE 四 , 则 扩 是 Y 上 的 一 个 抑 扑 ,赋予 这 一 拓 
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扑 的 Y, 称 为 的 拓扑 子 空间 ,简称 子 空间 . 和 1 称 为 Y 上 由 了 诱导 的 拓扑 ,或 称 相对 
拓扑. 


14. 3.6 ” 扬 扑 空间 到 拓扑 空间 的 连续 映射 、 同 且 


定义 21 设 X,Y 是 拓扑 空间 ,了 是 和 到 的 映射 ,zEX, 如果 对 了 中 f(z) 的 每 
个 邻 域 V, 存 在 关中 zz 的 邻 域 U, 使 得 f[U]CV, 则 称 f 在 点 z 处 连续 . 如 果 了 在 XX 
的 每 个 点 连续 , 则 称 了 在 X 上 连续 . 

定理 14 下 列 陈述 是 等 价 的 ， 

(1) f 是 到 YY 的 连续 映射 

(2) Y 中 每 个 开 ( 闭 ) 集 在 f 下 的 逆 象 是 XX 中 的 开 ( 闭 ) 集 . 

(3) 对 ECX, 有 fA[E]CfALE]. 

(4) 对 FCY, 有 FjCA[F]. 

定义 22 设 X,Y 是 拓扑 空间 ,ff 是 从 针 到 YY 上 的 一 一 映射 ,f 与 广 ' 都 连续 , 则 称 
为 关 到 Y 上 的 一 个 同上 是 或 拓扑 映射 .存在 一 个 同 肛 的 两 个 拓扑 空间 称 为 同 凸 的. 

同 胚 的 拓扑 空间 具有 相同 的 拓扑 结构 . 在 同 陈 下 不 变 的 性 质 , 称 为 拓扑 性 质 . 一 
般 拓 扑 学 是 研究 拓扑 性 质 的 数学 分 支 . 


14. 3, 7 分离 性 


定义 23 设 z,y 是 拓扑 空间 和 中 任何 两 点 ,如 果 存 在 其 中 一 点 的 一 个 邻 域 ,使 
得 男 一 点 不 属于 该 邻 域 , 则 称 X 为 T, 空间 ;如 果 存 在 x,y 的 邻 域 U,V ,使 得 x 多 YV， 
y 儿 U, 则 称 关 为 T) 空间 ;如 果 存 在 z,y 的 邻 域 U,V ,使 得 UNV= 名 , 则 称 关 为 TT 
空间 或 囊 斯 多 夫 空 间 . 

如 果 对 任何 zE 必 与 不 含有 xz 的 闭 集 下 ,存在 关中 的 开 入 U,V, 使 得 UV== 多 ， 
TEU,FCV, 则 称 X 为 正则 空间 . 正则 的 T 空间 称 为 T 空间 . 

如 果 对 六 中 任何 一 对 不 相交 的 闭 集 A,8, 存 在 不 相交 的 开 集 U,V ,使 得 ACU， 
BCV, 则 称 区 为 正规 空间 . 正规 的 五 空间 称 为 于 空间 . 

如 果 对 每 个 zE€ 关 以 及 z 的 每 个 邻 域 U, 存 在 连续 函数 户 X 一 [0, 1 使 得 
f(x)==0, 了 在 X\U 上 到 值 1, 则 称 关 为 完全 正则 的 . 

定理 15( 乌 雷 松 ) 设 X 是 正规 空间 ,A,B 是 XX 中 不 相交 的 闭 集 , 则 存在 羡 到 
[0,1] 的 连续 映射 ,使 得 f|A=0,f|B=1. 


14. 3.8 积 拓扑 空间 


定义 24 设 4,9 ) 是 扫 扑 空间 ,2 有 如果 对 每 个 xzEX 与 x 的 每 个 邻 域 U, 存 
作 VE 免 ,使 得 TE€EVCU, 则 称 多 是 拓扑 了 的 一 个 基 , 并 称 了 为 以 贸 为 基 的 拓扑 . 
定义 25 设 (X,),(Y,F) 是 两 个 拓扑 空间 ; 则 XXY 上 以 {UXV.UE VE 
为 基 的 拓扑 , 称 为 积 拓扑 ,赋予 积 拓 扑 的 蔷 XY, 称 为 区 与 Y 的 积 拓 扑 空间 ,简称 积 
空间 . 
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定义 26 设 (X,, 反 ) (a E 了 是 拓扑 空间 ,X 一 | X ,对 每 个 x EX, 令 各。(z) 
ao 了 


二 zlq), 则 pr。 是 X 到 X。 上 的 映射 , 称 为 X 到 X。 上 的 投影 . 

X 上 以 一 切 形 如 pra [Oi 人们 … 们 pr [Uij( 其 中 EN,al，…,at 所 站 的 集 构成 
的 族 为 基 的 拓扑 , 称 为 所 给 拓扑 族 的 积 拓扑 ,赋予 积 拓扑 的 积 集 奈 , 称 为 积 拓扑 空间 ， 
简称 积 空间 . 

例 11 在 R 上 按 通 常 距离 定义 拓扑 , 则 局 是 积 空间 RXRXRCR 上 赋予 通常 
的 度量 拓扑 ). 


定理 16 XX [| X. 上 的 积 拓扑 是 X 上 使 得 每 个 投影 pr。 Ca € 也 都 连续 的 最 粗 
拓扑 和 

定理 17 拓扑 空间 Y 到 积 空间 | | X。 的 映射 了 为 连续 的 必要 充分 条 件 是 每 个 
pr,。f(a E D 都 连续 和 

定理 18 ” 设 X 是 完全 正则 空间 , 则 天 同 胚 于 积 空间 [0,1]'( 即 | | X。, 每 个 筷 = 
[0,1],1 是 某 个 集 ). 

14. 3.9 商 拓扑 空间 


定义 27 设 义 是 拓扑 空间 ,RR 是 尖 上 的 等 价 关 系 , 令 Y = 二 针 /R, 定 义 半 到 Y 的 
映射 x 为 :对 zxzE XX,x(z) 为 z 所 属 的 等 价 类 .x 称 为 自然 映射 或 典范 映射 . {V :x™'LVj 
是 六 中 的 开 集 } 构成 Y 上 的 一 个 拓扑 , 称 为 居 关 于 等 价 关 系 R 的 商 拓扑 ;赋予 商 拓扑 
的 商 集 Y = XX/R, 称 为 商 拓扑 空间 ,简称 商 空间 . 

例 12 把 矩形 相对 的 两 边 看 作 同 一 (如 图 14. 3-1 所 示 , 即 把 相对 的 两 条 边 烙 合 
起 来 ,并 允许 弹性 变形 ) ,就 得 到 环 面 . 

例 13 ”把 算 形 的 一 组 对 边 上 对 称 于 中 心 的 点 看 作 同 一 点 , 即 把 矩形 带 氢 转 一 下 
再 粘 起 来 , 便 得 到 著名 的 默 比 乌 斯 带 (参看 6. 9. 4). 


图 14. 3-1] 
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例 14 把 一 个 加 的 对 径 点 看 作 同 一 点 ,得 到 所 谓 的 射 彩 平面 ， 
14. 3. 10 连通 性 


定义 28 如 采 拓 扑 空间 X 可 分 解 为 两 个 不 相交 的 非 空 开 集 的 并 , 则 称 为 不 连 
通 的 ; 任 则 称 为 连通 的 . 

如 果 XX 的 子 集 E 作为 拓扑 子 空间 是 连通 的 , 则 称 玉 为 连通 集 . 另 一 等 价 表述 是 ; 
如 果 E=AUB 且 A 站 B=A4 门 5= 姓 , 则 4 或 8 为 空 集 . 

定理 19 设 A 为 连通 集 ,B 满足 ACBCA, 则 8B 为 连通 集 . 

定理 20 设 A (la En 为 连通 集 ， A 天 他, 则 UA 为 连通 集 ， 

定理 21 设 f 是 拓扑 空间 XX 到 Y 的 连续 映射 ,是 X 中 的 连通 集 , 则 A[Ej 是 Y 
中 的 连通 集 . 

定理 22 连通 空间 族 的 积 空间 是 连通 的 . 

定义 29 设 zEX, 则 和 中 含有 点 工 的 最 大 连通 集 , 称 为 X 的 含有 点 z 的 连通 
分 支 ， 


14.3.11 紧 性 
定义 30 设 关 是 拓扑 空间 ,如 果 从 X 的 任何 开 覆 盖 ( 即 满足 HG 一 X 的 开 集 族 


{G, :a 了 )) 中 都 能 选 出 有 限 子 覆盖 ( 即 存在 w € 1,&==1,…,n, 使 UG 一 X), 则 称 
为 紧 的 ， 

如 果 义 的 子 集 E 关于 EE 上 的 相对 拓扑 是 紧 的 , 则 称 为 X 中 的 紧 集 . 

定理 23 豪 斯 多 夫 空间 的 紧 子 集 是 闭 的 

定理 24 ” 紧 的 正则 空间 或 紧 的 豪 斯 多 夫 空间 是 正规 的 

定理 25( 吉 洪 诺 夫 )” 紧 空间 族 的 积 空间 是 紧 的 . 

定义 31 设 X 是 度量 空间 ,ECX, 则 定义 inf{d(z,y) :x,yE E} 为 下 的 直径 . 直 
径 为 有 限 的 集 , 称 为 有 界 集 . 

如 果 对 每 个 e>0, 存 在 有 限 个 直径 小 于 < 的 集 ,使 这 些 集 的 并 等 于 X, 则 称 X 为 
准 紧 的 或 完全 有 界 的 . 如 果 X 的 子 集 作为 子 空间 是 准 紧 的, 则 称 为 准 紧 集 或 完全 有 
界 集 . 

如 果 X 的 任何 序列 都 有 收敛 的 子 序列 , 则 称 X 为 列 紧 的 . 

定理 26 对 于 度量 空间 X, 下 列 陈述 是 两 两 等 价 的 ， 

(1) X 是 紧 的 ， 

(2) XX 是 列 紧 的 . 

(3) X 是 准 紧 的 和 完全 的 . 

定理 27 设 /是 非 空 紧 度量 空间 X 上 的 连续 实 值 函 数 , 则 存在 a,5E X, 使 得 

fa) = inf fx), f(b) = Sup fz). 
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定义 刀 设 式 是 拓扑 空间 ,ECX, 如 果 正 是 X 中 的 紧 集 , 则 称 王 为 XX 中 的 相对 
紧 集 . 

定理 28 ” 玉 是 度量 空间 XX 中 的 相对 紧 集 的 必要 充分 条 件 为 :E 中 任何 点 列 有 在 
X 中 收敛 的 子 序 列 . 

定理 29( 阿 斯 科 利 -阿尔 泽 拉 ) 设 关 是 紧 疗 斯 多 夫 空 间 ,F 是 关上 的 连续 ( 实 值 
或 复 值 ) 函数 的 一 个 集 ,满足 :对 每 个 e>>0 和 每 个 zxEX, 存 在 zx 的 邻 域 局 ,使 对 一 切 
yEU 和 一切 fE 名 有 | 了 f(y) 一 了 (zx) | 之 e( 这 称 为 多 在 每 个 点 x+ 处 等 度 连续 ) ,并且 
{f(z);fE 急 有 界 , 则 儿 中 和 任何 序列 均 有 一 致 收敛 的 于 序列 . 

定理 30( 魏 尔 斯 特 拉 斯 -斯 通 ) 设 XX 是 紧 豪 斯 多 夫 空 间 , 多 是 关上 的 连续 ( 实 值 
或 复 值 ) 蛆 数 的 一 个 集 , 满 足下 列 条 件 ， 

(1) 每 个 常 值 隙 数 属于 多 

(2) 了 ,gE9 给 渭 fg,fees3; 

《3) 对 XX 中 任何 不 同 的 两 点 zx，y, 存 在 FE 多 使 得 f(x) 关 了 ). 
此 时 ,对 臣 上 每 个 连续 函数 yg, 行 在 儿 中 的 序列 (i) 入 1 ;使 它 一 致 收 合 于 色 

定义 33 ”如 果 据 扑 空间 的 每 个 点 都 至 少 有 一 个 紧邻 域 , 则 称 为 局 部 紧 的 . 

例 15 赋予 通常 度量 拓扑 的 R 与 R"(n 之 2) 是 局 部 紧 的 ,但 不 是 紧 的 . 

定理 31 设 鲜 是 局 部 紧 的 豪 斯 多 夫 空 间或 正则 空间 , 则 关 的 每 个 点 的 任 一 邻 域 
包含 该 点 的 一 个 既 紧 且 闲 的 邻 域 , 

定理 32 局 部 紧 的 正则 空间 是 完全 正则 的 . 局 部 紧 的 豪 斯 多 夫 空 间 是 完全 正则 
的 区 空间 . 


14. 3.12 可 上 度量 化 拓扑 空间 


定义 34 设 (X, 了 ) 是 一 个 拓扑 空间 ,如 果 存 在 定义 于 XX 上 的 距离 d ,使 得 3 就 是 
由 d 所 确定 的 拓扑 , 则 称 所 给 拓扑 空间 是 可 度量 化 的 . 

定理 33 如 果 关 是 了 空间 ,并 且 它 的 拓扑 具有 可 数 的 基 ( 即 基 的 所 有 元 紊 构成 
可 数 集 ), 则 X 是 可 度量 化 的 和 可 分 的 ， 

定理 34 设 羡 是 拓扑 空间 , 它 存在 一 个 至 多 可 数 的 开 覆 盖 (U,} ,使 对 每 个 nn,X 
的 子 空间 U, 是 可 度量 化 的 与 可 分 的 , 则 XX 是 可 度量 化 的 和 可 分 的 . 

定理 35 可 数 个 可 度量 化 空间 的 积 空间 是 可 度量 化 的 . 

定理 36 可 数 个 暴 的 可 度量 化 空间 的 积 空间 是 紧 的 可 度量 化 空间 . 


》14.4 勒 贝 格 积分 


14.4.1 勒 贝 格外 测度 
定义 1 设 玉 是 直线 上 的 点 集 , 则 
m" {EFE) = inf{ DC — nn) ‘ECU La, Bb:) | 
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称 为 下 的 勒 贝 格外 测度 ,简称 外 测度 . 上 式 的 意义 是 : 取 一 切 可 能 的 覆盖 五 的 左 闭 右 
区 间 族 , 求 出 每 族 区 间 的 长 度 之 和 ,再 取 由 此 构成 的 数 集 的 下 确 界 . 

定理 1 外 测度 具有 下 列 性 质 ， 

(1) Om" (EE) 二 oo. 

(2) m" (2)=0. 

(3) ma ([a.6))=m’ (Ca,8)=m’ (0a)=m’ (a,b))=6—a. 

(4) ECF 蕴 袜 mr (EBE) 志 mm* (下 ). 这 称 为 单调 性 . 


(5) 如 果 ECU E, 则 m* (E) < Sm (Eb), 这 称 为 可 数 次 可 加 性 . 
£=1] 


14.4.2 勒 贝 格 测度 
定义 2 设 ECR, 如 果 对 和 尾 何 FCCR, 都 有 
m" (P=m (FN D+m’ FNME), 
` 则 称 三 为 勒 贝 格 可 测 集 , 简 称 可 测 集 . 式 中 坟 表 示 E 的 补 集 R\E. 
定义 3 可 测 集 王 的 外 测度 , 称 为 三 的 勒 贝 格 测度 ,简称 测度 , 记 作 x2(E). 
定理 2 区 间 \ 开 集 , 闭 集 都 是 可 测 集 . 
定理 3 设 妇 是 R 中 一 切 可 测 集 构成 的 族 , 则 .具有 下 列 性 质 ， 
(1) 如果 MM ,Ms EW 则 Mi\Ms EA 
(2) 如 果 ME .人 tn 一 1, 2 , 刚 


UME 如 nnMEL 
iImM. = MUM, € hlmM, =UNM enh 


(3) 如 果 MME. 人 n==1,2,…), 且 {MM,}2] 两 两 不 相 交 , 即 当时 MM 门 M =2， 
则 


这 称 为 测度 的 可 数 可 加 性 . 
(4) 如 果 {ad,} 是 中 的 递增 序列 , 则 


m( U M,) = limm(M,). 

(5) 如 果 {M6) 守 1 是 太 中 的 递 威 序列 , 且 存 在 7, 使 mCM,) 过 十 o, 则 
m( MN M,) = limm(M.). 

由 定义 3, 测 度 当 然 具 有 定理 1 中 列举 的 性 质 . 

14.4.3 勒 贝 格 可 测 函 数 


定义 4 设 ECR 是 可 测 集 ,f 是 定义 在 E 上 的 实 值 亢 数 . 如 果 对 每 个 实数 c, 集 
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六 [cec, 十 co)]=({z:Az)>>ci 是 可 测 集 , 则 称 /为 忆 上 的 勒 贝 格 可 测 函 数 ,简称 所 
上 的 可 测 函 数 . 当 王 一 妨 时 ,就 称 f 为 勒 贝 格 可 测 函 数 (或 可 测 讽 数 ). 

定理 4 可 测 集 上 上 的 实 值 函 数 疗 为 可 测 函 数 的 必要 充分 条 件 是 下 列 三 者 之 一 
成 立 : 

(1) 对 每 个 实数 c, 集 广 '[[c, 十 co)] 二 {zx: f(x) 实 c} 是 可 测 集 . 

(2) 对 每 个 实数 c, 集 广 ![( 一 o0,c) j= {xz; f(z) 之 c} 是 可 测 集 . 

(3) 对 每 个 实数 c, 集 广 '[( 一 ,cj 二 {zx; zx) 二 c} 是 可 测 集 . 

定理 5 设 E 是 可 测 集 ,¥ 是 上 的 一 切 可 测 尔 数 构 成 的 集 , 则 具有 下 列 性 质 ， 

(1) 常 值 函数 属于 4 

(2) 如 果 FE 58k 是 常数 , 则 kfFE 

(3) 如 果 fFE% 则 |f|E3 


(4) 如 果 FE 9 f(z) 关 0(zEE) ' 则 了 EE 


(5) 如 果 f ,gE€9, 则 f 土 g,fg,max(f,g),min(f,g)E3(max(f,g) 的 定义 是 ， 
(‘max(f ,8)) (C7) 二 max( f(z) gz ,min( pi 的 定义 类 似 . ) 

(6) 如 果 疡 EY Gm 二 1,2,…), 则 limf, jimf€ 姑 特别 是 ,如 果 limf 存在 , 则 
limf€ 9. (limf 的 定义 是 ; (limf,)(z) 二 lim 了 (x); 其 余 类 似 . ) 

(7) 如 果 fE3 则 广 , 广 EZCL 广 , 广 分 别称 为 了 的 正 部 、 负 部 ,其 定义 为 
fr) ( 当 f(z) 完 0),， 
0 ( 当 f(x) < 0); 

| 一 xz) {Gfx) 委 0)， 

广 (z) = min( f(x) ,0) = 本 ( 当 Fa > 0). 
广 , 广 与 了 有 下 述 关系 : 广 一 广 二 了 , 丫 十 广 二 |f|.) 

定义 5 设 E 是 可 测 集 ,P 是 一 个 陈述 ,如 果 集 {zx:zEE,P(z) 不 成 立 } 的 测度 为 
零 , 则 称 王 在 瑟 上 几乎 处 处 成 立 . 常用 a.e. 记 “几乎 处 处 ”例如 f=g(a.e.) 或 f 与 g 
在 玉 上 几乎 处 处 相等 是 指 m{x;xXEE, f(x) 关 g《z)) 二 0. 函数 列 { 户 } 基 在 已 上 几乎 
处 处 收 和 化 于 了 是 指 和 mt:E 上, lim f(z) 不 他 在 或 存在 但 不 等 于 fr) =0. 

定理 6 如 果 fE%g 二 flae.), 则 gE 

定理 7 从,F 是 可 测 集 ,FCE,f 是 上 上 的 可 测 浮 数 , 则 在 F 上 的 限制 FIF 
蚌 下 上 的 可 测 卫 数 . 


14. 4.4” 依 测度 收 合 性 


定义 6 设 下 是 可 测 集 ,f, f(rn==1,2,"') 是 上 上 的 可 测 孙 数 . 如 果 对 每 个 正 数 
zy 有 


FA (x) 一 max( f(r) ,0) = | 


lmmt({z: | fC) — fr) | 之 路) = 0, 
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则 称 { 六 5 在握 上 依 测度 收 伍 于 /. 

定理 8( 里 斯 ) 如 果 { 广 )} 基 ;在 王 上 依 测度 收 义 于 了; 则 存在 {f)21 的 子 序列 
{fa )ei 它 在 三 上 才子 处 处 收 伍 于 太 

定理 %( 勤 贝 格 ) ”如果 可 测 函 数列 { 廊 } 芝 1 在 已 上 几乎 处 处 收 伍 于 几乎 处 处 有 限 
的 可 测 函 数 f, 且 mCE) 之 十 oo0,; 则 (请) 芝 ; 依 测度 收 人 证 于 大 

定理 10( 叶 戈 洛 夫 ) ”如 果 可 测 函 数列 {天 ) 写 ,在 EE 上 几乎 处 处 收 伍 于 几乎 处 钼 有 
限 的 可 测 函 数 f, 且 m2(E) 过 十 o, 则 对 每 个 5 守 0, 存 在 的 可 测 子 集 Es, 使 得 
mt ) 过 6, 而 (人 这! 在 Ey 上 一 致 收 伍 于 

定理 11( 卢 津 ) 设 f 是 [a,8] 上 的 可 测 函 数 , 则 对 每 个 正 数 8, 存 在 连续 函数 g， 
使 得 

mi{zr Eapbl,g(r) 天 F(T)) LE. 

如 果 还 有 | f(z | 所 KCrELa,5)), 则 可 取 gg 满足 |g(x)| 志 KK. 


14.4.5 鞠 贝 格 积分 


定义 7 设 EE 是 可 测 集 , 扎 , 巨 ,…,EE, 是 巨 的 两 两 不 相交 的 可 测 子 集 ,局 及 一 忆 


则 称 {E; ,Ez ,… ,EE,}) 为 EE 的 一 个 可 测 划分 . 
定义 8 设 记 是 可 测 集 ,是 E 上 的 非 负 实 值 函 数 , 则 数 (可 以 等 于 十 co) 


sup{ 3 Cinft f(x) :TE EDmE): (EE ,EE 的 可 测 划分 } 
kt] 
称 为 /在 E 上 的 勒 贝 格 积分 , 记 作 | f(z)dz 或 |_fdm. 上 式 的 意义 是 : 取 E 的 一 切 可 
能 的 可 测 划 分 {E， ;2 se ,FE.)} :对 每 个 划分 作 数 
Sin fz) :TE Em( hE), 
k=] 


求 由 此 构成 的 数 集 的 上 确 界 . 
设 E 是 可 测 集 ,了 是 上 的 实 值 函数 , 产 , 广 分 别 是 了 的 正 部 、 负 部 . 如 果 


| 产 CDaz,| 广 (z)dz 至 少 有 一 个 为 有 限 , 则 称 
| (Zz)dz -| (x) dz 
为 f 在 E 上 的 勒 贝 格 积分 , 记 作 | f(x)dz ,| fdz 或 | fdm. | fn)dz 可 以 等 于 十 ce 


或 一 oo, 如 果 | F(z)dz 不 等 于 十 co, 一 co, 即 | f(z)dz 为 有 限 实数 , 则 称 /在 已 上 是 


勒 贝 格 可 积 函 数 , 简 称 可 积 函 数 . 
例 1 有 限 区 间 [a,5j 上 的 常 值 尔 数 c 是 勒 贝 格 可 积 的 ,县 


| ez — c(h— a). 
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在 三 上 几乎 处 处 等 于 零 的 函数 是 可 积 的 , 且 其 积分 为 霍 . 

例 2 设 / 上 是 测度 为 有 限 的 可 测 集 己 上 的 简单 函数 , 即 存 在 王 的 可 测 划 分 
{2 与 实数 cco sc ,使 当时 , f(z) 一 c= 二 1,2,-…,n)y 则 了 在 
上 是 芜 贝 格 可 积 的 , 旦 


| ftr)dzr 一 Dom(E,). 
E k=l 


例 3 设 f(z) 是 有 限 区 间 [a,5] 上 的 黎 曼 可 积 陪 数 , 则 了 在 La,56j 上 是 勒 贝 格 可 
积 的 ,并 且 


& 古 
| fr)dzr = (R) | fl) ders 


左右 两 边 分 别 表示 了 在 Le, 如 上 的 勒 贝 格 积分 与 黎 曼 积分 . 

关于 一 个 函数 是 否 为 黎 上 坚 可 积 , 有 下 面 的 判断 准则 . 

定理 12 闭 区 间 [La, 引 上 的 有 界 函 数 了 在 La,5] 上 和 歼 曼 可 积 的 必要 充分 条 件 是 
了 在 La,b] 上 几乎 处 处 连续 , 即 了 的 间断 点 构成 的 集 的 测度 等 于 零 . 


14.4.6 葛 贝 格 积分 的 性 质 


设 王 是 可 测 集 ,以 长 卫 表 示 忆 上 一 切 勤 贝 格 可 积 ( 且 可 测 ? 本 数 构成 的 集 . 
定理 13 fE 妆 (FFE) 的 必要 充分 条 件 是 | 站 E2(E), 此 时 有 


fwarl<T | Fa | dz. 
定理 14 (1) 设 fE2CE,cER, 则 cfEY2(E),H 
| ef naz — | fn dz. 
(2) 设 fgE&(B), 则 FHgE2(B), 且 
| f(t) + gr) dz = [ fwdr+| gndr, 
(3) 设 fgE2B(E),H f(x)glr) (a. e. ) ,ly 
| faz < | gDar. 


(4) 设 fE 名 (FE) 是 非 负 函数 ,| f(z)dr 一 0, 则 f(x) 一 0(ae.)， 
[gwar = | read 
(6) 设 fE32 (本 ,{ 忆 } 从 :是 EE 的 两 两 不 相交 的 可 测 子 集 构成 的 序列 , 且 UUE, 一 E， 
则 
| fx)dr 一 >。 fn dex. 
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这 称 为 蔓 贝 格 积分 的 可 数 可 加 性 ， 
(7) 设 € 和 (FE), 则 对 每 个 e >>0, 存 在 3>0, 满 足 : 只 要 五 的 可 测 子 集 生 的 测 


度 m(F) < ?就 有 | | f(z) | dz < 这 称 为 勒 贝 格 积分 的 绝对 连续 性 


| (peop)a - >| fa 

定理 16( 莱 维 ) 设 {f) 全 :是 玉 上 的 非 负 可 测 函 数 构 成 的 递增 序列 , 则 
lim| f,(2)dz = | dimf, (2))dz, 

定理 17( 法 图 引 理 ) 设 记 (x 二 1,2,…) 是 万 上 的 非 负 可 测 函 数 ; 则 
| lim/ 2) < lim| .六 (za 


定理 38( 勒 贝 格 控制 收 全 定理) 设 { 态 ) 基 :所 改 玉 用 在 五 上 几乎 处 处 收 化 于 子 
或 依 测度 收 伍 于 f ,又 存在 gE (EBE) ,使 对 一 切 n, 有 | 所 (x) | 所 g(xz) (a e.),; 则 
fEAE),H | 


| fdr = | Cimfs (2)ar = tim| fun)dr. 
这 一 定理 的 重要 储 在 于 :在 很 弱 的 条 件 下 ,就 能 在 积分 号 下 取 极 限 . 
定理 19 设 /, € ED (n= 2 | (> fC) |) dr 或 2 [fn | 
有 限 , 则 
| (2 (z) ] dz = 5 | fanar. 
这 一 定理 的 重要 性 在 于 :在 很 弱 的 条 件 下 ,就 能 逐 项 积分 
14.4.7 绝对 连续 函数 


定义 9 设 f 是 定义 在 [a,61] 上 的 实 信和 函数. 如 果 对 于 每 个 e > 0, 存 在 8>0, 使 
得 只 要 (a,D) 中 任何 有 限 个 两 两 不 相交 的 区 间 《ar 本 站 到 = j ,2,*** ,7 满足 ) 


Sb 一 mm) 之 5, 就 有 | > Cs 一 f(ar)) | 之 a, 则 称 /为 [a, 轨 上 的 绝对 连续 西数 


定理 20 绝对 连续 隧 数 是 几乎 处 处 可 导 的 . 
定理 2 ” 设 了 是 绝对 连续 旺 数 ,fF (x) = 0(a.e.), 则 ff 是 常 值 孙 数 . 


定理 22 设 fe g(a,6D) ,| fa E [4,5]) 是 [oa, 习 上 的 绝对 连续 范 
数 , 且 
2[ fa = fr) ae ). 
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定理 23 设 了 是 La, 史 上 的 绝对 连续 晓 数 , 则 对 zELa, 间 ,有 
| fF Wa = f(z) — f(a). 
特别 有 
| fF (Dd = f(D — fla). 
这 相当 于 微 积分 学 中 的 牛顿 - 莱 布 尼 艾 公式 . 
14. 4.8 重 积 分 与 票 次 积分 


前 面 定义 的 勒 贝 格 测度 ,、 勒 贝 格 可 测 消 数 和 蔓 中 格 积 分 的 概念 ,可 以 推广 到 
平面 情 以 宇 nn 维 空间 R” 中 ,为 此 只 须 把 定义 1 中 的 左 闭 右 开 区 间 推 广 
为 知 形 {((x,y):a 和 TT 之 cy 之 dd} 一 [a,b) Xx [c,d) 或 长 方 体 {(z ?之 1 


你 | << bh ;天 一 1 2 一 全 [as ;4 ) ,并 把 定义 1 中 的 数 > , (入 一 Qk) 改 为 
点 一 ] 上 一 人 


2 08 一 a) (di 一 0) 或 >)( [| C6s 一同)) ,这样 就 能 得 到 形 或 玉 上 勒 忠 格外 测 
=1 | 


k=1 j= 


度 的 定义 .把 R 改 为 R? 或 R" ,3 14.4.2 到 $14.4.6 中 所 有 定义 ;都 可 完全 相同 地 给 
出 . 因此 ,这 些 市 中 所 有 的 定理 也 都 成 立 . 

定义 在 六 中 的 可 测 集 上 的 勒 贝 格 积分 ,也 常 称 为 二 重 勒 贝 格 积分 ,定义 在 R" 中 
的 可 测 集 上 的 勒 贝 格 积 分 ,也 常 称 为 n 重 勒 风格 积 分 . 当 n 之 2 时 ,统称 重 积分 , 对 二 


重 积分 ,采用 记号 ||f(z,ydray ;对 nn 恒 积 分 ,采用 记号 
E 


| re Te" Tn dT re Tr, 
E 


对 于 重 积分 ,也 常 只 用 一 个 积分 号 |. 
下 面 叙 述 二 重 积 分 与 累 次 积分 的 关系 , 所 列举 的 命题 均 可 推广 到 重 积 
定理 24 设 f 是 定义 在 [a,5]xLc,d] 上 的 非 负 可 测 聊 数 , 则 


[| fe ,ydrdy 一 [az| fz,ydy 一 [dy| fz). 


定理 25( 富 比 尼 )〉 设 了 是 定义 在 fa ,可 X[Lc cd 上 的 勒 贝 格 可 积 函 数 , 如 果 函 数 


p(x) 一 | ceo ;Wy) 一 | f(x,ydz ' 
| | fr Wadrdy 一 | Cpc 一 | we 


这 个 结论 可 写 为 
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百 
各 


| | fz, Wardy 二 | dz| rd ; yjdy 一 [ay| Fred 


$14.5 泛 臣 分析 


14,5.1 巴 拿 赫 空间 的 定义 与 例 


定义 1 设 X 是 数 域 氏 (等 于 灵 或 C) 上 的 线性 空间 . 如 果 对 每 个 zEX, 存 在 一 
个 实数 | z | 与 之 对 应 , 且 满 足下 列 条 件 , 则 称 习 为 六 上 的 研 范 线性 空间 : 

(1) 对 每 个 zEX, 有 上 zi 实 0; z= 二 0 当 且 仅 当 zz 一 0, 

(2) 对 任何 zyEX 有 上 中 z 十 ?1 委 上 zl 十 下 . 这 称 为 三 角 不 等 式 ， 

(3) 对 任何 aE K,xEX, 有 azj 二 |al zl 
| zz 由 称 为 工 的 范 数 . 也 常 简称 忒 为 赋 范 空间 . 

当 扩 二 R 或 C 时 ,分 别称 义 为 实 赋 范 空间 或 复 赋 范 空间 . 

定义 2 设 和 是 兵 上 的 赋 范 线性 空间 . 如 果 关 关于 距离 4(x,y) 二 zx 一 y 上 是 
完全 的 (参看 14. 3, 4) , 则 称 为 和 上 的 巴 拿 赫 空间 . 当 KK=R 或 C 时 ,分 别称 外 为 
实 巴 拿 替 空 间或 复 巴 拿 赫 空间 . 

下 列 空间 都 是 巴 拿 赫 空间 . 

例 1 FR"'. 对 z=(z1yze Ti ) ER , 今 


1z1 = (Pea). 


C', 对 疙 一 (zl 1 2 se , 今 


lz = (5 11). 
二 二 1 
前 者 是 实 巴 拿 替 空间 ,后 者 是 复 巴 拿 赫 空 间 . 
例 2 数列 空间 
对 数列 (包括 实数 列 或 复数 列 )xz== fc ;y= {y=1 ;证 六 
ZX 二 y= (十 yor = {ary }%i(o € 天)， 
今 
co = {{xa ei: limz, 一 0)， 
c = 人 2 : limz, 位 在 }. 
:二 { {x :人 《ne 是 有 和 界 数列 }. 
对 这 三 个 数列 空间 , 令 (z== {zx,)221) 
zl = sup | z, |. 
令 
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B= (mR ir)? i (1 委 放 < 二 co)， 
对 一 1 
对 这 个 数列 空间 , 令 (z=={zx, E21 EEL) 


1z1 = (D1 14)". 


为 验证 (1<p<< 十 oo) 是 赋 范 空间 ,要 用 到 下 列 不 等 式 ; 
赫 尔 德 不 等 式 


> 1 ay |< OESOLASNENDN 
其 中 g 由 让 十 二 一 1 确定 ,1 过 p< 之 十 co. 
闵可夫 斯 基 不 等 式 


(Platal) SH) + 
(1 p< 二 oo). 
例 3 连续 函数 空间 
设 CLa, 划 是 te, 站 上 一 切 连 续 ( 实 值 或 复 值 ) 函数 构成 的 集 . 对 zt,yE CLa,&]， 
a 生 天, 今 工 十 yaz 为 
(z= z+ yD, 
(ar) (1) = ar(t),t €E Lab]. 
范 数 的 定义 为 
zl = max | zn) |. 
例 4 pp 次 可 积 函 数 空间 (I 志 p< 之 十 oo) 
设 LrLa,6bj 是 La,51 上 使 得 |x(D)1 为 勒 贝 格 可 积 的 ( 实 值 或 复 值 ) 函 数 zx 构成 
的 集 . 《这样 的 函数 称 为 p 次 可 积 的 ; 当 p 二 2 时 称 为 平方 可 积 的 . ) 如 同 例 3 那样 定义 
Lr*[a,b]| 中 的 加 法 与 标量 弱 法 , 对 xzEL?[La,bj, 令 


i zl = (| | (9 bar), 


其 中 积分 为 翰 贝 格 积分 . 在 La,8] 上 几乎 处 处 相等 的 防 数 看 作 同 一 元 素 . 
为 验证 L?[a,b](1<<p 过 十 2) 是 赋 范 空间 , 变 用 到 下 列 不 等 式 ， 
赫 尔 德 不 等 式 


Pizwyo lag (lz pa) (opa) 


其 中 由 方 十 方 一 1 确定 ,1 二 p 之 十 oc. 


闵可夫 斯 基 不 等 式 
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(flzw ty pa) < (zc bra) +(f ty la) ™, 

其 中 1 筷 p 过 十 6. 

例 $ 本 质 有 界 函 数 空 间 

设 xD 是 在 Ha,5] 上 几乎 处 处 有 定义 的 ( 实 值 或 复 值 ?函数 ,满足 :存在 正 数 M, 使 
和 但 

mlt{i: | TD 一 0 
(mm 是 勒 贝 格 测度 ) , 则 称 x( 妨 为 La, 间 上 的 本 质 有 界 函 数 . 以 L”La,bj| 表 示 [La,81 上 一 
牙 本 质 有 界 隐 数 构成 的 空间 (两 个 几乎 处 处 相等 的 落 数 看 作 这 个 空间 的 同一 元 素 )， 
对 EL La , 令 
由 zl = inf{fM.m({i: | xO) | MD) 一 0 

| 二 称 为 函数 x(#) 的 本 质 上 确 界 . 


14, 5.2 连续 线性 算 子 “对偶 空间 


定义 3 设 X,Y 是 同一 域 K 上 的 两 个 赋 范 空间 ,了 是 半 到 Y 的 映射 (在 泛 画 分 
件 中 习惯 称 为 算 子 ), 满 足 :(1) 对 任何 a; BEK,zx,yE X,; 有 Tl(az 十 By) = 
aT(z) 十 BT(y);(2) 对 每 个 XEX 与 每 个 e 守 0, 存 在 6>0, 使 当 上 上 y 一 x 上 过 8 时 ,有 
| 他 一 关上 <e; 则 称 工 为 X 到 Y 的 连续 线性 算 子 . 如 果 只 满足 条 件 (1) , 则 称 为 线性 
算 子 . 条 件 (2) 刻 划 了 工 的 连续 性 . 

定理 1 贼 范 空间 羡 到 峰 范 空间 Y 的 线性 算 子 了 为 连续 的 ,其 必要 充分 条 件 
足 ; 存 在 正 数 ,使 对 一 切 zEX, 有 Tz 所 K lz|. 

满足 定理 1 中 条 件 的 线性 算 子 , 称 为 有 界线 性 算 子 . 这 一 定理 表明 ,对 于 赋 范 空 
门 之 间 的 线性 算 子 ,连续 性 与 有 界 性 是 等 价 的 . 

令 名 XiY 是 和 到 了 的 一 切 连续 线性 算 子 构成 的 集 . 对 S, TE 纹 (XY),a€ 上， 
令 5 十 丁 为 由 (S 十 了 (x) 二 S(z) 十 T(x) 确定 的 线性 算 子 ,aS 为 由 (mS) (rz) 二 aS(x) 确 
定 的 线性 算 子 , 则 多 (X3 妇 关于 这 样 定义 的 加 法 与 标量 飞 法 成 为 疏 上 的 一 个 线性 空 
问 .对 了 ESXY), 令 

上 TT = infK: 上 Tr 和 Kz 对 一 切 z EX 成 立 }. 

定理 2 设 匀 ,YY 是 同一 域 K 上 的 赋 范 空间 , 且 Y 是 巴 拿 赫 空间 , 则 了 | 是 

A(X;Y) 上 的 一 个 范 数 , 久 (X;Y) 关 于 这 一 范 数 是 巴 拿 赫 空间 . 


定理 3 Tsup{ 上 人 .zxEX, zz0) 


=sup{ | Tz | ,xEX, | xl 1) 
=sup{ ‖ Tx ll ,xEX, zl =1}. 
定义 4 叫 拿 赫 空 间 针 到 K 上 的 连续 线性 算 子 , 称 为 X 上 的 连续 线性 泛 函 (或 
有 界线 性 泛 函 ). 和 上 一 切 连续 线性 泛 本 构成 的 巴 拿 赫 空 间 (XX; K) , 称 为 改 的 对 候 
空间 或 共 三 空间 , 记 作 X"* 或 已 . 
。 546 。 


定义 5 设 X,Y 是 两 个 巴 拿 赫 空间 . 如 果 存 在 XX 到 Y 上 的 线性 一 一 映射 p, 使 对 
每 个 xEX, 有 上 趾 glz) 二 上 zx, 则 称 g 为 XX 到 YY 上 的 一 个 保 范 同 构 . 存在 一 个 保 范 
同 构 的 两 个 巴 拿 苗 空间 称 为 同 构 的 . 六 与 Y 同 构 记 作 关 二 Y. 

定理 4 (RD) 之 R", (CO) 0,, 


(co0)" LD ,C0 Li, 
C27)" ,Lr [a,b)) " 位 了 [Lao (二 + 二 一 1, 当 p=1 时 ,理解 为 gq= 十 co). 


(CLa .5 ) ”全 在 La, 习 上 有 界 变 差 且 满足 f(a)==0, f(t 十 0) 二 了 (3) (a 之 /之 bb) 的 一 
切 函 数 f 所 构成 的 巴 拿 赫 空间 ， 


14. 5.3 书 拿 欣 空 间 中 的 收敛 性 


定义 6 设 X 是 巴 拿 赫 空间 , {zx}%2!1 是 多 中 的 序列 . 如 果 存 在 zxEX, 使 得 
lim | 志 一 上 = 二 0, 则 称 {x4} 芝 1 强 收 化 于 x. 如果 存 在 zxEX, 使 对 每 个 fE X* ,有 
lim fz) 三 fz), 则 称 {zx,) 认 1 习 收 襄 于 zz. 

定理 5 强 收 敛 蕴 涵 弱 收 仑 , 伯 反 之 不 然 . 

定义 7 设 六 是 巴 拿 赫 空间 ,{T}%>) 是 六 (X; 邓 中 的 序列 . 如 果 存 在 TE CX;%)， 
使 得 im | 研一 了 二 0; 则 称 {T,) 符 ! 一致 收 化 或 依 范 数 收敛 于 工 如 果 存 在 
TE BCX;X) ,使 对 每 个 xEX, 序 列 {T,x} 总 ;在 关中 强 收 但 (或 纶 收 伍 ) 于 Tz, 则 称 
{TT }>) 强 收 雍 (或 弱 收 敛 ) 于 工 . 

定理 6 对 于 和 到 X 的 算 子 序 列 ,一 致 收敛 蕴涵 强 收 敛 , 强 收 伍 毒 涵 弱 收敛 ,但 
反之 不 然 . 


14. 5.4 线性 泛 函 分 析 的 基本 定理 


定理 7( 哈 恩 - 巴 拿 赫 延 拓 定 理 ) 设 王 是 赋 范 线性 空间 X 的 线性 子 空间 ,ff 是 E 
上 的 连续 线性 泛 函 , 则 存在 X 上 的 连续 线性 泛 函 ,使 得 站 上 = 六 即 对 一 切 zxE 三 ,有 
Fz) 一 zi 且 外 六 1 一 下 三 下 
定理 8 设 XX 是 巴 拿 赫 空间 , 则 对 每 个 zE€EX, 有 
| zl = sop{t| fz) {: FEX",NFI = 1). 
注意 到 由 定理 3, 对 每 个 fEX* ,有 
fF = sup{tl fx) |: xz EX, zl = 1). 
这 个 式 子 与 定理 8 中 的 式 子 之 间 具 有 鲜明 的 对 偶 性 . 
定理 9( 一 致 有 界 性 原理 ,或 巴 拿 赫 - 施 坦 售 斯 定理 ) 设 革 是 巴 拿 赫 空间 ,Y 是 
赋 范 空间 , {二 : 4€ 是 到 Y 的 连续 线性 算 子 组 成 的 一 个 集 , 满 足 ; 对 每 个 EX， 
{| 于 z 上 :AEDD 是 有 界 集 ,; 则 {TT :AE 了 是 一 致 有 界 的 , 即 { 区 :AE 了 是 有 
界 集 . 
定理 10( 开 映射 定理 ) 设 X,Y 是 巴 拿 克 空间 ,本 是 从 XX 到 YY 上 的 连续 线性 算 
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子 , 则 了 工 把 七 中 的 开 集 映射 为 Y 中 的 开 集 . (如 果 一 个 映射 把 开 集 映 为 开 集 , 则 称 为 
开 肌 射 . 本 定理 以 此 得 名 . ) 

定理 11( 逆 算 子 定理 ) 设 X,Y 是 巴 拿 赫 空间 ,本 是 从 XX 到 Y 上 的 连续 线性 一 
一 映射 , 则 工 的 逆 映 射 荆 "! 也 是 连续 线性 算 子 . 

定理 12( 闭 图 象 定 理 ) 设 X,Y 是 巴 拿 赫 空间 , 丁 是 X 到 Y 中 的 线性 算 子 , 且 
的 图 象 {(z,Tz):zEX)} 是 积 空间 XXXY 中 的 闭 集 , 则 工 是 连续 线性 算 子 . 


14.5.5 巴 拿 均 空 间 之 间 连 续 映射 的 导 孝 


定义 8 设 基 了 是 两 个 巴 拿 赫 空 间 ( 同 为 实 的 或 复 的 ),CG 是 X 的 开 子 集 . zEC， 
9 是 G 到 Y 的 连续 映射 . 如 果 存 在 天 到 Y 的 连续 线性 映射 u(tx), 使 当 有 EX， 
x 十 hEG, | Ai -0 时 ,有 
lim ext on 一 zz) 天 | 一 0， 


IE na 
则 称 映 射 g 在 点 是 可 被 的 , 称 xz)E 区 XiY7) 为 映射 9g 在 点 z 的 导数 (或 弗 雷 两 导 
数 ) , 记 作 w (xz) 或 Do(z)， 
例 6 设 wEMCX; 了 ), 则 4 在 每 点 zxEXX 可 微 ,县 w(x)=u. 
例 7 设 9: 记 一 玉 由 z= 二 《zi yzey"* ;Xj) 的 mw 个 肾 数 


Vi 一 负 (Tl 9 Te Ta (i = 1 ,2 ,7 


确定 , 如 果 这 产 个 图 数 具 有 连续 的 一 阶 储 导 数 , 则 当选 定 瑟 和 R" 的 自然 基 之 后 ,9 
在 zx 处 的 导数 wp (z) 就 是 由 雅 可 比 矩 阵 


Dy r+ yn) _ ( 洋 ) 
HX 


D(ziyTar st) \9z 


所 确定 的 所 到 R” 的 线性 变 模 . 
14. 5.6 希 尔 伯 特 空间 的 定义 与 例 


定义 3 设 X 是 复线 性 空间 . 如 果 对 六 中 任何 一 对 元 zx,y,; 有 唯一 的 复数 (zx|y) 
与 之 对 应 ;并 满足 下 列 条 件 , 则 称 (x|y) 为 xz 与 y 的 内 积 或 标量 积 : 

(1) 对 任何 zy zxEX 有 (rz 十 yz 一 (zz) 十 (7?|z)， 

(2) 对 任何 z,yEXaEC, 有 (az| 旋 一 ay)， 

《3) 对 任何 zx,yEXX, 有 (ziy) 二 Gy|z). 

(4) 对 任何 zEX, 有 (zz 之 0, 日 仅 当 工 =0 时 (zz 一 0. 

如 果 XX 是 实 线 性 空间 , 则 可 同样 地 定义 内 积 , 只 是 此 时 (zy) 是 实数 , (2) 中 的 
oRR,(3) 中 不 出 现 共 斩 符号 ， 

定义 10 贱 了 一 个 内 积 的 线性 空间 , 称 为 内 积 空间 或 准 希 尔 伯 特 空间 ， 

定理 13( 施 瓦 泌 不 等 式 ) ”内 积 满足 


[tz|» | vr|z) voy Ty). 
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定理 14 设 蕊 是 内 积 空 间 . 如果 对 xEX, 令 zj 二 Vzix);, 则 关 成 为 同 范 空 
图 . 这 样 定义 的 范 数 还 满足 : 

C1) ztyl ?+ | zy|:=20 zl :+ | yl). 
这 称 为 平行 四 边 形 公式 ,因为 它 的 几何 意义 是 平行 四 边 形 对 角 线 长 度 平方 之 和 等 于 
四 边 平 方 之 和 . 

(2) (z| 芒 一 二 (人 | z+y| ?Co— | zo—y| +i ztiy| :| zoiy|?)). 

定义 11 设 羡 是 内 积 空间 ,并 且 关 于 上 面 定 义 的 范 数 是 完全 的 , 则 称 XX 为 希 尔 
怕 特 空间 . 

下 列 空间 都 是 希 尔 伯 特 空间 . 

例 8 ,对 z=(xivrer TI ER ,y=(y yy) ER , 邻 


(x | bo 一 Dj ry 
和 ==】 


人 . 对 T=(T1 TL) EC 1 YC yt 32 A ; 令 


《 工 y) 一 DY re， 
二 一 ] 


例 9 .对 z= {xz} EF ,y={y 1 EE; 令 


(x | = DT. 
n=1 
例 10 Li[a,b|. 对 x,y 世 上 [aybj, 邻 


, , 
{x+| y= | X(t) yd. 


14. 5.7 正 交 投影 


定义 12 设 匀 是 内 积 空间 ,z+,yEX. 如 果 (ziy) 二 0, 则 称 z 与 y 正 灾 . 设 ECX， 
如 果 对 一 切 yYEE 有 (zx1y)==0;, 则 称 z 正 交 于 E. 设 EE,FCX, 如 果 对 每 个 zxEE， 
yEF, 有 (z|) 二 0, 则 称 玉 与 下 正 交 . 正 交 常 记 作 |. 

定理 15( 投 影 定理 ) 设 义 是 内 积 空 间 , 日 是 XX 的 完全 线性 子 空间 , 则 对 每 个 
XEX, 存 在 唯一 的 zn 日, 使 得 (x 一 zn) 上 H. 此 时 有 

| z 一 zz = dr,H) = inf{|z—yl;:y€ HH}. 

其 中 dx, 日) 是 x 到 五 的 味 离 . 

定义 13 上 述 定理 中 的 zn ; 称 为 xz 在 玉 上 的 正 交 投 影 . 如 果 对 每 个 -EX, 令 
Pp (xz) 二 Tp; 则 称 Ps 为 站 到 韭 的 投影 算 子 . 有 H+ = 二 {zx:Pn(z) 一 0} 称 为 万 的 正 交 补 
空间 . 

定理 15 表明 ,如果 令 X=Z— TH , 则 每 个 TeX 可 唯一 地 分 解 为 TTIH 十 xz, 其 中 
zhH 乓 再,zE H+. 这 表明 羡 是 日 与 H+ 的 直 和 (关于 直 和 的 概念 ,参看 5, 4. 3, 其 中 的 
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定义 也 适用 于 一 般 的 线性 空间 ) , 即 X 一 所 中 FL. 
定理 16( 里 斯 表示 定理 ) 对 内 积 空间 X 上 的 每 个 连续 线性 泌 函 了 ,存在 唯一 的 
yj 仁义 ,使 对 每 个 tzEX, 有 六 zz 一 (zw) 并且 1 一目. 


14. 5.8 伴随 算 子 


定义 14 设 针 是 希 尔 伯 特 空间 ,T 是 XX 到 XX 的 连续 线性 算 子 . 对 每 个 yE XX, 作 
f,(7) 二 (Tzxly),xEX. 六 是 X 上 的 连续 线性 泛 函 . 由 定理 16 ,存在 yEX, 使 对 一 切 
rEX, 有 《x)= 二 (zy). 令 y=T* y, 则 T' 也 是 到 XX 的 连续 线性 算 子 , 称 为 工 的 
伴随 算 子 或 共 胃 算 子 . 联系 下 与 工 ' 的 基本 关系 是 :对 任何 z,yEX, 有 

《了 | y= (zr| Ty). 

例 11 对 于 nn 维 西 空间 器 , 取 定 一 组 基 后 ,U 到 忆 的 线性 变换 工 就 由 关于 所 给 
基 的 矩阵 (tw )sxs, 决 定 ( 参 看 5. 5, 2). 此 时 伴随 变换 了 关于 所 给 基 的 和 矩阵 为 (fx )sxs， 
印 工 的 矩阵 的 共 恩 转 置 矩阵 . 

对 于 维 欧 几 里 得 空间 ,了 T'* 的 矩阵 是 本 的 矩阵 的 转 置 矩 阵 . 

例 12 设 关 (9 是 Le, 昌 X[Layoj 上 的 勒 贝 格 可 积 ( 复 值 ) 昂 数 , 工 是 二 La, 区 到 
王 [ae ,中 的 连续 线性 算 子 , 其 定义 为 :对 zE 玫 [ao， 


(TX)(s) = | Ks Dz,s EE [abl. 
此 时 ,了 的 伴随 算 子 下 "为 :对 yE lL[a,5]j， 
CT" y)(s) 一 | K({t,s}yytt d,s € [a,bl]. 


定理 17 设 关 是 希 尔 伯 特 空间 ,S, 了 是 X 到 X 的 连续 线性 算 子 ,aEC, 则 
(S+D" =5: 十 TaT) =aT', 
(T")* 一 TS 人 :一 了 .8S*, 
ET* 二 代 上 
定义 15 设 X 是 希 尔 伯 特 空间 ,TT 是 X 到 XX 的 连续 线性 算 子 . 如 果 TT" = 二 T, 则 
你 工 为 自 伴 算 子 ,也 称 自 共 轿 算 子 或 埃 尔 米 特 算 子 . 如 果 T' “T= 二 TT*T" (其 中 .表示 
映射 的 复合 ), 则 称 工 为 正规 算 子 . 如 果 T* :TT 二 Te。T* 一 工 工 是 恒 同 算 子 , 即 对 每 个 
7TEX 有 了 zz 一 妨 ， 则 称 工 为 西 算 子 . 
设 工 是 X 到 Y 的 算 子 ,在 泛 阔 分 析 中 , 常 把 工 的 核 工 [L10 门 =tz:Tz=0)} 记 作 
CT). 工 的 值 域 则 仍 记 为 实生 , 即 RTD={y;: 存 在 xEXX, 使 y= Tz}. 
定理 18 设 工 是 希 尔 伯 特 空间 扎 到 自身 的 连续 线性 算 子 ,出 
MT*) = RD MT = RT' )。 
定理 19 设 丁 是 希 尔 伯 特 空间 XX 到 自身 的 连续 线性 算 子 , 则 了 为 正规 算 子 的 
必要 充分 条 件 是 对 每 个 zEX, 有 站 ITz| 一 由 天 工 上 .三 为 西 算 子 的 必要 充分 条 件 是 
训 T) 二 XX 且 对 任何 zx,yEX 有 (TzlTy) = 二 (x1y); 与 之 等 价 的 条 件 是 R(T) 二 XX 且 对 
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任何 zEX 有 |」Tz| 三 外 z|， 
定理 20 希 尔 伯 特 空间 XX 到 自身 的 连续 线性 算 子 工 为 投影 算 子 的 必要 充分 条 
件 是 丁 为 自 伴 算 子 且 天 一 TIT 一 了 (后 一 性 质 称 为 寡 等 性 )， 


14.5.9 正 交 系 


定义 16 设 3 是 希 尔 伯 特 空间 X 的 子 集 ,5 的 元 都 不 是 零 元 , 且 S 中 任何 两 个 不 
同 的 元 都 正 交 , 则 称 $S 为 XX 中 的 一 个 正 交 系 , 如 果 还 有 对 于 一 切 xz€ 5S, 上 x 上 ==1, 则 
称 S 为 规范 正 交 系 . 设 S 是 规范 正 交 系 , 且 S$S 的 元 的 一 切 有 限 线 性 组 合 在 XX 中 稠密 , 即 
对 每 个 x E 关 己 每 个 6 > 0， 存在 S 的 元 $515,829 y54 与 数 eta 和 san， 使 得 


1 一 Dons | 过, 则 称 S 为 完全 规范 正 交 系 . 
例 13 三 角 函 数 系 


一 Cos 并 ,一 sinz(a 一 ]， 2 ,+) 


款 ， 仿 Yn 
是 [0,2xj 中 的 完全 规范 正 交 系 . 
例 14 埃 尔 米 特 函 数 系 


] 172 
(zz) 2 H(t)tn = 0,1,2,.) 


是 L2 CR) 中 的 完全 规范 正 交 系 . 其 中 H, 2) 二 (一 1)"e" Se 是 埃 尔 米 特 多 项 式 . 
定义 17 设 S= {5s,})%1 是 希 尔 伯 特 空间 关中 的 规范 正 交 系 ,xz E 义 , 则 级 数 
2 (zw)s 称 为 x 关于 S 的 傅 里 时 级 数 ;(z | s,) 称 为 z 关于 S 的 傅 里 时 系数 . 


定理 21( 贝 塞 尔 不 等 式 ) 设 {s,} 罕 ;是 希 尔 伯 特 空间 X 中 的 规范 正 交 系 , 则 对 任 
~ 一 工区 多 ,有 


2, [Cl lz:. 
定理 22 希 尔 伯 特 空间 X 中 的 规范 正 交 系 {5,) 呈 | 为 完全 系 的 必要 充分 条 件 是 : 
对 每 个 zx€EXX, 有 
Dr l= zl 
(这 称 为 帕 塞 瓦尔 等 式 ). 此 时 ,对 每 个 zE 义 ,有 


工 一 yx | ss 
太一 ] 


这 表明 X 中 每 个 元 素 可 以 (对 于 X 上 的 度量 ) 展 开 为 关于 完全 规范 正 交 系 的 储 里 叶 
级 数 . 
设 (as) 革 1 是 内 积 空 间 X 中 的 线性 无 关 向 量 系 , 则 $ 5. 8. 2 中 叙述 的 规范 正 交 化 
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方法 也 运用 于 可 数 个 向 量 , 由 此 就 有 下 面 的 定理 ， 

定理 23 对 于 内 积 空 间 X 中 可 数 个 线性 无 关 的 向 量 &a1 ,az ,an，… ;通过 格拉 
姆 - 施 密 特 规范 正 交 化 过 程 ,可 得 XX 中 的 规范 正 交 系 {51,52，…'，5,，…) ,使 得 tai) 写 1 与 
{5} 这 1 所 生成 的 线性 子 空间 相同 . 

例 15 在 空间 Lf 一 1,1j 中 把 函数 系 

1 

规范 正 交 化 所 得 的 函数 系 是 勤 让 德 多 项 式 系 
1 纪 
2"nl dt" 

定义 18 设 革 了 是 两 个 希 尔 伯 特 空间 . 如 果 存 在 苇 到 YY 上 的 线性 一 一 映射 p， 
使 对 任何 xz,yE XX;, 有 (glz) gk) 一 (x|y); 则 称 2 为 式 到 了 上 的 一 个 同 构 . 存在 一 
同 构 的 两 个 希 尔 但 特 空间 称 为 同 构 的 . 

定理 24 无 限 维 可 分 希 尔 伯 特 空间 同 构 于 数列 空间 疙 . 


14. 5.10 谱 


定义 19 设 本 是 复 赋 范 空 间 钨 到 XX 中 的 线性 算 子 (也 允许 其 定义 域 为 XX 的 某 
个 线性 子 空间 ) ,4EC,T 表示 恒 同 算 子 . 如 果 XI 一 本 是 X 到 XX 的 一 一 映射 , 且 其 逆 算 
子 (1 一 太一 是 连续 线性 算 子 , 刚 称 1 为 工 的 正则 值 .了 的 一 切 正则 值 组 成 的 集 , 称 为 
天 的 正则 第 , 记 作 pC, 当 4Ep(TD 时 , 称 尺 (=I 一 了 "1 为 丁 的 预 解 算 子 , pC 了 T) 
在 C 中 的 补 集 CeCT , 称 为 开 的 谱 , 记 作 z(T).a(T 中 的 复数 称 为 工 的 谱 值 .cfTI) 
又 可 分 解 成 三 部 分 : 

(1) 使 得 .MAI 一 T) 关 {0} 的 一 切 谱 值 4 构成 的 集 . 这 称 为 工 的 点 谱 , 记 作 ep (IT7). 
属于 点 谱 的 复数 4, 称 为 的 本 征 值 或 特征 值 . 也 可 把 本 征 值 4 定义 为 这 样 的 复数 : 
存在 zxEX,z 关 0, 使 得 Tz 一 MAz. 这 样 的 就 是 MK41 一 了 的 非 零 元 , 称 为 丁 的 对 应 于 
本 征 值 的 本 征 向 量 或 特征 向 量 . WAI 一 全 称 为 对 应 于 本 征 值 ;的 本 征 空间 . 

(2) 使 得 (U1 一 了 的 定义 域 在 XX 中 稠密 ,但 (a1 一 了 !' 不 连续 的 一 切 谱 值 4 构 
成 的 集 . 这 称 为 工 的 连续 谱 , 记 作 a 《T). 

(3) 使 得 (4 一 太一 的 定义 域 在 X 中 不 稠密 的 一 切 谱 值 1 构成 的 集 . 这 称 为 工 的 
铀 余 谱 , 记 作 on (TD). 

定理 25 设 本 是 巴 拿 赫 空间 X 到 自身 的 连续 线性 算 子 , 则 AEa( 了 的 必要 充分 
条 件 是 MAI 一 了 ) 关 (0) 或 鲍 (41 一 T) 关 XX. 第 一 种 情形 ,4 是 本 征 值 ;第 二 种 情形 ， 
(A 一 zx 二 0 只 有 零 解 ,但 方程 (U1 一 了 x==y 并 非 对 每 个 yE XX 都 有 解 . 

定理 26 非 平 几 的 ( 即 不 是 只 有 和 零 元 的 ) 巴 拿 赫 空间 XX 到 自身 的 连续 线性 算 子 
必 有 谱 值 . 

定理 27( 盖 尔 范 德 ) 设 全 是 巴 拿 赫 空 间 X 到 自身 的 连续 线性 算 子 , 则 ol 了 T) 是 
复 平 面 上 的 有 界 闭 集 , 且 

。552 。 


P(t) 一 1,P,(t) = (Fl) (n= 1,2,.), 


sup{ | AI:AE oT)) = lim Y |rT™l, 
其 中 了 = 二 Te。To…o Tn 个 因子 ). 等 式 左边 的 数 称 为 了 的 谱 半径 . 


14.5.11 紧 算 子 的 谱 分 析 


定义 20 设 工 是 贼 范 空间 X 到 赋 范 空间 Y 的 线性 算 子 , 且 对 其中 任 一 有 界 序 
列 {zn}1 ,存在 子 序列 {zx} 从 ;使 得 {Tx ) 喉 ;在 Y 中 收 合 , 则 称 工 为 紧 算 子 或 全 连 
续 算 子 . 

例 16 设 K(s,t) 是 La,b] XLa,5j 上 的 连续 隧 数 ,类 似 于 例 12 定义 算 子 
T:CLa,b]-*ClLa,b],; 即 对 xE CHa,b], 


CTx)(s) = Ree E [a,b], 


则 工 是 紧 算 子 . 
例 17 设 例 12 中 的 K(s, 四 满足 


[| KG paa <+o0, 


则 当 把 工 看 作 希 尔 伯 特 空间 LL:[a,b] 到 自身 的 线性 算 子 时 , 它 也 是 紧 算 子 . 

定理 28 设 本 是 巴 拿 赫 空间 X 上 的 紧 算 子 , 则 . 

(1) oe( 了 是 有 限 集 或 可 数 集 ， 

(2) 当头 为 无 限 维 时 ,0Eok 了 ;ol 了 中 除 0 之 外 的 点 都 是 ol 了 的 孤立 点 ( 即 术 
在 该 点 的 与 (了 不 相交 的 邻 域 ). 

(3) 本 的 非 零 谱 值 必 为 本 征 值 ,此 时 相应 站 

(4) 设 宙 1h2,"…' yh 是 两 两 不 相等 的 本 征 值 ,zz 分 别 是 相应 的 本 征 问 
量 , 则 (zz ，,… ,zi) 是 线性 无 关 的 ， 

定理 29 设 T 是 ( 复 }) 希 尔 伯 特 空间 半 到 自身 的 紧 算 于 , 则 

(1) 7T* 也 是 羡 到 自身 的 紧 算 子 . 

(2) gl 了 TT" ) 二 {A:AEo( 也 }( 这 可 简 记 为 ol 了 T' ) 二 a(T), 且 了 关 于 本 征 值 * 的 本 
征 空间 与 T* 关于 4 的 本 征 空间 的 维 数 相 等 . 

(3) 如 果 第 of TD , 则 方程 (AI 一 了 x 二 y 对 每 个 yE 久 有 唯一 解 . 

(4) 如 果 XEa( 了 DD ,4 考 0, 则 对 yEX, 方 程 (1 一 了 Dx 二 y 有 解 的 必要 充分 条 件 是 
3 正 交 于 了 工 " 对 应 于 4 的 一 切 本 征 向 量 , 即 y 正 交 于 章 次 方程 (LI 一 T* )z 一 0 的 一 切 
解 . 类 似 地 ,方程 a1~-T* )z 一 y 有 解 的 必要 充分 条 件 是 y 正 交 于 齐 次 方程 Ql 一 Tz 
二 0 的 一 切 解 ， 

定理 30 设 本 是 ( 复 ) 希 尔 伯 特 空间 关上 的 紧 自 伴 算 子 , 则 工 的 谱 值 都 是 实数 ; 
对 应 不 同 本 征 值 的 本 征 空间 互相 正 交 ， 


14.5.12 广义 函数 的 定义 与 例 
定义 21 设 Baz ,x "9 Tr) 是 定义 在 上 的 复 值 函数 , 则 集 


{Cx LE Tn) : GUTI + ;Tn ) -天 0} 
上 的 财 包 , 称 为 的 支 集 , 记 作 supp(9). 
以 下 把 (zi Er He 1X 4) 记 作 xz: 把 (om + 位 2 :an ) 记 作 rat 都 是 非 贷 整数) ;并 令 
- 3 yf/ 9 9 Nm 
| a [= DD = (过 | ( 辽 人 , 
定义 22 以 久 表 示 一 切 在 R" 上 任意 次 可 微 和 具有 有 和 界 支 集 的 复 值 酒 数 构成 的 
集 , 用 通常 的 撑 点 相 加 和 过 点 相 乘 的 方法 定义 夕 中 函数 的 加 法 以 及 3 中 瑟 数 与 复数 
和 的 冬 法 ,由 此 负 成 为 复线 性 空间 . 再 在 了 中 引进 如 下 的 收 笋 概念 :对 急 中 的 序列 
4p.1 这 1 和 元 素 Po, 如 果 存 在 有 界 立 方 体 
KK 一 {Cx + 2 pT < 区 i ;上 一 1 ,2,"" sn), 
使 对 -一 切 ,supp(g)CK ,而且 对 任何 a 二 《ayaz yan) 序列 (PP 一 9)) 窟 一致 
收 全 于 零 , 则 称 {ps) 宇 1 在 9 中 收 做 于 p, 记 作 ps 一 gp 定义 了 这 些 结构 的 9, 称 为 基 
本 范 数 空间 或 检验 函数 空间 . 
定义 和 3 银 上 的 连续 线性 汉 函 了, 称 为 R* 上 的 一 个 广 允 了 数 或 分 布 . 这 里 连续 
吓 指 :ps 一 0 北 涵 数列 {TCg,)) 吕 1 趋 于 零 
例 18 设 f 了 是 R" 上 的 可 测 函 数 , 且 在 记 的 每 个 有 界 可 调集 上 勒 贝 格 可 积 , 则 
称 了 为 局 部 可 积 函 数 ， 把 几乎 处 处 相等 的 局 部 可 积 函 数 看 作 同 一 元 泰 ,而 R 上 的 所 
有 局 部 可 积 函 数 构成 的 线性 空间 记 和 作 攻 对 每 个 fE 如 定义 Ti 如 下 ;对 pE 3, 令 
Tp) = | ,frr)d. 


其 中 积分 是 在 整个 空间 (实际 上 是 在 一 个 有 界 闭 集 ) 上 的 勒 凡 格 积分 . Ty 是 一 个 广义 
哨 数 . T 一 T 的 必要 充分 条 件 是 f= 二 g(a. e.). 因此 可 以 把 广义 函数 Ty 看 作 同 了 一 
丛 , 丰 至 就 把 Tr 记 为 f. 在 这 种 意义 下 ,通常 的 孙 数 也 可 看 作 广 义 隧 数 . 
例 19 对 gE9, 令 
dtp) = pO0). 
这 样 定 义 的 8 是 一 个 广义 函数 , 称 为 狭 拉 克 6 陋 数 ,也 称 为 世 函 数 , 也 常 采 用 形式 积 
分 的 记号 ,把 上 面 的 定义 写成 
| ,3 9 (Dar = p60). 
竹 别 在 一 维 情形 ,就 是 


tes 
| CT pT dr = ot0). 


]4.5.13 广义 函数 的 导数 


定义 24 设 丁 是 广义 函数 ,定义 多 上 的 线性 泛 函 9T/39z; 如 下 ;对 每 个 gE 儿 , 有 
" 904 。 


aT a 
a Y) 一 T( 一 各) 


3773 人 也 是 一 个 广义 函数 , 称 为 工 对 zx 的 偏 导 数 ( 在 一 维 情形 , 称 为 导数 ,并 相应 地 
改 用 导数 记号 ). 

这 一 定义 导 源 于 下 述 事 实 : 设 1 是 R* 上 具有 紧 支 集 的 连续 可 微 函 数 , 则 由 分 部 
积分 公式 ,对 任何 PEY, 有 


| 和 wdz = 一 | .7 La. 


QTE 


如 果 按 例 18 中 的 方法 使 了 等同 于 广义 函数 工 / ,使 9f/3z4 等 同 于 广义 孙 数 Ty ,后 
省 又 可 自然 地 看 作 3Tj/3x , 则 上 式 就 成 为 


SL (g) 一 Ty (—22). 


oz, 

显然 这 个 式 子 可 推广 到 任何 广义 函数 本 上 . 

由 上 面 的 定义 可 得 ,一 般 地 ,对 一 (aa，…on) ,DT 是 由 下 式 确定 的 广义 卫 
数 : 对 gE€ 2， 

(DT) (9) 一 工 (一 1) Ly). 

例 20 ”对 于 替 维 赛 德 函 数 
1 (x > 0), 
0 ( 工 委 0， 


由 于 它 是 局 部 可 积 的 ,所 以 可 看 成 广义 函数 . 对 gE ,有 
| HY nar = | Ydr = 一 Po) —— op). 
所 以 由 上 面 的 定义 ,dH/dz 二 8 或 日 ' 一 8, 这 里 6 就 是 例 19 中 定义 的 3 函数 (一 维 情 
形 ). 
例 21 考虑 一 维 情形 的 8 函数 ,此 时 六 的 定义 是 :对 gE 9,6 (wp) 二 一 g (0). 采用 
形式 积分 的 记号 ,就 有 


H(zx) = | 


十 ce 
| gag(zyaz = 一 Y (0) 
定义 25 设 {T) 呈 :是 广义 苑 数 序 列 , 工 是 广义 函数 . 如 果 对 每 个 gE€ 93, 有 
limT.(g)= Ty) ; 则 称 { 廿 ) 宇 ;在 广义 孙 数 空间 9* 中 收 伍 于 了 T, 记 作 下 一 > 了 
例 22 设 6 之 0, lime, 一 0, 令 
0 ( 立 委 0 工 之 印 )， 
fn Cr) -1 


二 (0 < ri), 


把 f 看 作 广义 函数 ,有 f, -一 >6. 这 就 给 出 了 8 函数 的 一 种 直观 解释 :6 函数 是 形 如 
+ 055 *« 


f 这 样 的 脉冲 式 阔 数 的 极限 . 
定理 31 (1) 广义 函数 存在 任何 阶 伍 导 数 ,它们 都 是 广义 函数 . 广义 函数 的 混合 
侦 导 数 与 求 虹 次序 无 关 . 


(2) 如 果 广 们 函数 序列 了 证, 出 对 任何 4 一 《al 全? on 有 


pT, pT. 
这 才 明 广义 欧 数 的 求 导 运算 与 极限 运算 可 以 交换 . 
(3) 设 {T) 汉 ,是 广义 函数 序列 , 且 对 每 个 pE 9,limT,(9) 存 在 , 刚 存 在 广义 函数 


T, 使 得 工 一 > 工 
14.5.14 广义 函数 的 卷 积 与 倩 里 叶 变 换 


定义 26 设 人 TT 是 广义 函数 ,U 是 R* 中 的 开 集 ,如 果 对 每 个 满足 supp(y)CU 的 
p99, 有 Tlg) 二 0, 则 称 了 在 U 上 等 于 零 . 设 W 是 使 得 本 在 其 上 等 于 零 的 一 切 开 集 
的 并 , 则 王 的 补 集 称 为 工 的 支 集 , 记 作 supp(T)， 

定义 27 设 了 是 广义 函数 ,PE 3, 则 了 工 与 p 的 卷 积 x yg 定义 为 如 下 的 C” 博 
数 : 

(Txop) tr) 一 T,(p(r Oo y)). 
式 中 的 了 表示 代 是 对 变量 y 作用 的 ,此 时 工 看 作 参 数 . 
如 果 f,g 是 R" 上 具有 有 界 支 集 的 可 积 函数 , 则 了 与 g 的 卷 积 fx g 的 定义 是 
fra = | ,fr Weydy =|,f Wg(z— ydy. 
如 果 把 上 看 作 广 义 函 数 , 则 这 一 定义 与 上 面 所 给 的 广义 函数 与 检验 天数 的 卷 积 的 征 
义 一 致 , 因此 ,上 面 的 定义 是 两 个 函数 的 卷 积 的 定义 的 自然 的 推广 ， 

对 gE9, 令 为 :9(z) 二 gp( 一 z). 对 广义 函数 T, 令 广义 函数 代为 :对 每 个 

2 人 急 , 有 
Fy) = Tp). 
设 S, 工 是 两 个 广义 函数 ,其 中 至 少 有 一 个 《例如 S) 具 有 有 界 文集 , 则 $ 与 个 的 
卷 积 $S* 了 定义 为 如 下 的 广义 函数 :对 gpE 忠 ,有 
(Sx T)(g) = S(T y). 
定理 32 广义 函数 的 卷 积 具有 下 列 性 质 ， 
(1) supp(Sx T)Csupp(S) 十 supp( 了 T)( 寿 边 的 和 定义 为 集 
{十 y: 工 EE suppltS),y €E supp(T)}). 


(2) 设 广义 函数 序列 S, 二 >S, 广义 函数 序列 T, ->T, 且 存 在 有 界 集 扩 , 使 对 


CD 
一 切 5 一 1,2, 有 supp{ 了 TCK, 则 SS,# 了 一 + 了 
* Bo56 * 


(3) (tS* DD=S# (DT)=(DS) + T, 
(4) 对 任何 广 浆 函数 工 有 工 * 8 二 工 . 
定义 28 设 ? 是 C” 困 数 ,并 且 满足 :对 任何 非 负 整数 mmr,k, 有 


| ps 一 Sup(1 十 | zx 1:) >》 | De(z) | < 十 cc， 
rER 0. 


则 称 g 为 在 无 穷 远 处 衰减 的 C™ 函数 . 考虑 由 所 有 这 样 的 函数 构成 的 线性 空间 了 YY 上 
的 连续 线性 泛 函 , 称 为 缓 增 广义 函数 . 
定义 29 对 gE ,定义 gp 的 侍 里 叶 变 换 gp 为 


网 ___ ] triy} 
py) = mn) pe dz， 


其 中 (z | ») 表示 er 中 的 内 积 :(z | 二 了》 zy. 
二 一 】 


” 设 工 是 缓 增 广义 函数 , 则 了 的 伟 里 叶 变 换 人 定义 为 如 下 的 广义 函数 :对 每 个 
9E 乡 , 有 
Tg) 一 TCp)， 

定义 0 设 f 是 C” 函 数 ,本 是 广义 函数 , 则 f 与 工 的 积 fT 定义 为 如 下 的 广义 
函数 :对 gE 9, 有 (fT (9)==T( fp). 

定理 33 广义 函数 的 傅 里 叶 变 换 具 有 下 列 性 质 ， 

(1) (PPT)A =(iy)T. 

(2) DT =ir) Th. 

(3) (DY 一 (TY )A， 

(4) 《全 )A 一 个 

定理 34 设 $ 是 满足 某 种 在 无 穷 远 处 急速 毫 减 条 件 的 广义 函数 , 工 是 组 增 广义 
晃 数 , 则 

(Sx TA= (2D SCy)T. 

粗略 地 说 ,这 表明 广义 函数 的 卷 积 的 傅 里 叶 变 换 是 各 自 的 傅 里 叶 变换 的 乘积 . 这 
是 傅 里 时 变换 取得 广泛 应 用 的 一 个 主要 原因 ， 

定理 35 (1) $=1,1=6. 

(2) 设 呈 是 R" 上 的 任 一 多 项 式 , 则 

(POD = P,P = P(— Dé. 
其 中 P(D) 的 意义 是 ;对 了 中 的 项 4a6 sox? 9 , 代 之 以 
"| 
(3) 设 中 是 有 " 上 的 任 一 和 多项式, 本 是 广义 基数 , 则 
(PDD = PT PD) = P( 一 D) 全 
" 557 +* 


这 一 定理 可 用 于 求 偏 微分 方程 的 基本 解 (参看 9. 10. 2). 
$314.6 微分 流 形 


14.6.1 微分 流 形 的 定义 与 例 


流 形 是 欧 几 里 得 空间 的 推广 . 每 个 流 形 局 部 地 可 看 作 欧 几 里 得 空间 ,而 其 各 个 局 
部 又 以 适当 的 方式 粘 接 ?起 来 
定义 1 设 M 是 一 个 究 斯 多 夫 空 间 , 集 
w= {((U,,g):U, 是 M 的 开 子 集 ,qn 是 已 
到 R" 中 的 开 集 wp,(U,) 上 的 同 胚 ,a €. 了 
满足 下 列 条 件 : 
(GD YU,=M. 
(2) 如 果 (U, ,9) ,Usgg) EU, 站 Us 关 多 , 则 
由 Ca 站 UDC nn 一 wp NN Ug) 
是 C 类 的 (自然 
和 °° C08! | ga(U, (| Usp)) :GalU, NN Us) — ¢, CU, NN Up) 
也 是 CC 类 的 ), 这 称 为 六 的 相 容 性 (参看 图 14. 6-1). 


14. 0-1 


(3) 如 果品 是 M 的 开 了 于 集 ,p 是 U 到 R" 中 的 开 集 p(tUD 上 的 同 胚 , 且 (U,g) 与 
也 任 何 (U, ,%) 相 容 , 则 必 有 (CU ,gp) Ex 这 称 为 去 的 极 大 性 . 
此 时 , 称 (M, 或 M 为 一 个 n 维 C" 流 形 . (LU ,gq ) 称 为 M 的 一 个 坐标 卡 或 坐标 
邻 域 ; 对 zEU,, 令 pw.(z) 二 (Zz (2) C2) ry (2)), 称 Cx (2) ,ZX (2), 呈 ,2X"(z)) 为 
* D558 * 


关于 坐标 卡 (U, ,q) 的 局 部 坐标 系 . 通常 还 对 M 附加 具有 可 数 的 拓扑 基 或 MM 是 可 分 
的 可 度量 化 空间 的 条 件 . 

当 r 二 0 时 ,CM 只 称 为 拓扑 流 形 ， 

当 1 和 < 十 ce 时 ,CCM,o 称 为 C 微分 流 形 ,以 称 为 C 第 分 结构 ， 

当 7 二 十 co 时 ,理解 为 (2) 中 的 gpe (gz' 19, CU 门 Us)) 具 有 各 阶 连续 偏 导数 ,此 时 
CM, 芭 称 为 CC 微分 流 形 或 光滑 微分 流 形 . 本 节 谈 到 流 形 时 ,如 无 特殊 申明 , 均 指 光 清 
微分 流 形 . 

定义 2 如 果 把 定义 1 条 件 (2? 中 的 C 类 改 为 实 解 析 ( 即 函数 

gy °° (本 | CU, NN Up)) 
在 其 定义 域 的 每 点 的 一 个 邻 域 中 可 展开 为 收敛 的 星 级 数 ), 则 CM, 9 称 为 实 解析 流 
形 ,% 称 为 实 解 析 结 构 . 

如 果 再 把 R" 改 为 C", 则 称 UM, 共 为 复 解 析 流 形 ,. 必 称 为 惫 解析 结构 ， 

1 维 复 解 析 流 形 称 为 黎 据 面 . 

例 1 设 MM=Rr,U==M,qg 为 恒 同 映射 , 则 {CU ,gu)}) 确 定 了 R" 上 的 一 个 微分 结 
构 , 称 为 下 上 的 自然 微分 结构 或 典范 微分 结构 ， 

例 2 设 


M= 5 = {t,x ,07) rt E RC = 0,1,,n), p(x) = 1) 
业 一 站 
( 称 为 n 维 球面 ). 取 天” 中 的 基本 单位 向 量 ae er 对 7z 一 (如 ES， 


= ;二 rl) ET 一 0 令 pz) = 
们 :SS \le 一下" 与 9 :SM\ {一 e@o} 一 R" 都 是 同 肛 . {(S"\ {eo} ,9p ) (5"\{—eo} ,ge)} 确 
定 了 S" 上 的 一 个 解析 流 形 结构 . 

例 3 在 R"\{0} 中 定义 关系 一 为 :x,yER"'\{0},x~y 当 且 仅 当 存 在 非 零 实 
数 4 ,使 得 > 一 Mz, 这 是 一 个 等 价 关 系 , 令 P" 为 R"'\{0} 关 于 这 个 等 价 关 系 的 商 集 . 记 
Z 一 (zz yo) 所 属 的 等 价 类 为 [zx]=[ ,x |. 对 上 上 二 0;1, 司 ,nn; 今 
[LA 一 {Lx ,zi ss | 天 日， 

nLz)) = (于 ;所 ,…, 百 )， 


让 


则 {C04 ,7 :==0,1,…,n} 确 定 了 产 上 的 一 个 微分 结构 . P" 称 为 n 维 射影 空间 ， 
14. 6.2 可 微 映 射 ” 微 分 同 厂 


定义 3 设 N 和 N,M 分 别 是 n,m 维 微分 流 形 ,f:N->M 是 连续 映射 .如果 对 N 的 每 

个 坐标 卡 (U 的 与 M 的 每 个 坐标 卡 (V ,办 ,只 要 f[U]CV ,映射 F=yr (flIU)"g !' 是 

gLU]CR 到 yLVjCR" 的 > 阶 连续 可 微 映射 , 即 下 的 mz 个 分 量具 有 各 个 r 阶 连续 偏 

导数 (或 无 穷 次 可 微 映 射 即 玉 的 mm 个 分 量具 有 任何 阶 连续 偏 导 数 ), 则 称 f 为 N 到 

M 的 > 阶 可 微 映射 ,也 称 C 映射 (或 元 穷 次 可 微 上 映射 ,也 称 C” 映 射 ). FF 称 为 映射 f 
。 559 。 


圭一 了 


Ye 仿 A(T) 一 ] 


关于 坐标 卡 (人 与 (Y, 办 的 局 部 表示 . 
定义 4 设 f:N>M 是 一 一 映射 ,f 与 广 ' 都 是 C” 跨 射 , 则 称 f 为 N 到 M 上 的 
一 个 微分 同 是 , 季 在 一 个 微分 同 胚 的 两 个 微分 流 形 , 称 为 微分 同 厦 的. 


例 4 令 Rr 中 单位 开 球 {z 一 (了 aa: (zs)2 之 1) 到 到 上 的 映射 了 
k=1 
为 :f(z 一 了 一 全 -Ti (其中 上 zi?* 一 (xz)?), 则 了 是 微分 同 用 
4=1 


14. 6.3 切 空 间 


定义 5 设 M 是 n 维 微分 流 形 ,zEM, 以 C™”(z) 表 示 在 点 zz 的 某 个 邻 域 中 为 C” 
的 实 值 函数 所 构成 的 集 . 如 果 C™” Cz) 到 有 R 的 映射 满足 下 列 条 件 , 则 称 关 为 点 z 处 
的 一 个 切 向 量 : 

[1) 对 a,bER,f,gEC*(z), 有 

Xlaf + be) = aRt TX a). 
(2) 对 f,gEC” zs 有 
XCfe) = f(r ARE TH ET A ). 

此 时 苹 ( 有 (以 下 号 为 关 有 称 为 f 浪 切 问 量 关 的 方向 导数 . 

定义 6 设 (二 如) 为 点 工 处 关于 坐标 卡 c 二 (gv) 的 局 部 坐标 系 ,定义 


z 处 的 切 向 量 (5 ) 什 二 1,2,… yn) 如 下 :对 fEC™ (Zz) , 令 
3 _ 9 
(这) f= Ff Go) (gu(7)), 


其 中 等 式 右边 的 3 就 是 普通 的 偏 导数 
定理 1 M 在 点 z 处 的 所 有 切 向 量 关于 通常 的 映射 加 法 与 数 乘 构成 一 个 n 维 线 
性 空间 ， 取 定 工 处 的 一 个 局 部 坐标 系 CF! yr ss ) ; 则 


0 
(到 ),( 况 ).…( 声 ),] 
是 这 个 n 维 线性 空间 的 一 组 基 . 
定义 了 上 述 定理 中 的 n 维 线性 空间 , 称 为 微分 流 形 M 在 点 z 处 的 切 向 量 空间 ， 
简称 切 空间 , 记 作 T.(MD. 


[| 
称 为 TCM 关于 所 给 坐标 卡 或 局 部 坐标 系 的 自然 基 . 
14. 6.4 余 切 空间 


定义 8 设计 是 n 维 微分 流 形 ,zTEM 对 fEC” (7x), 定义 TT(MD 到 RR 的 线性 映 
«560 。 


射 即 三 CD 上 的 线性 泛 函 (qd 六, 如 下 ;对 XE TCMD ,有 
(df)X = Kf. 

(da 万. 称 为 在 点 z 的 微分 .C* (xz) 中立 数 在 点 的 微分 的 全 体 , 构 成 (MD 的 对 侦 
空间 即 TT. (MD 上 一 切线 性 江 函 构成 的 线性 空间 CMD. 了 T2 (MD 称 为 MM 在 点 z 处 的 
余 切 空间 ,其 元 素 也 称 为 M 在 点 z 的 余 切 向 量 . 

定理 2 对 f,gEC”*(r),a,bER, 有 

(dlaf + bg)); = aldf),s +b(dg),) 
(dlfe))s = fix (de)s + glx) (df ),. 

定理 3 设 {z ;三 ,…,x") 是 襄 在 点 xz 处 关于 坐标 卡 c 二 (U ,gu) 的 局 部 坐标 系 ， 

则 {Cazi)z,(az?),… (dz )z} 是 TT (MD 的 与 


(到 ),( 记 ).…… (站 ), 
对 偶 的 基 ( 称 为 IT: (MD 的 自然 基 ) , 即 有 
((dri), )( (总) )=&. 


上 式 左边 也 常 记 作 《 (各)】,(dz): ) .事实 上 ,对 fEC"(z), 有 
(df), = 3163) (dxr*);. 

ar 1 
其 中 以 (3 ) 表示 (3 ) 凡 

以 下 采用 爱 因 斯 坦 求 和 约定 ; 当 乘积 中 两 项 的 指标 记号 相同 时 ,就 意味 着 这 是 对 
该 指标 从 1 到 4 求 和 . 例如 ,aib, 表示 > ab , 采用 这 一 约定 ,定理 3 中 最 后 的 结论 就 

二 1 
可 写 为 
(df), = (站 ) (dx*),. 


ph 
定理 4 冯 XE TO ET OD, “77) 与 C71 ,T,X") 是 点 处 
的 两 个 局 部 坐标 系 , (XX 0 { 蕊 1 ， be “NR ) 与 fa, or an}; 
(aryaz 39san} 分 别 是 关 Sa 着 这 商 个 局部 此 村 系 的 和 类 的 分 组 则 有 
Yi 一 Xi 2 ， wi 
1 Fr 


这 里 (9S ) ”是 goego' 的 雅 可 比 矩 阵 . 因此 ,按照 张 量 分 析 的 说 法 ,X 是 反 变 向 量 ， 
a 是 共 变 向 量 ( 参 看 15. 9. 1)， 
14. 6.5 微分 流 形 之 间 的 映射 的 微分 与 切 变换 


定 双 9 设 NN, MM 分 别 是 n,m 维 微分 流 形 ,下 是 NN 到 MM 的 C” 有 映射 ,TEN,， 
* 56] 。 


y 王 F(x) EM 定义 TMD) 到 TT? CN) 的 映射 F' 为 :对 每 个 (EPE TCM 以 下 格 
去 下 角 中 的 y,; 即 把 (4 户 , 记 作 df, 其 余 情 形 也 类 似 ) ,有 
PF* (df) = dtf «FF). 

F" 是 线性 变换 , 称 为 映射 下 的 微分 . 

对 映射 ,定义 T.(N) 到 区 (MD 的 映射 下 ,为 :对 每 个 XET, CN),a€ TT; (MD， 
有 

‘FPF.{X),a) = (XPF* (a)). 

世 ,是 线性 变换 , 称 为 映射 下 的 切 变 换 . 

定理 5 设 (z ,让 ) 是 和 N 在 点 z 处 的 局 部 坐标 系 ,( 刀 ,了 ，… 冯 ) 是 在 
点 y 处 的 局 部 坐标 系 , 丰 是 六 到 M 的 C” 映 射 ,F 关于 这 两 个 局 部 坐标 系 的 局 部 表 
示 为 

y = Ply I = 1,2,,m, 


则 F" 在 自然 基 {dy } 与 {dz } 下 的 矩阵 为 雅 可 比 矩 阵 中 Te ;同样 ,F, 在 


9 | 门 (FI FPF? ,Fr) 
自然 基 | 和 | (去 | 下 的 矩阵 也 是 Dlr! 1 9 
14, 6.6 微分 子 流 形 


定义 10 设 N,M 分 别 是 n,m 维 微分 流 形 ,n 专 m. 如 果 存 在 六 到 M 的 C” 单 射 
9, 使 对 每 个 xE N,g 的 切 变 换 p. : 工 .CN) 一 Tyw (MD) 都 是 非 退 化 的 , 则 称 Cy,NN) 是 
M 的 一 个 微分 子 流 形 , 在 N 是 M 的 子 空间 的 情形 , 常 称 N 是 MM 的 一 个 微分 于 流 形 ， 
9 称 为 幅 入 . 微分 子 流 形 也 常 称 为 嵌入 子 流 形 . 

如 果 在 上 面 的 定义 中 除去 p 是 单 射 的 条 件 , 则 称 p 为 一 个 漫 入 , 称 (p, N) (或 N) 
为 M 的 一 个 漫 入 子 流 形 . 

如 果 在 同人 子 流 形 的 定义 中 添上 9p 是 人 到 p(CN) 上 的 同 胚 的 要 求 , 则 称 人 2, N) - 
(或 N) 为 正则 子 流 形 ,而 称 p 为 一 个 正则 根 入 ， 

例 5 设 MM 是 微分 流 形 ,U 是 M 的 开 子 集 ,把 MM 的 流 形 结构 限制 到 U 上 ,U 就 
成 为 与 M 维 数 相同 的 流 形 , 令 pg 二 id:U 一 MCid(z)==2), 则 (yp; 吕 或 品 是 M 的 一 个 概 
人 子 流 形 , 称 为 M 的 一 个 开 子 流 形 ， 

例 6 设 (p, 和 N) 是 MM 的 微分 子 流 形 ,gCN) 是 1M 的 闲 子 集 , 且 对 每 个 yE ylN), 存 
在 y 的 邻 域 口 上 的 局 部 坐标 系 (x',… ,x") ,使 得 

AN)NMNU= {zx E Mr = = 1 = 0), 
则 称 ty, 入) 是 MM 的 一 个 闭 子 流 形 . 

定理 6 设 (gp, 入 ) 是 微分 流 形 MM 的 子 流 形 , 则 (gq, 入) 为 正则 子 流 形 的 必要 充分 
条 件 是 :(9,N) 为 M 的 一 个 开 子 流 形 的 闭 子 流 形 . 

定理 7( 惠 特 尼 ) 每 个 m 维 微分 流 形 都 能 风 人 到 2m 十 1 维 欧 几 里 得 空间 中 作为 

。 562 。 


子 流 形 . 
14, 6.7 定向 流 形 


定义 11 设 M 是” 维 微分 流 形 ,zEMc=(U, mw) 是 点 工 处 的 一 个 坐标 卡 ， 
Cz; 二 ZT ) 是 相应 的 局 部 坐标 系 , 则 称 有 序 向 量 组 


9 可 9 

为 坐标 卡 c 的 自然 定向 , 记 作 & 或 Era， 

定义 123 设 MM 是 n 维 微 分 流 形 , 如 果 存 在 M 的 微分 结构 % 二 {U, ,gy ):aE 寻 与 
数 集 {te : 6 二 1 或 一 1,a€E 7 了 ,使 得 愉 要 UU, 门 Uy 关 扩 (a,BE 门 ,就 有 et Gu) 一 
Ep (wp, Pus) : 则 称 M 是 可 定向 的 ,并 称 py 二 {skw,, py ，: aE 了 为 MM 的 一 个 定向 , 称 
一 一 (一 eg 名) oE 且 为 与 是 癌 六 相反 的 定向 .不 是 可 定向 的 微分 流 形 称 为 不 
可 定向 的 . 

定理 8 微分 流 形 M 为 可 定向 的 必要 充分 条 件 是 :存在 M 的 微分 结构 

对 一 {(U, ,gu ) :a€1), 


使 得 只 要 以 站 Up.2(asBE 站 , 雅 可 比 行列 式 3 于 : 玫 交 2 在 以 站 [ 上 恒 大 于 夫 


或 恒 小 于 零 , 其 中 (和 革 )( 荔 ) 分 别 是 对 应 坐标 卡 ([ 9) ) 与 (Ups pu ) 的 局 部 坐标 系 . 
例 7 例 1 中 的 开 与 例 2 中 的 售 是 可 定向 的 . 
例 8 例 3 中 的 nn 维 射影 空间 当 n 为 偶数 时 是 不 可 定向 的 . 
14.6,8 向 量 场 ” 泊 松 括 号 积 


定义 13 设 M 是 n 维 微分 流 形 , 则 使 每 点 zEM 对 应 于 M 在 点 工 处 的 一 个 切 
向 量 X: 的 映射 , 称 为 M 上 的 一 个 向 量 场 . 设 (z4 ,之 ,和 … 嫩 ) 为 点 工 处 关于 坐标 卡 
(DU ,gu) 的 局 部 坐标 系 , 则 对 UU 中 的 点 <, 所 给 的 向 量 场 可 表示 为 

如: 一 xz (二 ) 。 
大 《z) ，XE (zy Xz) 称 为 所 给 向 量 场 义 头 于 局 部 坐标 系 (x! ,的 分 量 . 
如 采 所 有 分 量 都 是 C 的 , 则 称 和 为 光滑 向 量 场 或 C”" 向 量 场 . 
定义 14 设 X,Y 是 M 上 的 两 个 向 量 场 ,关于 坐标 卡 < (U,go), 有 X=X 32， 


Y=Y: 2 , 则 当 c 取 遍 M 的 微分 结构 而 由 分 量 


5 -一 SY 5 -一 1 ,2 好) 


所 定义 的 向 量 场 , 称 为 革 与 了 的 泊 松 括号 积 , 记 作 [X,Y. [X,Y]j] 关 于 < 所 确定 的 局 
”63 。 


部 坐标 系 (x!,…,z') 的 局 部 表示 为 


(和 和) 让 


定理 9 沿 松 括号 积 具 有 下 列 性 质 : 

(1) [X,Yjf 二 XC(Yf) 一 YC(X 有 ), (Xf 的 定义 是 :对 每 个 EM, 有 (有 .六 (zz) 一 
Xz 太 其余 类 似 . ) 

(2) [fFX,gY]= felX,Y]+ fF Xa)Y— g(YAX. 

(3) [XY ,2]=[X,2]+[Y,2],[LX,Y+2]=[X,Y]+[LX,2]. 

(4) [X,Y]=—[Y,X]. 

(5) [EX¥,Y],21+[[LY,2j,Xj+[[2,X),Y j=0. 
这 称 为 雅 可 比 恒等式 . 


14. 6.9 张 量 场 微分 形式 


定义 1 设 M 是 ” 维 微分 流 形 ,zEM. 对 于 人 (AD ,由 其 上 的 户 次 反 变 9 次 共 
变 张 景 (参看 15. 9. 1) 构 成 的 线性 空间 , 记 作 开 (z,XMD 或 CCz AD ,也 简 记 为 了 3 或 
692. 使 每 个 zxEM 对 应 到 T? (zx,MD 中 的 一 个 元 的 映射 , 称 为 M 上 的 一 个 p 次 反 变 g 
次 共 变 张 量 场 或 (p,9) 型 张 量 场 . p 关 0,9= 二 0 时 称 为 p 次 反 变 张 量 场 ;p 二 0,9 关 0 时 
称 为 q 次 共 变 张 量 场 . 一 次 张 量 场 也 称 向 量 场 . p 一 0,g==0 时 即 为 数量 场 ， 

设 (zl ,也 如 ) 是 点 工 处 关于 坐标 卡 (U,ez) 的 局 部 党 标 系 , 则 对 局 中 的 点 z， 
户 次 反 变 q 次 共 变 张 量 场 工 可 表示 为 


T(z) = Tha” p02 (5) @…8 (Bm) Bd) B® (dr) 


Tp ZCasio sy1 jo 二 1,… ,1) 称 为 所 给 张 县 场 关 于 局 部 坐标 系 (z，"…， 工 ") 
的 分 量 . 如 果 工 的 所 有 分 量 都 是 C 的 , 则 称 了 为 光滑 张 量 场 或 C” 张 重 场 . 
定理 10 设 (zi，…,'z,) 是 点 工 处 的 另 一 局 部 坐标 系 , 张 量 场 工 关 于 这 一 坐标 系 
的 分 量 为 i.…p , 则 有 
es dr dr'ip Or dx 
Dh = gm 9 a 半 3 
定义 16 设 工 是 M 上 的 张 量 场 . 如 果 对 每 点 XEiM,T, 都 是 对 称 ( 或 反对 称 ) 张 
量 , 则 称 工 为 对 称 张 量 场 (或 反对 称 张 重 场 ). 
定义 17 p 次 共 变 张 量 场 称 为 M 上 的 p 次 微分 形式 .一 次 微分 形式 也 称 普 法 夫 
形式 . 反对 称 的 微分 形式 称 为 外 微分 形式 (但 常 略 去 “外 ” 字 ). 
设 (zl , 巡 ， 和 大) 是 点 工 处 关于 坐标 卡 (U,m 7 的 局 部 坐标 系 , 则 对 口中 的 点 =， 
访 次 C=” 外 微分 形式 w 可 局 部 地 表示 为 
wlz) = a i (2) (dr) A A (dr'r ),, 


其 中 ou 是 Cr 函数 ,并 且 关于 下 标 是 反对 称 的 
”504 。 


di? 


14, 6, 10 ”外 微分 


定义 18 设 w 是 4 维 微 分 流 形 M 上 的 pp 次 外 微分 形式 ,在 关于 坐标 卡 < 一 


(U ,qv) 的 局 部 华 标 系 (z! ,x ,… ,x ) 中 的 局 部 表示 为 
Wz) = i CLI de) A en A (drr),,rEU. 
使 ww 对 应 到 当 c 取 遍 MM 的 微分 结构 而 由 局 部 表示 
i (2) (dre), A (dr1),. A A (drs).(z€ED 

所 定义 的 十 1 次 外 微分 形式 , 则 这 一 映射 称 为 外 微分 , 记 作 4d. 

定理 11 外 微分 具有 下 列 性 质 : 

(1) 如 果 ww,y 都 是 p 次 微分 形式 , 则 

dlwt n= dw dn. 
(2) 如 果 w,n 分 别 是 p,q 次 微分 形式 ,出 
dw AD= do Ant ~ 1)rw A dn. 

(关于 人 的 意义 ,参看 15. 9. 3) 

(3) dl(dw)=0, 

例 9 对 于 定义 在 区 间 (a, 纪 上 的 0 次 微分 形式 ( 即 函 数 )o= f(z) ,有 


ds — Sdr = f(z)dz, 
这 就 是 通常 的 微分 . 
对 于 定义 在 平面 区 域 D 上 的 1 次 微分 形式 wo 一 Paz 十 Qdy, 有 
吕 一 (各 一 竺 )adr Ady 
对 于 定义 在 空间 区 域 色 上 的 2 次 微分 形式 
w= Pdy Adz + QHz Mdr+ Rdxrx Mdy, 


aP 
3 


_ /aP .38 aR 
dy = ( 5 十 3 十 中)dz 人 四 人心 


对 于 定义 在 空间 曲面 S$ 上 的 1 次 微分 形式 w=Pdzx 十 Qdy 十 Rdz, 有 


du = (于 一)dy A d+ (a )dz Adz 


十 ( 舌 - 的 )ar Ad 


14. 6.11 斯 托 克 斯 公式 
微 积分 学 中 下 列 重要 公式 ,可 以 用 外 微分 写成 统一 的 形式 . 这 些 公 式 是 ， 


* oo * 


牛顿 - 菜 布 尼 性 公 式 
FaD| =| az 


格林 公式 


奥 - 高 公式 
| Pa ydz + Cuzdzr + Rdrdy = 由 (县 ( 宇 二 2 y | Bz 2) jazd ydz; 
斯 托 克 斯 公式 
aR 3Q 


| Paz+ Qiy t+Rdz=|| (BR— 30)aydz+ (2P -9R) 


dzdx 


十 (有 ¥ 一 3 dz dy; 
其 中 D,f2,S 的 含意 分 别 如 例 9 所 述 ,3D,3f2,3S 分 别 表示 D ,2,S 的 边界 , 由 例 9, 上 
述 公 式 右 边 的 被 积 微分 形式 都 是 左 端的 被 积 微分 形式 的 外 微分 ,因而 可 统一 地 号 为 


| = 上 au 


对 于 一 般 的 流 形 , 也 能 建立 十 述 形式 的 公式 , 称 为 斯 托 克 斯 公式 或 斯 托 殉 斯 
定理 . 


14. 6.12 黎 曼 流 形 


定义 19 设 MM 是 n 维 微分 流 形 .如果 对 MM 的 每 点 z 的 切 空 间 Tz (MD) 定 义 了 内 
积 (1); ;使 对 M 上 任何 C” 向 量 场 XX,Y ,映射 ->(X,1Y,); 是 M 上 的 CY 函数 (这 一 
函数 记 作 CX| 了 站), 则 称 在 MM 上 赋予 了 一 个 黎 遇 度量. 赋予 一 个 黎 曼 度量 的 流 形 称 为 
黎 曼 流 形 或 黎 曼 空间 . 

设 c=(Dm) 是 zEM 处 的 一 个 坐标 卡 ,(z, 辽 ,… 闻 ) 是 关于 < 的 局 部 坐标 系 ， 
从 ,XX "KY ;时 9 古 入 关于 局 部 坐标 系 (z ， 1) 的 分 量 , 则 在 坐 
标 邻 域 避 内 , 困 数 人 X YY) 可 表示 为 

(XX| Y(t) 一 Erfz)(z)X (2),z EU,. 

当 c 取 遍 M 的 微分 结构 时 ,{g5 :i;j 二 1,2,… ,nn} 确 定 了 MM 上 的 一 个 二 次 共 变 张 
重 场 , 称 为 黎 曼 度量 张 量 ,也 芝 称 为 黎 曼 度量 . 

令 ( 钙 ) 二 (gy) 1, 则 当 c 取 遍 MM 的 微分 结构 时 , (gi,7 二 1,2,…,2) 确 定 了 M 
上 的 一 个 二 次 反 变 张 量 场 , 称 为 反 变 黎 遇 度量 张 量 ， 

定义 20 设 疼 是 M 上 的 C” 向 量 场 , 则 

1X = (X| X= (gsX' YY 
称 为 XX 的 模 . 由 
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(XI gyX'Y’ 
Xl YI Cg XX gy YY 
确定 的 角 9, 称 为 站 与 Y 之 间 的 夹 角 . 
令 %; 二 gyX7 , 则 {Xi1 ,Xi ，… ,XX,} 确 定 M 上 的 一 个 一 次 共 变 张 量 场 ( 即 共 变 向 量 
场 )， 称 Ai ;2 的 共 变 分 量 . 与 此 相对 ,XX Dy 也 常 称 为 区 的 反 
变 分 量 , 设 Xp ;六 分 别 是 三 ,7 的 反 变 分 量 , 和 pp YY， 分 别 
是 X,Y 的 共 变 分 量 , 则 有 


cos8 一 


(X| DD = XY, = XY. 
定义 21 设 M 是 a” 维 黎 景 流 形 ,{85} 是 它 的 歼 曼 度量, 则 由 
ds’ = gsdzr'dx’ 
确定 的 as( 取 正 值 ), 称 为 M 的 线 元 . 
定理 12 设 ig;} 是 nn 维 歼 曼 流 形 M 上 的 黎 曼 度量 ,g 二 1gs |. 如 果 关 于 局 部 坐 
标 系 (xz! ，…,z") 所 给 黎 曼 度量 的 局 部 表示 为 {8; },g 二 18; |, 则 


=- azaz ~ |3z| 
i aF 98 |az| 8 
例 10 对 于 曲面 S:r 二 rtwyw)( 设 ru,v) 具 有 任何 阶 连 续 偏 导数 ), 设 $ 的 第 一 
基本 型 的 系数 (参看 10. 4. 1) 为 EE,F,G, 令 
E11 一 E, gi 一 21 一 F, p22 = 如 


则 {gs ) 是 S 上 的 黎 曼 度 量 ,因此 S 是 二 维 黎 有 曼 流 形 ， 
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15. 回 量 分 析 “” 张 量 分 析 
S1S.1 向 量 人 代数 


15.1.1 向 量 及 其 运算 


兼 有 大 小 与 方向 的 量 ( 例 如 力 , 速 度 等 ) , 称 为 向 量 . 向 量 常用 有 指向 的 线段 AS 表 
示 ,4 称 为 起 点 ,B 称 为 终点 . 线段 AB 的 长 度 , 称 为 所 给 向 量 的 模 , 记 作 |AB|. 模 等 于 
1 的 向 量 称 为 单位 向 量 . 

如 果 两 向 量 长 度 相等 ,处 在 同一 直线 或 两 平行 直线 上 , 且 

” 指向 相同 , 则 称 这 两 向 量 是 相等 的 . 也 就 是 说 ,数学 中 考虑 的 

向 量 , 可 以 在 空间 任意 平移 . 具有 这 种 性 质 的 向 量 , 常 称 为 自 

由 向 量 , 以 a,b( 或 8, ) 等 表 之 . 向 量 a 的 模 记 作 |al. 模 等 于 

零 的 向 量 , 即 终点 与 起 点 相同 的 向 量 , 称 为 直 向 量 , 记 作 0. 对 

图 15. 1-1 于 向 量 a 一 4 六 ,向 量 肌 称 为 a 的 负 向 量 , 记 作 一 a. 

定义 1 给 定向 量 a,5, 把 它们 平移 ,使 其 起 点 重合 , 设 此 点 为 O. 设 此 时 a 的 终 

点 为 A,b 的 终点 为 B, 以 OA,OB 为 邻 边 作 平行 四 边 形 CO4CB , 则 向 量 CC 称 为 向 量 a， 

b 之 和 , 记 作 a 十 b. 这 样 把 向 量 相 加 的 方法 , 常 称 为 平行 四 边 形 法 则 . 向 量 相 加 也 可 采 

用 三 角形 法 则 :以 a 的 终点 为 b 的 起 点 画 向 量 48, 则 自 a 的 起 点 至 b 的 终点 所 作 的 向 
量 即 为 ce 十 大 图 15. 1-2)， 


图 15. 1-2 


向 量 加 法 满足 下 列 运算 规律 ， 
(1) 交换 律 a 十 b= 二 b 十 a. 
(2) 结合 律 (a 十 提 十 c= 二 a 十 (bec). 
(3) 零 向 量 的 特征 ae 十 0 一 0 十 4 一 4&. 
(4) 一 a 的 特征 
8 十 《一 G) 二 (一 a)+a=0 - 
由 (2) 所 确定 的 相等 的 向 量 , 记 作 a 十 十 ec. 用 三 角形 法 则 易于 画 出 三 个 或 三 个 以 上 向 
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量 之 和 (图 15. 1-3). 
定义 2 给 定向 量 a,b, 记 a 十 (一 全 为 4 一 5 称 为 @ 减 旋 
所 得 的 差 . 向 量 的 差 可 由 下 述 三 角形 法 则 做 出 :在 同一 起 点 
通 向 量 a,8, 则 由 5 的 终点 到 a 的 终点 的 向 量 即 为 ea 一 大 图 
15, 1-4). 。 atbte 
定义 3 给 定向 量 a 与 实数 4, 定 义 向 量 加 如 下 :| 各 | 
二 |4||al; 当 a 关 0,4 汪 0 时 ,各 与 a 同 向 , 当 % 之 0 时 ,和 与 
一 4 同 向 (图 15. 1-5). 这 种 运算 称 为 数量 乘法 或 标量 乘法 . 
给 定向 量 a,b, 如 果 存 在 不 全 为 零 的 实数 4sp, 使 得 和 a 十 办 一 
0, 则 称 a,b 是 共 线 的 ， 
数量 乘法 满足 下 列 运算 规律 ， 
(1) la=a. 图 15. 1-3 
(2) Anna 一 (Moa， 
《3) A 二 Wa 一 短 十 a, 
(4) ACa+b) = 二 tb. 
此 外 还 有 (一 1)a 二 一 a,04 一 0,A0 二 0. 


A 并 
各 a-b 4 
用 可 
pr 0 
个 外 之 位 
图 15. 1-4 图 15. 1-5 


15,1.2 向 量 的 坐标 


设 在 空间 给 定 了 直角 坐标 系 Dryz, 分 别 以 a ,ez ,es 记 Oz,DOy,Oz 办 正方 癌 上 的 
单位 向 量 , 称 为 基本 单位 向 量 . 给 定向 量 a, 总 能 把 它 唯 一 地 写 为 向 量 alel ,azeaz ,aaes 
之 和 (如 图 15. 1-6) :6 一 aiel 十 azez 十 asel. alyazyas 称 为 回 量 的 坐标 ,此 时 也 党 记 
作 a== {ai ,az ,a31， 

设 4={a1s@2503); 则 |a[ 二 Wai 十 8 十 a$. 

给 定 非 零 向 量 a;5, 把 它们 平移 到 同一 起 点 ,此 时 两 向 量 所 在 射线 构成 的 (不 大 

人 


于 x 的 ) 角 , 称 为 a 与 b 的 夹 角 , 记 作 到 如 果 2 二 0 或 x; 则 称 a 与 5 平行, 记 作 
a/b; 如 果 4 小 二 于 , 则 称 a 与 5 垂直 或 正 交 , 记 作 o | 2. 约定 零 向 量 与 任何 向 量 平 


* ob69 。， 


图 15. 1-6 


行 . 系 直 . 两 向 量 平 行 与 两 癌 县 共 线 是 等 价 的 , 
给 定 非 零 向 量 a, 称 cos (do) ， COS (dt) ; COS (ds) 为 a 的 方向 余 吕 . 通常 记 
gad 6 ,p= 6 ,y= 如 果 a 二 《ai $2 3 } , 则 其 方向 余 嘴 为 


1 2 


3 3 cs 一 2 3 了 
vai 二 Ta; 二 as Val 十 3 十 a 


COS9 一 


位 3 
Val+a+al 
设 e 一 {al ,as sya},b 二 {Db ,bo ,bb }; 则 
gt+tb= (ai 二 bia 十 byas tb = (Nal M2 Naa}. 


15.1.3 向 量 的 数量 积 


定义 4 设 a,b 是 非 零 向量 , 则 a,b 的 数量 积 或 标量 积 ( 也 称 内 积 、 点 积 )a* 5 定 


义 为 a :5b 二 |a||5|cos( 4 了 ), 如 果 a,b 中 有 一 为 零 向 量 ; 则 定义 
arb = 0. 


cosy 一 


定理 1 数量 积 具 有 下 列 性 质 : 

(1) a* 了 一 0 的 必要 充分 条 件 是 a b. 

(2) 交换 律 4a: b 二 b* a. 

(3) 分 配 律 4a: (8 十 c) 二 a*: b 二 a: ce. 

(4) Ma) : b=ACa : b). 

(5) [al*=a: a. 

定义 5 设 4 是 给 定 的 向 量 ,i 是 一 指定 了 正 疝 的 直线 (这 样 的 直线 常 称 为 轴 )， 
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过 4a 的 起 点 和 ,终点 B 作 垂直 于 4 的 平面 , 设 此 平面 与 2 的 交点 分 别 为 A',B', 则 有 向 
线段 AB 在 ! 上 的 值 , 称 为 a 在 ;上 的 投影 , 记 作 pra. 取 4 上 沿 指 定 正 向 的 单位 向 量 
p, 则 pna 一 a * 了 P 二 |alcos(G4 六 ). 也 常 称 pra 为 a 在 1 方向 上 的 投影 . 给 定 非 零 向 量 
b, 则 4a 在 以 b 为 指定 正 向 的 直线 上 的 投影 , 称 为 a 在 5 上 的 投影 , 记 作 pme. 于 是 当 
4 天 0, 80 时 ,有 
a'b=|al| prb=|b| pra 
定理 2 设 4a={al,az sas} ,b= {bbz ,ty), 则 
db = ab tab ab. 
由 此 得 到 a 与 8 屡 直 的 必要 充分 条 件 是 a1h 十 azbs 十 a363 二 0， 
ahh tasb + Qs 
wd) 
例 1 余弦 定理 . 如 图 15. 1-?， 
=ec = (hb—a)(b—a) 
=a 二 一 2a:b 
=a 十 他 一 2abeosC, 
其 中 asbye 分 别 表示 1al| ? | 可 | ? Iel, 


dx 


4 AL/ 
bh b-a=e \ 
全 1 3 
图 15.1-7 15. 1-8 


15.1.4 向 量 的 向 量 积 
定义 6 设 a,b 是 非 零 向 量 , 则 a 与 b 的 向 量 积 (或 称 外 积 , 叉 积 )aX8 定 义 为 下 


述 向 量 : |aX51 二 |al|blsin(4,b);aXb 重 直 于 a 与 5, 其 指向 按 右 手 规则 确定 , 即 右 
手 从 a 沿 小 于 x 的 角 转 向 b 时 大 姆 指 所 指 的 方向 (图 15. 1-8). 如 果 a,b 中 有 一 为 零 
向 量 , 则 定义 axb 一 0. 

定理 3 向 量 积 具有 下 列 性 质 ， 


» 57] 。 


(1) aXb 一 0 的 必要 充分 条 件 是 a//b 

(2) bXa=—(axb). 

(3) |4x 下 | 等 于 以 2 与 六 为 边 的 平行 四 边 形 的 面积 . 
(4)} aX (b+ =axbtaxec, (at+bh) Xe=axecei+bxXe. 
(5) (CAI) xX b=ax (WwW)=A(ax Dh). 

定理 4 设 a 二 {aiyas ,aa} ,8 一 (人 ,bz ,53), 则 


as 三 3 ds a dl de 
Xb= e] 十 ez 十 3 
ba by i b bh 
ti ez 83 
一 |G@ dz 431。 
hy bb b&b 


右 端 是 一 形式 行列 式 ,约定 它 等 于 按 第 一 行 展开 所 得 到 的 同 服 . 
定义 7 设 a,bwic 是 三 个 向 量 ; 则 (a 站: c 二 a (bXe) 称 为 所 给 三 个 向 量 的 混 
合 积 或 三 重 积 , 记 作 (a,b,e) 或 [a;byel]. 设 a= {al,as,aa) ,b= {bbb},c 二 
{cyc2 03}, 则 
Ul 位 3 此 3 


(uh,e) = bi b; bs 。 


(a,b,c) | 是 以 a,b,c 为 棱 的 平行 六 面体 的 体积 ， 
例 2 abc 共 面 ( 即 都 在 同一 平面 上 或 都 平行 于 同一 平面 ?的 必要 充分 条 件 十 
{a,b,c) 一 六。 


例 3 点 PP 到 过 点 A,B,C 的 平面 的 距离 
d=| (BR,2B,2) | /1ABxAC |. 
例 4 点 P 到 过 点 A,B 的 直线 之 间 的 距离 为 
d=|BxAB|I/IAB1. 
例 5 过 点 4A,B 与 过 点 C,D 的 异 面 直线 之 间 的 距离 为 
d=| (2B) 1/ IABxD |. 
定理 5 (axb) Xe=(ta: Ob— (hb: oa. 
(axDexD= (ae bd) — (Card) bre) 
Ge ard 
be brd| 
(axX) x exD= (acsd)b— hc, da 
= (ab,de— Ca,b, ced. 


- Of? 。 


$15.2 向 量 函 数 的 微 积分 


15.2.1 单元 向 量 肖 数 的 微分 法 


定义 1 设 了 是 实数 轴 上 的 一 个 区 间 ,如 果 对 每 个 t 人 1 ,有 一 个 向 量 x() 与 之 对 
应 , 则 称 x( 蚊 为 了 上 的 一 个 向 量 画 数 , 工 称 为 此 基数 的 定义 域 . 取 定 直角 坐标 系 Oryw， 
就 有 

Xt) = Xe za Cte ra lt) er. 
了 上 的 实 值 下 数 ri (Co za (bz (四 称 为 z( 芒 的 分 量 函 数 ,简称 分 量 . 给 定 ( 三 维 空间 
中 的 ) 一 个 向 量 函 数 等 价 于 给 定 三 个 分 量 函 数 . 

起 点 取 为 原点 的 问 量 , 称 为 径 向 量 或 向 径 . 如 果 取 2x 扎 为 径 回 量 愉 切 , 则 四 最 是 
数 在 几何 上 表示 一 条 空间 曲线 . 

定义 2 如 果 lim|xCz) 一 al 二 0, 其 中 a 是 常 向 量 , 则 称 a 为 x(2) 当 t 趋 于 zo 时 的 


极限 , 记 作 lim x0 ==a, 如 果 ]im x 二 x(w), 则 称 向 量 阴 数 x( 四 在 t= 处 连续 . 如 果 
i rh 
极限 lim 壕 ;(xCz+ At) 一 x(D) 存 在 , 则 称 此 极限 向 量 为 x() 在 :处 的 导向 量 , 记 作 


2 人 枉 让 人 ;此 时 也 称 xD 在 + 处 可 导 或 可 微 . 立 二 称 为 x 人 的 微分 , 记 作 


ox (rt). 
如 果 xD 在 了 的 每 个 点 处 连续 (或 可 导 ), 则 称 xi 在 了 上 是 连续 的 (或 可 导 的 ). 
定理 1 向 量 尊 数 x(?) 当 :+ 欧 于 to 时 有 极限 (或 在 处 连续 ,可 导 ) 的 必要 充分 
条 件 是 它 的 三 个 分 量 函 数 当 1 趋 于 ts 时 有 极限 (或 在 ts 处 连续 ,可 导 )， 


定义 3 x(s) 的 导向 量 的 导向 量 , 即 扫 (这 ( 台 ) , 称 为 x( 芒 的 二 阶 导向 量 , 记 作 


二 一 般 地 ,对 大 于 2 的 自然 数 %,x(1) 的 nn 阶 导向 量 定义 为 


Txt) 4 (dx x ) ， 
dr" dt oh 
二 阶 以 上 导向 量 统称 高 阶 导向 量 . 
例 1 对 于 径 向 量 丽 数 r 一 r(D,r C2) 一概 ?全 是 曲线 C: r 二 r(t) 在 参数 为 :的 点 P 


处 的 切 向 量 . 
定理 2( 向 量 香 数 的 求 导 与 微分 公式 ) 


(1) 全 一 0,dC 一 0, 其 中 C 为 常 向 量 . 


(2) EL Cx (+ OD) = stp 2), 
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d{ox (DAPy (0) =adx tit) pdy 2). 
(3) 号 FPCDx(D) 一 FD xD) 十 GD 亚 凤 ， 


qc) (Caf x + fF dr tt). 
(4) 设 x 二 Xx) ,4 二 w(t) , 则 


空 GD) 四 人 ct ,dir Cw) = x (wadu. 


(5) 号 (x(D。 yD) = y(t) 十 x(t) 。 ra 


dx YD) = x Ady) yl drt). 
dr (t) 


(6) E(x XY =e Xxy(D+r(DX 安 呈 ， 
d(x{2) X y0)) = x X dy (2) + Cdr)) X y0). 


例 2 |x(9| 一 常数 的 必要 充分 条 件 是 x(s) 与 宅 台 垂直 、 


15. 2.2 单元 向 量 函 数 的 积分 法 
定义 4 设 向 量 函 数 x(#) 在 [Le, 有 上 连续 , 则 
lim > xz(a)As 


存在 (其 中 A& 二 一 1 上 二 12y… N09 二 加 之 让 之 之 < = 8, rh EL ,|]， 
k=]1,2,， 0 一 Iax Ati), 称 它 为 xX( 引 在 [a;8] 上 的 定 积分 ,简称 积分 , 记 作 


| xCa. 
定理 3 设 x() 一 {xi (0) ;zz (2),z3()), 则 
[rw = (a Da)e + (| zz)e+(| zz)e 


定理 4 设 信 各 二 x(D, 则 
8 
| x dt = y(B) — yla). 


15.2.3 多 元 向 量 函 数 的 微 积分 


多 元 癌 基 函数 的 偷 导数 .全 微分 与 重 积分 ,可 以 仿照 多 元 实 值 范 数 的 相应 定义 来 
规定 . 例如 ,对 于 二 元 向 量 晒 数 x 二 x(w,)， 


dx 一 lim (xt Au,v) — Xu, Vv)), 
Ou -a0 Au 


3 一 lim 和 (xu ot A 一 Xu 
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其 计算 也 可 以 归结 为 三 个 分 量 函 数 的 相应 的 运算 ， 
$15.3 数量 场 


15.3.1 场 

如 果 对 空间 区 域 品 的 每 个 点 ,都 对 应 某 个 物理 量 的 一 个 确定 的 值 , 则 称 在 DD 上 
确定 了 该 物理 量 的 一 个 场 . 如 果 这 物理 量 是 数量 , 则 称 所 讨论 的 场 为 数量 场 或 标量 
场 ; 如 果 是 向 量 , 则 称 为 向 量 场 . 温度 场 、 密 度 场 ,电位 场 等 ,都 是 数量 场 ; 力 场 .电场 、 
磁场 等 ,都 是 向 量 场 . 

如 果 场 中 物理 量 在 各 点 处 的 值 不 随时 间 变 化 , 即 所 述 物理 量 只 依赖 于 点 的 位 置 
(或 坐标 ), 则 称 所 给 的 场 为 稳定 场 ,否则 称 为 不 稳定 场 . 

数量 场 可 以 用 数量 了 消 数 wu(P)(CPED) 或 wu(z,y,z)((zr, ys;z)ED) 来 刻画 . 曲面 
Wu* (zy 2 一 CC 是 常数 ) 称 为 场 中 的 等 值 面 或 等 位 面 ( 图 15. 3-1). 


Er 一 C3 


HZ) = Co 


CC 
HX ,2) = el 


图 15. 3-1 等 值 面 图 15. 3-2 向 量 线 


向 量 场 可 以 用 向 量 函 数 atP) (PE DD) 或 azyyyz)fzyyz ED) 来 刻画 . 如 果 场 
中 的 曲线 C 的 每 点 PCz,y,z) 处 的 切 向 量 等 于 a(z,y,z), 则 称 C 为 一 条 向 量 线 ( 参 看 
15. 3-2). 设 
a(Ts Ys) -一 {a1 (TY TE) ,a2 (Ty) a3 (TY 2)}. 
则 确定 向 量 线 的 微分 方程 组 为 
d 


Ul (Ty ys 2) 本 Ca (Ts YT) | 位 3 (XI, yz) 


如 果品 是 平面 区 域 , 则 相应 的 场 称 为 平面 场 , 对 于 平面 数量 场 ,u(xz, y) 二 C 称 为 
等 值 线 或 等 位 线 . 
以 下 恒 假 定 所 涉及 的 函数 具有 所 需要 的 各 阶 连 续 导 数 或 偏 导数 


15., 3.2 数量 场 的 梯度 


议 xD)CPEDD) 是 给 定 的 数量 场 ,并 假定 它 具有 连续 偏 导数 ， 
* 575 。 


定义 1 向 量 
必 y+ 之) QHCX, y >) dutr, y， 之 ) | 
可 ” dy 7 


I dz 


称 为 所 给 数量 场 在 点 PCzyyz) 处 的 梯度 , 记 作 grad u. 于 是 


Ou, | Ou ou 
grad & 一 Be 十 aye? 十 je 


定理 1 设 党 是 w(x,y,z) 在 点 PC(z,y,z 处 沿 方向 1 的 方向 导数 ,RP 是 1 方向 的 
单位 向 量 , 则 


du 一 
al 


定理 2 设 革 ,于 ,人 开 不 全 等 于 零 , 则 u(x,y,z) 在 点 PCz,y,z) 处 的 梯度 的 方向 


是 使 4 在 该 点 处 的 方 加 导数 取 到 最 大 值 的 方向 ,而 梯度 的 模 是 uw 沿 该 方 阿 的 方 回 导 
效 . 


grad u 有 一 Pr Cgrad Wu). 


定理 3 设 在 点 PuCm ,yo ,zw) 处 昼 ， 寻 ,总 不 全 等 于 零 , 则 在 点 Po 处 的 梯度 


的 方向 是 等 值 面 耻 yz) = uo "Yo ;20) 在 点 Po 处 的 指向 值 增加 的 法 向 量 方 回 ,其 
模 等 于 等 值 面 的 值 沿 此 方向 的 变化 率 . 
例 设 r 是 径 向 量 ,r=|r|, 则 


] 
gradr 一 由 一 工 ,grad( 下 ) = 一 局 (7 尖 0), 


15. 3.3 哈密 顿 算 子 
在 场 论 中 ,引入 形 如 9 一 范 e 十 部 e: 十 区 ec 的 算 子 是 方便 的 . 9 ( 读 作 naipula) 婚 


含有 微分 运算 ,又 要 看 作 一 个 向 量 , 称 为 哈密 额 算 子 . 例如 grad w= 1 十 二: 


就 可 以 看 作 把 算 子 VY 作用 到 w 上 的 结果 ,因此 可 写 grad wu 一 Vu. 
定理 4 梯度 运算 的 基本 公式 ) 
(1) YC 一 0U(C 是 常量 ). 
(2) 了 (au 十 如 ) 二 aVu 十 BVYvlasB 是 常数 ). 
(3) VC 一 Yo 十 wz 
(4) VY ( 世 j = 地 (vvu—uvw). 


《5) VA) = fF (eu) Vu, 


» 576 。 


$15.4 向 量 场 


15.4.1 向 量 场 的 散 度 
定义 1 设 al(z,y,z) 是 问 量 场 ， 


dary 2) 一 《QI ye) ,alr ye) ,A(T ys 2)}, 
则 
Gai (xy)2) Gas (XY 2) | daa (Ts yz) 
9x dy dz 


称 为 所 给 的 场 在 点 PC(z,y,z) 处 的 散 度 , 记 作 div a. 利用 哈密 顿 算 子 , 散 度 可 写 为 
Y .a, 于 是 
da an aa < 
1 一 了 一 一 | Te 3 

da 一 Ya 一 了 十 ay 十 az n(P) 

定义 2 设 S 是 给 定 的 向 量 场 中 的 一 
个 有 向 曲面 , 即 规定 了 连续 转动 的 单位 法 向 
景 nCP) (PES), 则 曲面 积分 


= Jews es 


称 为 a( 户 ) 沿 曲面 S$ 向 正 侧 的 通 量 ,其 中 性 
二 ndS( 图 15.4-1). 通 量 也 可 写成 第 二 型 曲 图 15. 4-1 
面积 分 : 


B= |latry yr Adydz tt a (rx, ye) drdr Tatrs yr) drdy. 
5 


例 1 对 于 不 可 压缩 流体 ( 设 其 密度 为 1) 的 流速 场 w(P), 设 S 是 场 中 的 财 曲 面 ， 
并 取 外 侧 , 则 下 = lv*ds 就 是 穿 过 闭 曲面 S 的 总 流量 . 


3 
定理 1 对 场 中 的 点 卫 , 作 位 于 场 中 的 包含 点 了 在 其 内 部 的 光滑 闭 曲面 5, 并 取 
5 的 正 侧 , 则 点 了 处 的 获 度 


div a 一 | ddS, 


其 中 吕 表 示 S 所 围 的 区 域 ,AV 表示 如 的 体积 ， (站) 表示 2 的 直径 , 即 00 中 任意 两 点 
距离 的 上 确 界 . 
定理 2( 和 散 度 运算 的 公式 ) 
(1》V， (ea 十 有 5) 一 acVY。，Q 十 BY + bh,. 
(2) VT Cm) =Vu GE 二 HR * alu 二 数 从 本 下 
(3) VY +， (V0) 二 iw 一 Au, 其 中 A 二 训 十 闻 十 站 是 拉 普 拉 斯 算 于 
，577 。 


15.4.2 向 量 场 的 旋 度 
定义 3 设 &kzyyyz) 是 问 量 场 ， 


aCT yz) = {a (Ty 2) yas (Ty YT) ,aa CT YC) 
则 操 量 
(和 2 (x, yz) das 《 谍 ， y+) )e 十 (各 (x, y ,之 ) da3 (Xz， 2 
3y a ! dz ar J 


二 (= 《zyyz) da(xsy 2) 
Ox dy je: 


称 为 所 给 的 场 在 点 PCz,yz) 处 的 旋 度 , 记 作 rot a 或 curl a. 旋 度 可 以 写成 下 述 易于 
记忆 的 形式 ，; 
1 £2 3 


了 a 9 
Tof a 一 3 3 了 一 W X 二， 


定义 4 设 C 是 场 中 的 一 条 有 向 闭 曲线 , 则 太一 | ad (其 中 必 一 tt;,t 是 沿 周 


线 方向 的 单位 切 向 重 ,s 是 弧 长 参数 ) 称 为 所 给 的 场 汽 C 的 环流 . 
设 忆 是 场 中 的 点 ,在 点 了 处 取 定 一 个 向 量 n, 过 点 卫 作 微小 曲面 5S, 使 S 在 点 P 
处 的 法 问 量 为 n, 令 C 为 S 的 边界 , 取 定 C 的 方向 使 它 与 n 构成 右手 螺旋 关系 , 则 


mb) = im, A | a'ds 


称 为 所 给 的 场 在 点 处 沿 方 向 n 的 环流 面 密度 ,其 中 A(S) 是 5 的 面积 ,3(S) 是 S 的 
直径 
例 2 力 场 F 沿 C 的 环 量 | 下. 就 是 它 沿 C 所 作 的 功 


定理 3 设 在 点 处 rot e 天 0, 则 rot a 的 方向 是 使 点 P 处 的 环流 面 密度 取 到 最 

大 值 的 方向 ,而 |rot e| 就 等 于 此 最 大 值 . 事实 上 ， 
Am = rot a*m, 

其 中 严 是 沿 半 的 单位 向 量 . 

定理 4( 旋 度 运 算 的 公式 ) 

(1) VY X(aatBb)=av Xatpy xb. 

(2) XG0) 二 VuXaTtwV Xatwu 是 数值 阴 数 ). 

C3) Y=* taxXh)=b: (Vv Xa —a* (Vv Xb). 

C4) VX CVYw) = 0, 

《5 V+* (VV Xa)=0. 

(6) Y XaxD=b Vata* VY GD 十 (YY : ha. 

» D78 *。 


(7) VY X(V XO)=V(V 0)—Aa( 其 中 Ag= (Aai)et (tA)e (An)e:), 


15. 4,3 场 论 基本 定理 


多 元 多 数 积分 学 中 的 奥 - 高 公式 与 斯 托 克 斯 公式 可 以 用 获 度 与 旋 度 写成 简明 的 
形式 ,它们 是 场 论 中 的 基本 定理 . 
定理 5 设 S 是 分 片 光 滑 的 闭 曲 面 , 取 外 侧 ,Q 是 S 所 围 的 区 域 , 它 包 含 在 给 定 


: |[[ vam, -je 


它 具 有 明显 的 物理 意义 : 流 过 S 的 通 量 等 于 有 中 的 “总 源 ” 
定理 6 俊 S 是 给 定 的 场 中 的 有 向 分 片 光滑 曲面 ,C 是 它 的 边界 . 取 C 的 定向 与 
S 的 定 问 成 右手 螺旋 关系 , 则 


| aa -| (VX qa) dS, 


它 也 具有 明显 的 物理 意义 : 沿 C 的 环流 等 于 旋 度 流 过 S 的 通 量 . 
在 平面 场 中 ,斯 托 克 斯 定理 表现 为 格林 定理 . 


15. 4.4 儿 种 特殊 的 向 量 场 


定义 5 对 于 向量 场 a(tP)(PE DD) ,如 果 存 在 定义 在 D 上 的 ( 单 值 ) 函 数 xa4P) ,使 
得 a 二 一 Vu, 则 称 所 给 的 场 为 有 势 场 ,w 称 为 所 给 场 的 势 函 数 . 如 果 V Xa 三 0, 则 称 所 


给 的 场 为 无 旋 场 . 如 果 对 场 中 任何 两 点 P,Q, 积 分 | ads 只 取决 于 起 点 P 与 终点 Q， 


而 与 场 中 连接 这 两 点 的 路 径 无 关 , 则 称 所 给 的 场 为 保守 场 . 

定理 7 设 了 具有 下 述 性 质 : 对 D 中 任 一 简单 闭 曲 线 C, 都 能 做 出 以 C 为 边界 
的 .包含 于 口中 的 曲面 , 则 对 于 向 量 场 aeCP)CPED) ,下 列 陈述 是 等 价 的 ;(1ya( 了 是 
有 势 场 . (2)at 了 ) 是 无 旋 场 . (3)4aCP) 是 保守 场 . (4)a1adz 十 azdy 十 asdz 是 DD 上 的 某 个 
郴 数 的 全 微分 . 

定义 6 对 于 向 量 场 a&CP)(CPED) ,如果 在 DD 内 每 个 点 都 有 div a 二 0, 则 称 所 给 
的 场 为 无 源 场 . 无 源 场 也 称 管 形 场 ,后 一 和 名称 来 源 于 下 述 定理 . 

定理 8 设 隔 具有 下 述 性 质 : 对 DD 中 任 一 
简单 闭 曲面 3S,S 所 图 成 的 内 部 区 域 包含 于 也 
中 ,a(P)《PEDD) 是 无 源 场 , 则 对 场 中 任 一 向 量 


管 ( 即 由 向 量 线 构成 的 管状 曲面 , 如 图 
15. 4-2) ,a 流 过 任何 横 源 面 的 通 量 是 一 常数 . EE 
这 一 常数 称 为 此 同 量 管 的 强度 . 

定理 9 设 DD 是 凸 的 ( 即 对 品 中 任何 两 点 5 


P,Q, 连 按 P,Q 的 直线 段 也 包含 于 DD 中 ), 则 图 15. 4-2 
"579 。 


aP)CPEDD) 为 管 形 场 的 必要 充分 条 件 是 存在 5(P) (PE D), 使 4 二 rot b. b(P) 称 为 
a 也 ) 的 矢 势 . 
定义 7 既 无 产 又 无 旋 的 场 称 为 调和 场 . 
定理 10 调和 场 的 势 函数 满足 拉 普 拉 斯 方程 ( 妈 Ax 一 0) ,因而 是 调和 了 蚁 数 ， 
对 于 平面 调和 场 ,可 以 用 复 变 廿 数论 中 的 方法 来 研究 , 设 
atxy) = P(r,Yy) GCC 让) 
((z,y) ED,D 是 平面 单 连通 域 ) 是 平面 调和 场 , 则 
芳 二 咎 一 0 各 一 的 一 0 
于 是 一 运 是 D 内 的 全 纯 国 数 , 因 而 存在 呈 内 的 全 纯 明 数 (2) 二 w(x,y) 十 iv(z，) 
(其 中 z==z 十 iy) ,使 得 天 (z) 二 一 iCP 一 iQ), 六 zz) 称 为 所 给 平面 调和 场 的 复 势 ， 
u(x;y) 称 为 力 酒 数 ,v(xz,y) 称 为 势 函 数 ; 相 应 的 等 值 线 分 别称 为 力 线 与 等 势 线 . 


$ 15.5 场 论 中 的 量 在 正 交 曲线 坐标 系 中 的 表示 式 


15.5.1 正 交 曲线 坐标 系 


在 实际 应 用 中 , 常 需 根据 问题 的 特点 ,选用 不 同 的 坐标 系 . 

设 肌 二 (xy 7) 92 二 qe (Ty 2) 1 二 qs (zy) 是 二 维 空间 到 它 本 里 的 光 祖 
-~- 上 映射, 并 且 曲 面 nn (Xr ys 2) = 2 (Tr ys) 一 [Cs rf3 (Xs YZ) = Cs 在 其 交点 人 处 的 
法 向 量 两 两 正 交 , 则 对 空间 每 个 点 ,可 用 (wm ,qz ,q;) 作 为 它 的 坐标 . 这 样 的 坐标 系 称 为 
正 交 曲线 坐标 系 ， 曲面 q(T ys) = :2 (TryT) = Cog (Ty,T) 一 (3 称 为 坐标 面 . 
坐标 面 的 交 线 , 称 为 坐标 曲线 . 由 @ (x, yz) 二 Cz yq (zy12) 二 G3( 或 《T1112) 二 a， 
q(xryr)=O ;nz yz) 二 C192 (zyY 2) 二 C) 确 定 的 坐标 曲线 , 称 为 gq 曲线 (或 
qz 曲线 ,9 曲线 ;参看 图 15. 5-1). 相应 的 单位 切 向 量 , 记 作 ei ,ez ,ea (假定 它们 分 别 指 


93X23) = C3 


qx 2) = CC! 


图 15. 5-1 


* D580 »， 


问 9 ;qz gs 增加 的 方 同 , 且 构 成 右手 系 ). 
由 (Cryyy2) = 92 Cry YZ) 二 yg (zy yy 2) 二 gs 可 解 出 zt 二 (qi1 ,9 ,93)， 


y= y(n 92 94) =ztq1 ;1). 令 


tt) + ) 20), 


称 H; 为 拉 梅 系数 . 坐标 曲线 上 的 弧 微分 
ds: = Hidg: (i= 1,2,3), 
体积 元 
dV = HH; Hadgidg: dq;. 
例 1( 柱 面 坐标 系 )， 
T= pcospyy 一 0Stnpyz = Z, 
Ee 0 
坐标 面 与 坐标 曲线 如 图 15. 5-2. 


图 15. 5-2 图 15. 5-3 


例 2( 球 面 坐 标 系 ). 
T=r sinfcosgpyy = r sinfsing,z = r cosh, 
0 委 7< 十 oo 和 0 委 1 和 雪 TI 和 0 所 2 
坐标 面 与 坐标 曲线 如 图 15. 5-3. 


15, 5.2 场 论 中 的 量 在 正 交 曲 线 坐 标 系 中 的 表示 式 


见 下 页 表 . 
581 。 
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$ 15.6 向 量 分 析 在 运动 学 中 的 应 用 


15.6.1 质点 运动 的 速度 与 加 速度 


质点 在 空间 运动 时 ,其 运动 路 径 就 是 质点 的 径 向 量 的 端点 所 描 出 的 曲线 . 这 一 曲 
线 称 为 矢 端 曲线 ,其 方程 为 "一 "六 ,其 中 上 为 时 间 ， 
质点 在 时 刻 :的 速度 为 
dr (t) 


ll _ HW) _. 
v = v(t) lim ACE 十 人 及 re)) py rir), 


加 速度 为 
a =a(t) = lim v(t+ A — v(t)) = Wt = (1) = F000). 


速度 沿 矢 问 曲线 的 切线 ,指向 ;增加 的 方向 ;加 速度 必 在 矢 端 曲 线 的 密切 平面 上 . 
设 拓 疹 曲 线 C 在 参数 为 : 的 点 P 处 的 单位 切 向 量 与 主 法 向 量 分 别 为 T,n, 则 


a = T+h( 委 ) an， 


其 中 s 为 C 的 绝 长 参数 ,为 C 在 点 P 处 的 曲率 . 上 式 右 端 中 的 第 -- 项 称 为 切 向 加 速 
度 , 第 二 项 称 为 法 向 加 速度 . 例如 ,质点 作 平面 圆周 运动 时 , 切 向 加 速度 的 数值 为 
和 3 一 ;9 ,法 向 加 速度 ( 即 向 心 加 速度 ) 的 数值 为 嗓 ,R 为 贺 周 的 半径 
速度 与 加 速度 在 不 同 的 坐标 系 中 有 不 同 的 表示 式 . 下 面 列举 三 种 常见 的 情形 . 
(1) 平面 极 坐 标 系 (p,g). 此 时 矢 端 曲线 方程 为 p 一 6(b ,gq 二 gl), 速度 
v= pe, topes 
其 中 第 一 项 v, 二 pe 称 为 速度 的 径 向 分 晤 ,第 二 项 vo 一 ppes 称 为 速度 的 横向 分 量 . 
加 速度 
GE 一 (0 一 pp?)e 十 (pp 十 208)e， 
其 中 径 向 分 量 的 第 一 项 由 质点 径 向 速度 变化 所 产生 ,第 二 项 是 向 心 加 速度 ;横向 分 量 
的 第 一 项 由 径 向 量 转动 角速度 的 变化 所 产生 ,第 二 项 是 附加 加 速度 . 
(2) 柱 面 坐标 系 (o,9p,z). 此 时 矢 端 曲线 方程 为 po 一 pop 一 2 区,z 一 xz 速度 
VY = pe pgev + Ze, 
加 速度 
6 一 (0 一 pp8 en + (pp op)e, + ze.. 
(3) 球面 坐标 系 (7,9,q). 此 时 矢 端 曲线 方程 为 
r =r(i) ,0 = (1) ' = Plt), 
v 一 ?er 十 和 ee 十 rsingpe 
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Q = (Fr — rnp? sin:0— 1?)e, 十 = (4 (FD—ryg singcosb )es 


1 三 


十 (= 7 (TPsin’O) )e,. 


15. 6,2 刚体 的 运动 


如 果 物 体 中 任意 两 点 的 距离 在 运动 过 程 中 保持 不 变 , 则 称 此 物体 为 刚体 . 如 果 在 
运动 过 程 中 刚体 上 连接 任意 两 点 的 直线 始终 保持 平行 , 则 称 这 种 运动 为 平 动 , 此 时 只 
须 研 究 刚 体 中 一 点 的 运动 情形 . 如 果 在 运动 过 程 中 刚体 上 有 一 条 直线 保持 不 动 , 则 称 
这 种 运动 为 绕 固定 轴 的 转动 ,此 固定 直线 称 为 轴 . 

刚体 绕 固定 轴 的 转动 可 以 通过 角速度 向 最 w 刻画 .w 位 于 轴 上 ,其 指向 为 右手 四 
手指 指向 转动 方向 时 大 姆 指 所 指 的 方向 ,其 大 
小 为 角 位 移 的 变化 率 


w= lim 人 = 字 
a At dt 
《图 15. 6-1). 刚体 中 各 点 的 速度 
v 二 OXr, 
其 中 r 是 点 的 径 疝 量 . 加 速度 为 
a 一 oY 一 XriomxXv 


一 细 加、 
图 15.6-1 — XrioxX(toxXr) = Xr—wr. 


如 果 在 运动 过 程 中 刚体 有 一 个 截面 始终 在 其 自身 平面 x 内 运动 , 则 称 这 种 运动 
为 平面 平行 运动 , 它 可 以 分 解 为 一 个 平移 与 一 个 绕 垂 直 于 x 的 某 个 轴 的 转动 . 设 vo 
是 截面 上 某 个 基点 口 的 平移 速度 , 吓 是 绕 轴 转 动 的 角速度 , 则 各 点 的 速度 

日 一 vwXr; 
加 速度 
2 一 00 十 四 Xr 一 吧 r， 

其 中 四 是 基点 〇 的 平移 加 速度 

如 果 在 运动 过 程 中 刚体 上 有 一 个 点 口 始 终 保 持 不 动 , 则 称 这 种 运动 为 绕 国 定点 
的 转动 . 这 时 刚体 从 一 个 位 置物 到 另 一 位 置 总 是 通过 绕 某 个 过 〇 的 轴 的 转动 来 实现 
的 . 设 在 某 一 瞬时 转动 的 第 速度 为 w, 则 在 该 时 刻 刚 体 上 位 置 为 > 的 点 的 速度 
v 一 Xr, 加 速度 


a=wXrioxX (人 Xr) =oXrinNo— wr. 
15. 6.3 质点 的 相对 运动 


设 参考 系 B 是 静止 的 ,参考 系 A 相对 于 参考 系 B 运动 , 则 质点 相对 于 参考 系 A 
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的 运动 , 称 为 相对 运动 ,而 它 相 对 于 参考 系 B 的 运 
动 , 称 为 绝对 运动 , 质点 在 A 中 不 动 而 由 参考 系 A 
的 运动 所 引起 的 它 在 参考 系 B 中 的 运动 , 称 为 牵 
连 运动 . 

设 参 考 系 A 的 原点 O 保持 不 动 , 它 对 参考 系 
B 的 转动 (瞬时 ) 角 速度 为 o( 如 果 口 也 运动 , 则 只 
须 再 加 一 平移 项 ). 设 A 在 时 刻 1 为 Ozyz ,在 时 刻 
tAt 为 Oz'yz' 点 已 从 上 到 上 十 上 时 移 到 @Q. 对 
于 坐标 系 中 ,质点 位 移 为 区 = Ar; 对 于 坐标 系 A， 
质点 位 移 为 万 个 一 Ar, 其 中 已 关于 Oz'y'z' 的 坐标 
与 P 关 于 Ozyz 的 坐标 相同 ,PP’ 一 Ar, 是 牵连 位 
移 ( 参 看 图 15. 6-2). 由 


图 15. 6-2 


Ar 一 Ar 十 上 各 六， 
得 到 
dr 
dt 
其 中 押 是 在 静止 符 标 系 中 观察 到 的 变化 率 ,所 是 在 运动 坐标 系 中 观察 到 的 变化 率 
由 此 可 得 速度 公式 


_g 
= +@xXr, 


za 一 Vv, 十 vwXxr, 
其 中 w 表示 绝对 速度 ,w 表示 相对 速度 ,vo 是 参考 系 4 的 原点 的 平移 速度 ,中 是 入 
的 角速度 ,r 是 点 在 参考 系 A 中 的 径 向 量 . w 十 wXr 一 w 是 牵连 速度 ,而 w 一 
zr 十 ze. 对 于 绝对 加 速度 a, 有 
dir 
dz 
=0g+a+a., 
其 中 心 一 生 / 是 相对 加 速度 ,a. 一 区 十 型 Xr 十 woX (wxX 站 是 牵连 加 速度 ,a. 二 20X 竹 


是 附加 的 加 速度 ,也 称 为 柯 里 奥 利 加 速度 . 


$ 15.7 向 量 分 析 在 动力 学 中 的 应 用 


15. 7.1 牛顿 第 二 定律 与 达 衣 贝尔 原理 


以 属性 系统 作为 参考 系 ,质量 为 m 的 质点 在 运动 中 满足 牛顿 第 二 定律 下 二 mr， 
其 中 下 是 质点 所 受 的 外 力 ,r 二 rt(2) 是 质点 的 运动 轨迹 ， 


er 


+ 名 十 办 Xrtox (wxXn) 二 20X 仓 


机 一 
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如 时 以 一 般 的 加 速 系统 作为 参考 系 , 设 质点 关于 此 参考 系 的 相对 加 速度 为 &, 则 
TR] 
F+(— mda) 二 (— mda = mar, 


其 中 ae 为 牵连 加 速度 ,a 为 柯 里 奥 利 加 速度 , 上 式 称 为 达 朗 贝尔 原理 , 一 ma. 称 为 奉 
连 惯性 力 ,一 rac 称 为 柯 里 奥 利 惯性 力 ， 


15.7,2 动量 定理 
从 牛顿 第 二 定律 道 过 积分 可 得 
m(vy Oo vo) -| Fat, 


其 中 mw ,mwo 分 别 是 质点 在 时 刻 ,t 的 动量 ,| ”Fdit 称 为 下 在 to 到 :这 段 时 间 中 的 
冲 量 . 上 式 就 是 质点 的 动量 定理 :动量 的 改变 量 等 于 外 力 的 冲 量 
对 于 质量 顺 次 为 ma ,… ,zw 的 = 个 质点 构成 的 质点 组 , 设 质量 为 ww 的 质点 的 运 
动 速度 为 wv ; 则 
0 = D2 
称 为 此 质点 组 的 动量 . 此 时 有 


do 
at 有 


其 中 R 是 各 质点 所 受 外 力 的 合力 . 上 式 就 是 质点 组 的 动量 定理 :质点 组 的 动量 对 时 间 
的 变化 率 等 于 此 质点 组 所 受 的 总 外 力 . 


对 于 刚体 9 只 要 令 Uy 一 pazaya: ' 其 中 p=ptx sy 和 是 点 (zyy， z) 处 的 密度 ,DD 
D 
是 刚体 所 占 的 空间 区 域 , 则 同样 有 


R 是 作用 于 刚体 上 的 总 外 力 
引信 刚体 的 质心 C(C 的 径 向 量 rc = 用 rodzdydz /上 odzdyaz ) ,由 刚体 的 动量 
D 已 
定理 可 写 为 
Mre 一 RR， 
其 中 M 是 刚体 的 总 质量 
当 总 外 力 恒 等 于 零 时 ,@ 等 于 常 向 量 . 这 就 是 动量 守恒 定理 


15.7.3 动量 人 算 定 理 


设 力 下 作用 于 点 A 处 ,CA=r, 则 工 =rXF 称 为 力 下 关于 点 0 的 力矩 , 设 ! 是 一 
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个 轴 , 过 点 4 作 平面 , 设 此 平面 与 ! 的 交点 为 9, 则 下 关于 点 O 的 力矩 , 称 为 关于 轴 
2 的 力矩. 
考虑 质量 为 mm 的 点 绕 轴 14 的 转动 . 当 质 点 位 于 点 A 时 ， 
全 一 (这 Xmy 二 rxXmyv 
称 为 此 质点 的 动量 矩 . 由 于 zy=@Xr 所 以 G= 
Pmw 二 ja, 其 中 了 二 mr 是 此 质点 关于 的 转动 
惯量 . 设 质 点 所 受 的 外 力 为 F, 则 由 于 工 =rX 下 = ' 


rmv ;所 以 [= 名 一 J 品 ,这 称 为 关于 质点 的 1 


动量 矩 定 理 ， 
对 于 质点 组 ,也 有 L 一 2 ,其 中 G 表示 各 质 

点 关于 ! 的 动量 宅 之 和 和 表示 各 质点 所 受 外 力 

关于 4 的 力矩 之 和 . 图 19.77] 
对 于 刚体 , 设 它 所 占 空间 区 域 为 DD, 密 度 为 o, 则 


= | paveav 为 体积 元 ) 


D 


是 它 关 于 ! 的 转动 惯量 ， 
G = 上 r Xx pvdV 


D 


是 它 关 于 i 的 动量 和 矩 , 于 是 仍 有 G 二 Je 与 
_d_1,dw 
L= = 


(后 者 就 是 刚体 关于 轴 i 的 动量 矩 定理 , 式 中 工 是 刚体 关于 i 的 总 外 力矩 )， 
关于 一 个 点 口 也 有 类 似 的 各 种 情形 的 动量 矩 年 理 . 


15.7.4 动能 定理 

给 定 一 个 力 场 , 如 果 它 对 物体 所 作 的 功 只 取决 于 物体 运动 起 点 已 和 终点 Q 的 位 
置 ,而 与 所 经 路 程 无 关 , 则 称 这 种 力 为 保守 力 . 设 场所 占 空间 区 域 是 曲面 单 连通 域 
则 由 于 W = | .Fdr, 所 以 由 $15.4 定 理 7, 存 在 西数 V, 使 F 一 一 grad V, 从 而 


已 
一 | Fdr = V(Q) — VP). 


V 称 为 物体 的 势能 或 位 能 . 
如 果 质 量 为 m 的 质点 在 外 力 正 作用 下 从 点 了 到 点 驴 , 则 
| Fr 一 二 m8 一 去 wm. 
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T 一 序 mv 称 为 质点 的 动能 ,上 式 表示 质点 动能 的 增加 等 于 外 力 所 作 的 功 ,这 称 为 动 


能 定理 . 
如 果 五 是 保守 力 , 则 有 
1 1 2 
这 表示 在 运动 过 程 中 质点 动能 与 势能 之 和 保持 不 变 . 这 就 是 保守 力 场 中 质点 的 机 械 
能 守恒 定理 . 


《15.8 向 量 分 析 在 电磁 学 中 的 应 用 


15.8.1 库伦 定律 与 高 斯 定理 


由 点 电荷 之 间 的 库伦 定律 可 以 得 到 ,点 电荷 g 受到 以 体 电 蓓 密度 p 分 布 在 空间 
区 域 D 中 的 电荷 体系 的 作用 力 为 


_ 过 
F = 咱 dv, 

其 中 dV 是 体积 元 ,r 是 体 元 dV 到 9 的 径 向 量 . 于 是 上 述 电 荷 体系 在 点 (x,y;z) 处 的 
( 静 ) 电 场 强 度 为 

E(x,y,z) = 时 ep ray, 
其 中 dV=dtdrdt,r 是 té， nn 门 到 (xz,y,2) 的 径 同 量 . 

设 S$ 是 静电 场 中 的 一 个 闭 曲 面 ,五 是 $ 所 围 的 区 域 , 则 
[gas 一 4|| pdV = 4xQ, 


其 中 曲面 积分 中 的 4S 沿 外 法 占 量 . 上 式 表 示 流 过 5 的 电 通 重 等 于 D 中 的 总 电荷 量 
飞 以 4+, 这 就 是 静电 场 的 高 斯 定理 , 


由 的 表示 式 可 得 ,对 静电 场 中 任 一 闭 曲线 C:r 一 r(t), 有 | _E'dr 一 0, 这 表明 
积分 | Edr 只 依赖 于 起 点 了 与 终点 Q, 与 P 到 Q 的 路 径 无 关 . 由 $15.4 定理 7, 吏 


电场 是 无 旋 场 ,因而 存在 电位 p, 使 得 FE 二 一 grad o 可 取 9 为 
PT, YZ) 一 see. 


15. 8.2 安培 - 比 奥 - 萨 瓦 定律 与 安培 定理 


设 导 体 中 通过 电流 , 则 令 导 体 中 点 卫 处 的 电流 密度 j 的 方向 是 该 点 处 电流 的 方 
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向 ,而 其 大 小 j 一 jim AS ,其 中 S 是 含有 点 忆 的 委 直 于 电流 方向 的 一 个 截面 ,A(S) 


是 其 面积 ,1(5S) 是 通过 S 的 电流 强度 ,6(S) 是 S 的 直径 . 
在 导体 中 任 取 闭 曲面 5, 设 DD 是 $S 包围 的 区 域 , 则 由 于 电荷 是 守恒 的 ,因而 


$v = lies 
心 S 
利用 场 论 基本 定理 ,由 此 可 得 
gp 9.;= 
了 十 Yo 一 0 


在 稳定 电流 的 情形 ,有 Y *j 二 0, 因 此 稳定 电流 密度 是 无 源 场 . 由 § 15. 4 定理 9, 它 存 
在 矢 势 . 
在 一 个 稳定 的 电流 分 布 中 ,点 (x,y,z) 的 电流 元 jdV 所 受 的 力 为 


dF = Sjavx ised xr, 
D 
其 中 ‘ 为 光速 ,r 为 46， ns 站 到 (zr, y, 2) 的 径 向 量 ( 采 用 高 斯 单位 制 ). 这 称 为 安培 - 毕 
奥 - 萨 瓦 定律 . 
令 磁 感 强度 为 
BCzyyyz) 一 | 


C 


则 上 式 成 为 
一 一 av xB. 


设 C 是 场 中 任 一 有 向 闭 曲线 ,S 是 以 C 为 边界 的 曲面 ,其 方向 取得 与 C 的 定向 成 
右手 螺旋 关系 , 则 


| Bdr 一 所 jes 


vxp 


这 就 是 安培 定理 , 此 外 还 有 VB 一 0, 即 稳定 电流 的 磁场 是 有 旋 无 源 场 . 
15.8.3 法拉 第 电磁 感应 定律 ”麦克斯韦 方程 组 


变化 的 磁场 激发 感应 电动 势 . 设 激发 的 电场 强度 为 E, 则 
工 faB 


其 中 CC 与 S 的 规定 同 前 . 这 就 是 法 拉 第 电磁 感应 乍 律 . 
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对 于 有 空中 不 稳定 的 电磁 场 ,有 下 述 麦 克 斯 韦 方程 组 . 


VE = dm 或 |E'as = dxQ 
5 
-上 上 吧 或 | . = 加 . 
vxE ce at 或 | E'dr 一 ch ot 心 ， 
VB=0 或 ||1B*4ds = 二 0， 


是 dr. 或 | 四 = 色 | (过 弹 rr 
vxB 二 弄 吕 人 一 c 吕 (本 呈 十 让 


由 此 可 以 推出 电磁 运动 的 各 种 规律 . 


315.9 张 量 


15.9.1 张 量 概 念 


定义 1 设 Y 是 x 维 实 癌 量 空间 ,如 果 V 到 R 的 映射 满足 :对 任何 a,5bER 与 
zyEV, 有 flartTby) 一 af(z) 十 bf(y),; 则 称 了 为 VY 上 的 一 个 线性 注 函 .V 上 的 一 切 
线性 泛 函 构成 的 集 按 通常 消 数 的 加 法 与 数 策 运算 构成 一 个 线性 空间 , 称 为 V 的 对 偶 
空间 , 记 作 了 ， 

定理 1 YY" 也 是 z 维 向 量 空 间 , 设 (el :er} 是 立 的 一 个 基 , 则 满足 eei) 一 
8 (等 于 0, 当 ; 斌 7 时 ;等 于 1, 当 ;一 疙 的 (ee 是 罗 的 一 个 基 . {e*',"',e"") 
称 为 {el ,的 对 偶 基 . 

定义 2 设 i 是 V' XV' XXV*' XVXVX* XV(V* 有 pp 项 ,VV 有 9 项) 到 R 
的 了 映射, 如果 上 对 每 个 变 元 都 是 线性 的 (例如 对 第 一 个 变 元 有 

tar? 十 过 Tp Ys Yo) 
= QZ yA sp Vs Yo) PECET TE TP Vy Yo) )s 
则 称 + 为 多 重 线 性 泛 隔 . 

定理 2 V' X…XV'"' XVX.…XV(p 项 V' ,gq 项 V) 上 的 一 切 多 重 线 性 泛 医 按 
通常 函数 的 加 法 与 数 习 运 算 构成 一 个 mn"* 维 向 量 空间 , 记 作 (WV) 或 型. 取 定 站 的 
一 个 基 {el… er) , 设 {e"'',…,e"") 是 {e1，…,en) 的 对 侦 基 , 则 

{er C0" Ve"n 的 Coe 9 sa ys i 1 jo = 2 7} 
构成 了 3 的 一 个 基 ,en 因 …@e Be Ge 由 下 式 定义 : 

(er Bi ®e, Bei BB ei ) eh ,et ,er en) 
一 8 "0p 0H "Bly ， 
而 且 它 是 多 重 线 性 的 . 
定义 3 7T?(W 称 为 VY 上 的 (p, 四 型 张 量 空间 ,7T? CV) 的 元 称 为 VV 上 的 p 次 反 变 
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次 共 变 张 量 或 (p,q9} 型 张 量 . 反 变 也 称 逆 变 , 共 变 也 称 协 变 . 9 二 0 时 称 为 p 次 反 变 张 
量 , 思 一 0 时 称 为 9g 次 共 变 张 量 . (0,0) 型 张 量 就 是 数量 , p 关 0,g 关 0 时 的 张 量 也 稍 称 为 
混合 张 量 . 

例 1 7T9( 四 就 是 V* ,因此 可 以 把 (0,1) 型 张 量 看 成 V' 的 元 , 称 为 共 变 向 量 . 

例 2 了 HC(W) 同 构 于 V. 对 XEV, 令 工 “EDOWD=(V')' 与 之 对 应 ,x” 满足， 
对 zx" EV"' ,有 x“ (zr' ) 一 x” (ZX). 这样 ,可 以 把 (1,0) 型 张 量 看 成 V 的 元 , 称 为 反 变 
向 量 . 

定义 4 如 和 一 个 张 量 的 值 对 其 变 元 的 各 种 可 能 的 排列 均 保持 不 变 , 则 称 此 张 
量 为 对 称 的 . 只 有 (z,0) 型 或 (0,9) 型 张 量 才 可 能 具有 对 称 性 . | 

设 x 是 {1,2,…, 力 ) 的 一 个 排列 ,对 于 te TT ( 让 ,定义 rr 为 :对 任何 kz 1 rp ) 
ET XXX 有 天 (太一 上 zx 如 果 对 {1, 2 加 ;的 任 一 排 
列 r, 有 (sgn x)z( 其 中 sgnxr 当 r 为 偶 排 列 时 等 于 1,x 为 奇 排列 时 等 于 一 1), 则 
称 : 为 反对 称 的 或 斜 对 称 的 . 开 (V) 中 一 切 反对 称 张 量 组 成 一 个 子 空间 , 记 作 Ap (Y) ， 
称 为 V 的 p 重 外 窜 空 间或 p 重 外 规 . 


15. 9,2 张 量 的 分 量 


定义 5 取 定 V 的 一 个 基 {e,…,en}, 设 {e ye" 是 它 的 对 偶 基 , 则 由 于 
{es 的 Ge ei 0 ej 二 1 TV 的 一 个 基 , 所 
以 每 个 :ET? (让 可 了 唯一 地 表示 为 

>- 2 De pe BD, Be BOe', 
{人 1,2,…，n) 称 为 张 量 1 关 于 基 {e1 ,…,es} 的 分 量 集 ,# 的 上 
行 指数 称 为 反 变 指数 ,下 行 指数 称 为 共 变 指 数 , 如 果 采 用 爱 因 斯 坦 求 和 约定 , 邵 乘积 
中 出 现 相同 的 指数 时 ,认为 是 对 该 指数 从 1 到 # 求 和 , 则 上 式 可 写 为 
一 时 en 的 … ‘Oa, ei 6 eH, 

以 下 恒 采 用 这 一 约定 . 这 种 相同 的 指数 , 称 为 俐 指数 . 

定理 3 设 { 甩 ,…,f} 是 V 的 另 一 个 基 ,(*'，…,") 是 (及,…,f) 的 对 偶 基 ， 
设 基 之 间 的 变换 关系 为 

fi =ale;,f"' = Bye "i, 
则 有 
Pia’ = 9， 
设 (p,q) 型 张 量 : 关 于 (及,…,f} 的 分 量 是 办 , 则 :的 分 量 之 间 有 如 下 的 变换 关 
A 
基于 定理 3, 对 张 量 也 可 采取 下 面 的 定义 . 
" 5591 。 


定义 6 设 Y 是 = 维 实 向 量 空间 , 则 V 上 的 一 个 (za) 型 张 量 是 这 样 的 代数 对 
象 , 当 取 和 定 V 的 一 个 基 {el ,…,e,) 后 , 它 表 现 为 分 量 集 


(6 : 11 "olp sf1 sj 一 1l,2,° 7} 
(ne 个 数组 成 的 有 序数 组 ), 如果 从 基 {el，…,e,} 到 基 { 用 ,…, 户 } 的 变换 关系 是 
二 ale;( 相 应 地 对 侦 基 之 间 的 变换 关系 为 1*"' 二 Bie "i; ,其 中 B; 满 足 8iai 二 音 ), 则 这 
一 对 象 关于 基 { 刻 ，…,f,} 的 分 量 集 


中 中 


{ 太 

与 关于 原来 的 基 的 分 量 集 之 间 有 变换 关系 
3 人 一 BR Ba a ee, 

例 3 设 z" EV', 则 zx" 二 &e"'' 二 wf"! 二 Be "', 于 是 二 Bs 二 芦 , 它 们 服 
从 (0,1) 型 的 变换 关系 ,因而 确实 可 以 看 作 一 个 (0,1) 型 张 量 , 即 共 变 问 量 . 

例 4 设 zEV, 则 z=&'e, 二 nifj 二 niajei, 于 是 &' 二 a ip i’,B 运 ' 王 yi 它们 服从 
(1,0) 型 的 变换 关系 ,因而 确实 可 以 看 作 一 个 (1,0) 型 张 量 , 即 反 变 阿 量 . 

15.9.3 张 量 的 运算 


定义 7 设 :;,t 是 两 个 同型 张 量 , 则 按 通 常 函 数 和 的 定义 来 规定 张 量 s 十 t. 取 定 了 
的 一 个 基 后 ,* 十 上 的 分 量 就 是 * 与 上 的 对 应 分 量 之 各 . 
定义 8 设 SE 了 (DIET 龙 (站 , 则 由 下 式 定义 XIE 你 (VD) :对 
zi 9 Tp sy sp EV',， 


证 ] 3” “人 水] 3 :Yo EE YY， 


Cs C9 1) Cr? +" Tp sy 9 } 1 3""" 1 Ta] » YL 1 Ye, ) 
= szT vy Tp ST Te MEY yp, SY yg, ). 
st 称 为 * 与 1 的 张 量 积 . 设 取 定 V 的 一 个 基 {el ,…,es} 后 s 与 1 的 分 量 集 分 别 为 


2 和 4 。 。 ， 
1 :1 1 Tp sf1 ?fo 一 1 2，……，7}， 
1 


上 。 。 。 ， 
WEE :tp 1 jo, 一 1 .2 


则 s@9t 的 分 量 集 为 


i tt . - . . 
{Et ! 本 了 3 , so bp, 3J19 "fo 大] sk 一 ] ,2 


定理 4 张 量 的 和 与 积 满足 干 列 运算 规律 : 
(1) 结合 律 多 十 名) 十 和 一 太 十 { 妇 十 加 )， (1100t2 ) 01s 一 站 的 (的 二 ). 
(2) 和 的 交换 律 十 十 t= 二 十 (但 一 般 地 tt 关 有 2611). 
(3) 分 配 律 G8 十 5s0)691= 二 5501 十 5s2601,50(11 十 10 ) 二 509 十 的 4， 
* 592 ， 


(4) 对 任何 实数 4, 有 G89690t 二 :00 = 二 X05002). 
定义 9 Eh Eh 则 由 下 式 定义 s ME Apro (WD; 


sAt= i ~ 2 SEn a) sO a”, 


其 中 求 和 对 {1,2,… ,pp 十 gq) 的 一 切 排列 进行 . s At 称 为 * 与 上 的 外 积 或 璧 积 . 

定理 5 反对 称 张 量 的 外 积 满足 下 列 运算 规律 

(1) 结合 律 便 Ats) Mts =h A (ts A ts). 

(2) 反 交 换 律 *At 一 (一 1)2 (4A s). 

《3) 分 配 律 (st 十 sz) At 二 5 At-Fso AtysA (二 te)=s A 二 sh to. 

定义 10 设 >0,g9>>0,1 坟 Kp,1 夺 2g, 则 TY(V) 关 于 第 个 反 变 指数 与 第 ! 
个 共 恋 指数 的 缩 并 定义 为 映射 tt T2( 四 一 JT-1 (让 ,对 每 个 :3 (站 ,有 


(tr CI CRY ys TL TL Te 1 ) 


[i 
一 > Cr 9 oT oe FTE 9 Tp oT TI 16) 9 TL "1 Xgl )， 
7 一 1 


其 中 {el ,…,e,} 是 V 的 一 个 基 , 映 射 tr! 不 依赖 于 VV 的 共 的 选择 . 如 果 上 关于 {e ,en} 
的 分 量 为 总- 闻 ; 则 tt 公关 于 {el ,… ,en} 的 分 量 为 


民 
人 >， El Mk 
i i 


15.9. 4 外 代数 
设 iels' “" en} 是 V 的 一 个 基 ， 则 
{es Ae, A- ‘Ae :ip ,ie ip =1,2 
构成 A,《 让 的 一 个 基 . A, (外 的 元 i 可 唯一 地 表示 为 
1 二 > ， a pe, Me N'Aer, 


Cig 


由 此 可 知 As (的 维 数 为 0) 当 p>n 时 ,A (WD={0}. 


以 ACWD 表 示 As (W)Cp==0,1,2,…) 的 直 和 , 即 令 ACV) 的 元 具有 有 限 和 > ze 的 
p=0 
形式 ,其 中 z?EAs(V) ,nEN, 以 自然 方式 定义 4A(V) 上 的 加 法 与 数量 乘法 . 对 下 的 两 
个 元 


工 一 Se, YO 二 DE 


p=0 


窟 义工 与 ?的 积 工 人 y 为 
TAy= Diz 入 入， 


pd=0 


* 9093 * 


积 人 满足 结合 律 . 赋予 上 述 三 种 运算 的 4A(V) , 称 为 向 量 空间 V 的 外 代数 或 格拉 斯 曼 
代数 . 


315.10 共 变 微分 


15. 10.1 仿 射 联络 

定义 1 设 MM 是 n 维 流 形 ,如 果 对 MM 上 每 对 光滑 向 量 场 交 ,Y ,都 对 应 着 满足 下 
列 条 件 的 向 量 场 V 性, 则 称 Y 为 M 上 的 一 个 仿 射 联 络 ， 

(1) 对 M 上 任何 光滑 向 量 场 六 ,Xi ,Xs,Y,Y),Y; ,有 

Vi 和 一 人 鳞 十 Vy,X， 
VyCXI 十 Xa) = VyXi 十 VyXa:， 
《2) 对 M 上 任何 C” 琐 数 六 有 
V rm 有 一 了 Vrs， 
Vy(f X) = f VyX+ YAX. 

定理 1 设 (zx!,…,zT) 是 坐标 邻 域 U 上 的 局 部 坐标 系 , 针 ,YY 关于 (Cz,… ,2 ) 的 
分 量 分 别 为 {让 { 阅 ,…,Y), 则 向 量 场 VyX 关于 (zx,…',z") 的 分 量 形 如 
YY (3 +raXt ) ,其 中 Pa (i,j ,水 二 1,… ,9) 是 U 上 的 光滑 函数 . 设 V 是 另 一 坐标 邻 
域 ,UNV 关 名 ,{ 庆 ，…, 客 } 是 V 上 的 一 个 局 部 坐标 系 , 则 关于 ( 剧 ,…, 可 ) 的 记 六 与 关 
于 (xz! ,…,") 的 Th 之 间 有 下 述 变 换 关 系 : 


3 (2 2 1 9 ) 
dn dT 9 ~ Rd 


ii 
二 六 一 


这 称 为 仿 射 联络 的 变换 式 . 

定 光 2 Tx (i,7sk=1,2， …,n) 称 为 仿 射 联络 Y 在 坐标 邻 域 U 内 或 关于 局 部 坐 
标 系 (z ，……z) 的 联络 系数 . 

由 上 面 的 变换 式 可 知 {Ta } 不 是 张 量 


15. 10.2 闪 变 微分 


设 MM 是 n 维 光滑 流 形 , 并 已 给 定 了 一 个 仿 射 联络 . 

定义 3 设 Y 是 M 上 的 向 量 场 ,T 是 M 上 的 p 次 反 变 gq 次 共 变 张 量 场 , 则 工 关 
于 向量 场 Y 的 共 变 导 张 量 VyT 由 如 下 的 方式 定义 . 

(1) 如 果 TT 二 是 数量 场 , 则 V yf 二 YF. 

(2) 如 果 了 二 XE TCMD , 则 VyX 即 为 定义 1 中 规定 的 向 量 场 . 

(3) 如 果 T= 二 w€ 好 (M), 则 woue 好 (NM) 由 下 式 确定 :对 任何 向 量 场 X， 
(VN) HR =X) (VyX). 
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(4) 菏 工 区 0 ,p 之 1,9 之 1, 则 VyTE TeCMD) 由 下 式 确定 : 
对 任何 ,… ,wp E TECMD 与 久 ，… ,XE TiCM)， 
(Vy ) tw 9 Je 一 如 (Tan "sp 和 从 1 9 


pb 
2 Tw Hp 
i=] 


9 
一 2 Ta 9 sp ;1 9 YY 从 .| 1 


7 一 


Vy 称 为 关于 Y 的 共 变 微分 算 子 . 

定理 2 共 变 微分 算 子 具有 下 列 性 质 ， 

(1) 设 fg 是 AM 上 的 C” 项 数 , 则 

V fxrar = fvYxtgvVy. 
(2) 设 S, 工 是 同型 张 量 场 , 则 
VrytS 二 DD 二 VyS$VyT, 
(3) 对 任何 张 量 场 5S,T, 有 
Vy(SO DD = (Vrs) WT+SO VYT. 
(4) Vy 与 张 量 的 缩 并 是 可 交 撞 的 , 即 
tr 。 Vy 二 Vyo tr , 

定义 4 设 I 是 (p,9) 型 张 量 场 ,定义 (p,q 十 1) 型 张 量 场 ?TT 如 下 ;对 xzEM， 
(VT ET (zr,MD ,对 任何 XET CMVYxT 等 于 把 (YT) -OOX 的 第 pp 十 1 个 反 变 
指数 与 第 gq 十 1 个 共 变 指数 缩 并 后 得 到 的 张 量 , 即 

(VD ;= (VxT) (z) .2 。 

VYT 称 为 张 量 场 了 的 共 变 微分 或 绝对 微分 , 当 VT 一 0 时 , 称 了 为 平行 张 量 场 。 

设 (z ，…z) 是 邓 的 一 个 局 部 坐标 系 , 令 Yx 一 Ya , 则 VT 的 分 量 (VTD3 2 ;4 二 
(Ye 让 党 .习惯 上 记 (YIA 4 为 Tp 4 或 VT 即 

VDP = (VT = Th = VT 

对 于 V CVT) ,其 分 量 记 为 T5454 或 9194T 

定理 3 设 XX,w, 荆 分别 是 反 变 向 量 场 、 共 变 向 量 场 ,p,q) 型 (p 之 1,g 之 1) 张 量 
场 ,其 分 量 为 XX,w ,TT ; 则 


X,; 一 7 十 TAX， 


9 巾 


C1 = 3 一 oa， 


i 日 rip" 3 i 
1 六 -Tl pp 上 el utl pp 
Tp Fr 人 T r=!1 TEL. 
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> 好 Ti 
15.10.3 曲率 张 量 与 搁 率 张 量 
定义 5 设 在 7 维 流 形 M 上 给 定 了 一 个 仿 射 联络 , 则 该 联络 的 挠 率 张 量 丁 与 曲 
率 张 量 R 分 别 是 由 下 式 定 义 的 (1,2) 型 ,人 1,3) 型 张 量 场 :对 任何 向 量 场 站,Y,2Z, 有 
TO(X,Y 一 了 xxY 一 VyX 一 [X,Y|]， 
(R(X,I) CD 一 [VYxvy]Z 一 Yrxon2Z， 


其 中 [ ,jj 是 泊 松 括号 积 ( 参 看 3 14. 6. 8). 工 民 的 分 量 为 


ut 


ary ons E i 
Ri = (SAH) rer — rort). 


定义 6 满足 T% 二 的 仿 射 联络 称 为 对 称 联络 ,对 称 联络 的 找 座 张 且 为 零 ， 
定理 4( 里 奇 公式 ) 设 了 是 M 上 的 数量 场 ,Xo 分 别 是 M 上 的 反 变 , 共 变 向 量 
场 , 其 分 量 分 别 为 瑟 ,w, 则 
fus— fun = Dfii, 
其 一 基本 一 及 向 大 TX 
whitk — Wiki = Riiw + Thw,,. 
特别 是 对 于 对 称 联络 ,有 
太一 
Nis CO— K's; = RN’, 


— + 
Cjik ke Ripen. 


8 15.11 黎 曼 空间 中 的 张 量 分 析 


在 杰 节 中 ; 记 AT 是 ?7 维 葡 电 空间 (参看 14, 6, 12),{g, :7 一 1, 2 0 是 AM 上 的 
黎 押 度量 张 量 场 . 这 一 张 鞭 场 是 对 称 的 . 


15, 11,] 和 歼 曙 联络 


定理 1 对 于 M 上 的 黎 曼 度 量 G= {gj), 在 M 上 存在 唯一 的 满足 下 列 条 件 的 仿 
射 联络 :(1) VG 二 0;(2) 该 联络 的 挠 率 张 量 等 于 零 . 
定义 1 M 上 满足 上 述 条 件 的 联络 , 称 为 黎 遇 联络 ， 
定理 2 获 曼 联络 的 联络 系数 为 
[一 言 s( 红 + 并 一 才 ) 
,596 。 


利用 二 次 共 变 对 称 张 有 晤 {gj } 和 二 次 反 变 对 称 张 量 {g* }((gi) 二 (gy )”), 可 以 升 
降 张 量 场 的 指数 , 例如 , 设 反 变 向 量 场 X 的 分 量 为 XI ,XX , 则 由 Xi 二 gyX! 确定 一 
个 共 变 向 量 场 wo 由 mg 一 (人 四 确 定 . XXX 称 为 XX 的 共 变 分 量 , 同样 , 设 共 
变 同 量 场 w 的 分 量 为 wy soo; 则 由 wi 二 giwj 确定 一 个 反 变 向 量 场 ,ww ，… ,or 称 为 
w 的 反 变 分 其 . 

对 张 量 场 也 可 进行 类 似 的 升降 指数 运算 . 例如 由 ew 通过 gjR 和 所 得 到 Riw ,由 
Rw 通过 g*R' j 得 到 Ri 大 ,加 点 是 为 了 明确 标志 升降 的 是 哪个 指数 . 


15. 11.2 各 种 算 子 的 表示 式 


定义 2 设 f 是 M 上 的 数量 场 , 则 以 9;f 一 3 (其 中 (zn,…,z) 是 M 上 的 局 部 
坐标 系 ) 为 分 量 的 共 变 向 量 场 , 称 为 上 的 梯度 , 它 就 是 8 14. 6.4 中 定义 的 df, 也 记 作 
grad f. 

定义 3 设 w 是 M 上 的 共 变 向 量 场 , 则 以 {yw 一 9 .w;:iyj 一 1,2,…,n} 为 分 量 
集 的 二 次 共 变 张 量 场 , 称 为 的 旋 度 . 旋 度 的 分 量 也 可 写 为 


| 营 一 车 | 
dr 3 全 


定义 4 设 关 是 MM 上 的 反 变 向 量 场 , 则 数量 场 V ,X' 称 为 入 的 散 度 , 记 作 divX. 
定理 3 divX 一 工 访 它 CA 


定理 4 六 了 成 D 中 的 旋 度 等 于 零 , 则 存在 D 上 的 晃 数 了 ,使 
w—adf. 
定义 5 对 M 上 的 数量 场 f, 令 Af 二 一 div gradf. A 称 为 拉 普 拉 斯 算 子 ， 


一 一 yf 3f 
定理 $5 Af 8 gdp te Ta 


定理 6 在 紧 黎 曼 空间 M 上 满足 Af=0 的 函数 是 常数 ， 
15.11,3 曲率 张 量 的 性质 


定理 7 黎 曼 空间 的 曲率 张 量具 有 下 列 性 质 ， 
(1) Ki =— Ri 。 
《2) Ri 二 Ri 十 Rl 二 人 0. 
(3) Ram Rm + Ri =0. 
今 Rj 二 gsR%, 则 有 
(4) Fin = — Rin Rn = — Ri Rin = Ryu. 
(5) Riw -Ra T+ Ri =0. 
以 上 (2),《3),(5) 式 称 为 比 安 基 恒等式 . 
定义 6 令 Ra 一 一 ZR ; 则 以 R 为 分 量 的 二 次 共 变 张 有 场 称 为 里 奇 张 量 . 里 
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奇 张 量 是 对 称 张 量 ， 即 开关 = Ry. 

数量 场 R 二 g*R; 称 为 纯 量 曲率 . 

如 有 果 里 奇 张 量 是 度量 张 量 的 数量 倍数 , 则 所 给 黎 曼 空间 称 为 爱 因 斯 坦 空间 . 

定理 8 获 曼 空间 M 的 曲率 张 量 {Rw ) 为 零 的 必要 充分 条 件 是 在 M 的 每 个 点 的 
适当 的 邻 域内 ,存在 使 得 gs ==6; 的 局 部 坐标 系 ， 

定义 了 设 XX,YETOWD, 且 多, 了 是 线性 无 关 的 , 则 

RuX'X’X NX 

(gaBi 一 UEDA KIX AX 
只 取决 于 由 义 ,Y 生成 的 二 维 子 空间 ( 即 如 果 久 ,了 YE T, UMD ,X, 了 是 六 ,Y 的 线性 组 合 
且 线性 无 关 , 则 p( 芝 , 芒 二 p(X, 了 让), 称 为 由 X,Y 生成 的 二 维 子 空间 的 截面 曲率 或 黎 
机 曲 尺 . 

定理 9 和 歼 曼 空间 M 的 点 z 处 的 所 有 截面 曲率 唯一 地 确定 了 M 在 点 工 处 的 曲 . 
率 张 量 , 

定义 8 如 果 黎 受 空间 M 的 点 工 处 的 所 有 截面 曲率 都 等 于 一 个 常数 , 则 称 M 在 
点 文 处 是 迷 向 的 . 如 果 还 有 截面 曲率 是 M 上 的 常 值 函 数 , 则 称 对 的 党 曲率 宝 间 ， 

定理 10 M 在 点 x 处 迷 向 的 必要 充分 条 和 件 是 存在 常数 C, 使 得 在 点 工 处 

Fyn —=— Clgagi — BiBi#), 
定理 11( 舒 尔 ) 设 M 是 n( 之 3) 维 处 处 迷 向 的 连通 歼 曼 空间 , 则 M 是 常 曲率 空 


p(X ,Y) 一 


定理 12 第 曲率 空间 是 爱 因 斯 坦 空 间 . 
15. 11.4 平行 移动 测 地 线 
定义 9 设 C; 下 = 攻读 =1 ,nya 祥 t 健 及 是 黎 曼 空间 M 中 的 一 条 光滑 曲 
线 ;X 一 X (是 在 C 上 给 定 的 向 量 场 , 则 
这 
二 
(i 二 1,2,…,n,X' 是 XX 的 分 量 ) 称 为 X 沿 曲 线 C 的 共 变 导数 . 如 果 X 是 M 土 的 向 量 
场 , 则 有 


如 果 XX 沿 C 的 共 变 导 数 为 零 , 即 2 一 0Gi 一 1,2,…,m), 则 称 X 一 X(D) 沿 C 是 平 
行 的 . 如 果 C 的 切 向 量 场 沿 C 是 平行 的 , 则 称 C 为 测 地 线 
设 沿 C 有 3 二 0(i=1,…, 区 ,X(a) 一 A,X( 忆 二 B, 则 称 B 是 向 量 A 沿 C 平行 移 


动 到 参数 :一 8 的 点 所 得 到 的 同 量 . 令 
了 一 【2 【人 一 Cz! 【有 
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则 使 得 AE TCMD 对 应 到 BET, (MD 的 映射 是 TD 到 TOW 上 的 一 个 同 构 . 
定理 13 测 地 线 C 应 满足 微分 方程 组 
dr ,dri dr 


ER + Ta = Oi 一 1,2," ,7). 


给 定 黎 学 流 形 M 上 的 点 p 与 p 处 的 一 个 切 向 量 , 恰 有 一 条 测 地 线 过 点 p 且 在 点 p 处 
与 给 定 的 向 量 相 切 ， 

定理 14 ”对 于 黎 曼 空间 M 中 充分 接近 的 两 个 点 p,q, 存 在 使 得 连 p,q 的 曲线 的 
长 度 达到 最 小 值 的 测 地 线 . 


$ 15. 12 张 量 分 析 在 离散 质点 系 力学 中 的 应 用 


]5.12.1 质点 的 自由 运动 


利用 张 量 分 析 , 可 以 得 到 力学 定律 以 不 变形 式 表示 的 分 析 式 ,特别 是 可 以 在 任何 
曲线 坐标 系 中 与 出 质点 与 质点 系 的 运动 方程 . 
设 自由 质点 的 位 置 由 径 向 量 "一 rz ,zz ， 台 ) 确 定 , 则 点 的 速度 


1 二 = 区， 


其 中 
[HE = 尖 (i 一 工 23). 


于 是 点 的 速度 的 反 变 分 量 为 v= 二 x'(i 二 1,2,3). 这 些 分 量 也 称 作 广义 速度 . 
设 质 点 加 速度 向 量 a 的 反 变 分 量 为 al,a ,a , 则 
ei 一 ( 皇 ) = 这 十 Thviv' = 和 到 上 2 一 1,2,3)， 
4 的 共 变 分 量 为 


ww 一 一 oo (= 1,2,3). 


at 
设 作用 在 质点 上 的 外 力 F 的 反 变 与 共 变 分 量 分 别 为 Fr 和 F(ti=1,2,3), 则 由 和 牛 
顿 第 二 定律 ,上 自由 质点 的 运动 方程 为 
m( 针 + rhviv )= 天 
mF Trio )=F CG=1,2,3), 
其 中 mw 为 质点 的 质量 . 
例 1 对 于 柱 面 坐标 系 (p,g，z), 由 于 ds 二 dp 十 Pay 二 dz, 所 以 pi 二 1， 
gn 二 Pp 833 二 1;g5 二 0;1 关 j. 于 是 


1 
T'; = 一 ,和 1 二 1; 二 一 ， 
2 1 12 p 
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其 余 的 联络 系数 都 等 于 零 , 因此 质点 在 柱 面 坐标 系 中 的 运动 方程 为 

mop— pp ) 一 下 2(op 十 2pp) 一 下 rr = F,, 
其 中 F, ,Fo,F. 是 外 力 在 伴随 质点 运动 的 标 架 6, ,ep ,e: 上 的 分 量 . 

例 2 对 于 球面 坐标 系 (r,9,q) ,由 于 
ds* = dr’+radg trsinddyp’, 

所 以 

Bl = lg = rr ,pg 一 天 Simple 一 0 天 小 
因此 


1 1 1 . 
了 2 一 一 rT'1; = ,T= 二 :T= 一 rsin’0, 


Ti =— sinfcosd, Ti = coth, 
其 余 联络 系数 等 于 零 . 因此 质点 在 球面 坐标 系 中 的 运动 方程 为 


mlr — 0 一 ?psin2 的 一 下 上， mr (8 十 7 一 sinbeosbpz ) = Fe, 
2.. ,. 加 
mrsing (B+ 9 十 20pcotg ) 一 工 。. 


15.12.2 质点 的 约束 运动 


设 质点 约束 在 曲面 5:G(z,y,z) 二 0 上 运动 ,其 中 (x,y;z) 是 直角 坐标 . 把 曲面 $ 
看 作 理 想 约 束 , 在 需要 考虑 摩擦 时 ,把 摩擦 力 列 人 外 力 . 
引进 曲线 坐标 系 (z' ,zi ,T) ,使 S 成 为 x 一 0. 此 时 令 
ds” = B11 (dx )* 十 2pg12dr dr 二 gao (ar’): 十 (dx ): ' 


于 是 
_ dr 

= 此 一 0， 

曲面 对 质点 的 反作用 力 R= Re; , 即 玉 一 度 一 0, 有 一 及 . 这 时 质点 运动 方程 为 
i F 
m( SF + (Tz 安 - 他)=- Fi(i,jsk = 1,2), 
了 点 
CPA) 0 字 SF ROG,k = 1,2). 


(0% D230 的 值 与 S 的 曲率 有 关 . 
设 外 力 滞 S 的 法 线 方向 ; 则 访 == 记 =0, 于 是 
gz ,ps de dz 
i TD) 
这 表明 质点 沿 S$ 上 的 测 地 线 运 动 , 而 速度 向 量 v 党 运动 轨迹 作 平 行 移动 ， 
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15. 12.3 质点 系 的 约束 运动 


考虑 由 质量 顺 次 为 za … rm 的 7 个 质 操 构成 的 硕 扣 系 . 引进 变量 
Gi 二 1,2,… ,3n) 如 下 ， 
名 2 一 V Mri bi 一 Vm ys 所 一 Vii 一 1 ,2 ,7), 
其 中 (zi ,yi,z;) 是 第 i 个 质点 的 笛 卡 儿 坐 标 , 由 
sr: = Vm Li, ba 一 Vm yi & 一 Vm Zi 
确定 的 向 量 v 称 为 点 P(& ，…,&,) 的 速度 ,而 由 名:-; ,5 ,5 确定 的 向 量 a 称 为 点 卫 
的 加 速度 . 
设 质 点 系 受到 的 约束 为 
& = é(r TN) = T= 1,2,. ,3n = 1 N), 
其 中 N 是 质点 系 的 自由 度 . 这 一 约束 可 看 作 3n 维 空间 中 的 超 曲面 5 的 方程 
r 一 r(z). 引进 zf za ,使 S 的 方程 成 为 zi 一 太一 一 … 一 2 一 0, 此 时 质 氮 系 
的 运动 方程 具有 下 面 的 形式 ， 


一 TD， 


Thivv 一 一 大， (i = NN 二 1 ,3n7 上 二 12 IN), 
其 中 vi = gy + 由 


确定 ;X; 是 外 力 的 共 变 分 量 . 
如 果 令 二 二 gyvivi , 则 第 一 组 方程 就 是 


daaT aT 上 一 昌 
At a dr 一 六 fi 1 2， y NN) ， 


即 力学 中 的 第 二 类 拉 格 朗 晶 微分 方程 组 . 


$ 15.13” 张 量 分 析 在 连续 介质 力学 中 的 应 用 


]5.13.1 应 力 张 量 


在 物体 中 取 法 方向 为 vy 的 微小 平面 元 ,该 平面 元 两 侧 的 物体 部 分 在 单位 面积 内 
的 相互 作用 力 称 为 关于 所 取 平 面 的 应 力 , 记 作 (zl, 如 , 台 ). 应 力 在 重 直 于 平面 的 方 
向 的 分 量 称 为 正 应 力 ,在 平行 于 平面 的 方向 的 分 量 称 为 切 应 力 . 设 在 物体 内 任何 一 点 
关于 通过 该 点 的 三 个 正 交 平面 的 应 力 为 
nr) Fe), Flr, r,s), 
= 60]1 。 


则 
t, 一 人 cos(v 十 到 cosfvy) 二 Fcos(ty, 2z). 

由 { 式 :i 二 1,2,3} 构 成 的 二 次 反 变 张 量 , 称 为 应 力 张 量 . 由 于 亚 = 二 站 ,所 以 应 力 张 量 
是 对 称 张 量 . 

过 物体 中 的 每 个 点 ,存在 互相 垂直 的 三 个 面 元 ,使 得 相应 的 应 力 沿 着 这 些 面 元 的 
法 线 方 向 . 这 样 的 面 元 的 法 线 方向 称 为 应 力 张 量 的 主 方向 或 主轴 , 设 划 = 二 忒 gw ; 则 三 
个 主 方向 的 面 元 dA; 6 一 1,2,3) 应 满足 (和 一 r6)adA=0G 一 1,2,3, 他 是 克 罗 内 克 记 
号 ). 由 此 = 应 是 矩阵 (e) 的 本 征 值 . 求 出 本 征 值 后 , 即 可 由 于 述 方 程 求 出 主 方向 ， 


15, 13.2 应 变 张 量 

考虑 物体 在 变形 前 与 变形 后 的 情况 . 在 变形 前 的 物体 中 建立 坐标 系 (zl ,x ,x )， 
ds 二 gydzr'dzx’, 设 变 形 后 于 三 前 人 3 坟 . 令 方面 一 丰 , 则 当 坐 标 系 变换 到 
(2 信人) 时 ,有 


因而 {rj} 是 一 个 二 次 共 变 张 量 , 称 为 应 变 张 量 . 应 变 张 量 是 对 称 张 量 . 
设 4 是 变形 前 物体 中 一 点 的 位 置 引 到 变形 后 同一 质点 的 位 置 的 位 移 向 量 ， 
(x ,We ,WU ) + 《1 1 2 ,zs ) 分 别 是 u 的 反 变 和 共 变 分 量 , 则 


de Duk 


3 
= 和 + 各 二 35 各 3x 


如 果 忽 略 位 移 一 次 则 得 


二 3 十 3( 一 1， 2,3), 


(137 一 l 12s 3). 


这 称 为 运动 学 关系 . 
作为 应 变 的 度量 ,通常 还 用 张 量 {ey ) ,其 中 6 一 却 . 采用 6j 的 优点 是 它 与 应 力 


的 积 是 变形 时 所 做 的 功 . 
应 变 张 量 也 有 三 个 主 方向 . 
对 于 各 向 同性 的 物体 ,有 
1 E 1 y mi 
d= (e+), 
其 中 二 二 gy ;外 二 时 十 包 十 日 ,EE 是 杨 氏 模 和 全 ,vy 是 泊 松 比 . 上 式 就 是 胡 克 定律 的 数学 
形式 . 由 此 可 得 ,对 于 各 问 同 性 物体 ,应 力 与 应 变 的 主 方 向 是 一 致 的 . 
15, 13.3 平衡 方程 与 运动 方程 


设 p 是 连续 介质 的 密度 ,pF 二 (pn ,oF ,pF’} 是 作用 在 连续 介质 元 素 上 的 体积 
力 ,v 二 {V0 , 雪 ，} 是 介质 元 素 的 速度 , { 蕊 ) 是 应 力 张 量 ( 都 是 坐标 (zc ,x ,x ) 的 本 
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数 ) , 则 介质 元 素 的 运动 方程 为 
5 + ee = 到 tf 一 23). 
刻画 质量 守恒 的 连续 性 方程 为 
+divtpv) = 0. 
为 使 这 两 个 方程 具有 对 任何 坐标 系 都 成 立 的 不 变形 式 , 先 改写 为 
(piv 让) 十 豆 (eo0) = pF'(i 一 1,2,3)， 


3 (i) Po, 


再 引进 能 量 冲 量 张 量 了 ,其 分 量 为 

wv pir mr mp 

wo pi wp pp 

wu wo me 

ew pv 由， 

以 下 以 如 表示 荆 的 分 量 (i,j 二 1,2,3,4), 引进 空间 的 度量 

ds’ = gydz'dzri+ (dr')y (i,j = 1,2,3), 
则 在 任何 曲线 坐标 系 中 ,有 

VT 一 pF (= 1,2,3), 


pF 一 0. 


1 


由 


它 也 可 写 为 


天 了 短 WE ) 十 F5Tw = pFioF4 =0. 


这 些 方 程 也 适用 于 理想 流体 . 黏 性 流体 .塑性 体 和 弹性 体 . 


8 15. 14 ” 张 量 分 析 在 相对 论 中 的 应 用 


15. 14, 1 狭义 相对 论 


在 狭义 相对 论 中 , 时间 与 空间 是 不 能 分 离 的 ,它们 结合 在 一 些 构 成 以 
ds’ = gydr'idx’i 一 中 一 人 ?一作 一心: 
(TX TT ,I ) = (dx YY 2)) 
为 基本 形式 的 四 维 伪 欧 几 里 得 空间 作伪 ?是 指 gy dzidzri 不 是 正定 二 次 型 ), 式 中 
(z32) 是 空间 坐标 ,上 是 时 间 ,c 是 光速 . 这 种 空间 称 为 阅 可 夫 斯 基 世 界 . 
爱 因 斯 坦 提出 了 两 个 基本 假设 :(1) 狭 义 相 对 性 原理 , 即 在 所 有 惯性 系 中 ,物理 学 
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定律 具有 相同 的 形式 ;(2) 光 速 不 变 原 理 , 即 在 所 有 惯性 系 中 ,光速 与 光源 的 运动 无 
关 , 在 任何 方向 都 长 有 同样 的 值 . 由 这 两 个 假设 出 发 , 爱 因 斯 坦 推 出 : 当 惯 性 系 
(TT 与 (习作 ， 守 , 放 2) 二 (cz, 全 ,了 ,2) 沿 工 轴 以 速度 wv 作 相 对 
运动 时 ,其 间 的 变换 式 是 
I— vt ~ 1 Cv/ )r 
VI YY /fF 
这 称 为 洛 伦 兹 变换 . 洛 伦 兹 变换 是 保持 张 量 {gi } 不 变 的 线性 变换 ， 
在 闵可夫 斯 其 世 界 中 ,一 个 质点 的 运动 可 用 一 条 “世界 线 ” 
r= xX{(s) {= 0,],2,3) 
来 表示 . 通常 用 “ 原 时 ”s 作为 参数 ， 


r= /一 圭 (dz? 二 dy? 十 dz?) 
1 1 /rade 
加 | Bidz dx 一 CIN ES dr dr dr 


此 时 运动 的 路 径 成 为 zi 二 xi(r) (i=0,1,2,3). 
质点 运动 的 方向 可 用 切 向 量 U' 一 地 来 描述 , 它 构成 一 个 反 变 向 量 , 且 


让 一 


gyUiUi 二 c. 令 速度 向 量 v 的 分 量 为 一 地 Gi 一 1,2,3), 刚 


dt 1 . . ， 
UU = 半 二 一 一 一 一 ， [天 = ye 一 1,2,3), 
dar v1l— w/e l 


此 时 惯性 定律 具有 简单 的 形式 : 叮 = 二 常数 . 
15.14.2 广义 相对 论 


广义 相对 论 讨论 的 中 心 问题 是 引力 理论 ,其 基础 是 : (1) 广 义 相 对 性 原理 , 即 认 为 
物理 学 定律 不 依赖 于 表示 时 间 .空间 的 四 维 微分 流 形 (时 空 流 形 ) 的 局 部 坐标 的 选取 
方法 . 这 样 ,物理 量 用 时 空 流 形 上 的 张 量 表示 ,而 物理 学 定律 用 张 最 方程 写 出 , (2) 等 
效 原理 , 即 认 为 引力 质量 与 惯性 质量 是 相等 的 . 

从 这 两 个 基本 假设 出 发 , 爱 因 斯 坦 得 到 了 下 面 的 结论 :如 果 有 物质 以 及 它 所 产生 
的 引力 场 , 则 时 空 结构 就 会 由 闵可夫 斯 基 世 界 变 到 具有 曲率 的 四 维 伪 黎 曼 空 间 ( 伪 ” 
指 相应 基本 张 量 的 二 次 型 的 符号 差 为 (1,3)). 设 基本 张 量 为 {8) } ,由 (gj) 构成 的 里 
奇 张 量 为 {R; } , 纯 量 曲率 为 R, 则 在 不 存在 产生 引力 场 的 物质 的 区 域内 ,有 


1 


Gs SK — D 


Re; = 03 
在 有 物质 存在 的 多 域内 ,有 


(ri 一 XT,, 
* 了 04 * 


其 中 Y 为 引力 常数 ,17T5} 是 能 景 - 冲 量 张 量 ， 
当 质 点 质量 很 小 ,对 场 的 影响 可 以 忽略 时 , 它 在 引力 场 中 的 运动 方程 为 
ok = 0,g; dz dx’ 
Bs ” ds. ds 
其 中 85 表示 由 质点 轨道 的 弧 长 : 决定 的 共 变 微分 . 


二 1， 
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16. 积分 变换 
$ 16.1 储 里 叶 积分 与 傅 里 时 变换 


16.1.1 馆 里 叶 积 分 


定义 在 (一 ,十 co) 上 的 非 周期 函数 ,在 满足 一 定 的 条 件 时 ,可 由 周期 函数 的 傅 
里 叶 级 数 转 化 为 积分 形式 ， 
定理 1{ 傅 里 叶 积分 定理 ) 车 函 数 f(#) 在 任 一 有 限 区 间 上 满足 狄 利 克 雷 条 件 


(参看 6. 10. 4), 且 在 (一 co, 十 co) 上 绝对 可 积 《 即 积分 | ”| f(t) | qa 收敛) , 则 有 
| (fewar )eva 
fl2), :为 连续 点 ; 
{fr 


等 式 左 问 的 积分 称 为 陋 数 f(z) 的 传 里 叶 二 午 积 分 . 者 f(D 在 (一 0, 十 oo) 上 处 
处 连续 , 则 


ft) 一 二 | ([— foevar eva. (16. 1-1) 


(16. 1-1) 称 为 西数 大 所 的 傅 里 叶 积 分 公式 , 它 为 复 指 数 形式 . 利用 欧 拉 公式 (参看 
7. 6.3) 可 将 积分 公式 化 为 实 的 三 角形 式 


on -上 os 
Ho = (foal nd)d, (16. 1-2) 
或 
十 ce 
Fi = | ~ (A com + BO)sim) a , 
其 中 
A =+| KA )cosirdr ,BC = 工 | (rsinlrc 
| 1 reosArar, = | _ fn snrdr. 
由 此 ,车 fC) 为 侦 唤 数 , 则 有 
fe = | 4CO)cosuan， (16. 1-3) 
在 A() 为 奇 蚂 数 , 则 有 
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eo 
f02) = | BO singaa. (16. 1-4) 


(16. 1-3),(16.1-4) 右 问 的 积分 分 别称 为 f() 的 情 里 叶 余 弦 积 分 和 傅 里 时 正弦 
积分 . 


16. 1.2 人 很 里 叶 变 换 概念 


定义 1 设 厂 已 在 (一 co ,十 co) 上 有 定义 , 且 满 足 傅 里 叶 积分 定理 的 条 件 , 则 天 
效 


FO) = -元 - f(Demd: (16. 1-5) 
J 于 


称 为 fi) 的 傅 持 时 变换 , 记 作 多 [| fC2)j, 即 
F(X) = SZ[ F001. 
这 村 ， 


f(D = -二 FOODendh (16. 1-6) 


称 为 FA) 的 傅 里 时 逆 变 换 , 记 作 态 六 = 终 -1[EGD)] FVD (或 记 作 了 0)) 称 为 FD 在 
傅 里 时 变换 下 的 象 ( 或 象 函 数 ). 片 间 称 为 FE() 的 象 原画 数 ， 
象 原 郴 数 与 象 咀 数 构成 了 一 个 傅 里 叶 变 换 对 , 记 作 
Fn。 一 FOOD) 或 AD FO). 
注意 , 傅 里 叶 变换 的 定义 还 可 以 有 其 他 的 一 些 形式 ,例如 定义 


F(X) = fe (16. 1-7) 
2 oo 二 
则 逆 变 换 
fl = 译 |- FOVe wa 
/元 |- 
或 者 
eo 
FO) = | feedt, (16. 1-8) 
则 逆 变 的 
] 十 co 
f0) = 二 | FOVerad; 
A 一 
或 者 
too 
F(y) 一 | fl eo dt, (16. 1-9) 
刚 逆 变换 


too 
ft = | FCOem'dy. 
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本 书 一 般 采 用 (16. 1-5) 式 的 定义 ,否则 将 予以 特别 声明 . 
例 1 求 矩 形 脉 神 消 数 


AA， 0 之 上 所.T， 
(2) = | 
0， tt< Ot rr 
的 傅 里 叶 变 换 
3[ fF(2)] = fyerds = Ed 一 一 0 "). 


启 |- 


情 里 叶 积 分 定理 中 和 人 是 下 相当 生生 和 物理 学 和 工程 技术 
中 常见 的 简单 函数 如 1,z,sinzx 等 都 不 能 满足 ,因此 它们 都 不 能 在 “古典 ”( 即 按 定义 1 
了 要求 ) 意 义 下 进行 傅 里 叶 变 换 , 因 而 有 必要 扩充 傅 里 叶 变换 的 概念 ,把 它 建 立 在 广义 
因数 (参看 14. 5. 12) 的 基础 之 上 ,然后 定义 广义 函数 的 仁 里 叶 变 换 (参看 14. 5. 14)， 
本 章 对 此 不 予 涉及 . 这 里 将 在 古典 意义 下 ,形式 地 求 出 5 函数 (参看 14. 5. 12) 的 傅 里 
叶 变 换 , 然 后 可 利用 它 来 求 出 像 前 面 所 指出 的 一 些 工程 上 常见 的 隧 数 的 (广义 意义 下 
的 ) 情 里 叶 变 换 . 

例 2 求 3 函 数 的 傅 里 叶 变 换 . 


多 [Sb ] = 万 |- b(te wdt 一 


于 是 有 


1 
(1) 。 一 ， 一 一 . 
2 


例 3 求 FGi) 一 v2G) 的 傅 里 叶 逆 恋 换 ， 
gL VI] = -元 |- MDexdu = 1, 
[ V2)] z= Vv 2nd (Aev dh 
于 是 有 
和 Vom A), 

由 此 可 得 

十 ce 中 cc 

[era = 2 (A), [eed = 2 — 0). 


. 1 Ei i 
例 4 求 FQ) -7 -+a / 0 C4) 的 候 里 叶 道 变换 , 


_ 1 全 1 A 
g fF | —l /Sa era 
[FGQ)] 万 ( 坟 -WW )e 4 


中 0 1 < 0 
l， i>0. 


* DO 和 。 


0， 1<20, 
此 象 原 蜀 数 为 单位 阶 路 函数 wD = ~ 亦 即 


—__l fx 
9 j=- -At 2 SCA). 
例 $ 求 正 芒 函 数 f(1) 二 simotC4o 为 常数 ) 的 健 里 叶 变换 . 


g[sinot]= -| er’ eo a 
SIM /Di ee 91 


二 / (0 二 A0) 一 80 一 N00)). 


16.1.3 全 里 叶 变 换 的 性 质 


对 下 面 所 涉及 的 函数 的 傅 里 时 变换 都 假定 它 存 在 , 且 设 
Fg[F()] = FAY. 
1, 线性 性 质 
多 [en (六 十 Bf 的 ] = og Lf (1 +BFL fj, 
其 中 a,8 为 常数 . 
Fo A) +BF 0 = a 7LF +BS LF, 1]. 
2, 相似 性 质 


g[flet)] = HF(4) 


(lal ‘a 
(a 为 非 零 常数 ). 特别 地 ,ZF[ 了 (一 2 ]==F( 一 和 ). 
3, 位 物性 质 
F[flt+t0) | = evo gL fF ]. 
F711[FATN)] = ero: FFOY] = eof (2), 
4. 微分 性 质 
g[f = agLf)]. 
由 此 可 得 
多 [Fa = CA PFLAG = 23，…)， 


设 P(y) = >iayt 是 zm 次 多 项 式 ,用 P( 呈 ) 表 示 相 应 的 mm 阶 微分 算 子 
由 一 站 
Dm jr 则 有 
F| P(E)0 |= Pa)FLL)]. 


这 表明 函数 的 微分 运算 ,经 过 傅 里 叶 变 换 转 化 为 象 函 数 的 代数 运算 ,这 是 傅 里 时 变换 
。609 ， 


能 够 成 为 求解 微分 方程 的 重要 工具 之 一 的 基本 原因 . 
对 于 人 里 叶 道 变换 有 类 似 的 微分 性 质 , 即 设 广电 与 认 f(G) 均 满足 情 里 叶 积 分 定 
理 条 件 , 则 有 


FF | = if (0, 
亦 即 


d . 
mr 一 FF[— 2f()]. 
5. 积分 性 质 


s[| fw = 39[f0D]. 


s7|| FWa |=-— 二 AD， 


6, 对 称 性 质 车 [00D] 二 FG), 则 2Z[F00)]= 一). 
7. 乘积 定理 若 终 [万 ( 人 0] 一 下 人 ,8[ 户 (区 ] 一 杰作 ), 则 


十 ce = . feo 一 一 
[Tiwihwa=| FORWA-| FW FEW, 
其 中 所 (4) ,Fz (分别 为 让 0) ,Fs (0) 的 共 辆 函数 . 
too co 
柏 塞 瓦尔 等 式 : | | f0 lad =| | FO) 上， 


16. 1.4 卷 积 与 相关 函数 
定义 2 设 莉 数 1(2) 和 f(D 在 (一 cc, 十 co) 上 绝对 可 积 , 则 积分 
| Pd 一 pw 
称 为 函数 fy() 和 fz (2) 的 卷 积 (或 裙 积 ), 记 作 有 (2) x 户 (9 ， 即 
GEACE SACIAG YA 


也 数 的 卷 积 满足 下 列 运 算 规 律 ， 
(1) 交换 律 方 * /二 fo x 有 i. 
(2) 分 配 律 有 * (fz fa3)= fi ft fi * fs. 
(3) 结合 律 ( 方 关 fo) 关 fs=* (fz * f3). 
定理 2( 卷 积 定理 ) 车 ZS[ 6 二 所 O08[ 记 9]== 记 OO); 则 所 (D* 天 人 0 的 
傅 里 时 变换 一 定 存 在 , 且 
FTA Dx fl = VF OO) FN) = var FLEA FL fC)] 
16, 1-10) 


1 
(2). 
J/ Or fet 


FF CV):F 0)]|= 


同 理 有 
CAONAONE PF CD x F, (CA) 
FL 
或 


FF OY FA 一 V2rfi lt) falt) 
《有 时 称 频 谱 卷 积 定理 ). 
注 :如 采用 (16. 1-8) 或 (16. 1-9) 的 定义 形式 , 则 卷 积 定理 为 
FL # folt)] = Fy) Fs (y). (16. 1-10") 
下 面 以 两 个 单位 矩形 脉冲 郴 数 为 例 , 用 图 16. 1-1 表示 所 对 应 的 卷 积 定理 . 
定义 3 若 已 知 盟 数 让 和 2) , 则 积分 


RO = | fflt rar 
称 为 函数 用 (和 户 (0 的 相关 函数 . 当 让 = 二 所 (2)=f(2) 时 , 则 积分 
| ffGt Da 


称 为 函数 f(t) 的 自 相 关 函 数 . 其 万 (六 天 户 ( 人 又 称 为 互相 关 函 数 . 
定理 3{ 相 关 定 理 ) 若 S[f (DJ]=F A) ,SF[fe (二 FC2), 则 


g|| fhetDd |= VFO FN). 
如 果 fo (是 实 候 沙 数 , 则 Fo (XD) 是 实 函 数 , 这 时 
g| | Aft Dd |= VF FN) 
与 9[fi(2) * f(t)] 相 同 . 
16.1.5 多 重 健 里 叶 变 换 


单 变量 活 数 的 传 里 叶 变 换 理论 可 以 推广 到 多 变量 函数 上 去 , 例如 二 元 函数 f(xz， 
》) ,如 将 y 视 作 参数 ,对 z 取 傅 里 叶 变换 , 则 有 


fo » VY) =— 庆 | fedz, 
开 一 


再 将 广 i , ?对 y 取 傅 里 叶 变换 , 则 有 


了 (AI AhAzy 一 -二 |- FA Yeady 
V2 


于 是 得 
1 A THis yy 
FiAl NA) = | | fx)e "I 2 drdy, 


* 6ll1 ， 


(De 


F020) 


F200) 


16, 1-1 


] 六 全 
fez = | FO em ben A dz. 
定 X 4 设 fx ;Tes yn 定义 于 R" 上 , 称 


Foarda) = (i) [fons zt) 


Zr 一 cc 


* 6l2 * 


Thrt nn dr dr dr 
为 蚁 数 fx "十 2 的 ni 重 傅 里 叶 变 换 , 记 和 作 FL fx 2 ;x ) |, 
它 的 逆 变 换 公 式 为 
frr rar Ta) = (2 ) [| FQ) 


2x 
l entirot th AAA. 
定义 5 积分 
十 cc 『 十 ce -He 
| 《Ti Tr""" :Tn 


(TI — rT Ts Ts — Ta) dridrz dr, 
称 为 函数 廊 (z zzz 和 所 (zi yz29' yn) 的 差 积 , 记 作 
A 《Zi 4 Tn) 其 fs 《 工 1 -二 2 Tn). 


多 重 傅 里 叶 变 换 的 性 质 类 同 于 16. 1. 3. 
g [fn + 工 2 mm |= AiFLF RT) (li, 
F [ir,f (x as" Zn) | 一 一 PR ;2 sn Cl 过 < ns 


sa {TI + 本 En fs (Tl 9 工 2 |] 
一 《2r)"0 多 [万 (Zz] ra Tn) ]F [fo (Zi LR 和 ;Tn ) |. 
傅 里 时 变换 与 多 重 傅 里 叶 变 换 可 用 来 解 偏 微分 方程 的 初 值 问题 (参看 8 9. 9). 


8 16.2 全 里 时 正弦 变换 与 傅 里 时 余弦 变换 


定义 ” 设 .FD 在 [0,ce) 上 有 定义 , 且 在 [0,ece) 上 满足 傅 里 叶 积 分 定理 中 相应 的 


条 件 , 则 
2 _ 
F GD 一 / 2 | CDcosltdt， (16. 2-1) 
Fa) 一 /二 | fosimds, (16. 2-2) 


分 别称 为 晃 数 .六 刀 的 傅 里 叶 余 弦 变 换 和 人 情 里 时 正弦 变换 . 记 作 玉 [L 了 (0, 多 [Lf(2)]. 
它们 的 逆 变 换 公 式 分 别 为 


f(D 一 /2 | F. OV cosiaa, (16. 2-9) 
元 J40 

FD 一 /全 | OV sindtaa. (16. 2-4) 
不 由 


由 此 可 见 ,(16. 2-1) 与 (16. 2-3); (16. 2-2) 与 (16. 2-4) 之 间 的 关系 是 对 称 的 ( 参 
.613， 


看 316.3 定义 2). 
1. 情 里 叶 余 芒 与 正弦 变换 的 性 质 


(1) 线性 性 质 
FLofi 0) + RFD = of (+ALL 
SLafi (十 有 fn] = oatL fi (t+B EL), 


其 中 mpB 为 常数 ， 
(2) 相似 性 质 


每 [f(o] 一 一 Fo (A) (>0), 


工 
全 
1 


FLflu)] = ~F, (LE (a> 0). 


(3) 若 f(D) 为 偶遇 数 , 则 ZLFC2D]= 玉 [Lf00)]; 
若 A( 四 为 奇 函 数 , 则 ZLF(D]= 一 地 [了 O01 
(4) 微分 性 质 阁 (0) 二 0, 则 有 
ZLF OD) = BL), RLF Oj =— FLAO), 


FF OOD] =— FF) ELF =— SLA). 


2. 用 傅 里 叶 正弦 变换 解 偏 微分 方程 定 解 问题 的 鲍 
例 半 无 界 纺 的 自由 振动 的 混合 问题 


3 Fy 
3 六 ps 97 (0 ro0), 
uz10) = gz) su (x30) = Hz) (0 I) 


| = 0,limu(Czst) = 0, lim 3 一 0 (0 过 1 一 co) 
TC Fo 


把 上 视 作 参数 , 作 xz(z, 轨 关于 工 的 傅 里 叶 正 芝 变 换 
F [Lulzr,t)] = us CAst) /| wz,Dsinhzdz， 


FLulz 0 = pF Lr,0)] = #0). 
再 对 方程 (16. 2-5) 两 边 作 关于 工 的 傅 里 叶 正 弦 变 换 , 注 意 到 


Bu] di nAt) 
2 
lls A 一 一 类 uCAst) + 


于 是 得 出 关于 象 函数 &, 0,t) 的 常 微分 方程 的 定 解 问题 : 
» 6]4 ， 


《16. 2-5) 
(16. 2-6) 


{16. 2-7) 


好 中， 


at* 


十 az 和 2 = 0, 


ud, | ,_o 一 000 ,2 0 一 yA). 


解 之 ,得 
2, Ct) = ,A cos(oat) + Pd sinCaas). 
于 是 ; 当 >at 时 


utTxst) = | 二 | us (A sinaA 
XT Jo 
= | | ( gs (A costaAt) 十 A sin(ahz) | sinAtda 


-了 工 [oz 十 o) 十 (z 一 ao 十 于 | ye 
Pd 9 Da ea ' 
当 z<at 时 的 相应 公式 也 可 以 仿 此 推出 . 


$16.3 傅 里 叶 核 


前 面 定 义 了 健 里 叶 变 换 及 傅 里 叶 正 纺 与 余弦 变换 ,在 实用 中 还 有 其 他 的 一 蔡 积 
分 变换 . 为 便于 概括 与 推广 ,下 面 给 出 一 般 的 积分 变换 定义 . 
定义 1 设 KK(a,z) 是 变量 a,z 的 已 知 苯 数 ,者 积分 


lj(@) = | FDK(as tdr (16. 3-1) 
收 和 伍 , 则 积分 (16. 3-1) 确 定 了 一 个 变量 为 的 函数 1rfo) ,把 了 对 应 到 六 Co 的 映射 ， 
称 为 积分 变换 ,和 Ca,z) 称 为 积分 变换 核 ,(16. 3-1) 称 为 函数 f(r) 以 K(e,z) 为 核 的 
积分 变换 式 ( 为 便于 本 节 后 面 的 叙述 ,这 里 假定 积分 区 间 为 [0,oo) ,一 般 可 不 受 此 限 


制 ). 
由 于 


| YD + es) Ka ndz 
= 上 | f(D Ka ndrt+| goK(a rdz, 


| Ff DK(a, tdr 一 中 fC) Ka zt)dr (c 为 常数 ). 
所 以 将 函数 了 映射 为 它 的 积分 变换 式 Lj (a) 的 算 子 是 一 个 线性 算 子 , 记 作 工 ,于 是 
(16. 3-1) 可 写作 
L(F) 一 trla), 
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奉 对 于 变量 的 某 一 函数 类 中 的 每 一 个 函数 日 (c) ,方程 
L(A = Bla) 
恰恰 能 被 函数 及 zx) 所 满足 , 则 有 一 个 线性 算 子 L”! 存 在 , 它 称 为 上 的 北 算 子 , 使 得 
L(A = Bl f(r) 一 工 (B) 
等 价 . 
在 某 些 情形 下 ,可 求 出 积分 方程 


l(a) = | fn) Ka rn) dz 
的 一 个 下 列 形式 的 解 ; 
f(x) = | i Ha (16. 3-2) 


(16. 3-2) 称 为 积分 变换 的 反 演 公式 . 
定义 2 若 对 于 积分 变换 式 (16. 3-1) 的 反 演 么 式 具 有 下 列 特殊 形式 ， 


六 za = | LO K (Casz) da 
(f(z) 与 iy(e) 之 间 的 关系 是 对 称 的 ) ,这 时 Kla,z) 称 为 傅 里 什 核 . 


由 此 可 知 , 傅 里 叶 变换 的 核 -元 e-e 不 是 傅 里 时 核 ,而 傅 里 叶 佘 芯 变 换 与 正 豆 


变换 的 梳 \/ 之 cosazm | 过 sinaz 恰 都 是 傅 里 叶 核 . 这 些 核 的 特点 是 Klay,x) 二 KK(ax)， 


即 兵 cyz) 仅 仅 是 az 的 是 数 . 
定义 3 当 K(ayz)=x! 时 , 令 


F(a) = | f(D rdz, 


把 Az) 对 应 到 Fa) 的 映射 称 为 Az) 的 梅林 变 摘 ， 
定理 1 函数 K(az) 是 情 里 叶 核 的 必要 篆 件 为 消 数 K(xz) 的 梅林 变换 式 冯 ?7 满 
足 关系 式 
HIA1O— 5) = 1, (C16, 3-3) 
注意 ,对 于 形 为 KC(az) 的 核 有 时 就 简写 为 K(x), 故 称 开 (z) 为 傅 里 叶 核 时 , 即 指 
有 对 称 关 系 ， 


/ra = | ~ f(D Kar)dr 
fz) = | WW Kar)d. 


例如 KCz) 二 x2 J,(z) (其 中 (zx) 为 第 一 类 v 阶 贝 塞 尔 函 数 ) 是 一 个 健 里 叶 核 ， 
于 是 若 由 关系 式 
。 616 ， 


Go) = | gccoz) J (gc) dr 
来 确定 一 个 画 数 Gla); 则 glx) 可 由 Gla) 利 用 反 演 公式 
glx) = | co (ax)3 J, Car ) da 


表 出 . 
定理 2 欲 使 积分 方程 


/ro = | fC KC) dr 
具有 一 个 形 如 
f(x) = [uw Har)d 


的 解 , 其 必要 条 件 为 ;请 数 (xz) ,H(z) 的 梅林 变换 浇 8), 珊 引 应 满足 关系 
HIMR1— Ss) = 1. (16. 3-4) 
在 王 三 兵 的 情形 下 ,(16. 3-4) 即 化 为 (16. 3-3). 


$ 16.4 有 限 傅 里 叶 变 换 


本 节 将 积分 变换 的 理论 推广 到 有 限 区 间 (c , 仿 . 
16, 4. 1 有 限 正弦 变换 与 有 限 余弦 变换 的 定义 反 演 公 和 式 
定义 1 设 f(z) 在 区 间 (0, 四 内 满足 犹 利克 雷 条 件 , 则 称 
F,(n) = | fs)sin dz = 1,2,.…) (16, 4-1) 


为 苯 数 用 x) 在 该 有 限 区 间 上 的 有 限 正 弦 变 换 ， 
有 限 正 荡 变 换 的 反 演 公式 ,在 大 z) 的 连续 点 处 ,为 


f(7) = $4 PF, nsin FE, (16. 4-2) 
n=] 


在 间断 点 处 ,(16.4-2) 式 左 端 用 专 (f(z 二 0) 十 f(z 一 0)) 来 代 赫 . 
定义 2 设 f(x) 在 区 间 (0, 人 ) 内 满足 狄 利克 雷 条 件 , 则 称 
F.(n) = | f(reos Fed (n= 0,1,2,.) (16. 4-3) 


为 函数 及 xz) 在 该 有 限 区 间 上 的 有 限 余 弦 变 撞 . 
有 限 余弦 变换 的 反 演 公式 ,在 f(x) 的 连续 点 处 ,为 


1 2 妆 
f(x) = FF.(0) + 2 Fe meos < (16. 4-4) 
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在 间断 点 处 ,(16. 4-4) 左 端 用 (f(z 十 0) 十 f(z 一 0)) 来 代替 . 
由 此 可 见 ,(16. 4-2),(16. 4-4) 分 别 是 函数 f(z) 在 [0,i]j 上 关于 
(sin ez } 和 {cos 四 ) 
的 傅 里 叶 级 数 . 
16.4.2 函数 的 导数 的 有 限 侍 里 叶 变 换 公 式 


] | fz) sin dz 一 一 FF.(n). 


2。 | f (eos FEqzr ~ (~ 1)"%e(D — fC0) + PEF. Cn), 
特别 地 , 当 f(0) = 二 f(D)=0 时 ,有 
| fF (x)cos dz = EF, Cn). 


3 | f (nsin SEdz 一 诗 (( 一 DCD 十 0) 一双 EF Cn). 


当 Ff(0)= 二 f(D)=0 时 ,有 
| (rz)sin dz 一 -EFCn). 


# | F'n)eos FEgdr = 17D — 60) — EF). 
当 了 (0)== 了 f(D)=0 时 ,有 
[ f (zcos dz 一 一 TF. (Cn). 
5 当 了 (0) 二 f(D 二 0 时 ,有 
| Fo (z)sin dz = EF, Cn). 
6* 当 (0)=f (DD)=0,(0)= 户 (1)=0 时 ,有 


| f'Y (rx) eos dz = 下 


上 这 此 公式 在 用 有 有限 儒 叶 六 解 信和 分 方 和 的 定 和 问题 时 是 用 的 . 它 是 
用 特征 晃 数 法 (参看 9. 6. 2) 解 偏 微 分 方程 定 解 问题 的 一 种 方便 的 形式 . 


16, 4.3 用 有 限 傅 里 叶 变换 解 偏 微分 方程 定 解 问题 的 鲍 
例 1 有 界 弦 的 自由 振动 的 混合 问题 
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du 一 or Ou 
Erk (0<r<bt>0), 
u(0,t) = 0Wu(lt) =0 (之 0)， 


UTO0) = p(T Wu (ATO = Hr) (ORIED. 
把 t 视 作 参 数 , 作 u(xz,t) 关 于 xz 的 有 限 正弦 变换 


A 1 
unst) = [ur sin dz. 


注意 到 gp(0) 一 pg(1) 二 0, 于 是 得 出 关于 象 函 数 w,(n, 四 的 常 微分 方程 的 定 解 问题 
ee 部 ee 人 ~ 


wu, = 0， 


十 三 


us (10) 一 PD 1 


_p 一 ys (Cn), 
解 之 ,得 


us (nd) = p(n)cos 到 时 十 -一作 (1) sin we, 
由 (16, 4-2) 得 


u(x 1) = 了 > (p.m)eos Se + ,msin wat )sin 有 


= 地 人 ( COS | pl sin md 


中 一 1 


十 地 ~ Sin | He sin a ) sin 丈 二 


nt 


这 与 (9. 6-9) 的 结果 完全 相同 . 
上 唯一 点 z 一 处 有 一 垂直 冲击 , 设 纺 的 线 密 度 为 常数 p, 了 为 弦 所 爱 到 的 总 的 冲 量 ， 
于 是 


HT) = 二 8(z 一 (0 bl), 


| 以 Sin Id 一 1 (EC— 0 Sin ed 一 in 


这 时 弦 离 开平 衡 位 置 所 作 的 位 移 
2 = 2 A> l 一 sin Hesin sin Sr 
Co 


16. 4.4 多 重 有 限 仙 里 叶 变 换 


定义 3 设 f(z,y) 在 矩形 域 0x<a,0 志 y<b 内 满足 狄 利克 填 条 件 , 则 称 
' 619 + 


F, (m,n) = | | flz,y)sin 一 in 人 ddy 


为 函数 Az,3》) 在 该 矩形 域 上 的 二 罩 有 限 正弦 变换 . 
二 重 有 限 正 弦 变 换 的 反 演 公式 ,在 图 数 的 连续 氮 处 为 


f(x y) 一 全 5) SF, mn)sin Esin pp, 
ab 4 Oo a 


对 于 2 了 的 二 重 有 限 正弦 变换 ,车 假定 
则 有 
| | fsin sin DYdzdy 


A A 2 
= 守 ( D+ Dm)) EF mn). 
若 诬 x,Y) 沿 直线 x 二 0,X= 二 a(0 守 y 夺 bp) 上 上 等于零, 则 有 


ef. 2 1ory 一 
| 了 Sin sin drdy 


对 于 3 的 二 重 有 限 正弦 变换 也 有 类 似 的 结果 . 若 假定 f(z,0) = 二 w(xz), f(z,6) 
_ 0) , 则 兴 


[| 2 3 SI sin PIrdy 


一 殉 (o 12) 十 (一 DD" y, (mm)) — AEF, (Crm). 


b pr 
特别 地 , 若 f(x,y) 沿 直线 y= 二 0,y 二 2(0 夸 xa) 上 等 于 零 , 则 
| | 5 sin sin rd = 于 (Cm). 


因此 若 ftx,y) 沿 着 矩形 域 0 过 za,0 委 ys 的 周 界 上 等 于 零 , 则 
| | (于 + 下 )m 本 Sin “dzrdy 


dr: 
——x { 莹 二 可) Rn 


类 似 地 ,可 给 出 关于 二 重 有 限 余弦 变换 的 定义 及 反 演 公式 等 ， 
定义 4 设 大 za 1 2 ,Tp ) 在 p 维 空 间 的 区 域 
0 ST < Qi 一 ],2,.:*,p) 
内 满足 犹 利克 需 条 件 , 则 称 
F, (nm ,ne 1 Tp ) =|"| 
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mh 


[ed 
pp » 1 TT] - Ls pi 
| fx Te sy Ts ) SIN 了 名 ITL 一 
1 


0 dz 


， Hp 
“Sin drdre"dr, 
p 


为 汶 数 f(xi ,ze，… ,zp ) 在 该 区 域 上 的 p 午 有 限 正 绢 变换 . 
户 重 有 | 在 函数 的 连续 点 处 为 


ni et] .MoT 
> INF, Cm sm ‘1, ) sin "gin 一 一 一 上 


Qa a dp 


当 二 0,xi 二 a ,f(x yzer* ;Tp) 都 等 于 零 时 , 则 
剖 吕 呈 2 
| | 2 | ? 9 foin TA cin ToTp yy dre'dr, 
必 Ul dp 


0 Jo 9 这 


A\x 2 1" Tp) 一 


一 一 TF (Cn sn2 9 ;7p ). 
各 函数 f(x 2 | 


[eh fon ein eg drs, 
i r 


=— EF Cn] rn mp 到 


例 2 长 方 体 中 的 热传导 问题 ,假定 在 长 方 体 中 没有 热源 ,在 边界 上 温度 x 保持 
为 零 ,被 始 温 度 分 布 为 已 知 函 数 g(x,y,z) ,上 为 物体 的 热传导 系数 ,wo 为 均匀 物体 的 
密度 ,c 为 物体 的 比 热 ,这 时 所 对 应 的 定 解 问题 为 
au 一 x( 2 $+) CO<z<a0<y<b or<ot>0) 
UT 一 oT yr) 0 和 工 委 Ga0 委 ?和 00 雪 zz< 扫 5)， 
uO yd) = ular yt) —= uzTO0 2 0) = u(r b,z,t) 


= 让 yD0, 1) 一 utrrycst) 一 总 (+t > 0),， 
其 中 = 志 ， 
把 i 视 作 参数 ,将 u(x ,yrzst) 关于 xX，y; 之 作 二 重 有 限 正 弦 变 换 ， 
us (m,n, gst) =| | | az ,zsin sin 下 p sin drdydz, 
us (m,n G0) 一 ps (msn.0). 
于 是 得 出 u,《m,n,q,) 关 于 :的 一 阶 常 微分 方程 的 初 值 问题 
du, mE 
十 0 ( 芍 十 千 十 每 )2, 一 0. 
解 之 ,得 
A ( ) = 2 一 (各 十 下 十 所 
UMNngt) 一 的 ， mn,g,t)exp( (所 了 2 ) 
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取 逆 变换 
u(Ts yzZst) 一 we 2 之， 2 9。 (mn exp( — Hr ( 芝 十 矶 十 下 ) 引 + 
其 中 


A a fie ie 
pm nd) 一 [|| gy sin sin si 人 TE rd ydx. 


$ 16.5 离散 傅 里 叶 变 换 


为 使 对 傅 里 叶 变 换 的 计算 能 在 数字 计算 机 上 进行 , 需 将 连续 傅 里 叶 变换 转化 为 
离散 傅 里 时 变换 ， 


16, 5, 1] 波形 采样 


在 本 节 中 , 均 对 傅 里 叶 变 模 采 用 (16. 1-9) 的 定义 , 且 将 f(t) 收 为 (2),y 改 为 
f(f 表 示 频 率 ), 即 


4co 
H(A) =| h(t emidt, 


HH( 几 称 为 h(t) 的 频率 函数 或 频谱 函数 ,于 是 求 时 间 函 数 hC() 的 傅 里 叶 变 换 即 是 求 频 
谱 函 数 , 频谱 函数 是 频率 变量 f 的 一 个 复 汕 数 . 

H(AF) = RO FA =)] H(A | een, 
其 中 RC 有 ,I( 有 分 别 为 HH( 了 ) 的 实 部 与 虚 部 . | 五 ( 方 | 称 为 (四) 的 振幅 频谱 (简称 频 
谱 ) ,HK( 让 二 arctan 总 的 称 为 相 角 频 谱 . 


如 果 函 数 关 (在 姑 工 处 连续 ,定义 大 在 时 刻 工 的 样本 为 
jb 一 天 D8C 一 人 一 大 全 SC 一 信 . 
这 说 明 在 了 时 刻 产 生 的 脉冲 ,其 振幅 等 于 时 刻 工 的 范 数 值 . 如 果 熙 数 h(t) 在 ti: 二 nT(n 
一 0, 土 1 , 士 2,…) 是 连续 的 , 则 


A 十 ee 
j CD = SihAT)S— nT) 


称 为 h(t) 的 采样 间隔 为 的 采样 波形 . 它 是 等 距 脉 冲 的 一 个 无 限 序列 . 由 频谱 状 积 
定理 可 得 出 采样 波形 的 傅 里 叶 变 换 , 用 图 16. 5-1 说 明之 . 

图 16. 5-1 中 的 (e) 表 示 采 样 波形 , 它 由 波形 hC2)( 图 中 (a)) 和 脉冲 函数 序列 AC(#) 
(图 中 (b)) 相 乘 所 得 ,AC) 称 为 采样 函数 . 图 中 (c) ,(d) 分 别 表示 产 蚊 和 At( 区 的 傅 里 叶 
变换 ,用 五 (万 和 A( 万 来 表示 ,A( 亡 称 为 频谱 采样 函数 . 图 中 的 ( 亡 即 表示 采样 波形 
的 傅 里 叶 变换 . 

采样 间 电 全 不 能 选 得 太 大 ,否则 A( 万 的 脉冲 频率 间 陋 就 变 得 很 密 ,它们 与 兵 ( 访 
的 卷 积 就 产生 了 波形 的 相互 重 和 迭 ,采样 波形 的 铺 里 叶 变 换 的 这 种 畸变 称 为 混 选 效应 
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A A 


上 -了 于 


wb) 


ph 


(a) 


图 16. 5-i 


混和 渤 效 应 发 生 的 原因 是 时 间 函 数 h(t) 没 有 足够 高 的 速率 来 采样 . 
定理 1( 采 样 定理 ) 若 对 大 于 某 一 频率 f. 的 所 有 频率 , 珊 数 (2 共 的 傅 里 叶 变 换 
为 零 , 则 连续 函数 (2) 能 够 由 它 的 样本 值 


oo 
h(t) = > h(nT)8( —nT) 
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唯一 确定 ,其 中 T=3F(f 是 连续 函数 有 (2) 的 傅 里 叶 变 换 的 最 高 频率 ,或 称 截止 频 
率 ). 


注意 , 当 T> 二 时 ,采样 波形 的 傅 里 叶 变 换 将 产生 混 选 效应 ;如 果 T< 坟 , 则 定 
1 


理 1 仍 成 立 , 所 以 T= 是 使 定理 成 立 的 最 大 采样 间隔 .频率 于 2f: 称 为 尼 奉 斯 
特 采样 频率 ， 


16. 5.2 离散 储 里 叶 变 换 对 


为 使 傅 里 叶 变换 能 用 计算 机 来 计算 , 需 将 连续 傅 里 叶 变换 离散 化 , 即 把 离散 傅 里 
叶 变换 作为 连续 傅 里 时 变换 的 一 个 近似 . 下 面 通过 图 16. 5-2 来 阐明 将 变换 离散 化 的 
过 程 , 分 人 al ,《b),《e) ;Cd) el DCg) 几 个 步骤 . 图 中 (a) 表 示 原 连续 傅 里 叶 变 换 对 ， 
首先 对 波形 h(z) 进 行 采样 , 设 采样 函数 为 Ao (2) ,采样 间隔 为 工 .采样 后 的 波形 可 以 写 
成 hOD) Ap (8)， 


二 ec 
RhDAo(D 一 YhCRT)OCG ~ ET). (16, 5-1) 
= 


相 乘 的 结果 即 采 样 波形 如 图 中 的 (ec 所 示 ，, 并 要 注意 采样 间隔 的 选择 所 造成 的 混 移 
效应 .ec 所 未 的 傅 里 叶 变 换 对 并 不 适宜 于 计算 机 计算 ,必须 将 采样 波形 的 无 穷 儿 个 
样本 值 进行 截断 ,使 之 仅 有 有 限 个 样本 点 (例如 取 NN 个 点 ). 图 中 的 (d) 表 截断 函数 
xf{ 电 (或 称 矩形 函数 ) 和 它 的 傅 里 叶 变换 . 截断 一 数 由 下 式 定 尽 . 


1， _- 工 一 ;一 了 一 二， 
X(t) = : 2 
0， 其 他 . 


这 里 To 是 截断 函数 的 持续 时 间 . 选择 上 述 截断 区 间 , 是 为 了 保证 不 发 生 时 间 域 (简称 
时 域 ) 上 的 混 迁 效应 , 由 截断 得 到 


十 ee 
ht A Dz) 一 ( > RCET)OCG — RT) )z(2) 
上 一 一 


Ml 
= > ,h(ET)SC — IT), (16. 5-2) 
一 站 


这 里 假定 在 截断 区 间 内 有 N 个 等 间隔 的 脉冲 函数 ,N 一 也 图 中 的 (e) 表 示 采 样 截断 


后 的 波形 和 它 的 和 傅 里 叶 变换 . 频谱 王 数 出 现 了 皱 波 , 为 了 减少 这 个 影响 ,截断 区 间 的 
长 度 廿 尽量 选 得 大 些 . 但 这 时 频谱 函数 仍 为 连续 函数 ,因此 还 霜 对 (16. 5-2) 的 健 里 
时 变换 进行 采样 ,即将 (16. 5-2) 与 图 中 的 人 的 时 间 琢 数 A1(2) 作 卷 积 ， 


二 
Ai(t) = Ts > (tC— rTo) 
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A 人 站 | HCN | 


< 
9) 了 
Ao(h An 
] 
OO 二 


M(t) AolD) 


-1 1 了 
了 0 1 
| HO A Ne AN | 


-Th 10 
[RDAotnxn] AD | [HO A AXONIAN | 


To 
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| + 
(PCDAo(DzD) # BC) = (PART)OEG— KT)) x (To > OG —7To) ). 
王八 ro 


(16. 5-3) 
上 式 左 端 简 记 作 朋 (2) , 它 是 个 以 T 为 周期 的 周期 函数 .h (2) 的 健 里 叶 变 换 是 个 等 间 
隔 脉 冲 序列 : 


HP = Ddlf—nfo),fo = 


Tn 二 


其 中 
1 To ~i2nrt/T, 7, < -tark/N 
m 一 去 | -3 De de = TyhChT)e 
Cn 一 日， 士 ] ， 士 2，…)， 
于 是 有 
有 +ee Ml 
Bf = >，>》RCET)earUNS(CF 一 afo)， 
n 一 一 oo 上 一 0 


条 (让 是 周期 的 ,以 NN 个 样本 点 为 一 个 周期 .用 百 ( 穆 ) 来 记 a， 即 
一 ] 
再 (X) 一 DACTOe ev = 0,1,.…N— 1). (16. 5-4) 


(16. 5-4) 式 便 是 所 要 求 的 离散 全 里 叶 变换 . 注意 到 符号 王 ( 款 表示 这 个 离散 
傅 里 叶 变 换 是 连续 健 里 叶 变 换 的 一 个 近似 , 故 一 般 将 (16., 5-4) 改 写 为 
G( 才 )— Dlg (RT) (n= 0,1,2,,N). (16, 5-5) 


这 里 采样 周期 函数 gC&T) 的 传 里 叶 变 换 同 G(RF ) 是 一 致 的 


离散 傅 里 叶 逆 变 换 为 
] 瑟 区 i2nn 
gkT) 一 N 2 下 N(R=0,1,, No— 1). (16. 5-6) 
因此 


] 包 
E(kT) = 广 2G(R 和 je SS 


G( 堵 )= > BERT ea/N, 
离散 传 里 叶 逆 变换 (16, 5-6) 和 离散 传 里 叶 变 换 一 样 具有 周期 性 ,其 周期 由 
g(k 了 的 NN 个 样本 组 成 ,因此 有 


G( 特 )=G( SF ) (r=0, 土 1, 土 2,…)， 


g(tkT) = g(t(rN 二 kT)) (r= 二 0, 士 1], 士 2,*…*). 
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16. 5.3 离散 卷 积 与 离散 相关 
离散 卷 积 的 定义 由 下 式 给 出 . 
Nl 
ykT) = zmTYhCUK— mT), 


A 
其 中 zt& 了 ) 和 htkT) 都 是 周期 为 NN 的 周期 函数 ， 
TkT) = zk 二 TNIT)Y Ir 一 0 十 1, 十 2,…); 
hCGAT) = h(ETrN)T) (rr 一 0, 土 1, 士 2…) 
离散 眷 积 通常 记 作 
ykT) = x(kT) x h(ET) 
定理 2( 离 散 卷 积 定 理 ) 
TmDh mTD SX( 才 JH( 凌 )， 


mm 二 必 


其 中 X( 二 ) 和 五 (FF ) 分 别 为 z(tT7 和 ACT 的 离散 傅 里 叶 变换 


离散 相关 定义 为 
N-! 
zkT) = D> rmTh( + m) T), 


中 二 必 


其 中 zeT) ,h(ET) 和 z(k&T) 都 是 周期 为 N 的 周期 函数 ， 
定理 3( 离 散 相 关 定 理 ) 


TimThE Fm TD SXx( 二 )H( 堪 ). 


Le 


16. 5.4 遍 散 储 里 叶 变 换 的 性 质 
为 书写 方便 ,后 面 均 用 代替 全 ,用 代替 n/NT. 
1. 线性 性 质 


右 zt 和 多久) 分别 具有 离散 傅 里 叶 变 换 XX(n) 和 YCw), 则 
zh) + yk) BS Xn) YD). 


2. 时 间 位 务 性 质 


如 果 有 C2) 位 移 了 整数 mx, 则 
ht —m) SS Hn emN, 


其 中 理 (n) 为 h(&) 的 离散 恨 里 叶 变 摘 ， 
3. 频率 位 赵 性 质 
如 果 互 ( 四 位 移 了 整数 关 , 则 
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hlk)ee tn 人 Hn m). 


4. 对 称 性 质 


NH (有 hn). 


3 16.6 快速 傅 里 叶 变 换 


快速 傅 里 时 变换 是 计算 离 敬 傅 里 叶 变 换 的 一 种 特殊 葛 快 速 方法 ,简写 为 FFT. 
16.6.] 经 阵 方程 与 快速 傅 里 叶 变 换算 法 


1. 给 阵 方程 
考虑 离散 候 里 叶 变 换 
Ml 
XW) = > rk/N (Gn = 0,1,.,N—1). (16, 6-1) 
点 二 DD 


例如 取 和 NN 二 4, 目 令 玉 =e NY, 则 (16. 6-1) 可 写成 

XO0) = zo OW + zo DW + zo OW + zo (3 WD, 

X() = zo OW 二 zo DW + zo (2 Wi zo (3 Wa, 

XC(2) = xo OW + ro (DW + zo COW + zo (3)W', 

X(3) = zo OW + zo CD DW xo OOOW + xo (30WE, 《16. 6-2) 
把 (16. 6-2? 写 成 矩阵 形式 


从 (0) W WW WY {x0 0) 
Xt(1) WwW WW We WI|zxo(l) 
一 ， (16. 6-3) 
X(2) Ww WwW We Wi | |zo(2) 
灸 (3) WwW WwW WW WJ (ro 3) 


或 更 紧凑 地 表 成 

KN) = Wxro Ck). 
由 于 研 是 复 的 ,xo《K) 可 能 也 是 复 的 ,所 以 要 完成 矩阵 的 计算 , 需 作 N: 次 复数 乘法 和 
NN 一 1) 次 复数 加 法 . 下面 将 看 到 FFT 的 算法 的 优点 在 于 它 减 少 了 计算 (16. 6-3) 所 
需要 的 乘法 和 加 法 次 数 . 


2. 快速 人 博 里 叶 变 搞 算 法 


为 说 明 FFT 算法 ,按照 N=2 (Cr 为 正 整 数 ) 来 选择 采样 点 数 是 方便 的 ,在 
(16. 6-2) 中 N 一 4 一 2 一 22 ,就 以 此 作为 例子 . 
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第 一 步 ,把 (16. 6-2) 重 写 为 


(0) 1 1 ] 1 1 {xo 0) 
(1) 1 Ww We Wl||xzot(l) 

一 ， (16. 6-4) 
XA(2) 1 WE OW OW | |xo (2) 


这 里 利用 了 关系 式 W™ 二 WittW (nkmod( NN) 指 的 是 NN 去 除 雹 后 的 余数 ), 即 W' 二 
WwW? 研一 全 ,有 二 人 1 
第 二 步 , 把 (16. 6-4) 中 的 方 阵 分 解 因子 ,得 


X(O) 1] WW 0 0 10 WW 0 xo 0) 
AC2) 1] Wi 0 0 0 1 0 WI |x (1) 
一 ， Cl]6,6-5) 
Xl1) 0 0 1 Wl|ll 0 WE 0 To (2) 
XC3) 0 0 1 WiJlo 1 0 Wi)\zxo(3) 


注意 到 (16. 6-5) 左 边 的 列 同 量 的 第 一 行 和 第 二 行 瑟 相交 换 了 ( 行 数 标号 为 0,1,2,3)， 
行 交 换 后 的 向 量 用 XCn) 表 示 , 即 


X(0) 
_ X(2) 
XCn) = ， (16. 6-6) 
XC1) 
X(3) 
上 述 方 阵 的 分 解 是 FFT 算法 之 所 以 有 效 的 关键 . 
谨 
x1(0) ]】 0 W? 0 ro (0) 
x1t1) 0 1 0 Wil|x 0) 
一 (10. 6-77 
X12) i 0 Ww 0 xo (2) 
x1(3) . 0 1 0 WwW’ To (3) 


即 列 向 量 zx. CA) 是 (16. 6-5) 右 边 两 个 矩阵 的 乘积 . 
TI《O) 一 ok0) 十 W zz 一 -20 十 到 ?xzo(3)， 
所 以 求 元 素 mm 0) ,zi(1) 都 需 作 一 次 复数 乘法 和 一 次 复数 加 法 . 而 
T1(2) = zo 0) HF Wr 2) = zo 0) — Wn (2 WE =— Wi), 
其 中 Wz C2) 已 在 计算 z 0) 时 计算 过 了 , 故 对 x (2) 只 需 作 一 次 复数 加 法 . 
m1(3) = xo) + Wr 3) = xo) — WI ro (3), 
其 中 Wxo(3) 已 在 计算 z1(1) 时 计算 过 了 . 因此 ,对 于 中 间 列 向 量 x (k) 只 需 作 四 次 
复数 加 法 和 两 次 复数 习 法 . 


下 面 继续 完成 (16. 6-5) 的 计算 . 
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XO) X20 1 Wi 0 0 ZI (0) 
XL2) Xx) | Wi 0 0 zx1 (1) 
— ， (16. 8-8) 
X(t1) zaf2)1I0 0 1 Wl||x (2) 
XC3) T2330 0 1 Wi lz (3) 


计算 列 向 量 x () 类 同 于 计算 x (和 ) ,也 只 需 作 四 次 复数 加 法 和 两 次 复数 乘法 . 因此 
用 (16. 6-5) 计 算 X(n) ,总 共 只 需要 作 四 次 复数 乘法 和 八 次 复数 加 法 . 如 果 用 (16. 6-3) 
计算 Xm) ,总 共 需 要 十 六 次 复数 乘法 和 十 二 次 复数 加 法 . 因为 计算 时 间 主 要 取决 于 
所 用 的 乘法 次 数 , 所 以 减少 滋 法 次 数 就 是 快速 储 里 时 变换 效率 高 的 原因 (图 16. 6-1). 
对 于 N==2" 的 FET 算法, 即 是 把 一 个 NXN 和 给 阵 ,分 解 为 7 个 和 矩阵 (其 中 每 一 个 矩阵 
为 NX 入) ,使 被 分 解 的 每 一 个 矩阵 具有 复数 乘法 和 复数 加 法 次 数 最 少 的 特性 . 


于 读 次 数 {(X 1000) 


64 128 256 s12 1024 
所 采样 点 数 ) 


图 16.6-1 


应 该 注意 到 ,对 于 (16. 6-5) 式 在 矩阵 分 解 过 程 中 得 到 的 是 X( 友 而 不 是 针 (n) ,但 
问题 并 不 大 ,可 直接 用 对 X(m 整 序 的 技术 得 到 Xe). 即 把 自 变 量 * 用 相应 的 二 进 制 
数 来 代 幸 , 重 写 夸 (76 ; 
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(0) XOO) 
XX(2) 和 (10) 
> ， (16. 6-9) 
A 入 (l1) X01) 
XX(3) XA(11) 


将 (16. 6-9) 中 的 二 进 制 数码 翻转 过 来 或 位 序 颐 倒 ( 即 01 变 成 10,10 变 成 01 等 等 )， 


则 
和 (00) XC(00) 
KO XC(0) 翻 成 X01) _ xn), 
X01) X(10) 
X(11) X(11) 


这 样 便 直接 得 出 了 FFT 整 序 后 的 一 般 结 果 . 
16. 6.2 信号 流程 图 


《16. 6-10) 


对 于 N= 和 >>4 的 情形 , 若 按照 (16. 6-5) 的 方式 来 进行 乞 阵 分 解 ,其 过 程 是 相当 
麻烦 的 ,下 面 用 图 解 方 法 来 说 明 (16. 6-5) 式 . 如 图 16. 6-2( 称 为 N=4 的 FFT 信号 流 
程 图 ) ,左边 的 一 列 结 点 代表 向 量 或 数组 xo CK) ,第 二 列 结 点 代表 由 (16. 6-7) 计 算 所 得 


的 x1《 有 最 右边 一 列 结 点 对 应 于 向 量 xz (Rk) 二 闫 (m0) ( 风 (16. 6-8) 式 )， 


计算 数组 


对 信和 号 流程 图 16. 6-2, 解 释 如 下 :进入 每 一 个 结 点 的 有 商 条 带 箭头 的 直线 ,它们 
表示 上 一 列 结 点 来 的 传输 路 径 , 每 一 条 线 传输 或 带 来 前 一 列 的 一 个 结 点 的 数值 ,这 个 
数值 乘 以 多 ?一 0,1,2,3), 然 后 将 此 结果 输入 该 结 点 . 把 进 人 结 点 的 两 个 结果 相 加 
起 来 , 即 为 在 该 结 点 上 的 数值 . 注意 到 系数 Ws 标 在 传输 路 径 的 千 近 箭头 处 , 当 没 有 


标 出 这 个 系数 时 , 即 表示 Wr? 二 1. 根据 上 述 规 律 ,例如 
证] C2) 一 Xn C0) 二 Wizxo (2) 了 


这 怡 征用 矩阵 乘法 所 得 出 的 结果 , 当 N=2">>4 时 ,信号 流程 图 更 能 显 出 优越 性 , 
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y 16.7 拉 普 拉 斯 变换 


16.7.1 拉 普 拉 斯 变换 概念 


定义 1 设 晴 数 f() 在 [0,co] 上 有 定义 ,了 (四 是 实 变数 二 的 实 值 函数 或 复 值 遂 
数 . 由 拉 普 拉 斯 积分 


| f(Derdr(p 为 复 参 变量 ) 
所 确定 的 胃 数 
FCp) 一 | Dernd (16.7-1) 


称 为 函数 f(z) 的 拉 普 拉 斯 变换 , 记 作 [fC)], 即 
Flp) 一 名 | 六 站 ]. 
FCp)( 或 记 作 六 加) ) 称 为 六 在 拉 普 拉 斯 变换 下 的 象 或 象 函数 . Fi) 称 为 FCp) 的 拉 
普 拉 斯 逆 变 换 ( 或 象 原 函 数 ), 记 作 廊 六 一 2-[CFCp)]. 
F(p) 和 fC) 构成 了 一 个 拉 普 拉 斯 变换 对 , 记 作 f(t) -一 一 ，F(p). 或 
foPFCD); fFCD). 
定义 2 设 函 数 六 为 在 (一 co, 十 co) 上 有 定义 ,由 积分 


| ferap 为 复 参 变量 ) 
所 确定 的 始 数 
| 
F(p) = | CDeradl (16. 7-2) 


称 为 消 数 (四 的 双边 拉 普 拉 斯 变换 , 记 作 马 L 了 (2)], 即 
F(p) = [LF]. 

fl 由 称 为 F(p) 的 双边 拉 普 拉 斯 逆 变 换 , 记 作 (0) 二 [FCp)]. 

于 是 相应 地 ,由 定义 1 所 定义 的 拉 普 拉 斯 变换 称 为 单 边 拉 普 拉 斯 变换 ,下 面 说 到 
的 拉 普 拉 斯 变换 , 均 指 单 边 拉 普 拉 斯 变换 . 

定理 1 设 晒 数 f(1) 满 足下 列 条 件 ; 

1 当 t<0 HN, F(t) =0; 

2 当 1 之 0 时 , f( 四 在 任 一 有 限 区 间 上 分 段 连 续 ，; 

3 当 i 十 oo 时 ,f(D 的 增长 速度 不 超过 某 一 个 指数 型 函数 , 亦 即 存 在 常数 MM 及 
5 六 0(a 称 为 f() 的 增长 指数 ) ,使 

| FD [Mew (0 雪上 < 十 cc)， 
则 大羽 的 拉 普 拉 斯 变换 在 半 平 面 Reb 之 %w 上 是 和 存在 的 , 且 在 此 半 平 面 内 , 象 图 数 
F( 力 是 解析 函数 . 
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由 定理 1 中 的 3 可 见 ,函数 六 和 的 模 的 增长 是 “指数 级 ”, 这 与 傅 里 叶 变换 对 函数 
要 求 需 绝对 可 积 的 条 件 要 弱 得 多 ,这 给 应 用 上 带 来 很 大 的 方便 . 


例 1 Z[1]=| edt = (Rep > 0). 
例 2 [| -| te rdt 一 一 庆 [e ] 一 六 (Rep >> 0) 
例 3 求 2Le ],a 为 复 常 数 . 

[es] =| eredt — | eat 


= Rep> Re a). 
例 4 求 了 Leosatj,a 为 实 常 数 , 


4 [cosat | 一 | cosate * dr 一 | ae (asinat 一 cosak ) | 
0 


让 十 站 
一 ~ 已 
pp (Rep > 0). 
类 似 可 求 得 
¥ [sinat| = pe 二- 一 《Rep > 0). 


关于 单位 脉冲 函数 8 蕊 的 拉 普 拉 斯 变换 ,可 利用 有 函数 的 性 质 
[ec fd = £00), 
得 到 
[ea 5 Tos 。 
oa 一 [ SC endt 一 | SCDernd 一 [aend 二 1. 


16. 7.2 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 


在 十 列 性 质 中 ,假定 所 涉及 的 函数 都 满足 定理 1 中 的 条 件 , 且 这 些 效 数 的 增长 指 
数 都 统一 地 取 为 so ,并 设 [F(t]=Fp). 
1. 线性 性 质 [afi 的 十 Bf (1=a28 [有 0 二 RE[ 所 (2)j ,其 中 ,8 为 常数 . 
[oF (pi BE (Pp)] = a [Fi (p+ BE EFCp)). 
2. 相似 性 质 多 [f(ot)] 一 一 (也) ,其 中 常数 a>0 
3, 位 移 性 质 [Ff] 二 FCp 一 a) ,a 为 复 常数 ,Re(p 一 a) >>s6. 
例 $ 已 知 综 Lecos3i]== 5' 则 


一 和 一 p+4 
LLe cos3t] (十 4 十 9 
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4, 延迟 性 质 设 1 过 0 时 ,ff(2)= 二 0; 则 对 于 任 一 实数 r*>0, 有 


2[FGz 一 中 ] 一 emFCp) 或 多 [erFCb] = f(r). 
5. 微分 性 质 [了 (1 二 pF(p) 一 了 (0). 


一 般 地 , [F300]=prFOD 一 ptfO00—p ?FO (0) (n=2,3,.). 
特别 地 , 若 fA(0)= 二 六 (0)= 二 … 二 了 1? 了 00) 二 0 时 , 则 有 


LL) = pFE(p). 


当 多 (二 0,1,2,…,n 一 1) 在 1 二 0 处 不 连续 时 ,fC0) 应 理解 为 右 极限 lim f° (2), 
Fa 
对 于 象 隐 数 微分 的 拉 普 拉 斯 逆 变 换 , 有 


[LF™® (pp) 1 = (Df OD, 


好 
[Ef = FO) (n= 1,2,0). 
例 6 已 知 
__l ar 
[Le 一 二 (4 为 毅 数 )， 
则 
LAR 一 《一 1)"( 1 )” — nn 


PpP—u 
6. 积分 性 质 纪 | f(Dd | 一 地 FCp) 


用 | a da f(a |= FCP) = 2,3,.). 


对 于 象 函 数 ,假定 | PCp)dp 收 伍 , 则 有 


4 人] -room 


人 为 正 整 数 ). 


Fr 一 2 [Feoao |. 


s| |- | 2 op] FCpi)ap. 


例 7 已 知 儿 [sind] 一 考生 1" 见 


sint]_ [~ 1 一 1 
?Le|=| itp = arctan p: 
7. 初 值 定理 车 [f(D] 二 FCp), 且 limpF(p) 生 在 , 则 

* 034 ， 


一 般 地 ,有 


limf tt) 一 lmpr (pp), 
i Poo 
或 写成 
乒 0) = limpF (p). 
终 值 定理 若 宪 [LAD]==Fp), 且 lian f(D 和 存在; 则 
Jim fC2) 一 limpF Cp), 
或 写成 
ft 0) = limapr(p)， 
p—0 


16. 7.3 卷 积 与 杜 网 梅 尔 公式 


在 16.1.4 中 定义 2 已 给 出 郑 积 定义 ,在 拉 普 拉 斯 变换 中 ,假定 当 t<0 时 , fi (2) 
二 (二 0, 这 时 卷 积 


fi fl =) Df Dd. 
显然 它 也 满足 16. 1. 4 中 所 述 的 运算 规律 ， 
定理 2( 卷 积 定理 ) 若 [fi(]=Fi(p),2[fi (0)]=Fo(p), 则 卷 积 及 () x* 
所 (的 拉 普 拉 斯 变换 存在 ,有 
YLfi OD) # fl = FCp) Fp), 
或 
PILF, (Cp) Fs Cp)] = fl) felt). 


例 8 来 2 | -| 
已 知 


一 sinat ， 
因此 


27? | lw 
4 res |- -< es 二 po ri |= 1- — cosat * sinat 


一 | cosar sina(t— rjdr 一 Ltsinat. 
J 2a 


定理 3{t 杜 阿 梅 尔 ) 若 YLf (2) = 所 (pp) ,Lf (D =F (pp) , 则 | 
LALpFICOP FP) 一 万 (0) 疡 (时 十 万 x filt), 
此 公式 称 为 杜 阿 梅 尔 公式 . 


由 9。 求 2 LtpFadtpTD] 


or 


| 证 
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一 2 十 (一 ae er 一 心 十 | 一 de™™'e mn 机 


je! — op™! 
b—a 


由 此 可 见 , 利 用 卷 积 定理 或 杜 阿 梅 尔 公式 可 求 出 某 些 象 枉 数 的 拉 普 拉 斯 逆 变 换 . 
16.7.4 拉 普 拉 斯 递 变换 
定理 4 设 2LFD]=Fp), 则 当 zt220 时 ,在 《的 每 一 个 连续 点 处 均 有 
1 [ar 
9- | FCperdp, 
其 中 Rep 放 so 《fC 的 增长 指数 ) ,积分 路 线 为 右 半 平面 中 任 一 平行 于 虚 轴 的 直线 Rep 


一 所 9>50)， 
定理 5 设 下 (加 是 单 值 梢 数 , 在 直线 工 ;Rep=p>a 之 左 只 有 有 限 个 奇 点 如， 


,prs 且 当 |p|l co 时 ,下 (p) 在 证 82>argp 之 王 一 8(3 为 小 于 六 的 任意 正 数 ) 中 
1 fahm 
| _FCo)e dp = DRes(FCp)e! ;hs 

即 


f(D = TVRes(FCUDer ; pi) (£ > 0) 
=] 
(其 中 > Res 是 F(p)er' 在 F(p) 的 奇 A 
若 象 函数 Fl(p) 为 有 理 旺 数 ,下 (p) 二 re ,其 中 A(p),B(p) 是 既 约 多 项 式 ， 


B(p) 的 次 数 是 %n,ACp) 的 次 数 小 于 BCp) 的 次 数 ,又 BCLP) 有 台阶 等 点 
上 
p; (3 二 1,2,."" yk, Dm 一 7 ) 9 
j=1 


则 
二 
f(D = DRes(Fp)er ;p,) 
业 
《 力 ) ,, 
各 1 lm = (pp) Ee) >0) 
此 式 称 为 赫 维 塞 德 展 


. cp—1 pt 
例 10 求 艺 | 到 ， 


p 一 0,p 一 1 依次 分 别 为 西数 生 22 帮 3 洒 的 单 极点 和 二 阶 极点 ,利用 蔡 维 密 德 展开 


”636 * 


式 , 有 


2 — i 
Fl) —lim Abe 二 四 着 ( 安 十 中 一 De ) 


一 上 如 十 < 一 1] (i 0). 
因此 , 求 拉 普 拉 斯 逆 变 换 可 查阅 拉 普 拉 斯 变换 表 ( 表 16. 10-6) ,或 利用 拉 普 拉 斯 
变换 性 质 ,或 利用 逆 变 换 的 一 般 公 式 从 而 转化 为 计算 留 数 ， 


16.7.5 拉 普 拉 斯 变换 在 解 微 分 方程 上 的 应 用 
1 常 系数 线性 微分 方程 的 定 解 问题 
例 11 求 方程 y 十 4y 十 3y=e™' 满 足 初 始 条 件 y(0)= 二 yy (0) 二 1 的 特 解 . 
设 [|[y(2)]==Y(p) ,对 方程 两 边 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 
Y¥[y+4y +3y] = 2{e], 


然后 利用 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 1 和 5, 并 代入 初始 条 件 ,得 出 关于 和 象 薄 数 的 代数 方程 


PY —p—1+4Y(p) — 4+3Y(p) 一 二， 


旋 十 上 
于 是 有 
p46p+6 
YP pip 
了 到 Y(p) 的 拉 普 拉 斯 逆 变 换 得 
p: 二 6p++6 Ey | pr 十 6p 十 6 | 
YD Res| (7 ‘Res tp FpFae ; ° 
一 {p’ + 6p+ 6)er: {p+ 6p+ er 
lm 坟 ( 力 十 3 )+ lim (十 172 


地 [(? 十 22)e 一 3e | 
用 拉 普 拉 斯 变换 解 常 系数 线性 微分 方程 的 解法 示意 图 如 图 16. 7-1 所 示 . 


象 原 空 间 : 被 分 方程 1 初始 条 件 < … 解 


志 交 的 > -变换 
| | 
象 空间 : 代数 方程 一 一 一 > 解 
图 16. ?7-1 


2. 常 了 系数 线性 方程 组 的 定 解 问 题 
例 12 求 线 性 微分 方程 组 


人 二 xD 二 +y (=e， 
z(t+y0)=1 
满足 初始 条 件 
人 一 1， 人 一 2， 
y(0) = 0, ly (0) =—1 
的 解 ， 
设 儿 [x(2)] 二 XC(p) , 妇 [y(2) | 二 Y(p) ,对 方程 组 两 边 取 拉 普 拉 斯 变换 ,并 代入 和 初 
6 条件, 得 到 关于 和 象 贤 数 XC(p) 和 Y(p) 的 代数 方程 组 


(pr + DXCp) + pYCp)= nt 


XIp) 十 pr (Dp) 一 让 


解 之 ,得 
一 记 十 户 一 六 一 站 1 li 1 .1. 
XC(p) pp—1) prt 71: 
p+pol_1l_ 1 ,1 
YD) = 
取 逆 变换 ， 
zl) =— 二 tt 
yD) =1—e+ ls 
24! ， 
即 为 方程 组 的 解 . 


另外 ,还 可 用 拉 普 拉 斯 变换 解 偏 微分 方程 的 定 解 问题 ,参看 3 9.9 例 3. 

16.7.6 二 重 拉 普 术 斯 变换 

类 似 于 多 恒 傅 里 叶 变 换 , 拉 敬 拉 斯 蛮 换 也 可 推广 到 多 元 黄 数 上 去 . 这 里 列 出 二 重 
拉 普 拉 斯 变换 定义 及 其 道 变 换 公 式 ， 

定义 3 设 ziy) 在 D={(zx;yy) :0 夺 z 芝 00,0 夺 yoo} 上 有 定义 , 称 积分 


Flp' ,p) 一 | ere fr ydrdy 
为 画 数 FCz, 妇 的 二 重 拉 普 拉 斯 变换 , 记 作 名 [f(z;,y)」], 即 
Fp , 力 ) 一 思 [ AKCzyy) |]， 
它 的 拉 普 拉 斯 道 变换 公式 为 
fir 一 一 wap) F(p' pedp’, 
其 中 一 x 过 argp< 之 x ,一 x 之 argp 之 rx;F(p' , 力 ) 在 半 平 面 Rep’ 伍 c ,Rep>c 内 是 有 界 
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的 ,而 g>c ,BE>cle,c 分 别 为 函数 f(x,y) 对 y 及 工 的 增长 指数 ). 
二 重 拉 普 拉 斯 变换 有 时 也 可 用 来 解 某 些 二 维 的 偏 微分 方程 的 定 解 问题 . 


$ 16.8 汉 克 尔 变换 ”有限 汉 克 尔 变换 


16.8.1 汉 克 尔 变换 
定义 1 设 A(z) 在 [0,oo) 上 有 定义 .由 下 列 积分 所 确定 的 沿 数 


F(a) = | zf C01.(ar)dz, (16. 8-1) 
称 为 F(z) 的 v 阶 汉 克 尔 变 换 (J,(xz) 为 v 阶 第 一 类 贝 塞 尔 孙 数 ), 记 作 
KL) ), 


即 
Fla) = % {fx) |. 


定理 1( 汉 克 尔 ) 设 积分 |”f(y)dy 绝对 收敛 , 且 f(y) 在 点 的 邻 域内 是 有 界 
变 差 函 数 ( 参 看 6. 8. 1) , 则 当 ,> 一 方 时 ,有 
[hm md ae] Joy) op)t fy dy 


=3[f(z+0) + f(z—0)]. 
由 本 定理 可 知 , 若 f(x) 在 点 zz 是 连续 的 , 则 有 


Fa = | mm mt de] Te) Go)t fwdy. (16. 8-2) 
如 果 在 (16, 8-2) 中 用 zz f(x) 替代 f(z) ,并 利用 (16. 8-1) ,这 时 等 式 即 可 写 为 
Hz = [oaF (0)J, (er)da, (16. 8-3) 
此 即 为 汉 克 尔 变换 的 反 演 公 式 . 


定理 2( 巾 于 瓦 尔 定理 ) 设 函 数 f(x) 和 g(x) 满足 定理 1 中 的 条 件 ,并 设 Fla) 和 
Ge) 是 它们 的 汉 克 尔 变换 ,其 阶 数 y 衬 一 1, 则 


| zf (ralDdz — | oF (WG de. 
16. 8.2 汉 克 尔 变换 性 质 
1. %[f(Cz)]== 访 F( 色 )(C 为 常数 ). 


2. Xk[ ED | FH XL DD. 
"0639 。 


3.%[FfF (z)] 一 六 人 OG— DAF DD -GH NX [Fe)]. 
4 Xk| f'n 二 f(z) 一 二/ |= -xD] 


16. 8.3 有限 汉 克 尔 变换 
FC&) 一 | zy, Cx;) dr (16. 8-4) 


(其 中 &6 是 方程 扩 (o 一 0 的 一 个 根 ) 称 为 f(z) 的 有 限 汉 克 尔 变换 . 
定理 3 设 了 f(z) 在 区 间 (0,a) 内 满足 狄 利克 雷 条 件 , 则 在 区 间 (0,a) 内 旺 数 f(x) 
的 每 个 连续 点 处 ,都 有 


2 J , (2éi) _ 
f(z) 一 各 DPJ(8) FX 二 下， 《16. 8-5) 
其 中 表示 对 方程 了 (at; 二 0 的 一 切 正 根 求 和 . 
由 此 可 知人 (16. 8-5) 即 为 (16. 8-4) 的 反 演 公式 . 


$ 16.9 梅林 变 挽 希 尔 伯 特 变 换 


16.9.1 梅林 变换 
梅林 变换 的 定义 参看 3 16. 3 定义 3, 即 
Fw) = | fwdzr, (16. 9-1) 
记 作 MLf(z)], 即 


Fa = MI fx) |]. 
定理 1 若 对 于 某 个 4 > 0 而 言 ,积分 | ”| f(z) | 二 :dc 是 有 界 的 ,并 设 


Fa = 上 | fr)x dr, 
则 
一 工 Fordn Ch) (16. 9-2) 
AD= 寺 | (ra (ck). . 


因此 (16. 9-2) 为 (16. 9-1) 的 反 演 公式 . 
函数 的 导数 的 梅林 变 拨 式 


jr Cz) dr = fF (rr 一 (一 D| 7 Cx) mr? dr. 


若 f(x) 是 使 上 式 方 括 弧 化 为 零 的 函数 , 则 有 
640 。 


FDC 一 一 人 一 TFT (一 1)， 
其 中 乒 ”(0 表 示 . 广 (zx) 的 梅林 变换 . 重复 运用 上 述 关 系 式 ,得 


Fo (人 = (DT pr) 


EC 一 人 
《其 中 PC 参看 17. 1. 1)， 
设 ML Fz)j=Faadg(z)j=Gt, 则 乘积 F(x)yg(lz) 的 梅林 变换 式 为 


oD 
站 


MT FCzyg(z)] =| ft) gz) 0 dr 


z 
= 元 | FDC 一 5 起 
Ni cioo 
(其 中 与 定理 1 中 的 同 义 ), 特别 地 ， 
| Fopegcoaz= 二 | FGoGG — iw du. 
飞 积 FC(w)GCw) 的 梅林 首 变换 式 为 
_ 1 fe ,, _[* /zx 
MTFCGoG(CO] = a| FoGcoz du =| f(2 


特别 地 ， 


)g Cs) 至 


元 | FoGGOd 一 | An)gG) 本 


16. 9.2 希 尔 伯 特 变 换 
定义 设 f(x)E1?( 一 o0, 十 o0)(1 志 p 之 十 oo0), 由 下 列 积分 所 确定 的 函数 
Fn) = 二 pv ,| LD jy, (16. 9-3) 


一 一 工 
称 为 Ax) 的 希 尔 伯 特 变换 , 记 作 日 [f(x)j, 其 中 (p, v ) 是 指 柯 西 主 值 (参看 6. 11. 1 
和 6.11.2),L?( 一 00, 十 oo) 参 看 14. 5. 1. 
希 尔 伯 特 变换 的 反 演 公式 为 


Fa =— Lp.v)| Lda (16. 9-4) 
i 一 让 让 
定理 2 设 


fz) E L090, 二 0o0) ,1 < 之 P<， 


g(x) € Le( 一 oo， 十 oo) ,三 十 了 =1, 
则 有 


Teoo 十 ce A 
| 一 ?CDpgczaz = 一 | fC Bd, 


一 人 
[fw ra = | fn BDdx. 
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$ 16. 10 ”积分 变换 简 表 


16. 10. 1 


(a < t<cD) 


全 
0 (fal>b) 


(~ (> 0) 


0 (< 0) 
ci (Ren > 0) 
cosnt? (7 >> 0) 
sinnt’ (7 >> 0) 

110 < Ren < 1) 


1 
| | 


ealil 


|z 
char ,_ 
hm ry) 


shat ， 
sb nn) 


(a? 一眼 ) -全 【| 二 | <) 


0 (| :| a) 


» 042 ， 


傅 里 时 变换 简 表 


表 16. 10-1 


1 f+ . 
FAY = 一 -一 (te ud 
/2 of € 


PA) 


| (| 1< ea) 


0 (| 4 la) 


ear 有 一 ee 


v2r 


如 一 四 


1 


V2rtw— A i) 


/Tm 

了 | |? 

— /2 | 1 关 0 
疤 


(Ca? 十 12312 十 av152 
a? 十 A? ) 


FCOS ch 二 
V xr ecehu 一 cosa 
1 sjnd 


vax Cha cosa 


A 2 Jo (aA) 


续 表 


ff) =- FO)era FQ) = | femadt 
Vom —~ Vm 
0 {|4|> 
sin[ bla’ + £2 )12 |] | 
《a 十 二)172 /FJola Vea) (Al<b) 
cos(h(a? — 12)1/2) 
| 《22 一 经)172 (lil<o) A/ Jota voi Ta) 
:0 (li|> a) 
2 2 li 
ch(b(gr 1) (| | 一) oa VAI—B) (A|>D 
(a* — 121°) 2 
0 (| 上 | 人 > a) 0 {| |< bb) 
1 
dC) J 于 
A 
1 v2m A) 
多 项 式 4 
p(t) V2rp (i 和 )60) 
es! wv28B(i 十 芒 ) 
sinbt 、 /到 MSO 十 机 一 和 OA 一 全 ) 
cosht A/ 于 (860+) TO 6)) 
shpz /2 《6 十 廊 ) 一 8(4 一 翅 )) 
chbs A/ 雪 (8(4 十 为 ) 十 6(4 一 治 )) 
[1 一 他 isgnA 


i — /Ti 
7 [al 
—m nm /Tl lm 
t { 一 全 5 ee YE sgnA 


| eta 天 一 1 一 3 一 二 sin4re 十 1 | a [= 
注 : 表 中 的 Jo(z) 为 第 一 类 零 阶 贝 塞 尔 函 数 , 参 君 17. 6. 2. 
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16. 10.2 人 入 里 叶 余 弦 变 换 简 表 


表 16. 10-2 


DO 一 和 FQ)cowda F (一 1/ 全 | fcosydt 


A2) FCA) 


(。 (Ot a) 


/2 sinQa) 
0 (ta) i | 


pt0< 六 <]1) /Tp ?cos (Hr) 
(> (Ota) 1 (SE 
0 (>a) Vir 1 工 一 4 1 十 
2 /1 
x 1 二 + 
| . 
sech(lnt ) Varch 
2 
€ 2 E 3 


sn (上) 方 (( 扫 )-n( 己 )) 


人 《0<<1 < 1) 
0 (1 > 1) 


2 二 Dim 0) 
3 
(> 了) 


”上 44 。 


16. 10.3 人 香里 时 正 纺 变换 简 表 


表 16. 10-3 

f00) = /| Fsinwd F.0 = /| fsinyd 
TJo “ “1 To 
Fl) FPC) 


B /12.4 
xT la 


2 
fe 与 Me- 所 
sipt nt | 
t v 寺 1—A 
tle) (Ot 1) 1 
Dr 1] 一 1 
1 1) Ty 二 1)A 2 | ot (A) 
1 /2 ， [{ 立 )- 
tp 过 1) Tp)sin( 7 )a P 
op 2 综 信 
Vr (Pp? + A2)? 
1 A A /A 
2 上 fA — 1 A 
cos(at?) 声 (eos 和 全)S( -7 ) sin (全 )c( 
1 3 1 3 
ie ? (a 人 0) A {cos2aA): — sin(2a )*) 


0 (OELa) 
A/ Toa) 


(2 a) (Ca) 


注 ; 表 中 前 CD,St2) 为 非 涅 尔 积分 ,参看 3 17. 3. 


:045 。 


16. 10. 4 有 限 侍 里 叶 余 弦 变 换 简 表 


表 16. 10-4 
f(z) = 十 Fe(0) +2 Pr. (nm) cos SE Fn) = | fx) eos SEdz 
fx) F.(n) 
| LCn = 0) 
On = 1 ,2,***) 
) 0 (n = 0) 


如 (nCOo= 0) 
(二 ) (一 1 一 1) (n=1,2,.) 
rer 
了 一 
3 (n= 0) 
z 
2 jn — ，， 
72 1 (1 1 ,2， 
二 (n= 0) 
eo 2 (n = 1 2， 》 
1 = 
. (n= 0) 
Es 
32(— 1)" 
i y (~ 1)7—1) (n= 1,2,.) 
Ek Hon 坡 
ec BR 1D)"e 1) 
chtrOi — x)) le 
shce?) ce ni 
in(kz) (1)rcosCH) 1) 天 全 
~ nln 一 [2k 
| 0， (nn = mmm) 
pt 
sin( ! ) (m 是 整数 ， D1) nm 


TT Cn? — m2 ) 
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16. 10.5 有 限 储 里 叶 正 弦 变 换 简 表 


2 ， ?me 工 
fr) = 1 2 Fsln)sin 1 


itr} 


cos(kr) 
COs (= ) (m 为 整数 ) 


sim (3 ) (m 为 整数 ) 


表 16. 10-5 


F,(n) = | flz)sin TEdz 


— 7n2 ) 


FCn) 
Dm) 
天 并 


(一 Dm 二 
ror 


(1— (— l)}"e*) 


{1— (— lecostk!)) (7 天 宇 ) 


(一 一 Dm 《天 让) 


(n= mm) 


se DA7 * 


16. 10.6 拉 普 拉 斯 变换 简 表 


表 16. 10-6 


1 fA 
f(1) = | er p) eridp 


有人 


imtm 人 > 一]) 


sinat 


shar 
ch 


ev! sinat 


e vit (eo >— 1) 


1 
Va 


，648 。 


F(p) 一 | Ferad 


Flp) 


办 2 一 站 


(pHOs to 


pib 
(po a’ 


Tia 1) 
(po 


1 
Vp 


续 表 


Fo = 2 “F(p)eridp Fip) = fee-ndi 
,1 到 1 一 太 
_ +. 一 e 
页 下 vp 
1 1 旺 fc{ -人 
VA Vp ££ er c( 埃 ) 
1 
——sin? Vart e 
VE pyp 
——cos2 vat -2 
vp 
wa 
erf(vat) p Vp Fa 
2 A op 
erfe( 3) pe » 
; 1 
e erfctiy pVp 
l 1 
——— eerfct/?) 一 一 一 
Va 1+vp 
ee + Vaerf(Va) vB 二 
/3 p 
] 
Joti) Vpiti 
J,(a) (Rev >—1) -2 (一 -一 一 人) 
下 Var Fp p+ vatp 
dat) (VP Ta —p) 
Jo) 一 一 一 
以 有 /i 二 


ea B19 « 


_ 1 [Beo 
Ff = a) Fp)erdp 
ealo (Bt) 
pj Cat) (Re > 一 方 ) 


Jol2 vat) 


Ct) 


注 ; 表 中 mn 为 第 一 类 述 正 贝 赛 尔 随 数 ,参看 17. 6, 9., erf(1) ,erfe(o 为 误差 明 数 与 作 误 差 


隔 数 ,参看 3 17. 3. 


”050 。 


续 表 
F(p) = | FrCpDer-ecdtt 


1 


v (p+a—p 


一 宇 
rt 


1 

"pp 

p 
方 In(p 二 vV 殉 二 1 


pa 
p—p 


ln 


1 1 


| 
六 v1lt+p’ 


元 — arctanp 


2p 
ln(1+p) 
p 
Fe VisinVp 
p 


1 vs /Dp 
F COS 
3 a 


16. 10.7 汉 克 尔 变 换 简 表 


表 16. 10-7 


f(x) = [ari (ax Jda F(a) = | zf Cr) jor)adz 


Fr) Fla) 


人 (0 之 工 之 a) 
0 (ra) 


vtl 
“一 TAH1itad) 
a 


( (DIZAa) 
0 (za 


7) (ga) 
斌 


(oo (OITa) 
0 (xz > a) 


2 
每 J (ca) 一 等 Jolaa) 


D2? eT (2 ) “二 4 二 1; 一生) 


Ti 
2 py) (3 


pr? — 4p 
Xe (2 为 Jo 


yaT (全 和)P(1 二 <) 
a+ DT (3 ) 


Er er 了 


Pi 和 1 十 站 直 大 


ZT (Ht) 


“T(r) 
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续 表 


fz) 一 | oF (1, (ez) Fo = | zf (0) (ar)dz 
一 舌 
Ze Pr 1 (Co? 十 p2) 和 p 
位 
二 | 1 和 
于 a to 二 pp?) 
避 一 得 
(Ca? 十 zx2) 六 " 
sintax ) O (a > 好 
* (a (Oa<o) 
a 
. 一 aa) 
a 1 ageaz —a? ) 寺 
0 {a a) 
arcsin (一 ) {a > 1) 
sinx c 
2 
一 到 (a 1) 


注 ; 表 中 超 几 何 郊 数 2 户 (a,Byriz), 参看 17.10.2, 合流 超 几 何 隐 数 1 记 (a;riz), 参看 
17. 11. 1. 


* bo2 。 


16. 10.8 梅林 变换 简 表 


大 工 ) = py F (ed 


F(u) = [femidz 


f(x) FCu) 
EA 广大 (Re > 0) 
| xz 十 "上 1 
zi J,(z) TC 3 < 
TS 二 二 
2 和 
Sin Tu)sin ( 笃 ) 
COSZ rcoeos( 笃 ) 


cosr] ,Cr) (Re > 一 到 


sinzJp(z) (Rev> 一 二 


tl 二 zx) xcsc(nu) 
(1+ x)-?(Rep > 0) Cp 
Tip) 
(1 二 z2) 一 ] 到 csc( 一 县) 
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?Fics 
f(x) = po FGozau 


{, 中 夺 工 芝 4) 
0 (za) 


(Oe (DI 1) 
0 {rT > 1,Rep 0) 


| 0 (0 扫 工 忒 1) 
《一 1 (TD 10< Rep< 1) 


Intl 十 工 ) 


F(abic; — THRetah) > 0) 


J, (Car)e pr 


,tar)e 


ci(T) 


si{ xz) 一 六 


it 
2 一 3TCtaTLT 


注 ; 表 中 si(x) 和 cigz)y, 参 看 3 17. 4. 
”6054 ， 


F(wu) 一 | Fazmadz 


Ar 
HH 


PadTp) 
Tw p) 


TiOp— wip) 
Tl— a) 


T 
—esctnu) 
会 


Tar eam— wT Bm wTe) 
Ice 一 za 


rs) ( 奋 ) 
2p"T( 二 vv 
a1Fi (2 十 1; -在 ) 


rot (大 ) 


pT 十 b) 
2 
oF (t+ 1; 全 


u IT (wu) cos ( 到 如) 


w | rw)sin (wr ) 


续 表 


16. 10.9 希 尔 伯 特 变 换 简 表 


表 16. 10-9 
ll +eo fu) 1 1 A FO 
fz) =— Tp.v))| Lda Pn = 十 (pv 一 ds 
flz) f(z) 
cosST — SINT 
sinz COST 
Sinr cosz—1 
区 工 
] 一 立 
] 十 立 : 1 十 x? 
B(x) _ 
Tr 
1 
Hz) Zn 
Fi z 十 六 
工 
lz (Cx) x (六 一 x) 
_ 1 
hh tx) 2r (二 一 z?) 
1 (| z [< 地 ) | | ， 
注 : 表 中 T(x) = ,L(x) 一 村 (8(z+ 二 )+8(z 一 言 ) ) ,dz) = 
1 2 2 5 
0 (1zl> 斑 】 


二 6(e+ 二 )-s(- 


co 一 
no 


"655 ， 


17. 特殊 函数 


特殊 录 数 有 时 也 称 为 高 等 晴 数 或 高 等 超越 隆 数 . 它 大 致 可 分 成 三 大 类 :(1) 由 某 
些 特定 形式 的 积分 所 定义 的 函数 (参看 $ 17. 1~ $17. 4);(2) 用 分 离 变 量 法 解 偏 微分 
方程 时 所 得 出 的 某 些 二 阶 线性 常 微分 方程 的 解 (参看 》17.5 一 》17. 9), 以 及 根据 这 
类 函数 所 满足 的 微分 方程 的 奇 点 性 质 进行 分 类 的 函数 (参看 $17.10~ 817.11); 
(3) 椭 贺 隐 数 . 


$17.1 厂 本 数 
17.1.1 了 函数 定义 与 说 推 关系 


定义 会 复 参 变 量 < 的 广义 积分 | et 一 四 (Rez > 0) 所 确定 的 函数 称 为 工本 
数 , 记 作 T(z) :Bh 
rw 一 | etna (Ree > 0). (17.1-1) 


等 式 右 端 的 积分 称 为 第 二 类 欧 拉 积 分 . 
(17.1- 切 是 了 函数 的 通常 定义 , 由 此 式 定 义 的 P(z) 是 半 平 面 Rez>0 上 的 全 纯 
欧 数 (参看 7. 3.1), 但 最 早 本 也 数 是 由 无 穷 乘积 来 定义 的 (参看 17. 1. 2). 
矿 函 数 有 弟 推 关系 
T(z+ 1) = zh(z). (17. 1-2) 
当 z 为 正 整数 = 时 ,逐次 利用 (17. 1-2) 可 得 
Tn 二) =ntn— Dnm22 1 有 1 一 站 
由 (17.1-1) 可 知 TT(1) 二 1. 当 z 不 是 正 整数 时 ,有 时 也 将 T(z 十 1) 表 示 为 z!1, 即 z1 三 
Tz 十 1). 因此 丁 肾 数 又 称 为 阶 策 函数 , 例如 
(2, 5)1= P(3.5) = 2. 5T'(2.5) 一 2.5.。1.5。P(1.5) 
~ 3.75。0. 8862 2 3. 3233, 
当 1 委 xz 委 2 时 ,T(x) 有 表 可 查 ,T(1. 5) 二 0. 8862 即 由 查 表 所 得 . 
设 n 为 正 整 数 , 有 
T(z+n) = (znm— lz nm 2)(2 1)eT'(2), 


Nz 二 1) _ 
Dz) = (z 十 n 一 1)(z 十 7 一 2)**(z 十 1)z (17. 1-3) 
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利用 (17, 1-3) 可 将 T(z) 解 析 开 拓 到 Rez>> 一 mr 
(2 天 1, 2 上 ,由 此 扩充 了 了 本 数 的 定义 域 ， 


得 到 推广 的 卫 图 数 定义 为 
[amg (Rez >> 0) ， 
T(z) = 
T(z 二 +n) 
(zn 一 1)(z 二 nn 2).…(z- 1)z 


(一 站 < Rez < 0z 一 下 一 2 一 天 十 
因此 ,在 z 平 面 上 ,T(z) 除 了 在 之 一 口 , 一 ,一 上 
,一 ns 处 具有 一 阶 极点 外 是 全 纯 的 , 在 
z 三 一 nn 的 留 数 
RestT(z); — n) = 2 
ni 
当 z 二 x( 实 数 ) 时 ,xz) 的 图 象 如 图 17. 1-1 所 示 . 
17.1,2 本 函数 的 无 穷 乘积 表达 式 丁 函 数 与 三 角 术 数 的 关系 


1. 欧 拉 无 穷 乘 积 表达 式 


rw = 11((+z#) (+ 十 ) ) (17.1-4) 


上 式 除 x 二 0, 一 1, 一 2,… 为 六 z) 的 一 阶 极点 外 ,对 任何 x 均 是 成 立 的 ,因此 可 作为 推 
三 的 工效 数 的 定义 . 


2. 魏 尔 斯 特 拉 斯 无 穷 乘积 表达 式 


下 =w"]T((1+ 训 )™)， (17. 1-5) 


其 中 
r= lim( 2 二 一 Inn)= 0.5772156649，… 


是 欧 拉 常 数 ( 参 看 6. 1. 2)， 
《17. 1-5) 表 示 1/T(z) 为 整 晃 数 , 它 的 零点 是 0, 一 1, 一 2,…, 因此 它 也 可 作为 推 
广 的 荆 函 数 的 定义 ， 


3. 古 函 数 与 三 角 了 贡 数 的 关系 
利用 (17.1-5) 和 正弦 函数 的 无 穷 乘积 展开 式 
sinz 一 z|| (1 一 各 


)， 
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即 可 得 


PCzyPmil 一 2 一 本 (17. 1-6) 
Tz)T(— z) = re (17. 1-7) 


由 (17. 1-6) 得 (地 ) /5, 相 继 有 


(n= 二 1,2,… ,其 中 C2n 一 1! = 二] :3* 5-.…(2n 一 1)》. 
17.1.3 研 函 数 的 积分 表达 式 


1 
27Stnzrz 


T(z) 一 一 


| = Tedt (| arg( 一 六 |< oo), (17. 1-8) 


其 中 C 位 于 消 正 实 轴 切 开 的 上 平面 上 ,从 
0 十 ee 出 发 , 按 正 向 绕 原 点 再 回 到 十 ce 的 积 


分 路 径 (图 17. 1-2), 因此 符号 | 也 常用 
图 17. 1-2 | 来 表示 . 于 是 (17. 1-8) 也 可 表 为 


1 (ty _ r 
T(z) =— 3 | (peid: Carg(—t) [<n. (7.1-8) 
TSINNTZ oo 
(17. 1-8) 或 (17. 1-8 ) 称 为 汉 克 尔 的 积分 表示 ,其 中 z 关 整数 ， 
为 得 到 适用 于 任意 z 的 积分 表达 式 , 利 用 (17.1-6) ,并 以 1 一 = 代替 =, 即 得 


1 1 fob _ 
FC | (一 四 -em (|arg(—t) |<n), (17, 1-9) 
阁 把 t+ 换 成 一 +, 则 得 
1 ] fotb 
FD = om ee dt (argtl<n). (17. 1-10) 


(17.1-10) 中 的 力道 (可 求 长 的 简单 闭 曲 线 ) 是 从 负 实 轴 无 穷 远 处 (t= 一 2) 出 发 , 洪 
正 向 绕 原 点 一 周 , 再 回 到 出 发 点 . 
《17. 1-9),《17. 1-10) 对 任何 z 都 成 立 , 它 们 可 作为 广 函 数 的 普遍 表达 式 ， 


17.1.4 比 内 公式 渐 近 展开 斯 特 林 公式 
1， 比 内 公式 
l 


Inr(z) 二 (z 一 诗 )inz 一 z 十 二 In2r 十 2|” sand (Res > 0). 


0 mw 
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2， 浙 近 展 开 


函数 f(z) 的 渐 近 展开 通常 是 指 当 |z| 充 分 大 时 的 近似 表达 式 . 对 于 函数 f(z) , 若 

能 找到 一 个 级 数 ( 不 一 定 收 敛 ) 
a 十 Qe! 十 qzz 十 十 a 十 *…:， 【17, 1-11) 
它 具 有 下 述 性 质 ; 对 于 任何 固定 的 n, 当 argz 限制 在 一 定 的 范围 (8 之 argz 过 名), 而 
| zi 一 co 时 有 
limae (f(z) — 5,(2)) 一 0 
划 
fl2) 一 (zz) 十 DT) 
其 中 o 的 意义 参看 6.1.5,S, (z) 一 ao 十 az 十 … 十 az 一 ,这 时 称 级 数 (17.1-11) 为 
上 2 的 渐 近 展开 式 ( 或 渐 近 级 数 ) , 记 作 
fz) ~ go 二 az 十 arz 十 十 0sz 十 

在 渐 近 展开 式 中 是 用 级 数 的 部 分 和 5S (z) 作 为 函数 f(z) 的 近似 ,但 不 一 定 有 

f(z2) = limS, (2). 


3， 斯 特 林 公式 


ly ,1 "(DmB, 
Inr(z) ~ 《= 一 于 jnz 一 > 十 2 In2r+ 之， re ， 


Rez > 0, | argz | $ —6(6> 0), (17. 1-12) 
其 中 B, 为 伯 努 利 数 (参看 7. 6. 3), (17. 1- 12) 右 端 称 为 斯 特 林 级 数 ,由 此 得 


四 一 上 le 1 1 39 571 和 
T(z+D) ~ er(2m) (1+13 + a827 — F160n — ZB83200 t+) 


C17,1-13) 
《17. 1-12) 或 (17. 1-13) 都 称 为 斯 特 村 公式. 
特别 地 , 当 z= 二 n( 正 整数 ), 且 充分 大 时 ,有 工 (n 十 1) ~ V2nmm"e", 称 为 斯 特 林 
阶乘 公式 ， 
比 内 公式 和 斯 特 林 公式 在 数值 计算 方面 是 有 用 的 . 
17.1.5 丁 函 数 的 对 数 微 商 多 厂 函 数 不 完全 厂 函 数 
Pa _d _u ll 1 
2) = Tz) = azo 加 2 (i 2 ’ 
(7 为 欧 拉 常 数 ) , 岂 纪 称 为 少男 数 或 双 工 阔 数 . 
gz 十 1) = yz) 十 二 ,jz) 一 | ( 生 -To )dt. 


as BI +， 


Lk 
J1) =— y, yn) =— y+ > 二 过 2 
 (z) 称 为 三 芽 函 数 , 通 常 记 作 wz), 有 


， [a | 1 
2) = 2) 一 之 / Cy 
4 (z 称 为 四 了 范 数 , 记 作 加 (z). 一 般 令 


pz) = (2) = (~ 1)" (nm D1!) 
这 些 熙 数 总 称 为 多 工 函 数 (或 重 了 画 数 )， 
积分 | et™! dt ,| em di ,Rez > 0,， 


称 为 不 完全 开水 数 , 记 作 (x), 在 统计 学 .分子 结 构 论 等 学 科 中 经 常会 遇 到 ， 


| . 
Cm 二 


317.2 B 也 数 


定义 1 含 复 参 变量 ,9 的 广义 积分 | z-: (一 分 人 (Rep 之 0,Reg 祝 0) 所 确 
年 的 图 数 称 为 吾 函 北 , 记 作 B(p,gq), 即 
B(p,q) = | nig(Rep> 0,Reg> 0). (17. 2-1) 
等 式 右 端 的 积分 称 为 第 一 类 欧 拉 积分 . 
Blp,9) 在 Rep 汪 0,Reg>0 内 是 全 纯 的 ， 
在 (17.2-1) 中 , 若 作 变换 二 sin20, 则 得 
i? 


Blp,9) 一 2| sin’r 0cos™”! G40. 


B 函数 有 下 述 重 要 性 质 
《1) 对 称 性 

B(p,9) = Blog, p). (17. 2-2) 
《2) B 函数 与 玉 孙 数 的 关系 

B(p,g) = Pet. (17. 2-3) 


利用 (17. 2-3) ,根据 丁 函 数 的 解析 开拓 ,可 得 出 相应 的 B 函数 的 解析 开拓 . 这 时 
B 函数 就 可 除去 Rep 汪 0,Reg>0 的 限制 . 


称 为 不 完全 B 函数. 
» 660 。 


§ 17,3 误差 函数 ” 非 涅 尔 积分 


定义 上 ert(zxz) = 二 
称 为 误差 孙 数 (或 概率 积分 ). 
erf(z) 是 一 个 整 酒 数 , 当 xz->co，, |argz| < 了 时 ,erf(z) 1. 


erf(z) = 二 2 全 由 (| z |< co)， 


< 7 人 2 十 ]) 
定义 2 erfc(z) = 1 erf(z) = 二 ed 
称 为 余 误 差 函 数 ( 或 余 概 率 积分 ). 
余 误 差 畏 数 的 渐 近 展开 为 
er/) 1.3 1.3.5 
et 之 (1 一 32 + Cy: C2 
(— 1 (on 1! 3 
ta +…) (largz | 之 滩 ). 
定义 3 C(z) = | sos 车 邮 ， 
S(z) = | sm 想必 
称 为 菲 涅 尔 积 分 . 
Clz) 和 和 SC(z) 都 是 整 函数 . 


Cz) +iS(z) = Lie (Yr i)z). 


它们 最 早出 现在 注 的 衍射 理论 中 ,近年 来 还 应 用 在 高 速 汽车 公路 的 回旋 曲线 中 . 
当 x>oo 时 ， C(z) 一 地 ,S(z)- 广 


如 令 X= 二 Cla) ,y 二 SCw) ,其 中 为 实 参数 , 则 此 参数 方程 所 对 应 的 曲线 称 为 科 尔 
谊 螺 线 (图 17. 3-1). 
菲 涅 尔 积分 的 级 数 展 开 ， 


加 ed (— 1)" (x/2) "et 
CW =— 之 Cn nl zl<%), 


加 一 (一 ] yn Ce/ 2) 2 ptmts 
菲 涅 尔 积分 的 淅 近 展开 


se Bol] ， 


一 二 0.6 

十 HT- Clogses | | 
-HHr 
| 了 本 
5 | | 
| 了 


一 -+ 
17.3-1 


RT 
人 | | 


让 
国 
UL 


1 

村 作 
Et 
— 
| 
一 
一 
国 
一 
一 
一 
一 


1 1 (— 1)"(4n 二 1)11 
Clz) 一 志 一 一 (cos 亚 - > Cl 


(re 2 2nt! 
-sin 深 (1+ > Cn DH)), 


Sz) ~ 专 一 二 (cos 琶 - (+ Ct bn) 


2 (me ) 
一 ])" (4 1)11 
+ sin 慨 - > 《一 1)" 人 ) | : 


(zl 一 co | argz |< 子 ). 


8$ 17.4 指数 积分 “对 数 积分 “正弦 积分 “余弦 积分 


定义 1 Fi(z) 二 |” 乞 di( 当 z>0 时 在 :一 0 处 取 柯 西 主 值 ) 称 为 指数 积分 


定义 2 li(z) 一 下 各 亿 (| arg( 一 Inz) |< 7 


称 为 对 数 积分 . 
li(z) 在 除去 (一 c2,0) 和 (1,co) 的 = 平面 上 是 单 值 .全 纯 的 ， 
， 662 ， 


定义 3 Si(z) 一 | Sg | 2 | < co) 
CiCz) = 一 上 cd 一 y 十 nz 十 | co 于 一 
(| argz |< ,7 为 欧 拉 常数 ) 
分 别称 为 正弦 积分 和 余弦 积分 ,Si(z) 和 Ci(z) 一 y 一 lnz 都 是 z 的 整 孙 数 ， 
特别 地 ， limSi(z)= (7 为 实数 ). 
上 述 诸 积 分 的 级 数 展 开 为 : 


ED — y+In| zl+ D3 (zx 是 实数 且 关 0)， 


n*nl 


. _ (— 1)” 2rrHl 
Si(z) 一 > 下 CEI (| z |< co)， 


《一 1)"z2 
Citz) = 7 十 |]nzx 十 2 2n Con)! [| argz |< a). 
渐 近 展开 为 ， 


] no— 1 
Ei(ir) ~ 六 (去 + tt ct ‘Tm 小 


we 


. 《一 1)"(2m)! si (1)"(2nt+ D1 
SG 一生 一 92 2 - ES - 


【| = |— oo, | argz |< x),， 


sinz >， (— 1)"(2n)1 -> {一 1)"(2n 十 1)1 
各 站 一 站 2 


(| = |-> co，| argz |< no). 


当 z 二 xz( 实 数 ) 时 ,上 述 积分 之 间 有 下 列 关 系 : 


Ci(z) ~ 


一心 


Filiz) = Ci(z) + iSi(zx) + oi 


Ei(xz) 在 量子 力学 中 ,SiCx) ,Cil(z) 在 通讯 工程 中 有 重要 的 应 用 . 
$ 17.5 勒 让 德 函 数 ” 勒 让 德 多 项 式 


17.5.1 勒 让 德 方程 与 勒 让 德 函 数 


勒 让 往 晒 数 是 勒 让 德 方 程 
(1 -2 ) SYP tut Dz =0 (17.5-1) 


。 6803 ， 


的 解 , 其 中 * 可 以 是 任何 复 常数 . (17, 5-1) 称 为 vy 阶 勒 让 德 方程 . 它 的 人 两 个 基本 解 可 
以 用 下 列 积分 来 表示 ， 


一 也 中 he z _ 
1 Ki2 一 1 _ 


其 中 G 为 在 沿 ( 一 co ,一 1) 切 开 的 上 平面 上 的 一 条 正 向 闭 曲 线 , 且 使 1,z 是 Cl 所 转 
的 区 域 的 内 点 . Cz 为 在 1 平面 上 沿 负 向 绕 点 1 一 周 , 沿 正 向 绕 点 一 1 一 周 的 平 放 的 8 
字 (co) 形 的 闭 曲线 , (17. 5-2) 式 称 为 P,(z) 的 施 勒 夫 利 积分 表示 . P,(z) 称 为 v 次 的 第 
一 类 勒 让 德 函 数 ,Q, (z) 称 为 “次 的 第 二 类 勤 让 德 函 数 . 若 Re(y 十 1) 守 0, 也 可 将 
(17.5-3) 的 积分 路 径 变 形 而 得 到 


1 1 (1 ty 


2) = za (zm 
当 y 为 整数 时 ,用 此 式 比 较 方便 . 
勒 让 德 方程 (在 实数 域 的 情形 ) 可 在 对 球 坐 标 系 中 的 拉 普 拉 斯 方程 
1 3 au 1 9/f..,9u ] du_ 
2 到 人 了 针 rsing 让 (sing 6)+ Fn 一 
进行 分 离 变 量 时 导出 . 


令 u(r,g; 四 二 RG)(q)B00) ,由 拉 普 拉 斯 方程 分 出 三 个 常 微分 方程 ,其 中 之 一 
为 


ze， nd， {ym gop 
+co8 针 十 Q Ms )OO) 一 0， 


其 中 4,m 是 在 分 离 变 量 时 所 引进 的 参数 ,m= 二 0,1,2,… 如 令 z 一 cosg,y 一 日 (的 光一 


dl a __m _ _ 
(一 也 ) 2+ (vt+D [到 二) 一 0， (17. 5-4) 
(17. 5-4) 称 为 连带 勒 让 德 方 程 . 特别 地 , 当 mm 一 0 时 ,得 


2 
(1 一 了 2) 49-2zP ++ Dy=0. 


此 方程 即 为 方程 (17. 5-1) 在 实数 域 上 的 情形 . 
对 于 (17. 5-1) ,在 寻常 点 z=0 的 邻 域 ,可 用 级 数 解法 . 设 解 


Tu 2) 一 > Chz4， 
Ah 
得 
wz) = Cow (2) 二 Cv (2), 


其 中 Co ,C1 为 任意 稼 数 . 
* 664 。 


w_(z) = 1— 十 gr 一 2 人 十 1 人 二 3 加 


4! 
Dv 一 2 一 RT 2) (y+ 1 十 3 十 2 一 ]) 
C28) | 

。 Zz 十 {17.5-5) 
v,(z) 一 z 一 由 人 _,, 

DD 十) 

{2k 十 1)1 
2 十， 17.5-6) 


ww《z) ,vw《z) 为 (17.5-1) 的 两 个 线性 无 关 的 解 , 它 们 在 |z| 过 1 内 收敛 ， 
17, 5.2 勒 让 德 多 项 式 的 定义 ” 微 商 表示 与 积分 表示 
勒 让 德 方程 
G 一 2 FP- tnnt De=0 一 0 2 (17. 5-7) 
Ee dz 
的 多 项 式 解 称 为 勒 让 德 和 多 项 式 ( 当 (7.5-]) 中 的 y= 二 n 时 , 解 刀 (z) 和 及 .(z) 中 必 有 一 
个 是 多 项 式 ) ,在 实际 问题 中 普遍 过 到 的 是 y= 二 n 的 情形 . 


当 为 偶数 时 ,由 (17,5-5) 可 见 坟 (z) 是 个 nn 次 多 项 式 


(2) = 1— et ly + nt _ 


(— 133°Cn— 22 0 (nt 1) nt 3) (2n— D 


nn! 


十 


而 wu《z) 傅 为 一 无 穷 级 数 . 
当 xn 为 奇数 时 ,由 (17.5- 人 可 见 w(z) 是 个 nn 次 多 项 式 


v, (2) =z— Dn 
CD (nl)(n 3)..2 “Cn 十 2) (nt) (2n— 1),, 


ni 
而 w《z) 仍 为 一 无 穷 级 数 . 
利用 级 数 解 时 所 得 的 递 推 公 式 


Cc =— ?2 一点) 十 下 十 1) 
Ht (十 2) 十 1) 


当 x 分 别 为 偶数 和 奇数 时 ,可 把 Co 和 Ci 都 用 C 来 表示 . 令 


Cr 


于 是 能 把 owtz) 和 Cuw(z) 统 一 成 一 个 式 子 , 记 为 
， 665 ， 


[ 二] 
加 《一 ] ”271 一 2802 1 2 _ 
Pz) = 2 mn mi am . (17, 5°8) 


Th 二 必 


其 中 
n 为 偶数 ， 


2 ， 天 为 奇数 ， 
P, (2) 称 为 于 次 勒 让 德 多 项 式 , 它 是 第 一 类 勤 让 德 图 数 . 


也, (一 z) = (~— 17°P, (2), Po (0) = 0,P,, (0) = 《一 1" (2n)! 


2 Cn1): 
Potz) = 1,P(z) = Zz, 


Pp, (z) = 方 (3z — 1),P,(z) = 村 (5 -一 3z)， 
PKz) = C35 — 302 十 3)， 
P, (zy = 言 (63z 一 702 十 15z)， 
__ 1 让 帮 
Pi(z) 一 (2312 — 3152 + 1052 —5), 
等 等 . 
1. P, (zz) 的 微 商 表示 一 一 罗 德 里 格 斯 公式 
1 史 i 
P,(z) = Dan! 了 (2 1)” 


2，P,(z) 的 积分 表示 一 一 施 勒 夫 利 公式 


1 (FC— 1)" 
P(x) = 了 ri 
其 中 C 是 :平面 上 绕 点 1 二 z 一 周 , 取 正 向 的 闭 曲线 . 此 公式 是 (17. 5-2) 中 当 v=n 时 
的 特殊 情形 . 如 果 取 C 为 以 点 z 作 图 心 ,半径 等 于 | 一 11 的 加 ,这 时 


Pa = | (et VF Ieosg)"dy. (17. 5-9) 


(17. 5-9) 称 为 P, (z) 的 拉 普 拉 斯 第 一 积分 表达 式 , 其 中 的 多 值 函 数 vVz 一 1 可 取 任 一 
单 值 分 文 - 又 


P.(z2) = (17.5-10) 


1 _d 
+ 《之 十 Ve — lcosp) "tt 
称 为 P, {zx) 的 拉 普 拉 拱 第 二 积分 表达 式 . 

666 ， 


在 人 17. 5-9) 中 ,如 令 x 二 x 二 cosb, 则 有 
一 -一 1 " + n 
P.(cosd) = 二 | Ccosg+ isinfcosp) "dy. 
由 此 可 得 
| PCz) [1 (一 1 过 工 受 1)， 
PP (1 一 1， 卫 (一 1 一 (一 1)". 


17.5.3 卫 ,(z) 的 母 函数 PCz) 的 递 推 公式 
定义 1 设 函 数 g(z) 在 :=0 的 某 邻 域内 可 展 为 收 化 的 军 级 数 
Eg(1) = Dg 
则 称 gz) 为 序列 fa } 的 母 画 数 或 生成 函数 


对 于 天数 序列 { 广 (xz)} 也 类 似 , 若 画 数 . 基 (z) 昌 在 (z, 思 空间 的 某 个 域内 可 展 成 关 
于 zf 收敛 的 级 数 


Ktlz,t) = Dy fer, 
上 一口 


则 称 KK(z, 刀 为 函数 序列 {f(z)} 的 母 卫 数 或 生成 函数 . 
勒 让 德 多 项 式 序 列 {P,(z)}:>。 存 在 母 函数 (1 一 2zt 十 ) 有 2 ， 即 


(1—22+8) = SP, (C2). 
下 一 恬 


由 上 展开 式 可 得 下 列 递 推 公 式 ，: 
Pi({z) — xzPotz) = 0. 
cnt 1 Pn (2) — C2nt DeP, C2) tnPo(z) = 0n 1), 
PCz) = P',n (z) — 2zP', (Cz) + Pi (2). 
P' nlz) = zP’,(z) + (n+ 1)P,(z). 
zP',(z) — P',1 (z) = npP, (z). 
Pn (2) — P',1(z) = (2nt 1)P, Cz). 
《z2 — DP',(z) = mP,(z) — np (2). 
上 述 递 推 公式 在 x 不 是 整数 时 仍 成 立 . 

17.5,4 P(x) 的 正 交 性 传 里 叶 - 勤 让 德 级 数 


定理 1 勤 让 德 多 项 式 函 数 系 {P, 4n)} 吕 在 [一 1,1] 上 正 交 , 即 
| 0 (m 天 n) 
| Ps Cz)P, C2) dz -1 > 


这 表明 勒 让 德 多 项 式 在 [一 1,1j 构 成 一 正 交 系 ( 参 看 14. 5. 9) , 它 是 上 [一 1,1j 中 
的 完备 正 交 系 . | 和/ 各 1P,(z) 】 在 1?[ 一 1,1] 中 是 完备 正规 正 交 系 
定义 2 设 {%(z)) 1 为 在 区 间 [La ,的 上 的 正 交 冰 数 系 , 若 
| fwp de = 12,") 
存在 ; 则 
DCp, CD (GC, = | for)p dr /| gaz) 


称 为 昭 数 xz) 关于 (gr (x))=; 的 傅 里 叶 级 数 ， 


定理 2 设 函数 f(x) 在 [一 1,1] 上 有 定义 ,函数 (1 一 z2)-4 f(x) 在 [一 1,1J 上 的 
积分 存在 且 绝 对 收 伍 , 则 级 数 


SC,P, Cz) 
收敛 ,其 中 可 
C, = 经 十]| 7zD)P,Czar (n=0,1,2,)) 
并 有 


2CP， (z) = 雪 (f(z+0) + f(z—0)) (—1<z<1). 


土 述 级 数 称 为 全 里 时- 勒 让 德 级 数 ,在 用 分 离 变量 法 解 拉 普 拉 斯 方程 的 狄 利 殉 电 
问题 时 会 遇 到 ， 

17.5.5 第 二 类 勘 让 德 函 数 

方程 (17. 5-7) 的 第 二 个 解 为 


Q(z) =|- dz | 


(x — 1)(P. (2)) 
Q, (z) (一 0,1,2,…) 为 第 二 类 勒 让 德 函 数 , 它 还 有 其 化 积分 表达 式 ， 


1 1 
Q,(z) = 二 |- dQ A 


1] 《一 


z |>> 1). 


Qo = 本 | Fd. (17. 5-11) 


《17. 5-117 称 为 诺 伊 曙 表 示 . 久 ,(z) 的 级 数 展开 式 为 


人 (z) = 2 Cals (十 2 ) (| z |> ])， 


其 中 
. 668 ， 


732 十 1\ 772 十 2 
44 一 Cz CD 二 A 十 1 十 上 有 一). 
k!1(n+ 泡 ) 
4 


Q(z) 的 递 推 关 系 与 已 ,(z) 的 递 推 关系 几乎 完全 相同 , 仅 有 一 个 关系 有 差异 , 即 
(2) 一 zotz) 十 1] 二 0， 
其 余 的 递 推 公式 可 参照 前 面 P, Cz) 的 递 推 公式 写 出 ， 
17, 5.6 连带 勤 让 德 函 数 及 其 递 推 公式 
连带 勒 让 德 聘 数 是 连带 勒 让 德 方程 
2 光一 2z 2 十 (wo 二 1) -ey)w 一 0 
的 解 ， 当 到， 一 1 委 x 魏 ] 1 为 任意 整数 的 情形 时 ,连带 勒 让 德 方程 为 


EY dy 有 _ 
(1 —z) $3 2t 久 十 (nn 十 )y 0. (17.5-12) 


(一 过 ) 


， 
一 
(17, 5-12) 的 一 个 解 
y= (1— #2)" Palz), 
记 作 到 (zz), 另 一 个 解 为 
y= (1— £2)" HQ, lz), 


dr™ 
记 作 Cr Cr) 9 引 | 
Pr (Cz) = (1 — zy) Palz), (17. 5-13) 
(m < 0), 
C(x) = (1 £2) Qn (x) (17. 5-14) 


Pr (Xz) ,tw (I) 分 别称 为 m 阶 n 次 第 一 类 连带 勒 让 德 函数 和 第 一 类 连带 勒 让 德 酉 数 . 
例如 :PCz)==(1 一 zz) 全 Pi(z)=(1 一 2 


Pi(z) = (2) FPa(z) = (1— zx)V: 。3z， 


$7) = (1— 2) ye = 3(1 ~ 22)12， 


根据 罗 德 里 格 斯 公式 ,(17. 5-13) 又 可 写 为 
0 ee dm 
Pr({z) = (—1) Di jm TO— 1)". 
这 种 形式 也 适用 于 mx 是 负 整 数 的 情形 ,只 要 |m| 志 nn. 因为 方程 (17. 5-12) 在 x 换 成 
+ 669 。 


Pm(z) = (~ 1)” C= 
2"n1 
也 是 方程 的 解 . Pr “(Zz) 与 Pr (xz) 只 差 一 常数 因子 , 即 
| 
P™ (7x) = (— 1) nm 7: 
Pr (zx) 的 递 推 公式 为 
(2nt 1)rP™ = (nm)}Pe + (nm 1 Pn. 
(2 十 1 人 (一 妇 )72 Pr = Pr — Pt, 


(2n D1— a) Po = (nm 二 2) (nm m1) Pn 
— (nn 二 mm) (nt+nm Om 1)P, 


Ez —1)" (m0) 
er 


(Zn D2) ps = (nn 二 1) mp 


— n(n OO— mT 1) Pm. 
由 于 Q(x) 与 P, (zx) 的 递 推 公式 除去 Q@ (xz) 和 《zx) 的 关系 外 ,其 他 完全 相间 ， 
因此 上 面 的 递 推 公式 同样 适用 于 tx (z)， 


17.5.7 P”(z) 的 正 交 性 ” 按 {P*(z)}>, 展开 


由 于 
) 2 十 | 
| Pap ndr = Ste,, 
其 中 
] ， k= nn; 
和 一 | 
0，, An， 


所 以 {Pr”(z))2, 在 [一 1,1j 上 正 交 . 
定理 3 任何 一 个 在 区 间 [ 一 1,1] 上 连续 且 在 端点 为 零 的 函数 f(x) 可 以 按 连带 
勒 让 德 函 数 系 {Pr Cz) }。 在 平均 收 化 的 意义 下 展开 为 


flx) = CP" (7), 


二 1 


其 中 


_ 2nt1 (nm)! 
C, = 2 EF! f(r) Pr Cr)dz. 


注 ; 设 {gr (7))5=; 为 在 区 间 [a,58]j 上 的 正规 正 交 系 , fz) 是 La,5j] 上 的 连续 虹 数 ， 


今 
bs 
C= | fp nd n=1,2,), 


* 670 。 


则 当 
lim| ] fr) 一 Dj Gpr lz) ] ‘jr =0 
“ n 一 ] 
时 , 称 > Cg,(z) 平均 收 钱 于 f(z). 


17. 5.8 3 阶 球面 调和 函数 及 其 正 交 性 
在 用 分 离 变量 法 解 球 坐 标 系 中 的 拉 普 拉 斯 方程 时 , 若 令 
ulr, 0) 一 RYe, 9) + 
则 分 离 出 关于 Y(9,g9) 的 方程 为 


FY 1 gy 
a si 有 gg 


此 方程 称 为 球 函 数 方 程 ,其 解 了 (0,9) 称 为 球 函数 . 
再 令 Y(9,9) 二 (9)8(0), 代 人 方程 (17. 5-15) ,分解 成 两 个 常 微分 方程 ， 


2 
tm = 0 (m= 0,1,2,), 


+cobg 5 十 十 n(n 十 DY(6,9) 一 0, (17. 5-15) 


_ 2 dy_ 2 dy __m \,. 
(1 了 9 2 十 (nlnt+1) 3)y=0. 
分 别 解 之 ,最 后 得 (17, 5-15) 的 解 


SIP7720 | (© 一 0 


Yr (8.9) 一 Pr (eost) | 
cosmp! “n= 0,1,2*" 


记号 (2 表示 或 了 sinmg 或 取 cosmp,Y" (9,0) 称 为 4 次 球面 调和 西数 (或 4 次 


球面 谐 函 数 ),Y? 0,9) 共 有 28? 十 1 个 也 数 . 

球面 调和 消 数 系 {Y? (9,g)) 纪 中 的 任意 两 个 函数 在 球面 S;0 委 0 魏 r0 委 9 委 2 
上 正 交 , 即 
0， 关头 殉 或 网 天才 


n ram 
Yr (0, 0 Yi (0, sindiondd = 
| PDT qd (Na) 0 nl=m. 


这 里 
my 一 Cn 二 7 1 2 
Ne) 一 人 | Cn De" 
其 中 
2，, = 二 0， 
从 ， 一 
]， m0. 


任何 一 个 在 球面 上 连续 的 函数 f(8,g) 可 以 按 球面 调和 隧 数 系 {Y*” (0,9)}w=o 展 开 
为 一 平均 收敛 的 级 数 
.671 。 


二 由 一 品 


-> > (Car cosmep 二 Wr simmgp) Pr (cos), 
= m 


其 中 


om = C2 Dn nm! 
2 (十 Ta 


(2n+ 1) (no m) 
i 一 | f 0, 9) Pr (cosh) sirvnpsindi gdo. 


例 用 分 离 变量 法 求 球 的 狄 利克 雷 问 题 


1 9 9 有] 可 1 a 
二 艺人 + Fi 站 (sing ti -0 


(r<RO0CIECTmOSCYyE a), 
ulrpR= f(D0 EOSA 0 Ep E27) 


T 2 
| | f(0, 9) Pr (cost) cosmpsindiedd , 


的 解 . 
令 rg 四 二 RR(r)B(g)B( 人 四 ,分 离 变量 后 得 出 下 面 三 个 方程 
7 2 十 2r 坚 一 退 =0， (17.5-16) 
dP mg 0, (C17. 9-17) 
09 
a dQ _ 
和 十 co 她 9 十 (2 一 各 5 一 0. (17. 5-18)》 


令 1 一 zz 十 1)， 解 (17.5-16) 得 民 (m 三 Cr 一 0,1,2,…), 解 (17.5-17) 得 
和 《全 一 amcosz7ag 十 8 sinzo(m 一 0 1 2 和 ), 解 (17.5-18) 得 四 (六 一 站 PY (cos0). 所 
以 


utrsp0) 一 > Dersb,p) — 3 PR (7) (pO, (0) 


有 三 加 二 下 一 让 了 贡 三 必 


一 Y， yn (orcosnp + msinmp) Pr (cost),， (17.5-19) 


n=0 m= 从 


其 中 只 一 局 ，a * DD,y 太 二 CGC 。， Bn * D,. 代 人 边界 条 件 , 得 


u(R,0,w) = >， >》 (Ray cosrap + R"br sinrp)]Py cosg) 一 f(0,9)， 


nD m= 


于 是 


7 en Dine mi ff . 
Rn | 0 P (cost) cosmpsindigdl ， 


《2 十 1)1682 一 2) 人 人 ， . 
br 一 DR Cn rm)! | 9) Pr Ceost) sinmpsintdi pdo. 


* 072 * 


将 o8 ,名 代入 (17.5-19) 即 得 所 提问 题 的 解 . 
$17.6 贝 塞 尔 艺 数 


17.6.1 贝 寨 尔 方程 与 贝 塞 尔 孙 数 


方程 


dw, 1 dw A _ 
了 学 二 一 9 十 (1 |]w=0 (17. 6-1) 


称 为 ， 阶 贝 塞 尔 方程 ,其 中 v 可 以 是 任何 复 常 数 . 贝 塞 尔 方程 的 解 称 为 贝 塞 尔 水 数 . 
在 实数 域 上 的 贝 塞 尔 方程 可 在 对 柱 坐 标 系 中 的 拉 普 拉 斯 方程 


1 dg/ du 1 du | Fu 
EA 
进行 分 离 变量 时 得 到 : 今 wp,p,z) 二 RCp)$(gp)2Z(z), 分 离 变 量 后 得 出 三 个 常 微分 方 


SR 1 dR (R=0, 


dp pdp E 

这 里 ,wm 是 在 分 高 变量 时 所 引进 的 参数 ,m= 二 0,1,2,…. 当 u>0 时 , 邻 Zz 二 Yo ， 得 
4R, 1 dR mi 
+ 声 守 +(1 一 入 )R=0. 

此 即 实数 域 上 的 贝 塞 尔 方程 . 


17.6.2 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 及 其 递 推 公式 
对 于 方程 (17. 6-1) ,z==0 为 正则 奇 点 (参看 8. 5. 3) , 故 设 解 


wz) = > Cz (GO), 


二 一 个 


代入 方程 (17. 6-1) ,得 指数 方程 (参看 8. 5. 3) 


(ss —y)C 一 0 
和 递 推 公式 
Cr 2 
C, 《十 天 2 一 由 (之 22). 
于 是 得 贝 塞 尔 方程 的 两 个 解 
oD” 1 /zz 
(9 一 2 i Fm) (17. 6-2) 
uD 1 (zz 
三 (四 一 之 1 Fe (17. 6-3) 


Jz+,(z) 称 为 ， 阶 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 , 当 v" 不 是 整数 时 ,J+,(2) 是 沿 负 实 轴 切 开 的 zx 平 
。673 。 


面 (|argz|<x) 上 的 全 纯 函 数 , 当 vu 一 n( 整 数 ) 时 ,J,(z) 为 整 函 数 . 

当 纪 不 是 整数 时 , J,(z) 和 J-,(z) 是 线性 无 关 的 , 这 时 , (17.6-1) 的 通 解 为 
wz) =O ,zz)+ Co _, (x). 

当 y 二 n(n 二 0,1,2, 呈 时 J,(z)= 二 (一 1)"J,(z) ,于 是 J, (xz) 和 J,(z) 是 线性 相 
关 的 . 这 时 与 之 线性 无 关 的 解 需 男 求 ,参看 17. 6. 7， 

特别 地 , 当 n= 二 0,1 时 有 


1 2 2 DD, 
ol i wa t+ acgryr + 
SD 
TT 
有 关 半 (2 的 递 推 公式 为 
(wl,) = 2 1, C17.6-4) 
d,.,、 
2 J,) =— 2 nn. (17.6-5) 
当 "一 0 时 ,为 J'o (x)=— (C2), 
vy) ,二 2z]’, = x] ,1. 《17. 6-6) 
一 苛 ,十 2 ， 一 一 zi ul, C17. 8-7) 
J th = 2 (17. 6-8) 
了 1 一 了 = 2 {17,6-9) 
(4) C2) = er. (17. 6-10) 
(6) C1) = ~ Dre (17.6-11) 


注 :将 (17. 6-10) 和 (17, 6-11) 中 的 -9- 看 成 是 一 个 整体 的 运算 记号 ,例如 


2 
(所) (zJ 一 (所 )( 生 )xy， 


. da: 
不 是 这 部 (2 


所 有 上 述 关 于 儿 的 递 推 公 式 ,对 于 任何 vy 都 是 成 立 的 . (17. 6-8) 说 明 "十 1 阶 贝 
案 尔 畏 数 可 由 vy 及 vy 一 1 阶 来 表示 . 例如 ， 


Js(z) = Jz) — Jolx), 


J3(z) 一 jz) 一 三 (2 一 (一 1)1(2) 2 


故 所 有 整数 阶 的 由 密 尔 孙 数 都 可 由 i ( 工 ) 和 JotZz) 来 表示 ,而 Jo 《TIT》 和 上 《z) 有 了 郴 数 
* 674 。， 


表 可 查 , 
17. 6.3 半 奇 数 阶 贝 塞 尔 函 数 
Jo+d (2) (n 王 0, 土 1, 士 2,…) 的 一 个 重要 特点 是 它 可 以 用 初等 函数 表示 : 


-DYa"( 堵 ) (之) 


浊 到 (sn(e 本) 可 (一 1)r(n 十 2r)1 
Nm 2 /二 (0271 二 27)1(2z 运 
[ 呈 ] 


(一 1)"(Cn 十 27 十 1)1 ] 
(2r 二 1)1n— 2r1)1l(22) 


(n= 0,1,2,*:) * 


十 cos(z 一 这 ) >》) 


r 一 放 


开 
2 


_ (— Dn 27n)1 
和 坟 (cos(s 十 可 ) 2 CO ar) De 


二 科 


[ 宝 ] 
_ 2 (— rnt2r+ D1! 
sin(z+ 区 ) 2 i 1) 
(n= 02). 
特别 她 ， 
月 (za /Esinz, -3 (z) 一 /全 cosz 
nz 2 tz 


1]7, 6.4 J,(z) 的 积分 表示 ”整数 阶 的 风 塞 尔 吕 数 的 母 函 数 


J,(z) 的 积分 表达 式 很 多 ,这 里 只 列举 几 个 比较 重要 的 公式 . 导出 积分 表达 式 的 
方法 通 贡 有 两 种 :一 种 是 从 微分 方程 的 积分 形式 的 解 出 发 ,一 种 是 从 解 的 级 数 表达 式 
出 发 . 

由 微分 方程 的 积分 形式 的 解 出 发 ,可 得 


了 (zy 一 一 人 2 | ee (1— Fd 
VrT(v+ 方 ) 咒 


(Rey >— 于 varg(1 一 大 ) = 0). 


如 在 上 式 中 令 二 cosb, 可 得 泊 松 积分 表达 式 


T(x) 一 一 | eros sin28d0， 
VxTr (vy 十 py ® 


* 675 。 


从 而 又 有 


JR 人 (十 


了 (z) = Er sin*6d0. 
由 J,(z) 的 级 数 表 达 式 (17. 6-2) 出 发 ,可 得 
J ,(z) 一 人 | eg (| argt | < 并 )， 
Ti 


一 六 


式 中 的 积分 路 径 同 (17.1-10}) 式 中 的 围 道 , 从 而 又 有 
J,(z) = | 6 (tr) mia (| argz | < 1? | argt | 一 zj (17.6-12) 
再 变换 之 ,可 得 


J].(z) = 元 | " cos(zsing — yO) dg — sm| gir dh 
HT 一 了 A 恰 


(| argz1<< 玛 ) (17. 6-13) 
特别 地 , 当 v= 二 nl 整数 ) 时 ,由 (17. 6-13) 得 
J.(z) = a Cos(zsingd — nd}ad, 
TJ 一 


或 由 (17. 6-12) ,这 时 被 积 贤 数 成 为 单 值 的 ,积分 路 径 可 变形 为 正 向 绕 :二 0 一 周 的 任 
何 一 个 围 道 ,因而 有 


| geFe beemgn = 0, t,t2,),. (17.6-14) 


由 (17. 6-14) 可 知 j(z) 为 函数 晤 (一 ) 的 罗 朗 展开 式 的 系数 ,因此 后 (+ ) 是 
了 (zy 的 母 戎 数 , 即 


十 ce 
eT) = Oo (Olt|<o0, zl<co)， (17.6-15) 


型 -一 一 


在 (17. 6-15) 中 , 令 1 二 ie*, 可 得 


ee 一 Jo(z) 十 2 > 1] (x) cosng, 


| 


cos(zcosb) 一 Jo(z) + 2 >,(— 1)"]a, (2)cos2ng, 
hh 一 1 
sin(zcosg) 一 2 >) (~— 1)"J zn (z)cos(2n + 1)0, 
有 一作 


1 一 Jo(z) 十 2>，Jo(z)， 
nn 二 1 


如 令 t 二 @, 可 得 
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十 < 
czam 一 >》 J, (x)e™, 
cos(zsing) = Jo(z) 十 29 7 (z) cos2ng, 
nH 三 1 
sin(zsing) = 2 > Ja (z)sin(2n 二 1)8. 
是 一 蜂 


17.6.5 J,(z) 的 零点 


有 关 J,(z) 的 零点 的 几 个 重要 结果 如 下 : 

(1) 对 于 任何 给 定 的 实数 y, 了 (z) 有 无 穷 个 实数 零点 ， 

(2) 当 w>0 时 , 必 有 ,0)=0. 

(3) J,(z) 除 去 * 一 0( 如 果 它 是 零点 ) 可 能 是 例外 ,都 是 一 阶 零点 . 

(4) 当 上 一 1 时 ,了 (Cz) 的 零点 都 是 实数 . 

(5) 车 (0)==0, 则 J,( 一 2) ==0. 

(6) 在 所 z) 的 相 邻 的 两 个 正 零点 之 间 ,分别 有 且 只 有 一 个 J (x) 和 和 J ,ri《z) 的 
至 于 贝 塞 尔 呆 数 等 点 的 具体 数值 ,可 查 有 关 的 将 数 表 . 
图 17. 6-1 是 实 自 变量 的 贝 塞 尔 函 数 Jo Cz) ,n(xz) (zy yagz) 的 图 形 ， 


图 17.6-1 


17.6.6 贝 塞 尔 函 数 的 正 交 性 人 铺 里 时 - 贝 塞 尔 级 数 


定义 1 给 定 消 数 系 {g.(z)} 达 1 ,车 在 区 间 [a,b] 上 存在 一 个 非 负 函 数 e(z) ,满足 
关系 式 


* B77 。 


0 (1m A 

L¥0 (m= mm, 

则 称 p(z) 为 权 范 数 (或 简称 权 ) , 称 此 隔 数 系 为 在 区 间 La,5] 上 关于 权 p{x} 正 交 . 
定理 1 俊和,h2 和 ,为 (XT) 的 正 零 点 (0 过 过 入 之 一 之 入 之 …), 则 当 

y> 一 ] 时 , 贝 蜜 尔 区 数 系 {J,Cnz)}s=1 在 区 间 [L0,1] 上 关于 权 工 正 交 , 即 

0 (m 天 7 ， 


上 
| p(w pr C0)p C7) dr = | 


1 
| #1 ,nr)J, Qn) dr -人 0 (m= 0. 


因此 贝 塞 尔 函 数 系 {J,4,z)} 生 ,Cy 一 1) 是 在 区 间 [0,11 上 关于 权 福 正 交 的 正 交 
孙 数 系 ， 
定义 2 对 在 区 间 [0,1] 上 关于 权 z 正 交 的 贝 塞 尔 葡 数 系 {J, Qnz)})21 ,车 


1 
| zzrczJ Guz)az (一 12) 


存在 , 则 
DC Tn) 
称 为 图 数 f(z) 的 傅 里 时 - 贝 素 尔 级 数 ,其 展开 系数 
2 _f _ 
C= J | sf a), ur) dr. (17. 6-16) 


定理 2 设 f(z) 在 (0,1) 内 有 定义 , 且 | 三 f(z)dr 存在 ,如 果 这 是 广义 积分 ,出 
设 它 是 绝对 收 全 的 , 设 zE (ap(00<a<5<1), 且 大 z) 在 (a, 罗 内 是 有 界 变 差 的 ， 
则 傅 里 叶 - 贝 塞 尔 级 数 


>CJQuz) = r+ 0) + flr—0)) 
了 一] 


(y+ 地 之 0 为 儿 (z) 的 正 零点 ,nAoni ). 
在 侦 微 分 方程 的 定 解 问题 中 经 常会 遇 到 将 函数 按 岁 塞 尔 函 数 系 展开 ,例如 下 列 
展开 式 : 
flp;9) = 2) > (am coszip 十 Drm Sinmgp J ( 生 p), 


关心 由 


其 中 不 p, 科 是 定义 在 0 委 5 委 一 0 委 Y 委 2r 上 的 函数 ,ro 为 了 (z) 的 正 零点 . 此 展 式 一 
般 也 称 为 傅 里 叶 - 贝 塞 尔 级 数 ,参看 9.6.1 例 2. 

17.6.7 第 二 类 贝 塞 尔 函 数 

定义 3 

¥,(2) = Eh DT A (yp) (17. 6-17) 
SiNy At 
称 为 第 二 类 贝 塞 尔 函 数 或 诺 伊 曼 婴 数 . 
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Y,(z) 是 J(z) 和 JJ-_,(z) 的 线性 组 合 , 因 此 它 也 是 (17.6-1) 的 解 , Y,(z) 和 J,(z) 


是 线性 无 关 的 . 
当 y 一 n( 整 数 ) 时 ,由 于 JJ-,(z) 二 (一 1)"J,(z) ,simnx 二 0, 故 (17. 6-17) 无 意义 ,这 
时 有 下 列 定义 . 
定义 4 
Y,(z) = limyY, (z) = lim 209 ee sg) 
SINwT 
17ayJ(z) 1 3]_,(z) 
(sh gb COSwr dy ) 
1 一 上 一 1)1 2 
= 7， Cz)ln 二 一 二 一 人 (这 ) 
1 (一 1)* zm 
-二 > CD rar pa 2 ) 


(n= 0,1,2,°, | argz |< ox), (17.6-18) 
其 中 #2) 二 T(z) /T(z) (参看 17. 1. 5). 
当 n=0 在 (17. 6-18) 中 去 掉 第 二 项 有 限 和 ,可 以 证 明 Y,《(z) 满 足 n 阶 贝 塞 尔 方 
程 ,并 且 它 和 J,(z) 线 性 无 关 . 这 时 (17. 6-1) 的 通 解 
y= C0) CoY, (C2). 
由 (17. 6-18) 看 出 , 当 zx->0 时 ， 


一 111 一 
Yo(z) 一 艺 In 主 ,Y,(z) ~ 一 包 一 (地) (n> 1). 


而 
图 17. 6-2 中 给 出 了 实 自 变量 函数 Yo (zx) ,Y (zx) 的 图 形 . 
Y (Zz) 的 定义 域 为 (0, 十 oo), 当 re) 
I>0 十 时 ,Y (Zz) 一 一 o0, 因此 ,如 果 要 
求 n 阶 贝 塞 尔 方程 的 解 在 原点 处 有 和 界 ， 
则 方程 的 解 中 应 不 含有 Y, (xz). 但 如 果 
数学 物理 方程 的 定 解 问题 的 区 域 不 包 
含 原 点 ;例如 是 空心 圆柱 体 , 那 时 就 必 
须 考虑 第 二 类 贝 塞 尔 函 数 . 


当 阶 数 y= 十 地 (n 为 整数 ) 时 ， 


和 (z) 一 ooszsy_ 1 《z) 一 gine 
Tz 2 7 玫 


关于 J ,(z) 的 所 有 递 推 关 系 都 适用 于 Y,(z) (包括 v= 的 情形 ), 设 Z(z) 代 表 
Ju(2) 或 者 Y(z), 这 时 ,例如 (17.6-4),(17.6-5),{17.6-8),(17. 6-9) 写 作 ， 


A (7,) 一 zzZ (17. 6-19) 
A 
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(emg,) eg. (17. 6-20) 
这 


Zi Zn = 7, . (17. 6-21) 


7 — Zn = 22,. (17. 6-22) 
满足 递 推 关系 (17. 6-21) 和 (17. 6-22) (或 者 等 价 的 (17. 6-19) 和 (17. 6-20)) 的 函数 称 
为 柱 函 数 . 柱 函 数 必 满足 贝 塞 尔 方程 ， 

17.6.8 第 三 类 贝 塞 尔 函 数 

定义 5 

HY (x) = J,(z) + iY, (2), 
H®? (z) = J,(z) — 1Y, (2) 
称 为 第 三 类 贝 塞 尔 函 数 ,也 分 别称 为 第 一 类 和 第 二 类 汉 克 尔 函 数 . 

HY Cz) 和 HJ” (z)( 包 括 v 等 于 整数 ) 是 线性 无 关 的 ,因此 不 论 v 为何 值 ,J(z)， 
Y,(z) ,了 H(z) ,Hs?《z) 中 的 任意 两 个 都 是 贝 塞 尔 方程 的 线性 无 关 的 解 , H(z) 和 
及 2 (Cz) 也 满足 递 推 关 系 (17, 6-21) 和 (17, 6-22) , 故 通常 把 第 一 .第 二 ,第 三 类 贝 塞 尔 
函数 统称 为 柱 函 数 ， 

当 yy 二 n(n 二 0,1,2,) 有 时 ,HEY? (Cz) 和 HE (Cz) 在 点 2 二 0 具有 与 Y,(z) 相 辣 的 奇异 
性 . 

当 为 整数 时 ,Hs+} (x) ,有史 } (z) 也 可 以 用 初等 函数 来 表示 . 例如 ， 


HY Cz) = 4 (2) + (9) 一 一 从/ 和， 
HY (2) = 4 (2 i = Ze, 
汉 克 尔 函数 在 研究 某 类 波 的 传播 方面 时 是 很 有 用 的 ， 
17. 6.9 修正 贝 塞 尔 函 数 


修正 贝 塞 尔 函数 是 方程 
+1)w=0 (17. 6-23) 
的 解 . 


方程 (17. 6-23) 是 将 (17.6-1) 中 的 = 换 为 zz 所 得 , 故 将 它 称 为 修正 贝 塞 尔 方 程 . 
此 J (iz) 为 方程 (17. 6-23) 的 解 ， 

在 解 圆柱 体内 拉 普 拉 斯 方程 的 边 值 问题 ,是 当 圆柱 体 的 上 下 底 有 齐 次 边界 条 件 
时 ,会 出 现 (17. 6-23) 的 实数 形式 


dey, ldy_ 这 
daz 元 dt (i+ 点 )y=0 
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定义 6 
LL(z) = er T(zer 2) (~—rx < argz 人 nx/2) 
称 为 第 一 类 修正 贝 塞 尔 函 数 ， 
XxX 
Lz) = em Crew) (Targz <n) 
总 1 
本 之 ， nro mt ( 2 
当 yzn( 整 数 ) 时 ,I 了 (z) 和 工 -,(z) 为 方程 (17. 6-23) 的 两 个 线 往 无 关 的 解 . 当 y 二 nn 
(整数 ) 时 ,了 , (z) 二 了, (z) ,为 此 , 需 男 求 一 个 与 之 线性 无 关 的 解 . 
定义 7 


)™ 


K,{z) = — -i (z)}— 1 上 (zz)) (WW) 


称 为 第 二 类 修正 贝 站 
多 


K,(z) = a HV (re) 一 一 Te ei HO (pe?). (17. 6-24) 
当 vO 时 ,定义 
K, (zx) 一 limK., (z) = er HEY (ef?). (17. 6-25) 
所 以 不 论 y 为 何 值 ,总 可 用 (17, 6-24) 来 定义 KK,(z}), 由 (7. 6-25) 可 得 . 
[mt | 
1 (— 1)™ (no 7 1)1 en 
K-T (部 ) 


ml] 


一 1 
+ (CD > (In 邓 一 喜 Um 十 an 十 1) 
2nrHn 
一 方 Wm 十 1)) (地 ) (nn 二 0,],2,, | argx | 过 2D. 


?一 0 时 ,去 掉 第 一 项 有 限 和 . * 一 0 是 K, (z) 的 奇 点 ,奇异 性 和 YY, (z) 相 似 . 
当 z0 时 ,Ko (2z) ~ 一 In 这 ,KK,(z)~ 100 


"= (三 ) " (a1). 100K0(x) 
JI.(X) 和 KK,《z) 不 存在 实 的 零点 . 所 以 它 
们 的 图 形 不 是 振荡 型 曲线 . 这 与 J, (xz) 和 和 
Y, (z) 的 曲线 不 同 . 图 17. 6-3 给 出 f(x) 和 
100Ks Cz) 的 图 形 . 
对 于 了 (zx) 和 KK, Cz) 也 有 相应 的 递 推 公 
式 , 但 与 J,(z) 的 递 推 公式 不 全 相同 ,例如 有 


4 加 ad _ 
J eT,) 一 2 |， 元 (2 下，) 一 一 风 兵 ，1 ， 


ECanK,) ~—— sk, (nl,) — 一 六 
当 "为 半 奇 数 时 ,修正 贝 塞 尔 函 数 也 可 用 初等 函数 来 表示 ,例如 


1 (0) fshe, 1 (2) =/ 二 chz， Ka 一 /于 一 
Tz 2 Tz 2 nz 


17. 6.10 开 耳 芬 函 数 


开 耳 芬 在 解决 某 些 电学 问题 ,例如 高 频 交 流 电 的 趋 肤 效应 ,交流 电 在 圆 截面 电线 
上 的 分 布 情形 时 ,引进 了 卫 数 ber(z) 和 了 为数 bei(z)( 亦 记 作 bero (zx) ,beio CX) ,zz 为 实 


数 ) ,它们 是 修正 贝 塞 尔 函 数 Jo (zi) 的 实 部 和 虚 部 , 即 
ber(z) + ibei(x) = Jolxvi) = Jo Cnni). 
它们 的 级 数 表达 式 为 
cD"() 


» (一 D"( 宇 )” mw 
2 , 2 
ber(x) = 之 一 CD bei(z) = 2 mT 
上 述 定义 的 推广 是 

ber, (2) + ibei, (2) = 了 (zeta )， 


J,(ze*™wA) 是 方程 


的 解 . 
此 外 还 有 函数 ker,(z) ,kei,(z) ,her,(z) ,hei,(z)( 属 第 二 类 ) ,它们 的 定义 是 
ker, (z) + ikei, (z) = er"i K, (ze ), 
her (z) 二 ihel, (z) = HY (zn), 
her, (z) — ihei, (z) = HY (zw ). 
它们 之 间 的 关系 有 


ker, (z) 一 一 -2 hei, (2); kel (z} 一 3 her, (2). 


17.6.11 球 贝 塞 尔 函 数 


球 贝 塞 尔 函 数 是 球 贝 塞 尔 方程 


+ (1 )w=0 


2 (17. 6-26) 


的 解 , 其 中 i 为 常数 . 
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在 实效 域 上 的 球 贝 塞 尔 方程 可 由 对 球 坐 标 系 中 的 刻 姆 霍 兹 方程 进行 分 离 变 量 导出 ， 


对 于 方程 (17. 6-26) , 若 令 w( 疏 = 二 zz 22ofz) , 则 化 为 对 v2) 的 证 方 阶 页 塞 尔 方程 


|。 


2 


和 ?十 填空 二 


2 dz 


所 以 (17. 6-26) 的 解 等 于 < 主 Jr3 (z) ,但 在 物理 学 中 通常 再 乘 以 因 和 也/ 到 后 定义 为 
球 贝 塞 尔 西数 , 记 作 


大 (2) /ET mr) /EY (0) 
hiv (Cz) = | 2 五 税 (z), ho (z) 一 722 五 个 《z) ， 


易 见 


hd Cz) = ji (2) in (2),) 


hf 《之 ) 一 《之 ) 一 nl 《zx 
符 以 站 表示 7 ,AP 中 的 任何 一 


个 , 则 由 有 下 列 基本 递 推 关 系 . 
gi 二 ger = ly, 1 


We — C+ Do = (25 十 了 sg. 
当 i 为 整数 时 , 球 贝 塞 尔 函 数 可 用 初等 函数 来 表示 , 例如 


jn(z) = EE, f(z) 一 Sesz ， 


[ 
iW = ) sm WU. 
en 


M4! (z) 一 ee-， hy? (z) = 


Tm/2) 


17.6.12 各 类 贝 塞 尔 函 数 的 渐 近 展开 式 
下 面 给 


出 的 是 当 y 圈定 ,1z| 一 oo 时 各 类 贝 塞 尔 函数 的 最 基本 的 浙 近 展开 式 , 其 
中 符号 (vy,0) 二 1， 
r(3 十 y 十 p) 


(5 六) 二 一 一 一 一 一 一 
pIT( 志 十 uv 一) 


(p 一 1 4 


符号 (1),， 参看 17. 10. 2. 


Ja ~A/ 三 (oos(z 一 学 > 这 人 2 1)™ Cv, 1) 


(2z2)™ 
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一 sin(z 一 学 一 斑 j 2 i) (| argz |<< Xo). 


2 ] ~ 9 
YD) 六 (sin(z 一 千年 ) 忆 所 交 侣 2 
os(z 一 各 一生 ) 2 全 DD) (| argz|< 四， 


2 ， 二 (去 + 中 (去 一 由 
7 | 


n't) 


(— x < argz < 27). 


( 翅 十 y) ( 坟 一 ") 
Hi? (2) ~ ei ) 1+ > 1)" 人 
Tar < 


OD et) yn) 
T(z) Dr 一 《2z ya 二 FD 2 (2z2)" 


(— x/2 < argz < 3r/2). 


(yn) 
K,(z) ~ 亚 e (1 十 >， 0 ) (| argz |<< 3x/2). 


Y 17.7 埃 尔 米 特 函数 与 埃 尔 米 特 多 项 式 
方程 


人 -2 人 十 Zwy 二 0 人 为 任意 常数 ,z 为 实数 ) 


称 为 埃 尔 米 特 方程 , 

上 述 方 程 导 源 于 一 维 谐振 子 的 薛 定 谱 方 程 . 

埃 尔 米 特 方程 的 一 个 解 

H,(x) = 2%2er DCV3z) 

(其 中 抛物 柱 面 函数 D, (z) 参 看 17. 11. 4) 称 为 埃 尔 米 特 函数 ， 

当 : 一 2 一 0 ,2 时， 

H(z) = Sy pr)"™, 
H(z) 称 为 nn 次 埃 尔 米 特 多 项 式 . 特别 地 ， 
684 。 


Ho(x) 一 1，Bi(z) = 2xr, He(x) = 4r: —2, 
Hs(7x) = Br — 127x, H(zx) = 16x' — 48x 二 12, 
H;(x) = 327 — 1607 + 1207r,°: 


1， 日.《Z) 的 微 商 表示 一 一 罗 德 里 格 斯 公式 


d"” ,2 
Jee )， 


H,(z) = (一 Dez 


2， 百 .(z) 的 母 函 数 与 递 推 公式 


e+ 姑 为 百 ,(Cz) 的 母 函 数 , 即 
2h 二 Pe (1 4 | 00). 


Sn 


Ha (0) = (— 1 Oo , Hn (0)= 0. 


Hn (C(x) — 2zxH, (7x) + 2nH (7x) = 0. 
H’', (x) = 2nH,) (x). 


3. 在, (Zz) 的 正 交 性 


| 已 Cr) 五， (zerz dr 一 人 20 7 ， 


所 以 埃 尔 米 特 多 项 式 在 (一 co, 十 co) 上 关于 权 e-* 正 交 . 
若 fz) 在 任 一 有 限 区 间 上 是 分 段 光 滑 的 , 则 
SC H., (zx) = (frt0) + f(r—0)) (一 ce < z+00)) 


H 一心 


其 中 


1 or 
C, = or f(D Hs) dz (n=0,1,2,.). 


埃 尔 米 特 函数 和 埃 尔 米 特 多 项 式 也 可 扩充 到 复 平 面 上 去 , 那 时 记 作 及 (xz) 和 
站 ,2Zz). 


$ 17.8 拉 盖 尔 函 数 与 拉 盖 尔 多 项 式 


方程 


z 才 2 二 一 加 红 十 wy 一 0 4 为 任意 常数 ) 


称 为 拉 盖 尔 方程 , 拉 盖 尔 方 程 的 一 个 解 称 为 拉 盖 尔 函数 , 记 作 上 ,xz). 
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L(x) = TO DF vy;1;7), 
其 中 到 (一 六 15z) 为 合流 超 几 何 函 数 ( 参 看 17. 11. 1). 
当 一 站 一 0 1, 2 时 ， 
L(x) = (nl)? >》 (一 1) 
k=0 
Ln(z) 称 为 nn 次 拉 蔓 尔 多 项 式 . 特别 地 
Tofz) = 1,L(x) =— z+1, Lr)= wt 4rt+2, 
Li{7x) =— x 十 97 — 18z+6,: 
L(tT) = zi 16r t+727r 一 967 十 24， 
Lstx) =—=— x 二 25zx: ~ 200z: 十 600z 一 600z 十 120,.… 


i 
(RI) (nm AR)! 


1. L,(T) 的 微 商 表示 


L, (x) = =) (Cn = 0,] ,2 ), 


A 
了 
2. Lv(zZ) 的 递 推 公式 

Lr) = (2nt1— Lx) — x Lo (zr). 
3.， LT (zZ) 的 正 交 性 


{LCX)) 0o 在 (0, 十 co)} 上 带 权 e 7 正 交 , 即 有 
| LD (nedz = (nl)?6. 
方程 


I tl 一起 谎 +y 一 0 


(n 一 hE A 天 一 天 的 任意 稍 数 ) 
称 为 连带 拉 盖 尔 方程 (也 称 为 广义 拉 盖 尔 方程 ) , 导 源 于 和 氢 原 子 的 苹 定 证 方程 . 连带 拉 
盖 尔 方程 的 多 项 式 解 称 为 连带 拉 盖 尔 多 项 式 ( 或 广义 拉 盖 尔 多 项 式 ), 记 作 Lr? (x)， 


(zer) = > (RB 


LY? (x) = 
Ee ” Py 


1. LW Cr) 的 遂 推 公式 
(ni DL (Cr) 一 《28 十 az 十 1 一世 ) 了 《77) 一 《十 a) 工 加 【会 )， 
2，、Leo ffZ) 的 母 通 数 


< 为 Lr 《zz) 的 母 郴 数 ， 即 
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一 闻 门 一: 


Hn 一 > 人 TIE (| : [一 1), 


3，L9 (Zz) 的 正 交 性 
(L Cz) jeo 在 (0,cce) 上 带 权 xre * 正 交 , 即 有 
regCDLP war = Reet Ds, 
若 f(z) 在 (0,o0) 上 任 一 有 限 区 各 上 分 段 光 滑 , 则 
De (DD = 二 fz+0) + fz 一 0))) 
其 中 | 


Fy) reLe {rr) f(r dr. 


CC, = 
4. 与 埃 尔 米 特 多 项 式 的 关系 


Hy (2)—={—2)™m LO (7z2) Hayi(z)=(—2 nl VorLi (zx). 
如 将 n 换 为 任意 实数 y, 则 得 连带 拉 盖 尔 罗 数 


ar eTyvt+l) . 
(DF FOIrorD. “tl; 


本 节 内 容 也 都 可 拓 广 到 复 平面 上 去 . 


$17.9 切 比 雪夫 多 项 式 


方程 
(1 一 了 2) 9 尝 一 z+ 各 十 夫 y 二 0 (为 正 整数 ) (17. 9-1) 
称 为 切 比 雪夫 方程 . 
如 令 z= 一 cosg, 则 方程 417. 9- 了 变形 为 
2 十 形 y 一 0. 


于 是 (17. 9-1) 的 通 解 为 


y= Ceostnarccosz) + Co sin(narccosz), 


17.9.1 第 一 类 切 比 雪夫 多 项 式 
定义 1 


[3 
T(x) = cos(narccosz) 一 >》) 《一 De ,和 TH 
0 
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称 为 第 一 类 切 比 雪夫 多 项 式 ( 简 称 切 比 司 夫 多 项 式 ). 特别 地 ， 
Totz) = 1, T(x) = zx, T(x)} 一 2z 一 1， 
Tst7x) = 47° — 3zx, T(x) = Bri — 82+ 1, 
Ts{7x) 一 16z 一 207z3 -| 5z. 


1， Ti, (z) 的 微 商 表示 


(— 10 ce) 和 | 
LD- 


2. 递 推 公式 
Tl {ZT) 一 271 《 工 ) 十 Tl CT) 二 0. 


3， 了 (ZX) 的 母子 数 


— Xt 


1 一 志 


二 ST CDF (| # |< 1). 


4，T,( 工 ) 的 正 交 性 


0 Cm A ns 


1 TCr) T(z) 


ey 一 
人 dr 一 9 (了 一 天 天 0)， 


x (m=n= 0). 


设 六 xz) 在 [一 1,1] 上 分 段 光 滑 , 则 
+ PCT = 到 (Fn 二 9) 十 Fz 一 0) (zl<D, 


其 中 
HD DD (k=0,1,2,.), 
Ct = 二 | J ( ) 

例如 ， 


er = h(a) t+2 YT (0)T, (2), 


本 一 1 


sinar 一 2 >， C— "Ta Cd) Tor CL)， 


吃 一 恬 


cosar = Jo(a) 十 2> (一 1D)*Jo(a)yTeo(z)， 


二 1 
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in(1 十 zsin2a) 一 2ln cosa ~— 2 3) 一 (一 tana)"T(z)， 
= H 一 】 


2 _ 1Y2 叶 1 
arctanz 一 2》1( 一 1) DT (2). 


n= 1 


17.9.2 第 二 类 切 比 雪夫 多 项 式 


定义 2 Uo(z)=1 


(Dn ddl— rz)" 


Can— 1)1! dr (n= 1 ,2,*°*) 


U, (7x) = sin(narccosr) = 


称 为 第 二 类 切 比 震 夫 多 项 式 ， 


1. 北 推 公式 
Um {rx) ~— 2xU gz) 十 DCz) 一 0. 
2， 母 函数 
v1—2 所 
5 一 (TO 
3， 正 交 性 


Ua DU Cz) 站 9 
Yl-xz 0 (m 关 或 m= 二 n= 0). 


$17.10 起 几何 函数 


17. 10.1 超 几 何方 程 


定义 1 所 有 奇 点 都 是 正则 奇 点 的 二 阶 变 系数 线性 常 微分 方程 称 为 寅 克 斯 型 方程 . 
例如 具有 三 个 正则 奇 点 ay5c Wi 
之 一 蔚 


2—c dz 


,ome Weed ARG O00 


zz—a z—» 


Hyco—a)(c— to 
十 之 一 上 ) (z—a)(z—h) (2— ce) 


其 中 (oa 02 7) ? 《 房 ;3 )， (Nn 3 2) 分 别 表示 在 asbse 三 点 的 指数 对 ， 它们 满足 | 十 as 十 
总 十 应 + 二 三 1. 


二 从， 
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如 有 果 asbse 之 一 ,例如 “一 co, 刚 方程 简化 为 
dw (一 al 一 az + i—h 一 ) 守 + (2 


dr’ z—a z—b dz z—a 


BB OO— a) Te) — 
下 & 一 吾 +%%) (gz— a)(lz— pb) 0. 


定义 2 方程 
ad: 
z(1—z) +(Y— (atB+ 1)z) 9 一 op 一 0 (17. 10-1) 


称 为 超 几何 方程 ,其 中 ,8,7y 为 常数 ， 
超 几 何方 程 是 具有 三 个 正则 琳 点 0,1,co 的 富 克 斯 型 方程 . (0,1 一 7), (0,7Y 一 a 一 
有 ,aa, 月 分 别 为 * 一 0,1,co 三 点 的 指数 对 . 


17. 10.2 超凡 人 和 何 级 数 与 超 几 何 函 数 
当 y 尖 0, 一 1, 一 2,… 了 时 , 超 几 何方 程 (17.10-1) 在 z=0 处 ,对 应 指数 (参看 
8. 5. 3) 为 0 的 级 数 解 


_ a*B | alat 1)AB++ 1) , 
wh (xz) 二 1 十 ya yy 十 


ala 二 lwo nn 一 1)808 二 1)"…(B8+ 7 1) ,, 
十 1， Zn YY 十 17 十 天 一 】) “i 


《| z |< 1). (17. 10-2) 
此 级 数 也 可 简 记 为 
(a), (PB) 
2 nl(y),a 
其 中 {4)o= 二 1， 


TA 二 Tn) _ 
ro (下 之] 【17. 10-3) 


Ds = A 二 DA 二 nm 1) 一 
CA 可 为 a,8B 或 Y). 
定义 3 级 数 (17,10-2) 称 为 超 几 何 级 数 ,或 称 高 斯 级 数 ,也 称 为 超 几何 函数 , 常 
用 记号 F(a,B;Y;z) 来 表示 ; 


pop 全 


Tl(y+ nn) 
《| xz|<1,y 天 0, 一 1, 一 2…)， 
当 jz|<1 时 ,Fa,pi7yiz) 为 一 全 纯 困 数 . 当 |z|>>1 时 ,可 作 解 析 开 拓 ，, 开 拓 后 的 
函数 在 沿 实 轴 从 1 到 oo 切 开 的 zz 平面 上 单 值 全 纯 , 仍 称 为 起 几何 函数 ,用 记号 Fla,p; 
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__IO S Tlat TBD 如 
MoT 二 ni! 


7;z) 或 ?Pi (a,B;Y;z) 来 表示 . 
当 7 隆 整 数 时 ,在 z= 二 0 处 对 应 指数 为 1 一 y 的 解 也 可 用 起 几何 郴 数 来 表示 ， 
zfz) 一 2 Fa 一 7 十 1,8 一 7 十 li 一 太 z)， 
在 z 一 1 处 的 一 对 基本 解 为 
wlz) 一 下 (ap 十 ae 十 有 一 ?1 一 >)， 
wh 2) = (le PFC 一 ay 一 有 1 一 wa 一 有 二 7 一 2)， 
在 z 一 cc 处 的 一 对 基本 解 为 
T 2) 一 (一 ziFE(asa 一 7 十 ljae 一 有 十 1 )， 
we (Zz) 一 (一 2 FFC88 一 > 十 138 一 a 十 lz ) (ae 一 8 天 整数 ). 
Flo By;0) = 1, Fa,B;Y;2) = FB, 0; ;2). 
许多 初等 轿 数 可 以 用 超 几 何 函 数 来 表示 ,例如 


(1 十 z7” = F(—a,B;f; — 2), arcsinz = xF (也 , i ) ’ 


3. 
EW 


]7.10.3 雅 可 比 多 项 式 
超 几 何 昂 数 Fla,PB;yY;z) 在 a 或 8 等 于 负 整 数 一 n 时 是 一 个 多 项 式 


mpi = 2 3 一 >» 人 Ge 
定义 4 F( 一 na 二 nn;7Y;2) (an 和 YY 闫 0, 一 1; 一 2,…, 一 n 十 1) 称 为 n 次 雅 可 比 
多 项 式 ( 也 称 超 几何 备 项 式 ), 记 作 G, (a,Y;2): 
Ch ayy;2) = FPF(— na n;y;z) 


pC A 丰 
Tl x) TO ar 


arctanz 一 2F (二 ;1]; —2), In(l+z) = xzF(1,1;2; — 2). 


Cr gl x)?). 


它 满足 雅 可 比 微 分 方程 
z(1—z)w 十 (7 一 (ce 十 1)zw +nlatmw= 0. 


GG (ms YY I) 的 正 交 性 


| 2 (1— x)?G,, Cosy x)G, Cosys x) dx 
_ 了 Te 十 ?一 y+ DT (C7) S$ 
(a 2 nT n)} 
(Rer ~ 0,Re(g— 7Y) 人 > 一 1)， 
许多 重要 的 多 项 式 , 如 勤 计 德 多 项 式 . 切 比 雪 夫 多 项 式 等 都 是 雅 可 比 多 项 式 的 特 


殊 情 形 ,例如 ， 
* 69] 。 


Pi(z) = G (1 二 了)， T(z) = G(0 二 3) 


17.10.4 超 儿 何 画 数 的 积分 表示 
I fo, 四 
FB |, (1— DI (Adt, (17. 10-4) 
其 中 Rey > Ref > 0, | arg(1 一 2z) |<x. 


。 Ar Tr TetorGBtDroD), 
2 Fla,B yiz) = 73 mes). Tl(y+2) de, 


1] F(a,B;yY;z) = 


C17. 10-5) 
其 中 |arg( 一 z) | 二 x,asB 才 0, 一 1, 一 2,… ,积分 路 线 贷 使 TCg 十 必 ， (8B 十 四 的 极点 在 
其 左 ,T( 一 秒 的 极点 在 其 右 . 积分 (17. 10-5) 称 为 超 几 何 函 数 的 巴 恩 斯 围 道 积 分 , 


17.10.5 用 超 几 何 函 数 表示 的 富 死 斯 型 方程 解 的 例 


凡 具 有 三 个 正则 奇 点 的 富 克 斯 型 方程 的 解 ,都 可 以 用 超 几何 函数 来 表示 ,例如 ,z= 
次 惑 让 德 多 项 式 


P,(z) 一 下 (一 ma 十 lls?). 
连带 勒 让 德 函 数 
pr (2z) 一 (1 一 zz)n2 nt! 


2™°7 1 Cn Oo 727) | 


1— 


2 ) 


‘FF(m—n,m 二 nt lm 1; 
切 比 雪夫 多 项 式 
es 


T, (x) = F(~—nns; se). 


8 17.11 合流 超 几 何 函数 


合流 超 刀 何 蚁 数 是 合流 超 几 何方 程 的 解 . 这 种 方程 是 由 超 几 何方 程 通过 把 两 个 
奇 点 汇合 为 一 而 产生 的 . 贝 塞 尔 函 数 , 埃 尔 米 特 函数 , 拉 盖 尔 函 数 是 合流 超 几 何 天 数 
的 特例 . 


17.11.1 合流 超 几 何方 程 与 合流 超 几 何 函 数 
定义 1 方程 
5 dw dw _ _ 
z+ a0 (17, 11-1) 


称 为 合流 超 几 何方 程 或 库 默 尔 方程 . 
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方程 (17. 11-1) 只 有 两 个 奇 点 0 和 oo, z 一 0 为 正则 奇 点 ,z 二 00 是 原来 超 几 何 方程 
的 两 个 正则 奇 点 1 和 ce 的 汇合 ,为 非 正则 奇 点 . 
方程 (17. 11-1 在 * 一 0 处 的 指数 对 为 (0,1 一 7) ,对 应 指数 为 0 的 级 数 解 


_ (Ca) n — — wa ~ 
m0 =- > Cz |< ooyAK0;,—1,—2,.). (17.11-2) 


定义 2 级 数 (17.11-2) 称 为 合流 超 几 何 级 数 , 也 称 为 合流 超 几 何 函 数 或 库 默 尔 
函数 ,常用 记号 Fla;yyY;2) 或 | 所 (a;Y; 之 ) 来 表示 : 


[= 


Fla;yy;2) 一 ;Easy zx) 一 


> RT 【| > |< ce,y 天 0 一] 一 2 ') 
"=0 


Fo ya 在 全 平面 上 是 单 值 全 纯 的 当 1 一 y 关 整数 时 ,在 z==0 处 对 应 指数 为 
1 一 > 的 解 
wz) 一 za 一 yy 十 1;a 一 2)， 
ww (2) 与 FCg;Y;z) 线 性 无 关 ， 
当 & 等 于 负 整 数 一 n 时 ,F( 一 n;7;z) 是 一 个 多 项 式 . 
定义 3 


Tntuet lr, i ”人 过 
KD OSI) FO mkt ;2 2 1) ( 司 


Cx 为 不 等 于 负 整 数 的 任意 实数 或 复数 ) 称 为 索 宁 多 项 式 . Se (z) 即 为 广义 拉 盖 尔 多 项 
式 Li (2). 


17. 11.2 合流 超 几 何 函 数 的 积分 表示 


合流 超 几 何 函 数 的 积分 表示 也 有 两 种 


心 一 I ) ! oo—] ?一 一] 
1” Faiyiz) re) (一 Dr 好， 


其 中 
Re y»> Rea> 0, argt = argtl—1) = 0. C17.11-3) 
o ya nD 1I™ TeetoT Dd, 
2 Fla;y; 2) Fa) 2 元 四 ry+2) ( 2) dat, (]7. 11 4) 
其 中 


gE 0; CO—1,—2,., | are(— 2) | 二 也， 


Ta 十 四 的 极点 在 积分 路 线 之 左 , (一 和 的 极点 在 其 右 . (17. 11-4) 称 为 Fla;y;z) 的 巴 
恩 斯 积分 囊 示 . 
693。 


17,11.3 惠 特 克 方程 与 串 特 克 函 数 
在 合流 超 几 何方 程 
zT¥+ (yz) oy 三 0 
中 , 令 y 二 ez 吕 w(z), 得 


1 _ ,2 
一 二 | 大 | 4 “ww 二 0, (C17. 11-5) 
32 


其 中 = 池 一 a, m= 六 此 方程 称 为 惠 特 克 方程 . 若 2m 不 等 于 整数 ,方程 (17. 11-5) 
在 z 一 0 点 的 两 个 线性 无 关 的 解 为 
Mn C2) = ezdmF (Fm— kil+2m;z), 


Manz) = idm (3 —m—hl— 2m;z). 


当 2m 为 整数 时 M2) 和 MM, (z) 线 性 相关 . 惠 特 克 引 进 了 另外 两 个 函数 
Witm( 士 z) ,它们 在 任何 情形 下 都 是 方程 (17. 11-5) 的 两 个 线性 无 关 的 解 ， 
定义 4 


Uta") [on 


下 1 1 四 -Hr 
Wn (lz) =— 2 ot) eat (1 十 二】 at 


(& 十 忆 一 识 闪 0; 一 1, 一 2,…*)， 
其 中 |argz|<r, |arg( 一 疙 | 委 r, 当 上 沿 围 道内 的 路 径 趋 于 上 一 0 点 时 
arg(1 十 二 ) -0， 
_ = im 
Wim(z) = — | em (1 二 + 二 ) dt 
0 之 
(地 一 & 十 和 ) 
(二 方 一 mm 二 0, 一 1, 一 2,…). 
Wim (zz) 称 为 惠 特 克 函 数 . Mrm 4z) 也 称 为 惠 特 克 孙 数 . 
如 果 把 上 面 两 式 中 的 和 z 分 别 换 成 一 和 一 z, 即 得 Wim( 一 2) 的 表达 式 : 
1 Wim (2) 的 渐 近 屠 开 式 
1 


二 +m) 信 一 于 


< 2 2 
一 一 z _ 再 nn i 
Whi,n C2) 1 十 2 1 > 11 
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(lz|>00, |argz |< -8,6>0). 


2, 一 些 可 用 惠 特 克 函 数 表 示 的 特殊 函 教 的 合 


一 1 


=O NM CC2zz) Oy ). 
oD? 天 负 整 数 


HO (x) = (4) Wo,, C26 3 2). 
H2 《 之] 一 ei(¥14) Wo, C2e3 之 2》. 


K, () = 2 yo Wo. (22). 


erf(n) 一 1— Fe iW 41x). 


-| 


1(z) =— (— no) zt Wo(— Inz) (| arg( 一 Inz) |< oo). 


17.11.4 抛物 柱 面 函 数 


定义 5 方程 


生 芝 二 (十 一气 )u 一 0 (为 常数 ) (17. 11-6) 


称 为 韦 怕 方 程 . 韦伯 方程 的 一 个 解 
Da 一 2 Wy 63 (argzi<< 江 ) 


上 


称 为 韦伯 画 数 , 
方程 Q07.11-6) 的 男 一 个 解 为 DD_,_1(iz) 或 D_,-1( 一 iz), 此 方程 的 解 一 般 称 为 


抛物 柱 面 函数 ， 


rT( 吝 ) 
x D(z)= 一 2fe 4F (El, ) 
F( 2 2 ”2 

1 
一方 ) i 一 1 一， 


1 D(z) 的 母 沪 数 


元 二 人 0 
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2. 卫 ,(z) 的 微 商 表示 


DCz) = (一 1D)"e 人 Ke) 
dx 


[| 


， DD,(z) 的 积分 表示 


_ 芝 ea 2 
一 已 4 一 g 一 【三 一 一 ] 
D, (Cx) PO -| es) md 《Re < 0). 


4. 递 推 公式 


Dn Cz) ~ zD, (lz) wD, i (2) = 0, 
dD, (2) 
dz 


22 四 24f+072 fr 
D0 = Fea)’ D0 TT FWY 


十 FD (z) — wD, 1(z) = 0. 


5. 浙 近 展开 


yO D2 3) _,,, 


下 2。04.。 2 


D(z) 一 (一己 


yO) yn) ， 了 
(larez ||< 74) 


6. D(z) 的 正 交 性 


= 
| D.C2)D, (a)dr = nl VI d,sn = 0,1,2,.). 


大 Xz) 在 (一 吕 , 十 co) 上 有 二 阶 连续 导数 , 且 当 |zx1 王 co 时 六 zxz) 一 0, 则 六 zx) 可 
按 晃 数 系 {D, (zx)}:o 展 开 


fx) = ,CD, (x), 


_ 蝇 一 心 
其 中 
C=—t | ”FapDczdz 
一 划一 人 Cx) dr, 


$ 17. 12 ” 构 贺 积分 与 椭圆 函数 
17.12.1 椭圆 积分 


定义 1 形 为 |R(z,y)dr(R 是 +,y 的 有 理 函 数 ;y = vptx) ,p(X) 是 之 的 三 次 
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或 四 次 多 项 式 ) 的 积分 , 称 为 椭圆 积分 . 
由 定义 可 知 


|R(z, Va Ti Te Td)dz, (17. 12-1) 
|R(z,y)ar 一 2 
|R(z, Ver Th Tor + edz. (C17, 12-2) 
《17. 12-1) 和 (17.12-2) 可 以 简单 地 互相 变换 ,例如 令 z 一 二 ,17 12-1) 就 变 为 
《17, 12-2). 对 于 (17. 12-2) ,可 通过 适当 的 变 生 代 换 化 归 为 下 列 三 个 基本 椭圆 积分 ， 


| 一 一 此 一 一， (17. 12-3) 
vl— ee) ke) 


WS (17. 12-4) 


| 一 一 一 和 < 一 天 (17. 12-5) 
(1—aw) VU—a he) 


与 初等 函数 之 和 , 其 中 实 常 数 称 为 椭 加 积分 的 模 数 ,a 称 为 参数 . 
定义 2 积分 (17. 12-3),(17.12-4),《17.12-5) 分 别称 为 勒 让 德 - 雅 可 比 第 一 类 、 
第 二 类 .第 三 类 椭圆 积分 . 


车 令 = 一 sinp( 0<g 入 到 ) , 则 上 述 三 个 积分 化 为 下 列 三 个 积分 
dp ， /| — kon 
/I | sn gdp 
| 
| (l—asin yg) v1l— ksin gp 


在 求 椭圆 的 周 长 时 即 出 现 了 上 述 第 二 个 积分 ,这 也 就 是 椭圆 积分 名 称 的 来 源 . 
对 于 积分 (17. 12-1) 可 通过 适当 的 变量 代 换 化 为 下 列 三 个 积分 : 


| 一 一 和 一 一 ， (17. 12-6) 
Vv de CO— gsxr— ga 

| 一 瞧 一 ， (17, 12-7) 
a de Bre™ EF? 

(C17, 12-8) 


| 
(z—c) W4m — gaz— gs 

定义 3 积分 (17. 12-6),(17, 12-7),(17. 12-8) 分 别称 为 魏 尔 斯 特 拉 斯 第 一 、 第 
二 和 第 三 类 椭 图 积分. 


”8697 。 


17. 12.2 不 完全 椭圆 积分 与 完全 椭圆 积分 


定义 4 
,7,12-9) 


si dz 
Flkp) 一 | 一 一 一 一 一 一 一 一 
| (1 — 2 )(1— ke2) | V1— Rsiniyg 
/lit = V1— ksinigdy, (17., 12-10) 


sing dz 
Hl(a,k,wp) = 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
‘ask | (1l—az) yl—2)(— ke) 
> 一 "” 动 
| (1—arsintp) VI~ Eomy 
分 别称 为 第 一 .第 二 、 第 三 类 不 完全 椭圆 积分 (或 勒 让 德 第 一 .第 二 ,第 三 类 椭圆 积 


分 ). 
定义 5 


《17. 12-11) 


mi 
=| Visio (kl<D, 


1 
Hask) 一 了 (ak 过) 一 — 
(oh 和 )=|, (1 一 oz) VU—2) Be) 
nz 
| (l—asin)) v1l— Rsin | 
分 别称 为 第 一 .第 二 、 第 三 类 完全 棋 贺 积分 . 
_xrfil 1 ,,; As i111. 
K(h) = 可 下 (本 ， 广 计 ; 直 ED 一 下 F( 一 方 ,也 ;1; 相 )， 
式 中 Fla,B;7Y;2) 为 超 几 何 函 数 . 


17. 12.3 椭圆 嘱 数 


定义 6 如果 函数 f(z) 有 两 个 基本 周期 zu,2u' (Im 丝 才 0) , 即 
fl(z+ 2 = flz), f(z 2w) = fz), 


则 称 (z) 为 双 周 期 函数 . 
设 扩 z) 为 双 周 期 函数 ,zz 为 任意 整数 , 则 有 
fz 2my 2nw') = fl2), 
对 于 任意 点 四 ;以 zo ;0 十 2w ,zo 十 2 2 十 2 十 2 为 顶点 的 平行 四 边 形 称 为 基 
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本 周期 平行 四 边 形 , 整 个 = 平面 被 基 


本 周期 平行 四 边 形 和 将 它 平 行 移动 ， -一 
了 mw 十 rw (msn 二 0,1,2,…) 而 得 到 ? PHA tm 
的 全 等 的 平行 四 边 形 的 网 络 所 覆盖 [AT 2 
这 些 平行 四 边 形 称 为 周期 平行 四 边 HID 
形 ( 图 17. 12-1), 对 于 单 值 双 周 期 函 LA 
数 fz) ,只 须 在 复 平面 的 一 个 周期 平 I TIT 
行 四 边 形 中 进行 研究 ,因为 在 每 一 个 IN 
全 等 的 周期 平行 四 边 形 中 函数 性 态 
相同 . 
定义 7 双 周 期 的 亚 纯 函 数 称 为 图 17 12-1 
椭圆 函数 


定义 8 椭 关 函数 在 一 个 周期 平行 四 边 形 内 极点 的 总 数 ( 一 个 m 阶 极点 作为 mn 
个 极点 计算 ), 称 为 它 的 阶 数 . 

椭圆 函数 具有 下 列 性 质 ， 

(1) 椭圆 函数 的 阶 数 是 有 限 的 , 且 至 少 是 二 阶 的 , 

(2) 阶 数 为 零 的 椭圆 盖 数 是 常数 ， 

(3) 本 圆 函 数 在 任何 一 个 周期 平行 四 边 形 的 极点 处 的 留 数 之 和 等 于 截 ， 

(4) 椭圆 函 数 在 周期 平行 四 边 形 内 的 零点 的 总 数 等 于 它 的 阶 数 . 

(5) zz 阶 桶 圆 函 数 在 一 个 周期 平行 四 边 形 内 取 任 一 值 n 次 

(6) 精 圆 函数 在 周期 平行 四 边 形 的 零点 之 和 与 极点 之 和 的 差 等 于 一 个 周期 . 

《7) 本 贺 晒 数 的 导数 是 具有 相同 的 双 周 期 的 椭圆 函数 ， 

以 下 用 za ,2us 表示 椭圆 函数 的 基本 周期 ,并 引 人 由 关系 wi 十 wz 十 ws 二 0 定义 
的 on. 


17. 12.4 魏 尔 斯 特 拉 斯 精 略 函数 “函数 oo 函数 
定义 9 

1 ， ] 1 

ND 一 背 十 之 (ee 

《起 中 005. 二 2rml 十 2 ,2 表示 求 和 时 必须 删 去 mm = n= 二 0 相应 的 一 项 ) 称 为 魏 尔 


斯 特 拉 斯 棋 贺 函数. 
红 z) 是 基本 周期 为 2 ,2un 的 二 阶 侦 椭圆 函 数 , 统 z) 的 导 遂 数 为 


#0 = 2D ty 


它 是 三 阶 椭圆 函数 , 在 它 与 究 z) 之 间 , 有 关系 式 
Fy) = AF (2) — ge RNR2z) — ps, 


l 


其 中 
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8 一 60 2 刺 Bi’ 8 一 140 


设 江 z) 一 局, 则 缴 z 是 椭圆 积分 


的 肥 时 数 ， 
定义 10 


5 一 全 十 2 (一 盖 + 二 十 二)， 


o(z) 一 [| ((1-—F )exp (a = -十 5 )) 
(于 表示 求 乘积 时 必须 出 去 m 一 2 一 0 相应 的 因子 ) 分 别称 为 《 夯 数 和 z 函数 . 
5 函数 和 = 范 数 都 为 奇 郴 数 , 它们 具有 拟 周 期 性 , 即 
Ez 2w) = Ez) 2 oz Do) =— eng(z), 
凡 十 萝 十 为 一 0, 坟 一 ow) (i 二 1,2,3). 
它们 还 满足 下 列 关 系 式 : 
Nz) 一 一 上 (z)， 


2 
z) 


任意 椭 图 消 数 可 通过 okz) 或 Kz) 和 x 来 表示 、 
1]” 用 v 函数 表示 设 f(z) 为 具有 双 周 期 2 和 26 的 s 阶 椭圆 卫 数 ,a, 和 
BCr 二 1,2,… ,5) 分 别 为 f(z) 在 周期 平行 四 边 形 内 的 零点 和 极点 , 则 
gz 一 or) 
f(z) = cII ol(z—B) 
其 中 C 可 以 用 f(z) 在 菜 非 零点 非 极点 处 的 值 来 确定 . 
2” 用 以 z) 和 红 x) 孙 数 来 表示 设 fz) 的 极点 为 a yoo，… yam ;它们 的 阶 数 顺 
次 为 hi ,ho ,ha 了 A(z) 在 极点 ax 邻近 罗 关 展开 式 的 主要 部 分 为 


hy 


tCz) 一 Ing(z) = 


Ay 


《天 一 2 9 


则 有 
f(z) = C+ > (An tlz—an) + > St (z—m) ), 
CC 是 常数 . 
定义 让 


7 (2) = OE 0) 


oo) (= 1,2,3) 
- ?700 ， 


分 别称 为 oi 02 1 隔 数 . 
这 些 函 数 都 是 偶 函 数 , 且 都 是 束 函 数 ,o 60) 一 1,a (一 0 网 z= Tw 为 零 


点 ， 
17. 12.5 0 函数 
定义 12 设 g=e™ ,Imr>0 (:= 生 ) 
fu) = 2》(C- 1)rg (m2) sin(2n + Lv 
称 为 0 函数 


Dv) = Hv) = 2 > (— "os) sint2n 十 二 Jo 


9 二 人 少 


Ww) = 29 gC) cos(2n 1)w, 


中 一 必 


中 《z) 一 1 十 Sa COS2rory, 1 


n=1 
9 (vv) = 1 十 2>，( 一 1)"g” CDS27ypr)， 
有 过】 
这 些 师 数 的 周期 性 表现 为 
凡人 十 1 一 一 页 (页 (十 z) 一 一 和 ef)， 
名 (名 十 1) 一 一 9 (Vv), Cv 二 re) 一 ge 《1 ， 
房 [人 十 1 = 二 高 C0) tv 十 二 ge (Vv), 
名 (Cv 二 DD) 二 证 7 =— 9 eT 
精 圆 函数 可 用 6 函数 来 表示 , 设 f(z) 的 基本 周期 为 2 和 2w,Im( 生 )>0, 生 一 
到 零点 为 rr ;极点 为 8Cr 一 1,2, 5) ,日 满足 


yw 一 房 ) 二 0， 
则 有 
fz) 一 clTfe NG 
17.12.6 路 可 比 糊 图 函数 
勒 让 德 第 一 类 椭 贺 积分 


“一 | 人 
» VO RD 


的 反 孙 数 记 为 snu{ 或 记 和 作 sn(r 大 ))， 
若 设 :一 sinp, 由 (17.12-9)， 


“一 | 一 -从 一 一 
0 V1 一 入 Sin 四 
这 个 椭圆 积 分 的 皮 陋 数 记 作 g 二 ama, 于 是 有 


t 一 SiNamu 一 SHE 
定义 14 邻 cn 一 v 1 一 snzt， 
dnu = v1— ksnw. 


snu,cnur dnu 统称 为 雅 可 比 椭 加 函数 
雅 可 比 椭圆 函数 有 时 也 用 下 式 来 定义 , 令 


Ut= Ve— ez VU /2 6 二 Sp) (t= 1,2,3), 


则 
~ 
cn 二 名) 名 (0) 吕 (v) dnw 二 这 ( 吕 二话 (0) 大 Co) 
gz) (0) Bw m(z) (0) Bo) 
由 定义 易 见 
sn zz 十 cn xz 一 1， 
kisryiut+ dniu 一 1 
式 中 


hk? _ Er es 一 《ro《0) 7) 
6 一 6 (90))4 
上 为 模 数 ,k 一 V1 一 下 称 为 补 模 数 . 
snas cnusdnt 的 基本 周期 分 别 为 (4K ,2i1K'), (4K,2K 二 21K')， (2K ,4iK CK’= 
K(k') 参 看 定义 )， 


sh(— 1) 一 一 Sn Cn 一 2 = cnu, dn(~— wu) = dnu. 


加 法 公式 : 


_ snu cnv dnv+ snvcnudnu 
sn(uiT DD) = 
1 — Ek’ sn usn v 


» 


_ cnucnvu— snudnusnvdnv 
onlu tw — Snecny 一 ndnuspydnr 
1— k'sn’usn’v 


dn(u 十 二 dnudnv—k snucnusnveny 
1— Risniusnv 


4 dcnw) 一 一 snudnu; 


d(dnu) _ 
du 


一 此 snucnu. 


泰 其 展 开 式 : 
2 5 
snw 二 一生 志 十 (1 十 14 姑 十 16k) 车 一 … 


2 a 2 ,1 
cnu 二 1 一 37 十 (十 很 ) 217 (1448 十 16k ) git 


日 
dnu 一 1 一 名 和 十 刀 (4 十 已) 二 一 起 (16 十 44 十 如 ) 车 十 … 


[|< ming| 天 | ,| 2 区 十 并 |, |] 2K—iK’ |). 
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18. 科学 计算 


在 科学 知识 和 工程 实践 的 进展 中 ,现在 把 科学 计算 (Scientific Computing) 看 作 是 
和 理论 以 及 实验 同等 重要 而 且 必 不 可 少 的 手段 . 数值 模拟 使 人 们 能 研究 复杂 的 系统 
和 自然 现象 ,如 果 要 通过 直接 的 实验 来 研究 它们 那 将 是 费 钱 或 危险 .甚至 是 根本 不 可 
能 的 . 对 这 种 模拟 中 从 未 有 过 的 高 层次 的 细节 和 现实 性 的 探求 要 求 极 大 的 计算 能 力 
和 方法 ,而 且 这 种 探求 已 经 为 计算 机 算法 和 系统 结构 中 的 重大 突破 提供 了 推动 力 . 由 
于 这 些 进 展 , 计 算 科学 家 和 工程 师 现 在 能 够 解决 过 去 曾经 认为 是 难以 对 付 的 大 规模 
的 问题 . 计算 科学 工程 (Computational Science and Engineering ,CSE) 是 与 科学 .工程 、 
数学 以 及 计算 机 科学 有 关 的 一 个 迅速 发 展 的 多 学 科 交 又 的 领域 . CSE 着 重 研 制 问题 
解决 的 方法 以 及 解决 科学 和 工程 问题 的 强健 的 工具 . 为 进行 高 将 的 科学 计算 ,已 经 赋 
制 了 强 有 力 的 数学 软件 (例如 ,Miatlab, Mathematica 等 ) 及 其 工具 箱 , 还 有 专门 针对 
(最 优化 、 偏 微分 方程 中 的 ) 特 年 问题 的 强 有 力 的 专用 软件 ,有 时 还 要 自己 编写 程序 ， 
为 了 能 掌握 并 有 效应 用 这 些 程序 或 自己 编写 程序 ,必须 首先 学 习 科 学 计算 (数值 分 
析 ) 中 的 基本 概念 .方法 、 部 分 理论 结果 以 及 一 些 算法 的 主要 思想 和 步 又 ,这 也 就 是 本 
章 的 主要 内 容 . 因为 本 手册 中 很 多 地 方 都 涉及 算法 ,我 们 在 这 里 给 出 算法 的 定义 . 
Algos 是 希腊 字 , 意思 是 “ 疼 ” Algor 是 拉丁 字 , 意 思 是 “冷却 下 来 ”. 这 两 个 字 都 不 是 
algorithm( 算 法 ) 一 词 的 词根 ,atlgorithm 一 词 却 与 9 世纪 的 阿拉 伯 学 者 a-Khwarizmi 
(阿尔 柯 蕊 利兹 米 ) 有 关 , 他 写 的 书 《al-jabr w'almugqgabalah( 代 数学 )》 演 恋 成 为 现在 中 
学 的 代数 教科 书 . al-Khwarizmi 于 大 约 825 年 写 的 该 书 ,他 强调 求解 问题 的 有 条 理 的 
步 又 . 

定义 (算法 (algorithm)) 定义 计算 过 程 的 一 组 详细 指令 (从 而 这 个 过 程 也 称 
为 算法 (algorithmic) 过 程 ), 它 开始 于 (给 定 的 算法 的 一 定数 量 的 可 能 输入 中 的 ) 一 个 
任意 输入 (inpub 而且 其 目的 在 于 得 到 一 个 完全 由 输入 和 指令 决定 的 结果 (result) 
(或 输出 Coutput)). 

《数学 百科 全 书 》, 卷 1, 科 学 出 版 社 1994,pp, 119 一 121， 


$ 18. 1 误差 与 近似 


]8.1.1 误差 和 有 效 数 字 

定义 1 设 一 数 真 值 为 z*, 工 是 它 的 近似 值 , 称 e=z 一 z 为 工 的 绝对 误差 ,简称 
误差 . 

如 果 存 在 尽 可 能 小 的 正 数 6, 使 |e| 志 e, 称 为 z 的 误差 限 . 
。 ?704 ， 


-< 一 一生 称 为 三 的 相对 误差 , 记 为 6.. 在 实际 计算 中 ,如 二 很 小 ,通常 取 6 一 


x” 


一 x 称 6, 一 一 为 相对 误差 限 . 
六 [xz" | 


定理 1 (1) 姜 积 的 相对 误差 是 各 因子 的 相对 误差 之 和 ; 

{2) 商 的 相对 误差 是 被 除数 的 相对 误差 减 去 除数 的 相对 误差 之 差 . 

定义 2 ”当真 值 x* 有 多 位 数 时 ,常常 按 四 舍 五 人 (或 按 切 舍 即 只 会 不 人 ) 的 原则 
得 到 z* 的 近似 值 z. 若 工 的 误差 限 是 某 一 位 的 半 个 (切合 情形 为 一 个 ) 单 位 ,该 位 到 
的 第 一 位 非 零 数字 共有 n 位 , 则 称 x 有 7 位 有 效 数字 . 

z+ 有 n 位 有 效 数 字 可 写成 标准 形式 : 

工 一 士 10r-(al 十 age。10 二 二 a + 107 0)， (18. 1-1)， 

其 中 入 为 整数 ,al 是 1 到 9 中 的 一 个 数字 ,az ，…a 均 是 0 到 9 中 的 一 个 数字 ， 

关于 有 效 数字 位 数 同 相对 误差 限 的 关系 ,有 

定理 2 设 工 的 第 一 位 非 零 数字 为 aj. 


(1) 车 具有 位 有 效 数字 , 则 es 六 ，10- 


(2) 若 s 委 TD ， 10 , 则 这 至 少 具有 位 有 效 数字 ， 


在 四 舍 五 人 情形 ,! 一 2; 在 切 低 情 形 ,! 一 1， 
在 下 文中 ,四 人 洗 五 和 人 和 切合 统称 为 会 入 . 


18.1.2 ”稳定 性 和 数值 稳 定性 


科学 计算 问题 常 是 依据 已 知 数据 ,使 用 算法 求 数学 问题 的 近似 解 . 数据 (常常 是 
测定 值 ) 误 差 , 算 法 所 依据 的 数学 工具 的 公式 误差 (有 时 称 截断 误差 ), 以 及 舍 人 误差 
是 近似 解 的 3 个 误差 来 源 . 

稳定 性 表现 所 解 问题 的 一 种 固有 特性 . 假设 没有 公式 误差 和 舍 人 误差 ,在 一 定 的 
度量 意义 下 ,如果 数据 误差 很 小 会 使 解 的 误差 也 很 小 ,就 称 问题 的 稳定 性 好 ,有 时 也 
称 问 题 是 好 条 件 的 或 良 态 的 , 相对 立 的 是 稳定 性 不 好 ,或 坏 条 件 的 ,病态 的 . 

一 个 稳定 性 不 好 的 问题 的 例子 如 线性 方程 组 

(人 十 6x2 二 8 
Zz 二 6. 00001xs = 8. 00001 


其 准确 解 为 zi 二 1,xz 二 1 而 若 数 据 误 差 使 成 为 
(人 十 6xrs 二 8 
ZT 十 50099997 = 8. 00002 
则 有 准确 解 x 二 10， xz: 二 一 2, 对 (18. 1-2) 的 解 全 无 近似 意义 ， 
数值 稳定 性 表现 算法 的 一 种 固有 特性 . 数值 稳定 性 好 指 算法 对 舍 人 误差 不 敏感 ， 
也 就 是 说 算法 过 程 中 所 有 算术 运算 的 爸 信 误差 的 总 效果 ,对 所 得 近似 解 的 误差 没有 
. 705 。 


(18, 1-2) 


产 重 的 影响 . 稳定 性 好 的 问题 使 用 数值 稳定 性 不 好 的 算法 求解 ,也 会 得 出 对 真 解 没 有 
近似 意义 的 结果 . 

在 问题 或 算法 的 构成 中 ,出 现 和 差 近 于 0 的 加 减 运 算 , 和 分 母 近 于 0 等 价 于 以 特 
大 的 数 来 来 ) ,不 利于 有 好 的 稳定 性 和 数值 稳定 性 . 

公式 误差 常 以 余 项 等 形式 来 表现 ,是 在 没有 合 人 误差 的 假设 下 ,关于 算法 的 理论 
性 质 , 对 于 以 先 代 过 程 构成 的 算法 ,收敛 性 属于 这 一 概念 . 算法 的 收敛 速度 则 是 表现 
算法 以 怎样 的 效率 满足 控制 公式 误差 的 要 求 . 


18.1.3 收敛 速度 


定义 3 设 limnm = 二 0 和 limzw, 二 xXx. 如 果 存 在 人 沁 0 使 得 当 n 充分 大 时 有 
Hz- 工 中 之 KK|7 | , 则 称 {z 以 OO) 的 收 敏 速度 收 敏 到 工 . 写作 x, 二 zx 十 OCr,). 
定义 4 设 序列 {z)} 收 伍 于 虐 且 对 所 有 的 #z 有 兴工 


令 


Tr 
Q, = lim | 元 一 开外” 


p>0 
加 = sup{p:Q, = 0). 

称 po 为 序列 {zx} 收 化 的 阶 ,Q。, 为 商 收敛 因子 ,或 公 因 子 . 如 果 Qi E (0,1) , 称 序列 是 

线性 收 合 的 ;如 果 Q 一 0, 称 为 是 超 线性 收敛 的 ;对 于 加 一 2, 则 称 是 二 阶 收效 的 


序列 | 广 } 是 线性 收 敏 的 ,Q- 因子 为 亏 ;序列 { 车 } 是 超 线 性 收 人 的 
如 果 极限 lim 存在 , 设 为 2, 则 a 二 0 为 超 线性 收 伍 ;0<<x<1 ,为 线性 


收 化 + 即 其 从 因子 . 
定理 3 设 对 于 任意 的 wn 有 zx, 关 z. 序列 {x} 如 果 超 线性 收 伍 于 x, 则 有 
lirn | zt — 工 | 一 
| x CO—z | 
以 及 
Iimdzm a). (18. 1-3) 
| Tn 二 | 


正 是 (18. 1-3) 式 为 超 线 性 收敛 的 算法 以 +1 一 zs 有 充分 小 作为 停止 规则 提供 
了 依据 . 

18. 1.4 里 查 森 (Richardson) 外 推 

里 查 蒜 外 推 可 以 改善 公式 误差 , 设 有 未 知 量 M, 有 近似 公式 N(R) ,连同 公式 误差 
有 

NM 一 NI 十 天真 十 开 ? 形 十 天 天 十 … (18, 1-4) 
置 N11 二 NN(h). 按 人 公式 
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Ne (2 )— Ne Ch) 


Ne) = Ni (生计 一 和 (18. 1-5) 
和 逐 行 产生 如 下 表格 : 
Ni Ch) 
Ni (3) Neth) 
NI (六 ) Ni (过 ) N;(h) 
Ni (二 ) 六 (十 ) Ns( 写 ) Nn) 
当 求 得 Ni(h) 时 ,有 
M = Ni(h) + OO), 
如 果 NCAh) 的 公式 误差 有 天 :下 十 天 大 十 … 形 式 , 则 使 用 公式 
Ni (2 )— Ni Ch) 
Ni th) = Ni (3 ND (18.1-6) 


代替 (18,1-5), 可 以 有 M= Ni(h) 十 OCh2*). 


$18.2 插 值 法 


18. 2.1 拉 格 朗 日 插值 


设 F(z) 在 La;5bj] 上 有 定义 ,已 知 f(x)= Ff 9 i Efayb 上 且 互 异 (i 二 0,1， ‘1), 用 
FH 代表 所 有 次 数 不 超过 = 的 多 项 式 集 合 . 则 存在 唯一 的 p(x) EH,, 合 p(x) 二 fi(i 
二 0,1, ,92). 称 plz) 为 六 Xx) 的 插值 多 项 式 . 


Lz) = 》 fli lz) (18. 2-1) 
是 二 间 
称 为 拉 格 朗 日 插值 和 多项式 . 其 中 
LD Es en) (sh) (rn) 
(Ti — Zo) 一 TI) — XH) Oo Ln) 
T/T tt! CT) 加 , 
[I (二 二 区) ca 修一 0 (18.2-2) 
JS 
是 捅 值 基 欧 数 . 式 中 
wn Cx) = [| (zx— x). (18. 2-3) 
j=0 
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ADO Fl yn 称 为 插值 节点 ， 

1， i 二 J， 

月 必 工 门 一 他; 一 
易 见 ， Li( ;) 0; 0， i 
定理 1 设 f(z) 在 [a,6] 上 为 连续 ,f"*?(z) 在 (la, 内 存在 , 则 对 任意 的 zE 

La,5j, 存 在 EE (a,b) ,使 插值 余 项 


R, (Cz) = fx) — L(x) 一 wt (zx). (18. 2-4) 
虽然 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 是 唯一 的 ,但 可 以 有 不 同 的 表示 方法 和 计算 方法 , 表达 
式 (18. 2-1) 用 于 计 值 实 属 繁 难 ,而 且 在 比如 为 减 小 公式 误差 而 添加 新 节点 时 , 式 中 各 
项 都 要 重新 计算 .下 述 的 算法 用 逐次 线性 插值 实现 多 项 式 在 特定 点 的 计 值 而 无 须 写 
出 多 项 式 , 并 且 这 种 逐次 桶 信也 适宜 于 添 吉 新 节点 ， 
18.2.2 尼 维 勒 (Neville) 算 法 和 艾 特 肯 (Aitken) 算 法 


投 PP mo my 表示 节点 工 m ?Tm, 9 ty 所 确定 的 拉 格 蜗 日 揪 值 多项式 . 设 Ti 和 工 ; 
是 节点 To slr ds 中 的 两 个 不 同 节 点 ; 则 (18. 2-1) 式 的 1 (z) = foun (Cz) 有 


L, (7x) = (ZT TO DoLit TI (To Xi) poreil tleen CX) 
Cx, — i ) ” 


(2 7 一 0，] ,+ ,nN), 


(18. 2-5) 


尼 维 勘 算 法 : 
对 于 给 定 的 z, 通 过 使 用 (18. 2-5) 式 锋行 地 生成 下 表 , 实现 用 拉 格 朗 日 播 值 多 项 
式 求 Az) 近似 值 . 
Xo ho = po lx) 
TI Wo = Px) i = po (x) 
Z2 oo= pl) l=) We = po (zx) 
zt Qo=p(r) Qu=palz) Qs = pis(z) Qs = pows(x) 
注意 志 (2) 三 TD 他 三 和 -ez {GQ} 给 出 f(x) 用 拉 格 朗 日 多 项 式 的 逐次 
估计 值 . 添加 节操 , 逐 行 延 促 上 和 宸 ,直到 对 给 定 的 容 差 se,|Qu 一 已 -ic | <es 时 停止 . 
艾 特 肯 算法 : 
这 是 另 一 种 实现 逐次 插值 的 算法 , 同样 是 对 给 定 的 xz, 逐 行 地 生成 如 下 表格 ，: 
Xo {ho = po lx) 
TI oo= Dr) Wi = polz) 
Ta Cho = pr) 他 一 加 sfz) Ch = pors (x) 
Xs Co 一 加 ZN) l= poalr) Wz = polr) Qs = poilss (7) 
其 余 同 尼 维 勒 算法 . 
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18. 2.3 ”牛顿 插值 
定义 1 称 


flzxoszid = fm) — fro) (18. 2-6) 


i 
为 函数 f(z) 关 于 点 各， 六 的 一 阶 均 差 . 称 
fzo yx, Tm] = fzxo, xm — fxo sr 


一 证] 
称 为 乓 2 的 二 阶 均 差 . 一般 地 , 称 
Hxo sr Te | = Hross Tea sts |— fros Tl Th {18, 2-7) 


为 fx) 的 上 阶 均 盖 
将 拉 格 并 日 多 项 式 重 新 改写 ,用 N. (xz) 代替 L(x), 有 
Ni (7) =f(r0) + flros Tz zo) 
十 并 zz 之 一 如) (zo— Le). (18.2-8) 
(18, 2-8) 式 称 为 牛顿 插值 公式 . 用 它 计算 插 秆 多项式, 只 要 求 出 节点 的 各 阶 均 差 即 
可 . 
均 差 亦 称 差 商 . 均 差 的 符号 f[xo , ,2 与 节点 xo sz，… 的 排列 次 序 无 
天， 


18.2.4 ”等 路 节点 插值 
设 二 二 zo 十 到 (一 0 1，……z) 宙 数 户 称 为 步 长 . 人 记 f= f(r) (k=0,1,* ,nn). 
定 必 2 记号 

Afi = fai— fs 

Vf = fo— fe 

SF = f(x + 节 )-f/(z 一 之 )= 六 村 一 foi， 
分 别称 为 f(z) 在 处 以 为 步 长 的 向 前 差分 ,向 后 差分 及 中 心 差分 
约定 A 二 A, V1 二 VY ,让 二 ,一般 地 可 以 定义 mm 阶 差 分 为 
Afi=A™ fm—A™ fi, 
Vf= VT fvY™ fa 
六 六 一 的 fd of Gn= 2,3,.). 
均 差 与 差分 有 以 下 关系 : 
far nin] = fe m= 12e snk), (18.2-9) 
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[zz 一 二 To (Cm 一 1 ,2 天)， (18. 2-10) 


如 果 计 算 z 附近 总 z 的 晃 数 值 f(x) ;可 令 二 wo 十 二 (0 志和 1), 由 (18.2-8) 太 
(18. 2-9) 式 可 得 牛顿 前 插 公 式 ， 


N(xo 十 克 ) =fo ttAf + A f+ 
itt— (tent+]),, 
to A fo, (18. 2-11) 


11— D(C—n) | _ 
Rtzo 十 填 ) 一 ean ht ft (EEE (xosxs). (18.2-12) 


如 要 计算 x 附近 点 zz 的 函数 值 fz) ,可 令 z= 二 zx 十 专 ( 一 1 志 ? 达 0), 由 (18. 2-8) 
及 (18.2-10) 式 可 得 牛顿 后 插 公 式 : 


N, (zn 十 办 ) =f, 十 9f, 十 二 Vf 


HE DG Dy fp, (8.2-13) 


余 项 


tf 二 Dttt+n) _ 
R, (Zz, 十 于 ) 一 DT RH ftD (Ce, EE 《zyzn)， (C18.2-14) 


18. 2.5 埃 尔 米 特 插值 


已 知 f(z) 二 扩 (z) = ,Xi 人 [a 如 县 互 异 Gi 二 0,1,…,n), 用 Hanti 代 表 所 
有 议 数 乏 2 十 1 的 多 项 式 集 合 ， 则 存在 唯一 的 H(zx) € Hts 使 H(z)= fi, 
电 (zx) 二 my (i 二 0,1y yn), 称 日 (x) 为 f(x) 的 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 、 


H(z) = > fiaj (x) + mB; (2)), (18. 2-15) 
i=0 
式 中 
wx) = (1—2(z— x) di) 0 =0,1,.,n), (18.2-16) 
0 i 
a 
Bx) = (xr— rr) (= 0,1,,n) 《18. 2-17) 
是 插值 基 哺 数 . 5(zx) 如 (18. 2-2) 式 所 定义 . 
易 见 ; 


mw Cx) = vaxi) = 0, 
Br) 一 0,8 (zx) 一 Oi 
若 f(z) 在 (a, 怒 内 存在 , 则 其 插值 余 项 
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(jk = 0,1,,n), 《18.2-18) 


2nt2) {《 


FRICZ) = fz) — Hom (xz) = 


18. 2.6 分 段 线 性 锋 值 


已 知 节 点 4 二 zw 过 吉之 和 之 二 4 上 的 函数 值 户 ,ff1 ss fn, 税 态 (z) 满 足 : 
(1) 了 (z) 在 La,65] 上 连续 , 即 (x)ECLa,#]， 

(2) (Ti) = R=0, 1 ,nn), 

(3) (zz) 在 每 个 小 区 间 [z，xi+t1] 上 是 线性 函数 ， 


则 称 为 分 段 线性 插值 函数 . 
由 (18.2-2) 式 知 
| Tk 
I (Zz) 一 Te — 1 十 ren ft 9 
TH (上 一 中 3 一 】)， {18. 2-20) 


若 用 插值 攻 欧 数 表 示 , 则 在 整个 区 间 [La,5b] 上 为 
I (zx) 一 SA 人， (18. 2-21) 
这 里 基 郴 数 &(z)( 一 0,1，…m) 的 具体 形式 为 


过 一 2 zl s 妇 z 雪 欢 仆 一 0 了 略 去 )， 


ti (Tz) 一 (18. 2-22) 


一 一 二 rk 二 nn 上 略 去 )， 
.人 


0, zxELabN\r, rj 
《天 一 0, ,nn), 
记 不 三 瑟 +1 一 公关 二 max 下 只 要 f(x)EC[ay ,就 有 lim J,《7) 二 f(z) 在 
Qk 1 A 一 站 十 


18. 2.7 分 段 三 次 埃 尔 米 特 播 值 


对 节点 a 二 zo 之 XZ 之 之 二 b， 已 知 fr)=fif (x)= 7 (天 一 0 1,…* 行 
(Zz) 满足 : 

(1) I (zx) 在 fa,5j]j 上 连续 , 即 (xz)EC'i[a,6]， 

(2) Dz)= fi Ta) =n (k=0,1,,n), 

(3) (x) 在 每 个 小 区 间 [zi zi 上 是 三 次 多 项 式 , 则 称 J; (zx) 分 为 段 三 次 埃 尔 
米 特 插值 函数 . 

由 (18. 2-15),(18.2-16) 及 (18. 2-17) 知 ， 


Li (z) 一 所 (1 十 2.- 开 二 也 (一 2 


中 上 一 TE ti 


Fn 1142220 ](_z= 王 


TE T+] Tl Th 


2 2 
汪汪] i 
Fm(r— zn) (Ee ) 十 porl(z 一 zxn)( -一 全 ) 
< Tt 1 一 人 


过 挟 . 工 去 HH1 ( 肯 一 01，…… 姑 一 二 )， C18. 2-23) 
重用 插值 基 畏 数 表示 , 则 在 整个 区 则 [La, 纪 上 为 


hx) = > (as(z) + mm (x)), (18. 2-24) 
是 一 日 
这 里 基 疝 数 a (7T) ,让 (XI R=0,1, ,nn) 的 具体 形式 为 


(1+32.-z 且 ) (Eo ), zl 扫 工 委 枯 仆 一 0 略 去 )， 


上 1 二 二 ] 


a (xz) = (1 2 到 ) (=a) ， zl ICT 二 nn 略 去 )， 


EL1 一 TE 一 了 HH 
0，, rE [abi\Lz ,Tre | 
《天 一 0,1, ,1). (C18, 2-25) 


和 _ 2 
B(x) (z—z) (Eo ) ， 工人 夺 Tm 上 二 略 去 )， 
Tk | 
0， rE[abN\ zisre | 
(Ck 一 口 ，1 ,nn), (18. 2-26) 


记 A = "hh= max hh ;只 要 Fx)E CLa,b | ,就 有 lim 卫 (z) 二 f(z) 在 La， 
bj 上 一 至 成 了 并. 


18. 2,8 三 次 样 条 插值 


三 次 样 条 插值 也 是 一 种 分 段 三 次 多 项 式 插值 ,但 它 不 需要 f(x) 在 各 节点 上 的 导 
数 的 信息 . 

定义 3 设 函 数 了 定义 于 区 间 [e ,站 上 , 且 对 于 

4d= TA 二， 

fz) (二 0,1,… 1) 为 已 知 , 满足 下 列 条件 的 函数 S 称 为 了 在 La,58j 的 三 次 样 条 插值 
鸭 数 , 即 

(1) 对 每 个 上 =0,1,……,n 一 1,5 在 区 间 [xi za+lj 上 都 是 三 次 多 项 式 , 记 作 2， 

(2) 对 于 炎 一 0 99S(zD 一 大 ), 

(3) SEC [| , 亦 即 对 于 三 1,2 yn 一 1 有 Si(r) 二 SS (zr) ;191 (x) = 
Ds (ZT1) ,Si 《zi 一 号， (XL), 

(4) 满足 下 列 边 界 条 件 之 一 : 
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(a) S (m0)==S (rz) 一 0, (自然 边界 ); 
(b) S (zo) 二 (zo) 和 Sz,)= 二 了 (x,);,( 固 定 边 界 ). (定义 完 ) 
如 果 给 定 fz) (一 0 1 2) 则 自然 边界 样 条 插值 存在 唯一 ;如 果 又 给 定 
六 (z) 和 和 (mm), 则 固定 边界 样 条 揪 值 存在 唯一 . 为 求 出 SCz) ,对 于 & 一 0,1，…,2 一 
1, 臣 
S(T) = a hr— ntoalr— rm) tadtr—a), (8.2-27) 


常数 {a ， 妈 ， ci，di}) 通 过 求解 一 个 三 对 角 线 性 方程 组 得 到 . 这 包含 在 下 列 算 法 中 . 
1 自然 边界 三 次 样 条 的 算法 


输入 ;n, {To :Tl sz ) 
ao = flxo) sa = fr) sd, = fr). 
输出 : (es yyce 天 一 0 1 一 1. 
算法 
(1) 对 太一 0 1 一 1 计算 灰 王 了 + 一 瑟 ， 
(2) 对 上 =1,2,…,n 一 1, 计 算 和 一 站 (at 一 oo 一 下 -Ca 一 ar 中 
(3) 置 i 二 1,yw 一 0,zo 二 0, 
(4) 对 并 一 1 2 一 1 计算 
bh 一 2 一 Ti 一 和 -11 
了 一 7 
ze = Co — he ze /hh. 
‘<5) 置 玉 二 12 一 0，o 一 0 
《6) 对 大 一 mn 一 1 一 2 0, 计算 
Ce TE Cl 
b= (Camm — oD) /he — ha Cem 十 2ct)73， 
d; = (ci — cc) /3h,) 
(7) 输出 (apy sc 二 0,1,… 一 1), 停 上 上 ， 


2. 固定 边界 三 次 样 条 的 算法 


输入 ,my (zol yzZn) 
a = 六 To a = fr) sya = fn) 
Fo= f (xo),F, = f(r,). 
输出 :fa Be sce} 二 0,1,*… ,nn 一 1], 
算法 : 
(1) 对 天 一 0 19 一] 计算 真一 到 1 一 耿 ， 
。713 。 


(2) 计算 ww 二 3(al 一 ao) /ho 一 3 后， 
tr 一 3F. — 3ta; — dw) /hal. 


(3) 对 = 二 1,2,…yn 一 1 计算 二 字 (ap1 一 a) 一 一 (a 一 gy 1) 
hs hI 


(4) 置 二 2ho ,po 二 0., 5,z0 二 go /lo. 
(5) 对 上 有 一 1,2，……,m 一 1 计算 
i 一 2 OT) hs 
mm = he 
2 = Co 一 如 217 
(6) 计算 六 一 入 -1 (2 一 jy 二 (a 一 1 1) /ly C=2n. 
(7) 对 上 = 二 n 一 1,n 一 2,"*,0 计算 
Ch = Bh CH 
hb = Ca — a /hs — hen + 2c.) /3, 
d: = {em — cr} 3h,). 
(8) 输出 (CaryB sed 1 上 二 0,1,… ,nn 一 1) ,停止 ， 


$18.3 曲线 拟 合 


18. 3.1 曲线 拟 合 的 最 小 二 乘法 
关于 最 小 二 乘法 的 一 般 提 法 是 :对 给 定 的 一 组 数据 (zx fx Di 二 =0,1 In), 
要 求 在 函数 类 9 一 Span{ go DPI } 中 找 一 个 卫 数 y=s" (x) ,使 误差 平方 和 
L813= De = Ds G0) — f(r))’ 


1 一 站 
一 min 2 (sz) — f(x))’, (18. 3-1) 
i =0 
这 里 
SI) = oogpo TI a Rpt) nm), (18. 3-2) 
用 几何 的 语言 说 , 哆 称 之 为 曲线 拟 合 的 最 小 二 乘法 ， 
更 一 般 的 提 法 是 ;考虑 加 权 平 方 和 
Dx) (x) — fx))’, (18. 3-3) 


这 里 w(x) 之 0 是 [a,5] 上 的 权 酌 数 , 它 表示 不 同 点 (zi 了 f(z)) (i 二 0;1,…,m) 处 的 数 
据 比 重 不 同 , 例如 wlz;) 可 表示 在 点 (xz; ,了 f(z)) 处 重复 观察 的 次 数 , 在 形 如 (18. 3-2) 
式 所 表示 的 s(xz) 中 求 一 函数 vy 二 s* (x), 使 (18. 3-3) 式 取得 最 小 值 , 即 

* 了 ]4 。 


Dlr (xi) — f(z))’ = min Yo) Gl) 一 f(x))?. 
可 将 问题 转化 为 求 多 元 函数 
Too ya ,san) = Dm) ( Pop (zx) — fr)) (18. 3-4) 
的 极 小 点 《et of …a; ) 的 问题 . 
由 光一 0 一 0,1,…;m, 可 推 得 


Dg pa = dd k= 0 (18. 3-5) 
j=0 
式 中 


(gi: = Dwlri) 9 (Zi) ga (Zi) 
i 三 必 


di = (fg) = Yor) fr ) gz). (18. 3-6) 
i=0 
(18. 3-5) 式 称 为 法 方程 ， 
如 采 gp (2X) ,gr (ZX) ,… ,qz) 线 性 无 关 , 则 法 方程 (8. 3-5) 的 系数 行列 式 
(wm 的) (go ;1 ) 本 (mm ;Gh 1 
(ppo) Cop) Cp) 


(rsp) pp) pp) 
从 而 得 到 A(z) 的 最 小 二 习 解 
5 (T) = og0 th x) Har p(T) To pn CT), 
事实 上 ,可 以 证 明 这 样 得 到 的 s*《z), 对 任何 由 (18. 3-2) 式 所 表示 的 s(z) ,都 有 
Slr) Cs’ (Zi) — f(x))’ < Sx) (sr) 一 fx), 
1 一 属 i 一 四 
故 5 ”(z) 确 是 所 求 最 小 二 乘 解 ， 
18.3.2 直线 拟 合 
设 在 平面 上 给 定 7 个 点 ; 户 二 (zi1;Y1),… ,了 ,二 (xn ,Ys)， 欲求 最 佳 拟 合 直线 ,使 
用 上 一 段 的 方法 , 取 (zx) 一 1,94(z) 二 x 一 ,其 中 工 = 二 (xz 十 十 … 十 zo). 写 出 法 


方程 并 求解 之 , 得 直线 
y= ya (zr— zx), (18. 3-7) 


其 中 
‘715 。 


y= (y+ yt 二 y) 


一 mrt ry ) ny XY ry 
(十 难 十 十 避 ) 一 了 
如 果 在 平面 上 这 些 点 的 分 布 直观 显示 并 非 来 自 直 线 函 数 , 则 用 某 个 函数 P(z) 取 
代 之 ,会 使 1 更 小 ,但 使 81 最 小 化 的 求解 会 更 困难 , 一 个 解决 办 法 是 将 数据 
“线性 化 ” 例如, 如果 y= 二 plz 二 Br , 则 Iny 二 In8 十 azx. 于 是 可 对 数据 点 (zi ,jny) 使 
用 公式 (18. 3-7). 
又 如 ,如 果 y 是 来 自 正 态 分 布 的 对 应 于 x; 的 概率 观察 值 ,0 所 % 志 1. 设 yp 是 标 
准 正 态 分 布 的 分 布 函数 ， 则 可 以 对 数据 点 (zx ,Wi ) 9 Wk 一 0 (ze), 使 用 公式 (18， 3- 门 ， 
从 所 得 直线 方程 可 得 分 布 参数 的 估计 值 . 


18, 3.3 用 正 交 函数 作 最 小 二 和 柔 拟 合 


如 果 go Cz) ,gn (Zz) ,gh《 工 ) 是 关于 点 集 (zz ) (Gi 二 0,1. 1) 带 权 wxi) (i 二 0， 
i 站 :1) 正 交 的 孙 数 族 ， 即 


妆 ] 
x — x? 


n 0 (Gj 关 有 ， 
(ay = Valr) pz) Ca) = | (18. 3-8) 
WA pn) Ai>0 (=h), 


则 方程 (18, 3-5) 的 解 为 
) Dr) fa) (zi 


Qk 一 (内 y 一 -一 一 (k 一 ,1177) 9 人 18. 3-9) 
和 Dwlri RCz) 
i=0 


其 平方 误差 为 
1 = CFs, fs) Cf HAs) 
上 二 0 


一 Duta) Fl) 一 PA Cor 天 
下 面 将 介绍 如 何 根据 给 定 节点 mm，zm 及 权 了 是 数 w(z) 盖 0 构造 出 带 权 
w(x) 的 正 交 多 项 式 { Pi (x) }i-o， 
{Pi《z)}io 由 如 下 递 推 公式 给 出 (注意 nn 寺 mm)， 
Polzx) 一 1, 
P(x) = {zx— hiPo tr), 
Pa Cx) = (xr — bn P(r — oP (x) 
{k= 1,2,. ,nO— 1), 


(18, 3-10) 
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式 中 


> .Pi 

Zw) zaPls) Capi,p) 

上 | CP,, P.) ， 
Dwlx) Px) 
一 (18, 3-11) 

} Pt 2 
. Dx) tC; ) _ (P,P) 
* (Pi;, Pe) 


DY wlz) PE Cx;) 
上 一 站 


这 里 P(x) 是 最 高 项 系数 为 1 的 上 次 多 项 式 . 可 以 用 归纳 法 证 明 这 样 构造 出 来 的 
(Pi (zj 确实 是 关于 点 集 az 带 权 w(x) (i 二 0,1,… ,1m) 的 正 交 多 项 式 . 

对 于 给 定 的 一 组 数据 (zi , Cz) (= 二 0,1,…,m) ,根据 (18. 3-10) 及 (18.3-11) 式 
逐步 求 出 P(xz) 的 同时 ,相应 计算 系数 


> w(xi) fxi) Pi Cx;) 

- Yc) Pz) 

并 逐步 把 ur PC) 累加 到 FCz) 中 去 ,最 后 得 所 求 的 拟 全 曲线 
y= F(x) = Da Pi 


这 是 目前 用 多 项 式 作 曲线 拟 合 最 好 的 计算 方法 . 


$18.4 数值 微分 


18.4, 1 求 导 公式 


本 段 给 出 求 函数 了 在 点 ze 的 导数 的 近似 公式 和 误差 项 . 只 考虑 等 距 节 点 , 步 长 
为 hh 可 正 可 人 负 . 以 万 表示 f(zo 十 jh). 误差 项 中 的 各 个 是 位 于 最 小 节点 和 最 大 
节点 之 间 的 一 个 数 ， 

(1) 了 (zo) 的 两 点 公式 


fz) = 二 (Fa 十 内 一 Kazo)) 一 生产 ( (18. 4-1) 


当 衣 >>0 时 称 为 向 前 差分 公式 ,hm< 0 时 称 为 向 后 差分 公式 . 
(2) 矿 (zo) 的 三 点 公式 


2 
F(zo) 一 亢 ( 一 3 万 十 4 及 一 产 ) 十 二 Ho 人 


2 
一 i if)— fe (8). (18. 4-2) 
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(3) 产 (zo) 的 四 点 公式 
ja) = ff tf f+ Od. (18.4-3) 
(4) 了 (zo) 的 五 点 公式 
f (m0) = 高 (一 35 所 十 48 亡 一 36 户 十 16 户 一 3 十 咎 7 (的 (18.4- 人 
(5) 二 阶 导数 
fz)= 志 (fa 一 2f 十 f) 一 入 19 


一直 ( 让 一 2 态 十 户 ) 十 外 Fo(6D) 一 hf 6) (18.4-5) 
(6) 三 阶 导数 
Je (mo) 一 直 ( 户 一 3 户 十 3 所 一 户 ) 十 OO 


1 


= aCfe— 2h +2f ~ fa) TOW ). (18, 4~6) 


(7》 四 阶 导 数 
Fe (10)= jf 4f +6 —4fi + fo) + OR) 


— 去 (fe —4f 二 6fo 一 4f-1 十 f+O0F), (18,4-7) 


可 以 用 里 查 森 外 推 ( 见 18. 1. 4) 改 进 精 度 . 
本 段 中 各 公式 ,公式 误差 为 OCG) 形式 ;而 又 出 现 于 近似 公式 的 分 母 上 .有 小， 
会 使 公式 误差 小 ,但 却 不 利于 有 好 的 数值 稳定 性 . 实用 中 应 注意 二 者 的 平 奖 ， 


18. 4.2 样 条 求 时 
如 果 所 Zz) 可 微 ,其 样 条 插值 隐 数 Stx) 具 有 性 质 
f(r) > S (zx) +’ 
因而 可 以 用 S(z) 作 为 F(z) 的 近似 值 , 且 可 以 是 区 间 [a,5j( 见 18.2.8) 内 的 任意 
点 ,而 不 限定 是 节点 zx. 对 于 三 次 样 条 插值 ( 见 18. 2. 8) , 据 (18. 2-27) 式 ,在 求 出 a;， 


br ce yd rk—=0,l,* 1 nO 1 之 后 , 易 得 任意 点 二 的 导数 值 . 特别 在 节 Th ,有 S (Zz) = 
br ,天 一 ,2 一 


$18.5 数值 积分 


18. 5.1 数值 积分 的 基本 概念 


定义 1 在 区 间 [a,5] 上 通 当选 取 某 些 点 x ,然后 用 A(z) 加 权 平 均 的 办 法 构 阁 
， 718 。 


的 求 积 公式 
1= | f(z)dr a YA Cs) (18. 5-1) 
a k=0 


称 为 机 械 求 积 公 式 . 式 中 zx 称 为 求 积 节点 ,A 称 为 求 积 系数 , A 仅仅 与 节点 zx 的 选 
取 有 关 , 而 不 依赖 于 被 积 函 数 f(z) 的 具体 形式 . 称 为 公式 的 阶 . 

定义 2 如果 某 个 求 积 公式 对 于 次 数 志 mm 的 多 项 式 均 能 准确 地 成 立 , 但 对 于 mm 
十 1 次 多 项 式 就 不 一 定 准 确 , 则 称 该 求 积 公式 具有 mm 次 代数 精度 . 

易 见 ,者 (18.5-1) 对 于 fz) 二 1,x ,x ax 都 能 准确 成 立 , 则 它 就 至 少 具有 
次 代数 精度 ， 

车 Lr(z) 是 插值 映 数 , 取 


| Fopaz ~ | LCDadr 
p je" . 
让 
| fz) dr 2 3 fr) . 
2 上 二 
而 求 积 系数 A 通过 插值 苦 函数 L(x) 积分 得 出 
A = | una . (18. 5-2) 


定义 3 求 积 系数 由 (18. 5-2) 式 确定 的 求 积 公式 (18. 5-1) 称 为 插值 型 的 . 
定理 1 形 如 (18,5-1) 式 的 求 积 公式 至 少 有 nn 次 代数 精度 的 必要 充分 条 件 是 , 尼 
是 插值 型 的 ， 


18. 5.2 牛顿 - 科 茨 公式 
设 一生, 选取 等 陋 节 点 六 一 a 十 不 (一 0,1, yz ,构造 出 的 插值 型 求 积 公 式 


1 = (6— a) yc fn) (18. 5-3) 
称 为 牛 额 - 科 藻 公式 . 式 中 和 
cm = ms) en Ck = 0,1,.e.,n) 
称 为 科 茨 系数 , 根据 (18. 2-4) 式 插值 型 求 积 公式 的 余 项 为 
RL 门 一 工 一 上 一 | Fw (dz, (18. 5-4) 


式 中 
£= Er) € (Cab), wn tz) = [| xo). 
;=0 


定理 2 当 阶 ”为 偶数 时 ,牛顿 - 科 芷 公式 (18. 5-3) 至 少 有 ?十 1 次 代数 精度 ， 
。 719 ， 


1. 牛顿 - 科 英 公式 举例 


以 下 各 式 中 的 余 项 可 以 从 (18. 5-4) 式 使 用 积分 中 值 定 理 导出 . &€ (a,5). 
(1) n= 二 1, 梯 形 公 式 


| fer)ar = [fr) + fm)] -fe. 
(2) mn 一 2, 辛 普 森 公式 
Ppar -teotweotreo -人 mg 
(3) nx 一 3 辛普森 3-8 公式 
|repaz = ME) +3f Cn) +3f(e) + fm)]— p08 
(4) n 二 4, 科 芯 公 式 


| fw 一 [7 户 十 32 亡 十 12 户 十 32 太 十 ?7 广 ] 一 Sh re (0), 


(5) n=5 
| 天 jdzr = 溉 [19f 寺 75f1 二 50 十 50f 寺 75f. 二 19f] 一 2 于 po 8) 
a je 0 ! ? 3 1 5 12096 
(6) n= 二, 威 得 勒 (Weddle) 公 式 
贞 
| f(x)dz = 41 十 216 所 十 27 记 十 272 所 十 27 所 十 216f; 十 41f;] 
B) 
- 交 f (é). 
(7) n=7, 
| fwdr = 751fo + 3577f: + 1323f4 + 2989s 


十 2989 关 十 1323 广 十 3577 广 十 751 方 ] 一 1 Fe C0). 
实际 计算 中 不 使 用 更 高 阶 的 千 顿 - 科 茨 公式 . 
2， 开 型 的 牛顿 - 科 英 公式 


取 一 所 2 » -一 人 0 十 kh， 去 一 日,1 ,nn, 同 Xo 一 QQ 十 六 这 样 , 节 点 组 在 开 区 间 {(a， 


p) ,用 以 构成 的 求 积 公式 (18. 5-3), 称 为 开 型 的 牛顿 - 科 菊 公式 ,具体 有 
《]) 7 二 0， 中 点 公式 


| f(r dr = 2hf (10) + 与 FB . 


(C2) nn 二 1]， 
* 720 +» 


bs 4 
[rondar = MM[fr) + fz)]+ 归 ef 


(3) n=2, 
器 
| fw dz = MM[2f — f+2fl+ i f° 8. 
(C4) nn 三 3， 
; 5h 95hs cw 
| rpaz 一 34[L11 十 万 十 疡 十 11 户 ] 十 十 一 144 fe), 
(5) 天 一 4， 


， 3h 4 
[war = Ma[1p 14f +26f 一 Mt]+ 镶 58 
(6) n=5,， 
[fsar = C611fo —453f1 + 562f2 + 562fs — 453f4 + 611f:] 


5257h’ re 
+ “gaa0 ef (A. 


18. 5.3 复 化 求 积 公式 
将 [a, 站 划分 为 上 等 分 , 步 长 
h = “一 2?， zi 二 a 十 所 ,一 0,1,… 1). 
所 谓 复 化 求 积 法 ,就 是 先 用 低 阶 的 牛顿 - 科 欧 公式 求 得 每 个 子 区 间 [zx zx] 上 的 积 
分 近似 值 ,然后 再 求 和 ,用 立 ， X 作为 所 求 积分 的 近似 人 以 下 各 式 余 项 中 


7E {ab), 
(1) 复 化 梯形 公式 


ml 
[fnDdr = 二 [Fa 十 2 Fm) + 7D ] RD. 18.5-5) 
° k=E 
(2) 复 化 辛普森 公式 
| fsazr =E[ fo) +45 /Cm ) +25 fa + f(b) | 


bp—a/h 
— a (A) Fe (0D) (18. 5-6) 


其 中 二 一 十 地 有 
《3) 复 化 科 茨 公式 
| f(z dr = 奇 | rreo) + 32 5 fC ) 十 125) fc) 


。72] 。 


rl rl 
+322 frrt) +14D Ga)+77C | 一 2 (A) pry, 
上 二 人 0 上 二 站 


C18.5-7) 
_ l _ 1 3 
其 中 二 二 Zk 本 二 上 .4+ 志 一 如 +oh, k++ 写 — Th 十 本 用 
(4) 复 化 中 点 公式 
Hl 2 
b— nh y 
| far = nD fon ss (3) FOD, (18. 5-8) 


其 中 8 直方 一 2 十 却 记 
18.5.4 龙 贝 格 (Romberg) 积 分 


龙 贝 格 积分 使 用 复合 梯形 法 给 出 | fCz)dz 的 预 估 值 , 然后 用 里 查 琳 


CRichardson) 外 推 ( 风 18. 1 . 4) 改 善 估 值 , 取 hl 一 上 一 0， Ah 二 和 二 2,3,"° ,从 


b—a 
2F: 
Ri = 4[ fla) + F060)] 
开始 , 按 弟 推 公 式 
2 
Ri 一 [Re 二 hie fat C21 一 Dh) |， 上 一 2 3 C18. 0-9) 


和 由 (18. 1-6) 式 得 出 的 
R, 下 Rs 


Ry = 有 Ri 十 一 2,3,"* ,此 (18. 5-10) 
逐 行 地 产生 如 下 表格 ; 
Ri 
Rl RR» 
Rl Ras R;; 


Re Rs Ra Ra 


当 | Re — Ri 点 一 ] | <s, 则 停止 » 以 Re 为 所 求 近 似 值 . 
18. 5.5 席 斯 公式 


形 如 (18. 5-1) 的 机 械 求 积 公式 ,含有 2n 十 2 个 待定 参数 xz,A (= 二 0, 1,'…',n)， 
适当 选取 这 些 参 数 有 可 能 使 求 积 公式 具有 2n 十 1 次 代数 精度 . 这 类 求 积 公式 称 为 高 
斯 公式 . 

定义 4 ”如果 求 积 公 式 (18, 5-1) 具 有 2n 十 1 次 代数 精度 , 则 称 节点 zx (一 0， 

.722 。 


1,… 人 是 高 斯 点 . 
定理 3 井 (18.5-1) 式 是 播 值 型 的 , 则 其 节点 对 二 0,1,…,n) 是 高 斯 点 的 必要 


充分 条 件 是 :对 任意 的 次 数 不 超 过 的 多 项 式 PCz), 均 有 | PCz)wra(z)dz = 0, 亦 


即 与 wn (Zz) 为 正 交 . 式 中 en (z) 一 Ice- 2 )， 


使 用 正 交 多 项 式 ( 见 17. 5 一 17， 9) 的 概念 可 知 若 把 被 积 函 数 表示 为 w(x) f(z)， 
其 中 wz) 为 正 交 穹 项 式 的 权 函 数 ,把 积分 区 间 La ,站 变换 为 正 交 多 项 式 的 区 间 
《a 8) ,这 时 正 交 多项式 的 0 点 就 是 所 要 求 的 高 斯 点 . 利用 nn 次 正 交 多 项 式 得 到 的 高 
斯 求 积 公 式 ,一 般 形 式 为 


[wa) fendzr = Ynf ln) + E,. (18.5-11) 
9 上 三 1 


余 项 忆 , 二 Kf (8) ,EE (as8),K, 为 特定 常数 , 表 18. 5-1 列 出 了 用 ”= 阶 勒 让 德 多 项 
式 P, , 拉 盖 尔 多 项 式 二 , 埃 尔 米 特 多 项 式 是, , 切 比 雪夫 多 项 式 了 和 UU, ,以 及 雅 可 比 
多 项 式 J 等 的 0 点 构造 高 斯 公式 时 的 各 要 项 ， 


家 18. 5-1 


pe 区 间 
P,(z) (—1,1) 表 18. 5-2 es 
I 和 GP CE Cre) lan DEER IE 
es Cn1)? 
2" ln! Vr nl yx 
一 De 1 < 局 一 I 
” 四 "Fe | 
+t, 2k— Dn 区 A 
7 ” 2 


| Er 开 ， 了 ~ 由 
cos (#1) 二 15 十 1 22n0T 1 (2n)! 
Te rn , (‘2 Dr) x 

EE (0,1) jcos (学 二 3)| 天 dn 二 2 24ntl (2n)t 
Ll /一 z 2 ( PP RE 
hn(z os( 吉 后 ) | wn (友和 ) 22 (2n)! 
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1. 高 斯 - 勒 让 德 公式 


1 加 上 22eH《 71 1 
| fndr = Df ln) + rmt © 
其 中 支 和 ww 如 表 18. 5-2. 


表 18,. 5-2 


, 5773502692 0. 1834346425 | 0. 3626837834 
3 888888889 .5255324099 | 0. 3137066459 
.97745966692 | 0. 5555555556 3666647 4 | 0. 2223810345 
0, 9602898565 | 0. 1012285363 
4 | 0.3399810436| 0. 6521451549 
.B611363116| 0. 3478548451 
0 0. 3302393550 
9 ,35688888889 0. 3242534234 | 0. 3123470770 
.5384693101| 0. 4786286705 0. 6133714327 | 0. 2606106964 
9061798459| 0. 2369268851 0. 8360311073 | 0. 1806481607 
6 ,2386191861 | 0, 4679139346 性, 96816023095 | 0. 0812743883 
.6612093865 | 0. 3607615730 
. 9324695142| 0.,1713244924 . 1488743390 | 0. 2955242247 
7 ,4179591837 .4333953941 | 0. 2692667193 
.4058451514| 0. 3818300505 . 0794095683 | 0, 2190863625 
,7415311856| 0, 2797053915 . 8650633667 | 0. 1494513492 
, 9491079123| 0. 1294849662 . 9739065285 | 0. 0666713443 


2， 高 斯 - 拉 盖 尔 公式 


> _ (nl eo 
| ef lr)dr = Df Cn) + GD pn (® 
其 中 zi 和 ws 见 表 18.5-3. 
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2 


0. 5857864376 
3. 4142135623 


0. 4157745567 
2. 2942803602 
6. 2899450829 


0. 3225470896 
1.7457611011 
4. 595366202969 
9. 3950709123 


0. 2635603197 
1. 4134030591 
3. 9964257710 
7. 0858100058 
12.0408008442 


家 18. 5-3 


EZ 


,8535533905 
,1464466094 


.7110930099 
.2785177335 
. 0103892565 


.6031541043 
,3574186924 
. 0388879085 
. D005392947 


.9217556105 
.3986668110 
, 0759424496 
,0036117586 
.0000233699 


0. 2228466041 
1. 1889321016 
2Z. 9927363260 
5.7751435691 
9. B374074183 
15. 9828739808 


0. 1930436765 
1, 0266648953 


"2. 50678767449 


4. 9003530845 
8. 1821534445 
12. 7341802917 
19. 3937278622 


3， 高 斯 - 埃 尔 米 特 公式 


五 和 wh 


PT/ 


4589646739 
4170008307 
1133733820 
0103991974 
0002610172 
.0000008985 


PPPPPR PS 


0. 4093189517 
0. 4218312778 
0, 1471263486 
0, 0206335144 
0, 0010740101 
D0. 0000158654 
0. 0Q000000317 


十 on 2 
[es fonar = Dmf em) + NE Heo(e， 
~ 全 2 (2n)1 


见 表 18. 5-4, 


表 18. 5-4 


Rem | Re [rR 


QO. 7071067811 . B862269254 7 


B8162878828 
6735516287 
6519613568 


”> 


人 Q +t 
.2247448713 


| 
Ss 


. 1816359006 
0. 2954089751 


3811869902 
1571937124 
9816567566 
9306374202 


0, 5246476232 
.6506801238 


.8049140900 
. 0813128354 


ss 


0. 9453087204 
0. 3936193231 


0. 9585724646 


. 0201828704 . D199532420 0 
0. 72355]10187 
6 | 0. 4360774119 QO, 7246295952 【1. 4685532892 
1. 3358490740 0. 1570673203 2. 2665805845 
.3506049736 ,0045300099 3. 1909932017 


0. B102646175 
0. 4256072526 
0.0545155828 
0. 000971781z 


6611470125 
,2078023258 
,0170779830 
.0001996040 


DO 


. ?202352156 
:4326515590 
- 0884745273 
.0049436242 
. 0000396069 


[iy 避 心 


7Y25 。 


4， 拉 道 (Radau) 公式 


其 中 对 于 4 一 2,3,… 


均 见 于 表 


| fwdr = D+ Dm + 
,mn 是 Ce 2 的 第 上 个 根 ,而 
wh 二 1 — x 
nL Pi (Cr) 
职 18,5-5 
( 表 中 尼 取 2,3,…,n 值 ) 


* 126 * 


18. 5-5. 


7 


一 小 2898979485 


0, 


6898979485 


d | —0.5753189235 


0, 
.8228240809 


1810662711 


.7204802713 
+1671808647 
. 4463139727 
. 88857916077 


. 8029298284 
,39009285467 
. 1240503795 


0. 6039731642 


. 9203802858 


. B538913426 
' 0984677240 
.1173430375 
, 3260306194 
, 7038428006 
,9413671456 


1, O0249716523 || 8 
0. 7528061254 


一 0, 


8874748789 


, 060395186165 


.6576886399 
.7763859376 
: 4409244223 


. 4462078021 
6236530459 
‘S627120302 
. 2874271215 


.3136407532 
.4853871884 
.9209267831 
- 4169013343 
. 2015883852 


. L392274892 
. 3809498736 
.4471098290 
. 4247037790 
. 3182042314 
,1489884711 


,2947505657 
, O943072526 
. 4684203544 
. 7706418936 
.9550412271 


.9107320894 
.7 了 112674859 
,4263504857 
.0903733696 
.£2561356708 
‘9713830412 
.8173527842 
. 9644401697 


. 9274843742 
?638420424 
. 5256460303 
-2302344693 
. 0760591978 
: 3806648401 
- 64776606876 
- 8512252205 
. 971175180? 


Fer (2) ， 


,1853581548 
. 3041306206 
-37685175453 
.3915721674 
.3470147956 
, 2496470013 
,1145088147 


.1476540190 
2471893782 
, 3168437756 
,3482730027 
,3376939669 
.28638669683 
. 2005532980 
.0907145049 


. 1202966705 
,2042701318 
. 2681948378 
. 3058592877 
, 3135824572 
- 2906101648 
. 2391934317 
，1643760127 
. 0736170054 


5， 罗 巴 脱 (Lobatto) 公 人 么 


| Api= 二 和 CCD+AGD)+ Su 十 所 Jera(， 
此 一 它 
其 中 对 于 =o3 0 Nn], 是 PP 为 一 ] (xz) 的 第 类 一 个 根 ， 

Te 一 


n(n— DIP Ca) 
见 表 18.5-6, 而 


天 = n(n—1) 2"![ (7 一 2)1 
(2n—1)[ 22 一 2 


表 18. 5-6 


a | me [| a 


1. 3333333333 | 10 | 0.1652789576 | 0,3275397611 

,3333333333 .4779249498 | 0, 2920426836 
.7387738651] | 0.2248893420 

4472135954 .8333333333 .9195339081 | 0. 1333059908 
1666666666 0.0222222222 
| ao 
1000000000 . 2957581355 | 0, 2868791247 

.5652353269 | 0. 2480481042 

.2852315164 | 0. 5548583770 -834736 |] 0 1871698817 
, 7650553239 .3784749562 ,9340014304 0. 1096122732 
.0666666666 0, 0181818181 

. 4876190476 .1365529328 | 0.2714052409 

.4688487934 . 4317453812 .3995309409 | 0. 2512756031 
,8302238982 . 2768260473 .68328761530 0, 2125084177 
.0476190476 .8192793216 | 0. 1579747055 

.9448992722 | 0.0916845174 

.5917001814 . 3411226924 

.8717401485 ‘2107042271 0 2519308493 
| . 2492869301 0. 2440157903 

0 93715199743 , 4829098210 0 2207077935 
0. 3631174638 | 0. 3464285109 “6861884690 | 0. 133646889 
0.6771862795 | 0. 2745387125 -8463475646 | 0. 1349819266 
0. 8997579954 . 1654953615 - 9533098466 | 0.0778016867 
1 .0277777777 0.0128205128 


» 727 。 


18. 5.6 重 积分 


数值 积分 的 方法 可 以 推广 到 重 积分 . 以 二 重 积分 为 例 ,将 二 重 积分 写成 累 次 积分 
的 形式 , 先 对 内 屋 的 积分 使 用 数值 积分 方法 ,然后 是 外 层 积分 . 


1， 短 形 区 域 上 的 辛普森 二 重 积 分 法 
设 区 域 R=({(z))1a<z<6csy<d). 使 用 复 化 辛普森 公式 有 
Nz, yayaz = [az| f(z, yay = > 2 74， flzisy) +E, 
《18, 5-12) 
其 中 误差 项 


(do fs nf 人 _ 
E= 过 人 [a D+! 5 | (18. 5-13) 


(6 用 (人力 ER. 而 /一 拓 2 ,一 生 和 ,系数 4y 则 如 下 表 


m l 4 2 4 2 4 2 4 1 
m—1 4 16 8 16 8 16 8 16 4 
m2 2 8 4 8 4 8 4 8 2 
mt 一 3 4 16 8 16 8 16 8 16 4 

2 2 8 4 8 4 8 4 8 2 

1 4 16 8 16 8 16 8 16 4 

0 1 4 2 4 2 4 2 4 1 

上 

i 0 1 2 3 4 5 n—2 1 一 n 


类 似 地 ,辛普森 公式 也 可 以 推广 到 非 算 形 区 域 , 见 下 一 段 的 算法 ， 
2, 辛普森 二 重 积 分 算法 


求 积 分 了 二 | az f(x， yydy 的 近似 值 


输入: 端点 a,5; 侦 正 整 数 mm 函数 cx) ,q(xz) 和 f(x,y) 
输出 :7 的 近似 值 J 
算法 ， 
(1) 置 h= (6 一 a)/n, 岂 一 0 端点 项 . )J 二 0,( 侦 数 项 , )J = 二 0,( 奇 数 项 . )， 
(2) 对 i 二 0,1,…',n 作 a) 一 (lo)， 

* T7288 ， 


(a) 置 x=a 十 讨 : 
HA 一 (cz) — cl(T)) /mm; 
Ki 一 f(zc(z)) 十 xz d(T));( 癌 点 项 ,.). 
K2 一 0; (偶数 项 . ). 
Ki 一 0;( 奇 数 项 . ). 
(hb) 对 7 一 0, 1 一 1 作 了 一 2 
1 置 y=c(z) 二 jjHX;Q= f(x, y). 
2 生 ) 为 偶数 则 置 兵 : 王 天 :十 Q， 否则 置 K;=K; 十 @&. 
(ec) 置 L 二 (Kj 十 2K 十 4K;)HX/3; 
(d 若 :一 0 或 一 mn, 置 六 三 六 十 了 
否则 若 i 为 偶数 则 置 7 一 JJ 十 工 ;否则 置 ;==J; 十 L. 
《3) 置 J 二 hh 十 2Js 十 4J3)/3; 
(4) 输出 万 停止 ， 


3， 商 斯 - 勒 让 德 二 重 积分 


» d{r) 
求 积分 1 二 | dz| “f(z,y)ay 的 近似 值 
输入 :端点 a,b; 正 蓝 数 m,n 
( 根 六 和 系数 zu ,i 二 max{m,n}) ,j= 二 1,2,…,i, 从 表 18. 5-2 查找 . ) 
输出 :的 近似 值 了 
算法 ， 
(1) 置 几 二 (6 一 a)/2; 7 一 (5 十 a)72， 了 一 0. 
(2) 对 ;i1.2，p72, 作 (a) 一 (c). 
(a) 置 J 科 一 0; 
T= hr 二 hz; 
di = d(x); el = clx); 
= (dO— 0)/2; bs = (da) /2, 
(Cb) 对 7 二 1],2,…,n 和 作 
置 y 二 hr 十 44; 
他 一 fTy); 
JX = JX++wi;Q 
(0) 置 了 一 J 了 十 za 
《3) 置 =; 
《4) 输出 了 ;停止 . 


18. 5.7 蒙特 卡 洛 (Monte-Carloy) 法 


一 般 说 来 , 演 特 卡 洛 法 涉及 随机 数 的 生成 (在 用 计算 机 生成 时 ,实际 是 伪 随 机 
" 729 。 


数 ), 用 以 表示 独立 的 在 [0,1J 均 匀 分 布 的 随机 变量 . 用 于 求 积分 ,蒙特 卡 洛 法 的 优势 
在 于 对 钙 积 函数 除去 可 计 值 以 外 无 任何 其 他 性 质 的 要 求 ,而 且 容 易 推广 到 多 重 积分 , 


]. 命中 率 法 


对 于 积分 1 = | 7(z)dz, 设 对 于 ea 二 z 生 5 有 0< Fn sc 记 R= {zy) | 
a y 人 Er, S$ 二 (Cz,y) lar 0 和 Ry f(r}. 如 果 ( 和 ,了 ) 是 在 
RR 上 均匀 分 布 的 2 维 随机 变量 , 则 概率 


p= XWES=— 


cp—a) 
于 是 ,在 使 用 随机 数 获得 (X,Y) 的 N 个 观察 值 后 ,这 些 观察 值 落 在 区 域 S 上 的 频率 
(命中 S 的 命中 率 ) 和 ,就 给 出 户 的 无 偏 估计 全 一 人 号 ,从 而 有 了 的 估计 


由 = cb—a) 4, (18. 5-14) 


算法 ; 
(1) 生成 [0 1 区间 上 均 勾 分 布 的 随机 数 2N 个 ， 
U j= 1,2,.",2N. 
(2) 用 此 数列 组 成 六 个 对 (mn ,U1),(Us ,U0;),…',(UN ,CDN), 要 使 数列 中 每 个 
U; 使 用 一 次 且 只 用 一 次 . 
(3) 计算 z; 二 a 十 U; (6 一) 和 f(x), i=1,2,** ,NN. 
(4) 计 出 现 f(z;)U'; 的 次 数 Np. 
(5) 计算 负 二 c(t6 一 a) Nu/N. 停止. 
对 于 给 定 的 8 和 a ,为 使 p(|8 一 了 < 过 <8) 之 a, 必 需 


N3 关 = > eb -， (18. 5-15) 


对 于 置信 水 平 1 一 a,I 的 置信 区 间 为 
Vp(l— pb— aye Vp(l— pp)(b— aye 
一 ,全 ，(18.5-16) 
(a 二 J/N 全 十 世 J ) 
其 中 尺 按 面 (ww) 一 VB 一) 二 1 一 a 来 确定 ,多 (4) 是 标准 正 灾 分 布 的 分 布 沙 数 .( 见 
22. 2-3). 
2. 样本 均值 法 


设 有 随机 变量 X, 其 概率 密度 图 数 glz) 在 La 5 区 间 上 为 正 , 在 区 间 外 为 0. 将 积 
分 1 写作 


b 
I=| frar =| FE pndz, 


* 730， 


则 1 为 及 窜 的 数学 期 望 ,T=E (此 涪 ). 利用 随机 数 生 成 X 的 N 个 观察 值 zi， 


PLA) 
ma 从 而 得 到 友和 的 N 个 观察 值 , 则 其 样本 均 信 
— 15 fs) . 
0— NZ ey (18. 5-17) 


给 出 了 的 无 偏 佑 计 , 例如 , 设 关 是 [a 5j] 区 间 均 匀 分 布 的 随机 变量 , 则 用 [0,1j 区 间 上 
均匀 分 布 随 机 数 U, :U2 UN 令 di 一 中 十 [一 如 ) 4 1 一 1 2 人 , 刚 得 到 A 的 N 


个 观察 值 , 而 p(x) 二 ,得 到 了 的 估计 
MN 
b= (6—0) HD Fe 十 Di 一 四 )， (18. 5-18) 
[一 


一 般 地 ,如 果 XX 的 分 布 函 数 为 F(zx) ,Ui ,DU,，…,Us 是 [0 1 均匀 分 布 的 一 组 随 
机 数 , 则 z= {00) ,i 二 1,2, 呈 ygN ,给 出 入 的 一 组 观察 值 ， 
和 包 都 是 了 的 无 催 佑 计 , 即 E69, = 二 E60, 二 1 但 是 方差 DY 和 过 DO . 事实 上 ， 


[有 9; = 言 [cC6 一 a) 一 卫 ]， (18. 5-19) 


Do; = 二 | 一 o| finar rl| (18. 5-20) 


$ 18.6 常 微分 方程 的 数值 解法 


18. 6. 1 一 阶 方程 及 单 步 法 


定义 1 考虑 初 值 问题 
全 = flz,Yy), 
y(ta) = 0， 
如 果 存 在 唯一 的 解 y(x) ,并 且 对 任意 的 e 汪 0, 存 在 (le)>0, 使 得 只 要 |e | 过 e, 陋 数 
6G(Cz) 连 续 且 |18Cz)|<s,a 和 xz 委 0, 问题 
和 = fr,z) dr) ， 
zk = yo 十 go0， 
就 存在 唯一 的 解 x(z) ,并 且 对 任意 zE[a;6j, 都 有 |z(Cz) 一 ylx) | 过 kte)s, 则 称 问题 
《18. 6-1) 为 适 定 的 . 
定理 1 如 果 了 和 34 对 = 在 [a, 人 为 连续 , 则 初 值 问题 (18. 6-1) 是 适 定 的 


适 定 性 也 有 其 他 的 判别 准则 . 定理 1 给 出 的 准则 最 易于 检验 . 
求解 适 定 的 一 阶 常 微分 方程 初 值 问题 (18. 6-1) 的 各 种 数值 方法 ,其 出 发 点 和 理 
。731 。 


刀 雪 工 把， (18.6-1) 


a 迁 TE (18. 6-2) 


人 2.4). 使 用 等 距 网 格 点 ,z 一 & 十 未 一 0 有 ,太一 
二 二. 用 六 代表 y(zx,) 的 近似 值 . 首先 有 


CE I YE ys, 0h) (0<0<1)， 


于 是 ,对 于 方程 y 二 f(z,y) 得 到 
Yr) = yr) hr, + Oh, yr + 0h)), (18. 6-3) 
这 里 并" = 二 有 zs 十 约 ,y(zs 十 的 )) 称 为 区 间 [z;，zeri] 上 的 平均 斜率 . 只 要 对 平均 斜 
率 提供 一 种 算法 ,K' g(xn yr) ,那么 由 (18, 6-3) 式 便 相 应 地 导出 一 种 数值 方法 . 
yr = Yhr sy n= 1,2,.,N—1 (18. 6-4) 


这 类 方法 中 ,yw+1 的 计算 只 用 到 y, , 称 为 单 步 法 . 
定义 2 对 于 单 步 法 ,在 Yr) = yy, 的 假设 下 ;误差 yxnti ) 一 y+1 称 为 局 部 截断 
误差 . 如 果 局 部 截 浙 误差 为 OCh?"!), 则 称 方法 有 p 阶 精 度 ， 


1， 欧 拉 法 
Wi = Wn 二 hr, Yn ), (18. 6-5) 
系 由 简单 地 取 KK = 大 ro 而 得 到 ,其 yCzwri) 一 ya+ = 二 OCh?). 
2,m 阶 泰 勒 方法 
直接 使 用 泰勒 公式 ; 设 yEC™*T [Laoj, 有 
yr) = yr) + hy’ (zo) + 和 六 (二 十 嫩 ym (xz) 


十 之 久之 rn 《18. 6-6) 


hl 
FI? 
其 中 Y= 了 , 记 作 fo， xy 一 大 十/ 对 一, 记 作 ,一 般 地 
加 人 是 一 23 3 上 一 2 加 
区 = 2 二/ 目 王 = fe. 
由 此 直接 得 到 (18. 6-4) 型 的 公式 
yah 一 如 十 并 (Zoo 加 )， (18. 6-7) 
其 中 Tom (zz 用) 一 zy 加) 十 二 f° (zy yn) 十 .十 二 em (z ya). 局 部 截断 
误差 
yz 一 = Dy fm (6 1 yC8,))) (18. 6-8) 
当 了 的 所 有 m 阶 人 篇 导数 为 有 界 时 ,为 OCh"+1), 即 有 mx 阶 精度 , 欧 拉 法 就 是 zz 一 1 的 
泰勒 方法 ,其 yz 一， = 与 7 一 OA2)， 


732 。 


3 中 点 法 


yn = 十 有 (zi 十 名， 十 名 fxr， yn))， (18. 6-9) 
如 果 了 的 所 有 二 阶 偏 导数 为 有 界 , 则 y(zs+1) 一 yo+1 二 OCh). 
4. 改进 的 欧 拉 法 


yoh 和 = 十 全 [fz 9 ) 二 frm yh rs ys))], 《18.6-10) 
局 部 截断 误差 为 OP ). 
5. 修 恩 (Heun) 法 


yo 一 多 十 二 | fzosp) 十 3f (二 十 人 yo 十 之 hf (za yn)) | 


(18.6-11) 
这 是 所 谓 三 阶 龙 格 - 库 塔 法 的 一 种 形式 ,是 以 3 阶 泰 惑 方法 为 基础 ,以 多 计算 几 次 f 
旺 数 的 值 来 回避 内 勒 方法 所 要 求 的 了 的 各 阶 导数 值 的 计算 ,而 义 能 保证 同样 的 精度 ， 
得 出 的 一 种 变形 . 因此 ,其 局 部 截断 误差 为 OC(h*), 即 有 3 阶 精度 . 


6， 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 


yh 二 十 名 (Ki 十 2Kz 十 2Ks 十 Ki)， 
K) = f(xn, Yn)s 
Ks = f(z 十 方 h, yr 十 方 hK1)， (18. 6-12) 


Ks = f(z 十 六 hy 十 方 hK2)， 


K, = fx 十 由 ， dn 十 hK;). 
与 四 阶 泰 勤 方 法 有 相同 精度 . 这 是 所 谓 经 典 公式 . 常用 的 还 有 一 种 改进 形式 , 称 为 基 
尔 (GiD) 公 式 ， 


yu 一 为 十 鱼 (K， + (2—VDK; 十 (2 十 V2) 天 | + KR,), 
Ki = f(z, yu 


K -一 Xs 十 天， 4 十 一 故 [ 
:一 2 2 1 (18. 6-13) 


Ks = f(s+ 和 ,yt + (1 )aK:), 
K, = f(z 十 不 ，yr -2hk 十 (1+ 空 Ji 


用 基 尔 公式 的 龙 格 - 库 塔 法 ,有 更 好 的 数值 稳定 性 ， 
» 733 。 


18. 6.2 线性 多 步 法 


在 逐步 推进 的 求解 过 程 中 ,计算 y+ 之 前 ,事实 上 已 经 求 出 了 一 系列 的 近似 值 
yo yy49* Yr. 如 果 充 分 利用 前 面 多 步 的 信息 来 预测 yo , 则 可 以 期 望 会 获得 较 高 的 
精度 . 这 就 是 构造 所 谓 线性 多 步 法 的 基本 思想 . 

对 (18. 6-1) 式 两 端 从 x; 到 zs+l 求 积分 ,得 


YLTrHD = yr ) +[ f(z,y(2))ar . (18. 6-14) 
设 P.(z) 是 f(z,y(z)) 的 插值 多 项 式 ,以 |” P.(z)dz 作为 
| pe, yz dr 
的 近似 值 ,得 
ym 一 % 十 | PCDaz (18.6-15) 


二 f= f(x ; Yh ) ;用 7 十 1 组 数据 (zx, sf ) » (Tn—1 太一) 放 1 (Zar ; -+) 构 造 插 
值 多 项 式 P.(z) ,注意 插值 节点 是 等 距 的 ,运用 牛顿 后 播 公式 可 得 


yh = HT hOB fe (18. 6-16) 
i=0 
式 中 

Pr 一 CD 人 (je (1 = 0,1,*,r), C18.6-17) 

j= “t 

fi/—t+ 
Qi 一 一 0 人 好 (7 一 0,] ,rr). C18,6-18) 

J 


称 (18. 6-16) 式 为 亚当 斯 显 式 公式 . 
改 用 nt sn 3 二 nm 一 1 ?+ Tn—rtl 为 插值 节点 ,通过 r 十 1 组 数据 
《ZrH | 六 人 ， fn) 1° Tri » frtl) 


构造 插值 多 项 式 P(x) ,类 似 地 可 得 亚当 斯 隐 式 公式 ， 


JrH 一 Yn 二 FSB fen ' (18, 6-19) 
其 中 
B= 的 (18. 6-20) 
jt 
a 一 Cw) {a (18. 6-21) 
| 


多 步 法 的 局 部 截断 误差 ,是 在 假设 y(z,-i) 二 yi ,对 于 i 二 0,1,…,r, 都 成 立时 的 误差 
。 734 。 


ya 一 其 +1， 


具体 的 亚当 斯 显 式 方 法 如 下 
1. r=]1) 


yp 一 多 十 和 [3Fz 9 ) 一 fms ym1)] ， (18. 6-22) 


局 部 截断 误差 为 蕊 3 和 (ER 和 请 EE (zn) 4 ntl ). 
2, 《r=2) 
yrs = m+ [23f (zn yo) — 16f Cz, yt) + SFCrees ya)]) 
(C18. 6-23) 
其 YTnt1 ) Vel = 【名 2 天 :6n EE (Tn—2 + -Cn 二 ] ), 
3. (7 一 3 


Yr 一 
dn 十 站 [557z 本 59 f(r! 4 jir-1 )》 十 37 六 了 2 ' Ya ) 一 9 f (zr3 Yo-3 ) 9 
(18. 6-24) 


而 YCTntl 一 yn+l 一 全 (C6, ) Rh 7 i E (了 一; ? 定 n 十 1 ) 
4. (r= 二 4) 
yd = yy, 十 六 [1901 Fw) 一 2774F(z ay， ye) 2616f (zs, yr) 


一 1274F(z rs ，y 3) 十 251 f(r Yrs ) (18. 6-25) 


局 部 截断 误差 y(zri) 一 Xi 一 2 (有 EE (ze Tn). 
具体 的 亚当 斯 隐 式 方法 如 下 
]. (r=2) 


yah 二 Yn 十 [5fCrn ,yeH 十 8Fz 一 Fr Yo1))], (18. 6-26) 


局 部 截断 误差 yl Tnt1 ) Yr 一 — 训 (6 )h’ 已 二 《ae 一 1，JTon+1l ). 


ea T7345 。 


2， (7 一 3) 


yo 二 为 十 起 [9fCzon oh) 十 19FCa yi) 一 5Fzri yy) 十 7zravoyra)]， 


(18.6-27) 
局 部 截断 误差 为 一 jy (各 ) hh ， 避 E Cro Tnt1). 


3,. {rr 二 4) 


JrH 一 Yn 十 遍 [2517Czm yurH ) 十 646 F(T ? Yn) 一 264 f(r-l ? Jo ) 
十 1067(z 2 一 197(0z-s，o -37j， (18.6-28) 


局 部 截断 误差 YTnt] ) 一 Wi+1 二 二 一 车 22 《所 天 ， 襄 E(x nm 一 3 Xnt1). 


多 步 法 在 具体 使 用 时 ,必须 借助 于 某 种 单 步 法 为 它 提供 除 m 以 外 的 开始 值 . 

在 实际 应 用 中 , 隐 式 法 不 单独 使 用 , 而 是 用 于 改善 用 显 式 法 所 获得 的 近似 值 . 由 
显 式 法 给 出 预测 ,用 隐 式 法 校正 此 预测 ,组 合成 预测 -校正 法 . 比如 ,用 (18. 6-24) 和 
(18. 6-27) 六 具有 同 阶 的 精度 ) 组 合成 如 下 方法 ， 

用 4 阶 龙 格 - 库 塔 法 产生 yj ,yz sy 和 ;然后 ,对 n= 二 3,4,…,N 一 1 
预测 : 


Yntl = Yn 十 茹 [55fCze yr) 一 539 大 ze， 和 -1 
+37f(zr 2 ya) — 9f (rma yes)] 
校正 : 
Yn 二 Yn 十 六 [9f Crom ,ynHl ) 十 19fCz, » yn) 
一 5Fz ls yi) + fxs yr 2). 


18. 6, 3 一 阶 方程 组 


对 单个 方程 y 二 了 的 数值 解法 ,只 要 把 y 和 上 理解 为 向 量 , 即 可 应 用 到 一 阶 方程 
组 的 情形 . 
考察 一 阶 方程 组 


yi = filT, Yi ye YM) (i = 1,2, ND. (18. 6-29) 
yi(zo) 二 名， 
采用 向 量 的 写法 , 记 
3 一 〔《 2 和 3) ， 
= CR 
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了 一 (fi :ff2 ye fu) 


方程 组 (18, 6-29) 的 初 值 问题 可 表 为 
人 = f(x;y), 


y(xo) = 加， 
与 (18, 6-12) 式 相对 应 ,这 里 4 阶 龙 格 - 库 塔 公 式 为 


yn 一 加 十 站 (K 十 2Ks +2Ks 十 天 人)， 


式 中 
一 f(r s Yn) 和 


KK, et 六 十 二 Ki)， 


K; 一 f(z 十 Mh 十 五 2K: )， 
K, = f(z, hy, +hK3). 
公式 (18. 6-31) 具 体 写 出 来 是 


HH 一 Mi,n 十 


名 (Ki 十 2Kisz 十 2 下 ;3 十 Kis)， 


式 中 


Kj; | 
并 ;2 = ff; (zx, 二 


Kis = fi(x,+ 


Kis 一 filz 二 ;yin 十 hEK 13 1 Yon + hKs 9 
C2 一 12 人) 


这 里 ,yy 是 第 i 个 因 变 量 yw (z) 在 节点 xz, 三 xo 十 nk 的 近似 值 . 


当 N 一 2 时 ,是 含 两 个 方程 的 特殊 情形 . 
y 一 jzryyz) (yzo) = yo), 


z 一 SCzyyyz) (zzo) 一 加 )， 


其 4 阶 龙 格 - 库 塔 公式 具有 形式 
yh = + 名 CK +2K, + 2K; + K,), 


> = 十 是 ( 十 27 十 2[ 十 工 


其 中 


(18. 6-30) 


(18. 6-31) 


(18. 6-32) 


和 ,mw 十 辣 Kn ,yen Ka "+ YM 十 过 Km ) ， 


邓 ,yin 十 地 Kiyo 十 Ka," yh 十 邓 Kim )， 
yw AK na) 


《18. 6-33) 


(18. 6-34) 
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并 = f(x Yr) Ln), 
L, 一 让 (sy Yn Zn) 


Ks = (二 十 到 ;Yn 十 下 生 R ,aa 十 冯 厂 )， 


[4 一 g(x 十 也 ， 甸 十 二 多, 十 六 1)， 
p ; (18.6-35) 
K; 一 f( 世 十 也 Yn 5 Karn Tp Lz )， 
h 
L 一 g( 二 十 元 ,六 十 委 K ,am 十 号 上 L, )， 
= f(x 十 hy hEK ,2 十 站 .3)， 


La 一 p(Tn 十 上 ,ys 二 AK， $n 十 册 3). 
这 是 单 步 法 . 利用 节点 z 上 的 值 yx 由 (18,.6-35) 式 顺序 计算 天 ,ZL 天 2， 
L2 ,KK: ;Ls :Ks ,La ;然后 代入 (18. 6-34) 式 , 求 得 节点 In+1 上 的 值 十 1 ?之 nn 十 1 


18. 6.4 ”化 高 阶 方程 为 一 阶 方程 组 


对 高 阶 方程 的 初 值 问 题 ， 
y™ = 六) {18. 6-36) 
YT0) = Yory (70) = yorrrry (ro) = HY. (18. 6-37) 
只 要 引进 新 的 变量 二 yp 二 YY 二 yr (18.6-36) 式 化 为 
y1 一 Yr 
3 = ns 
: (18. 6-38) 
Yi 一 加， 
yn = fz yy Yn) 
化 (18. 6-37) 式 为 
VT) 一 加 (azo) = yo yn To) = YY, {18.6-39) 
例如 
| y= f(x, y, y), (18. 6-40) 
YT0) = 加 (ro0) = yo. (18. 6-41) 
记 y 一 z, 则 (18. 6-407 及 (18. 6-41) 式 分 别 转 化 为 
y 一 2， 
| z = f(r,y,2), (18. 6-42) 
yx0) = Yo, ZT0) = yo. (18. 6-43) 


由 (18. 6-34) 及 (18. 6-35) 式 ,有 
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yat 一 多 十 和 (十 2Ks 十 2Ks + Ks), 


zl 一 zx 十 二 (FL 十 272 十 2L; 十 K,). 


(18, 6-44) 


Ki 二 名 ， 


Li 一 了 (To sn) 


站? 一 六 十 到 六 ， 


a 六 上 
一 了 zw 十 学 ;入 十 如 Kis 志 十 邓 了 L1)， 
(18.6-45) 
Ks 一 Ty 十 全 9 


hn h h 
了 3 = ES a 十 他 Kasw 十 了 [4)， 


Kk, 一 立 有 | 十 hL3， 
了 = fxs hy ys hk ,zhLs). 
如 果 消 去 Ki ;Kz Ki, 玫 ; 则 (18.6-44) 及 (18.6-45) 式 转化 为 
2 
yo = 为 十 hen 十 车 + Ls +Ls), 


(18, 6-46) 
z= 十 色 (Li 十 214 十 21 二 1). 


Li 一 fr, + Yn ?区 4 


h h 
Ls 一 一 扩 ( 十 去 十 二 aa 加 十 号 记 让 


《18. 6-47) 


h h h: h 
L;: = f(x Tp Yn 十 十 本 证 9 Tn + ), 


= f(z 十 hy 十 hes 十 人 Lz sa 十 L3) 


3 18.7 非 线性 方程 和 非 线 性 方程 组 


18.7.1 非 线性 方程 
定义 1 设 f(z) 是 一 元 函数 ,xz 是 方程 f(z)==0 的 解 . 如 果 对 于 zzz 有 zz) 一 
(x—X)"$ (Cr) ;lig《z) 隆 0, 则 称 是 f 的 mx 重 0 点 .特别 对 于 mr 二 1 情形 , 称 为 简单 0 


忆 . 
。739 ， 


1. 不 动 点 造 代 


对 于 函数 g(x), 若 g(x) 二 zx, 称 z 为 g 的 不 动 点 .给 定 初始 点 zi, 按 
Xi 一 5(z)， 上 之 1, (18, 7-1) 

产生 序列 {zz }. 如 果 {z}) 收 合 , 且 g 为 连续 函数 , 则 将 收 伍 到 g 的 不 动 点 ,并且 xz 可 
用 作 z 的 近似 值 . 

定理 1( 不 动 点 定理 ) 设 gECLa,o, 假设 

(1) g(x)ELa,6b], 对 所 有 xELa,8j; 

(2) 存在 g (z), 且 |g (zx)| 坊 c 过 1, 对 所 有 xzE (a,5). 
如 果 zi ELa; 如 , 则 (18.7-1) 式 所 确定 的 序列 收 化 到 (唯一 的 ) 不 动 点 XELa, 如 ], 且 对 
所 有 的 & 之 2, 有 王 列 两 种 误差 估计 


[nan zl | | ， (18. 7-2) 


| xn ~—z | max(z — ab— zr). (18. 7-3) 

此 定理 的 假设 ,只 是 迭代 收敛 的 一 种 充分 条 件 . 并 且 , 在 此 假设 下 , {zi} 以 {c) 的 
收敛 速度 收敛 到 z. 

定理 2 在 定理 1 假设 下 ,再 设 gz) 在 (a, 所 连续, 如 果 g'(z) 关 0, 则 对 任意 的 
DELa, bj, 按 (18.7-1) 式 产生 的 {z} 线 性 收 伍 到 唯一 不 动 点 zE[a,0. 

定理 3 设 z 是 方程 x 二 g(xz) 的 解 ,g'(z) 二 0,g*(x) 在 zx 的 某 个 邻 域 上 连续 生 有 
界 , 则 存在 部 >0, 使 得 当 x1ELz 一 8,zx 十 人 站 时 , 按 (18.7-1) 式 产生 的 序列 至 少 二 阶 收 
伍 到 工 


2 斯 芝 芬 森 (steffensen) 法 


这 是 一 种 加 速 收 伍 的 不 动 点 迭代 法 .方法 如 下 : 
给 定 证 1 ;按照 
Th = BX) Hh = g(T4), ZH = A k 守 1,， (18.7-4) 

产生 序列 { 闷 ) ,对 此 有 如 下 定理 . 

定理 4 设 工 是 方程 z 一 g(z) 的 解 ,gg 《I) 关 1. 如 果 存 在 9>0 使 得 g&ECFz 一 人 
z 十 3], 刚 斯 蒂 芬 森 法 产生 的 序列 {z} 只 要 二 E[z 一 5,z 十 中 ,就 是 二 阶 收敛 的 . 

3, 牛顿 法 

要 解 f(z) 二 0, 给 初始 点 x1 ,牛顿 法 按 


z= a , 1， (18. 7-5) 


产生 序列 {zi}， 几何 上 ;Ti+1 是 上 曲线 AX) 在 Tk 点 的 切线 与 x 轴 的 交点 ,因此 此 法 也 称 
为 切线 法 ， 
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一 个 实例 是 扰 z) 王 于 一 a, 用 牛顿 法 导出 求 Va 的 选 代 公 式 


zh 一 本 (了 十 全) ， 之 1 (18.7-6) 


只 要 初 值 路 ] >>0, 都 有 一 >Va， 

定理 5 设 fEC[a,6j; 若 XE[asb] 有 Fz) 一 0， 太 (rz) 天 0, 则 存在 9>0, 使 得 
当 zi ELz 一 ,7 十 6] 时 ,牛顿 法 所 生成 的 序列 { 避 } 收 化 到 z. 如果 了 (x) 在 工 某 邻 域 
存在 且 是 连续 的 , 则 收敛 是 2 阶 的 . 


当 王 不 是 简单 0 点 时 ,收敛 只 是 线性 的 . 但 因为 此 时 三 是 函数 如 的 的 简单 0 点 ， 
对 此 函数 使 用 牛顿 法 , 即 以 


一 _. (Te ) 《2 ) ~ 7-7 
i [Fa om flor) fF Cx) 之 1， 人 


取代 (18, 7-5) 式 . 这 称 为 修正 的 牛顿 法 ,会 产生 2 阶 收 敏 到 fz) 二 0 的 解 的 序列 . 
因为 工 是 待 求 之 解 , 所 以 定理 5 的 条 件 无 从 检验 , = 的 言 目 选 取 会 造成 不 收 敏 ， 
又 当 出 现 了 f(z) 二 0 时 ,计算 无 法 进行 ,这 些 都 是 牛顿 法 的 不 足 之 处 ， 


4， 搜 索 区 间 法 


设 及 z) 在 La,5j] 连 续 , 且 f(a) f(b)<0. 根据 介 值 定理 ( 见 6. 1 6) ,一 定 存在 工人 E 
(asb) 使 f(z)= 二 0. 像 [a, 昌 这 样 包含 有 所 求解 工 的 区 间 , 称 为 搜索 区 间 . 从 一 个 初始 
的 搜索 区 间 [al ,2 开始 ,逐次 以 搜索 区 间 [as+t,asrCLas， 妈 j] 取 代 [at， 51, 站 之 1， 
直到 区 间 长 度 小 于 给 定 的 se 之 0, 区 间 内 的 任 一 点 都 可 作为 近似 解 . 这 称 为 搜索 区 间 
法 ， 一 种 寻求 新 区 间 [Lasri :入 +1 的 方案 是 取 xz (ae» Bb) :如果 fz) 二 0, 则 停止 ,得 
TTX? 

否则 ,如 果 a)f(z) 过 0, 则 置 al 一 和 yt 三 到 ;否则 置 et 一 及， 名 + 一 珊 ， 

县 体 的 产生 zla ,6&) 的 方法 ,有 


1. 二 分 法 


x 一 和 下， (18. 7-8) 
显然 | 盛 一 xz | 所 Ch 一 a1)/2, 即 车 以 { 码 ) 为 近似 解 序列 ,其 收 化 速度 为 口 (2 一 ). 


2， 勒 线 法 
x = a — flar) a (18, 7-9) 
fb) — fila) 


同样 ,车 以 {xz} 为 近似 解 序列 ,如 果 了 (xz)， 产 (7z) 在 [al, 押 ] 内 不 变 导 , 则 有 羡 一 z, 且 
为 超 线 性 收 伊 . 
，?41 ， 


18.7.2 代数 方程 求 根 
1. 代数 方程 的 牛顿 法 


给 定 多 项 式 
fz) = or 十 air 十 十 Qari 十 an， (18. 7-10) 
式 中 的 a; (i 二 0,1,…, 贡 均 为 实数 . 
为 了 利用 牛顿 法 的 迭代 公式 (18.7-5) , 需 计算 f(x) 及 六 (x), 下面 先 介绍 多 项 
式 求 值 的 秦 九 韶 算 法 . 记 
i (18.7-11) 
式 中 
Plz) = bz! Thr 二 十 br 二 bl (18. 7-12) 
系数 户 ( 一 0 1 ,2 一 1) 待 定 ， 
比较 (18. 7-11) 式 两 端 同 次 罕 的 系数 ,得 


bo 一 如 
丰 一刀 十 Zoopl 全 一 12 ,nC— 1), (18. 7-13) 
fixo) = a Top. 

又 由 f(z) 在 点 xo 的 泰勒 展开 式 


yp ny 
fz) = fn) + fm) zm) + tm)" 


及 (18.7-11) 式 知 
ny 
Plz) = fm tn) tt 


可 见 , 产 (zo) 可 看 作 P(z) 除 以 因 式 x 一 zo 得 出 的 余数 , 于 是 ,可 记 
P(z) = f (x0) + (x— xz) QC), (18. 7-14) 
式 中 
Q(T) = 二 cor 二 aT 十 十 C63 十 Gn， 
系数 c(i 一 0,1,…,n 一 2) 符 定 ， 
比较 (18. ?7-14) 式 两 端 同 次 大 的 系数 ,得 
to 二 bn， 
ci 一 总 十 Tcrl (t= 1,2,…*,n— 2)， (18. 7-15) 
fF (x0) = bi rocs 2. 
这 样 ,对 代数 方程 f(z) 二 0, 可 以 用 迹 代 公式 


Cz) 
(CZ) 


TH 一 .1 一 
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求 它 的 根 . 用 xz 蔡 换 zo, 由 (18.7-13) 及 (18.7-15) 式 f(zs) 和 了 (zi) 均 可 方便 地 求 
出 ， 


2. 劈 因 子 法 


如 能 从 多 项 式 
ff) 一 Qo 十 a12 十 十 ar 之 十 G 
中 分 离 出 一 个 二 次 因 式 十 wu" z 十 v* ,我 们 就 能 获得 它 的 一 对 共 荡 复 根 ， 
臂 因 子 法 的 基本 思想 是 ,从 某 个 近 伺 的 二 次 因 式 十 wz 十 ov 出 发 ,用 某 种 迭代 过 
程 使 之 逐步 精确 化 . 记 
fr) = (二 wr 十 区 Plz) 十 nz 二 nl， (18.7-16) 
显然 ro ,7 均 为 u,v 的 函数 : 
人 = ro (uv), 
ri = rn (uv). 
劈 因 子 法 的 目的 就 是 逐步 修改 u,v 的 值 ,使 xo ,ri 变 得 很 小 . 考察 方程 
ro(u,v) = 0, 
| (18.7-17) 
ni (uv) = 0. 
这 是 关于 u,v 的 非 线 性 方程 组 . 
设 (18.7-17) 有 和 解 (u" ,v"). 将 ntu ,vw ) 二 0,rm lu” ,vw*) 二 0 的 左 端 在 初始 值 
Ca wm) 处 展开 到 一 阶 项 , 则 有 


ro 十 (zt — io) + 一 四) 2 0, 
td dv 
nn + 他 Cw — Wo) + 一 tw) 六 0, 
即将 非 线性 方程 组 (18. 7-17) 线 性 化 ,得 下 列 线性 方程 组 


ro ,A .Ay 一 0, 
du du 


(C18.7-18) 
a 十 他 .A 十 名 :Av = 0, 
由 (18.7-18) 式 解 出 增 量 Au,Av, 好 可 得 到 改进 的 二 次 因 式 
十 Cw 十 Aw}z 十 Cw 十 Av). 
(18.7-18) 式 中 的 mm 了, 袜 ,5 ,有 均 在 初始 值 (wmyw) 处 取 值 . 它们 是 这 
样 计算 的 : 
《1 先 求 ro st ; 设 
flx) = (Tiwwri ww) Ptr + rrtn, (18, 7-19) 
式 中 
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Ptr) = hor 二 Dr 十 十 bX 二 Dz? 
系数 6 (二 0,1,.… ,nn 一 2) 待 定 . 
比较 (18.7-19) 式 两 端 同 次 竹 的 系数 ,得 
bo = 20， 
hh =a~—iwih, 
b; = a;— Wb — whi = 2,3,",n— 2), 
ro = Qt — ob — tbr: 


7 = Cr ~ Wb. 
am an 
(2) 其 次 , 求 弛 , 字 
将 (18. ?7-16) 式 两 端 关 于 " 求 导 后 在 (xm ,um) 处 取 值 ,得 
aP ,aro an 
0 = P(xz) 二 + (x 十 wr 二 Ww) 一 十 3 十 Fk 


du 
有 
9 ;| 
P(r) = 一 (x 十 wz 十 多 ) 光一 32z 一 5 ， 
记 


系数 c; (1 二 0,1,…,n 一 4) 待 定 ， 
比较 (18.7-21) 式 两 端 同 次 笑 的 系数 ,得 
co = bo, 
Cl 二 bthoco' 


C= 一 ww (i= 2,3,",n— 4), 


2 一 一 入- 十 加 cr 十 Wocr-s， 
v 
2 一 ” 一? 十 区 cn， 
也 
am ar 
(3) 最 后 , 求 Fo 
将 (18.7-16) 式 两 端 关于 zx 求 导 后 在 (xu ,w) 处 取 值 ,得 
_ aP ， an， ,an 
0 = xzP(r)+t+ (Fe 二 wi 十 ww) 3 十 Fu 3 ， 
即 
_ aP dm 9 
P(r) =— (二 wit+w) Ei 
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(18. 7-20) 


(18, 7-21) 


(C18. 7-22) 


(18. 7-23) 


又 由 (18. 7-21) 式 得 


ZzP(z) =— (x 十 mz 十 um)(z 2 十 Sm )+ (w 了 一 2 jz 十 we gn 


9v dv dv Pe 
C18, 7-24) 
比较 (18. 7-23) 及 (18. 7-24) 式 得 
3m 一 ar dn 
ax | QU t av 
(18. 7-25) 
gn dro 
az dv 


18.7.3 非 线性 方程 组 

1， 和 牛顿 法 

设 下 ,一 R"， B 

F(x) = Fx Le yn 一 《fi {Tl i 9 ) fn (Tl 4 2 sr)) 
解 非 线性 方程 组 


F(x)=0 (18. 7-26) 


有 许多 迭代 方法 . 牛 辐 法 是 18. 7. 5 的 方法 的 自然 推广 . 给 定 x EE 放 ,作为 (18,7-5) 式 
的 推广 ,为 


XH 一生 一 如 ) 一 下 (本 )， 天 之 1 《18. 7-27》 
其 中 
‘(9fitx) 9f bo ,9f1(x) 
| dt? odx, 
9f2 Cx) 9f2 0) Pt 
J(x) = | dzi 9 dxn (18. 7-28) 
af,tx) 93f, Go ， a f, CX) 
| ea ， OTn 
是 F(z) 的 雅 可 比 和 矩阵 , (18. 7-27) 式 也 可 以 看 作 是 
GX) = x— Tx) F(x) (18. 7-29) 


的 不 动 点 迭代 . 此 处 牛顿 法 的 收 合 速 度 仍 是 2 阶 的 ,但 通常 要 求 与 充分 接近 于 
(18. 7-26) 的 解 , 才 会 收 襄 . 
在 具体 实现 算法 时 ,避免 计算 J(x4) ,而 通过 解 线性 方程 组 
J Cx)s 一 一 下 (六 ), (18. 7~30) 
求 得 向 量 s, 然 后 令 + 二 十 
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2.、 非 线性 方程 组 与 无 约束 最 优化 


非 线 性 方程 组 与 无 约束 最 优化 问题 ( 见 25. 2) 有 密切 的 关系 . 求 聘 数 f;R" 一 R 的 
梯度 0 点 ,要 解 非 线 性 方程 组 YA(x) 二 0. 非 线 性 方程 组 (18. 7-26) 的 求解 ,通过 令 


gx) = FOOTEC) = > fi lz sz) Le) (18, 7-31) 
E 一 1 


可 化 为 求 gC(x) 的 最 小 值 点 的 问题 , 且 如 果 (18. 7-26) 有 解 , 则 g(x) 的 最 小 值 为 0. 于 
是 ,用 25.2.6 中 的 方法 ,可 以 解 非 线 性 方程 组 . 


$ 18. 8 ” 解 线 性 方程 组 的 直接 方法 
18.8.1 高 斯 消去 法 


设 有 线性 方程 组 
aur 二 qzz 十 "十 gr 一 站 ， 
ol 和 1 十 Qzz zz 十 … 十 Qnr = b, (18. 8-1) 
anTi 二 anTz tT "TT ane = 6,. 
或 写成 矩阵 形式 
Ar=b, 
其 中 
dl di2 ln 
有 A 一 dH2] 位 22 da 
nl tn dm 
为 非 奇 异 阵 ， 
二 (Tl + 2 5 
b= (bh ,DD i ) 包 ) 
为 解 方程 组 (18. 8-1) ,高 斯 消去 法 建立 增 广 和 矩阵 
cl "Cr bi 
A=[A:58]=|: (18. 8-2) 
Wn! i Lm bn 


通过 必要 的 行 置换 (当主 对 角 线 出 现 0 元 时 ), 和 通过 各 行 减 去 某 行 的 一 个 倍数 ,将 增 
广 抑 阵 A' 变 为 上 三 角 和 矩阵 , 即 形 如 
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(18.8-3) 
0 0 a bb 
的 和 矩阵, 它 所 表示 的 方程 组 同 原 方程 组 等 价 . 这 称 为 消 元 过 程 . 然后 依次 解 出 xz,， 
Xo-19""* ,TT; 称 为 回 代 过 程 , 算法 如 下 、 
输入 :未 知 数 个 数 区 和 矩 阵 A 和 向 量 6. 
输出 ;方程 组 Ax==b 的 解 x 二 (zi ,zs;… ,zs)' ,或 无 唯一 解 的 信息 . 
算法 ， 
(1) 建立 增 广 矩阵 4 一 [A :8]= (a%) xonrn; 
(2) 对 i 二 1,2,*…,n 一 1 作 (a) 一 Cc),( 消 元 过 程 ); 
(a) 确定 整数 p 使 a 关 0, 而 ay 二 ait1i 二 "二 a p_i, 二 0 
如 果 得 不 出 这 样 的 如 , 则 输出 “无 唯一 解 存在 ”停止 . 
(b) 如 果 2 尖 1, 交 换 第 缚 行 和 第 ; 行 ,生成 新 矩阵 仍 记 为 A . 
Ce) 对 7 了 二 i 十 ly……'gn 作 1 一 2. 
1" 轩 mm 二 a /es 
2 将 第 了 行 减 去 mm 倍 的 第 i 行 , 形 成 新 的 第 ;7 行 . 
( 即 对 于 帮 一 1，i 二 1 十 1, 置 a 一 a 一 7 一) 
《3) 如 果 a 二 0, 则 输出 “无 唯一 解 存 在 ”. 停止 ; 
(4) 置 z 一 asr+iyaw.《 开始 回 代 过 程 ); 


(5) 对 ;一 ?一 1，n 一 2 ,1, 罗 x 二 [a1s+i 一 p> ay zy /an i 
(6) 输出 (zz zz) 停止， 
18. 8.2 选 主 元 
高 斯 消去 法 对 会 人 误差 高 度 敏感 ,也 就 是 说 数值 稳定 性 不 好 . 通过 选 主 元 的 办 法 
可 以 改善 其 数值 稳定 性 . 
1. 列 主 元 法 


在 高 斯 消去 法 的 算法 中 ,每 一 步 的 os 称 为 主 元 . 列 主 元 法 要 求 以 aa are 
an 中 绝对 值 最 大 者 作为 主 元 . 也 就 是 说 ,将 高 斯 消去 法 算法 中 的 步骤 (2) 之 (a) 改 为 
(2) 对 ji 一 1 2 一 1 作 (a 一 (ch 
(a) 确定 整数 Fs 使 |ax 一 max{ | as 9 (at; sy | as | 入 当 p 不 唯一 时 , 取 小 
者 . 
如 果 a = 二 0 则 输出 “无 唯一 解 存在 ”, 停 止 , 就 是 高 斯 列 主 元 消去 法 ， 
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2， 标 度 列 主 元 法 
标 度 列 主 元 法 有 时 会 产生 更 好 的 效果 . 该 方法 先 对 行 定义 标 度 因 于 


3 一 maxt{ | i | :5 一 1 2，……?t) ， (18. 8-4) 
每 一 步 选 上 -2 二 Jas 中 最 大 者 比如 ,而 以 a 为 主 元 .在 算法 中 作 


如 下 两 项 修改 , 即 为 高 斯 标 度 列 主 元 消去 法 . 即 

C1) 建立 增 广 和 给 阵 A 一 [A : 站 一 (a's ) ax enty) 9 对 一 1， 2， 机 计算 Si 
maxt [av :7 一 1 2 ,nn} 

《2) 对 ;1 2， 一作 (ay 一 (cy); 

(a) 确定 整数 使 la% 1/ 一 max| 2 ,ace as | 当 户 不 唯一 时 取 最 
小 者 . 如 果 ax 一 0 则 输出 “无 唯一 解 存 在 ”, 停 止 . 

3. 全 主 元 法 

全 主 元 法 在 算法 的 步骤 (2)(a) 中 要 按 

| dp | 一 maxt | a |:& 一 t91 十 1] nn? = ii 十 1 n} 
且 p,q 有 多 值 时 锋 取 小 者 来 确定 主 元 . 步 台 (2)(b) 要 添加 
如 果 g 关 i 交换 第 gq 列 和 第 i 列 . 


此 外 ,要 记录 列 标 {1,2,……?) 的 次 序 变 化 ,以便 在 回 代 过 程 中 , 按 最 后 的 列 标 顺 序 
《 ?2 9 ;jn ) 依 次 解 出 mm tl 


18. 8.3 高 斯 -者 尔 当 消 去 法 


高 斯 -车 尔 当 消去 法 如 同 高 斯 列 主 元 消去 法 ,但 要 将 A 中 的 A 变 为 单位 阵 , 这 样 
就 有 zx; 二 5 ;而 不 再 有 回 代 过 程 . 算法 如 下 . (输入 输出 同 高 斯 消去 法 . ) 
(1) 建立 增 广 和 矩阵 A'=[A 56 二 (a nxnty 
(2) 对 i 二 1,2,， yn 一 1 作 (a) 一 ) 
(a) 确定 整数 户 使 ax | 二 max{ las 1]ain.i|,…,|as 1}, 当 有 多 个 p 时 取 
小 者 . 如 果 an =0, 输 出 “无 唯一 解 存 在 ”, 停 止 . 
(b) 如 果 p 关 i, 交换 第 p 行 和 第 i 行 . 生成 新 矩阵 仍 记 为 A. 
CC) 对 了 二 1 92 一 1 2 十 1 ,rn 作 1 ~2” 
1 置 mm 二 a /a 
2” 将 第 7 行 减 去 mm; 倍 的 第 i 行 , 即 对 =i,i 十 1,… ,nn 十 1, 置 a 二 a 一 
Nid 二 ， 
(d) 对 ;一 1,2,… 和 2 置 ar ri 一 aintlyaes 然后 置 as 一 1. 
(3) 对 i=1,2,…',n 置 I 二 ai, nl， 
(4) 输出 《xz 3 ,Tn ) ;停止 . 
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说 明 : 高 斯 - 若 尔 当 法 还 可 以 提供 一 种 求 逆 矩阵 的 方法 ,叙述 如 下 : 设 4 为 非 寄 
异 和 矩阵 ,如 果 应 用 高 斯 - 阁 尔 当 方 法 将 C= 二 (A11,) 化 成 (1 了, 则 T=A™. 


18. 8.4 LU 分 解法 


首先 ,借助 于 矩阵 理论 对 高 斯 消去 法 进行 分 析 . 设 (18. 8-1) 式 中 A 的 各 顺序 主子 
式 A ,二 1,2,…,n, 均 不 为 零 . 记 AD 二 A,5 二 b, 在 第 一 次 消 元 时 ,由 于 对 A 施行 
行 初等 变换 (参看 5. 2. 3) , 故 相当 于 用 初等 矩阵 (参看 5. 2. 6) 攻 左 乘 人 及 b”, 即 


LAV = AY, Lb 一 六 (18, 8-5) 
式 中 
] 
Wl 1 
Li = 1 a1 0 1 . (C18, 8-6) 
— #2 0 ee 0 1 
一 般 地 ,在 第 ;次 消 元 时 ,相当 于 
LA® 一 at ,Lb 一 1 《1 过 1 之 nO— 1), (18. 8-7) 
式 中 
] 
1 
L; 一 。 (18. 8-8) 
一 ?JiH 1 
一 zs 1] 
重复 这 过 程 , 最 后 得 到 
-oo 全 一 Ac ， 
ba (18. 8-9) 
工 _1 一 on) ， 
于 是 
A=1LA™"m, (18. 8-10) 
其 中 
] 
nz] 1l 
L= 了 LLnL = lm me 1 : (18. 8-11) 
Tn Te mn 1 
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为 单位 下 三 角 阵 ,而 A 中 是 上 三 角 阵 . 
基于 上 面 分 析 知 ,对 于 7 阶 和 矩阵 入, 着 入 关 0(0 委 Rs) , 则 有 唯一 分 解 式 


1 起 11 2 ui 
Ll ] M2 ”Wen 

A=IU=| | “| ， (18.8-12) 
bn tw "** 1 Um 


于 是 ,求解 (18. 8-1) 等 价 于 : 
1 由 Ly 一 b 求 y; 
2 由 Ux 二 y 求 x. 
(18. 8-12) 式 中 上 L,U 的 元 素 可 以 由 = 步 直 按 计算 定 出 . 其 中 第 > 此 定 昌 的 和 
行 和 工 的 第 -= 列 的 元 素 . 
第 一 步 , 由 (18. 8-12) 式 知 
Qj 二 (二 1,240 呈 ,2) 得 UU 的 第 1 行 的 元 过 ,an= 二 nar; 即 


站 一 一 人 一 2 和 3 


Hi11 
得 工 的 第 1 工 列 的 元 素 . 
第 > 步 , 设 已 经 定 出 蕊 的 第 一 行 到 第 > 一 1 行 的 元 索 与 工 的 第 一 列 到 一 1 列 的 
元 素 , 则 由 (18. 8-12) 式 得 


天 一 
dr 一 Daiy + wy 《7 一 77 十 1 
上 一 1 


Fr 一 】 
ys 一 >》 有 tp 十 ar 位 一 了 十 15r 十 2，…7)， 


A= 1 


由 此 可 得 


—] 
Wry = a — Daug (F=f 二 1 ,nn), 
友 二 1 


J (18. 8-13) 
机 二 一 > aus 
ls 一 一 一 生 ! 一 一 (i =r 二 1 ,rr 十 2, ,nn). 


mr 
(18. 8-13) 式 给 出 UU 的 第 r 行 的 元 素 与 工 的 第 > 列 的 元 素 . 
由 Ly==b 求 3 的 弟 推 公式 为 


3 一身 
| 放 1 {i = 3 (18. 8-14) 
天 一 六 一 Dy hay 
t=1 
由 Ux 二 y 求 x 的 递 推 公 式 为 


* 750 +* 


Wm 
n (i = nl1,*,2,1). (18,8-15) 
Mi 2 uns 
x 一 计 1 
Ws 


LU 分 解法 实际 是 高 斯 消去 法 的 一 种 改 述 . (18, 8-13) 式 包含 的 内 积 运算 ,便于 采 
用 双 精 度 累 加 "以 提高 精度 . 但 是 仍然 存在 jw | 会 很 小 从 而 不 利于 数值 稳定 性 的 因 
青 , 下 述 算法 是 相当 于 列 主 元 消去 法 的 LU 分 解法 . (注意 此 法 所 得 的 LU 分 解 基 经 多 
次 换行 后 的 A 阵 的 分 解 . ) 

列 主 元 LU 分 解 算法 . 

(输入 ,输出 同 高 斯 消去 法 ) 

算法 ， 

(1) 建立 增 广 称 阵 4 一 [A :大王 (ay wxeotp) 

《2) 对 12 人 作 (a) 一 (qd); 


i 
(a) 对 7 了 ==i,i 十 1,**:,n 计算 a =a, > LU : 置 a — Tj. 【 当 1 一 1 一 时 
点 一 ] 


/项 为 空 项 ,下 同 , ); 
(b) 确定 ;使 | ww | =— max (vw YI 9 "Teh j, 有 多 个 p 值 时 取 小 省 . 如 果 
z2? 一 0 输出 "无 唯一 解 存在 ”, 停 止 ; 
Cc) 如 果 p 冯 1, 交换 第 记 行 和 第 i 行 .新 的 增 广 阵 仍 记 为 4 ; 
(Cd) (计算 如 的 第 i 行 ,L 的 第 i 列 )， 
(ia 一 aa) 
对 7 一 :十 1 十 2 计算 bi =a' /ui , 置 人 一 总 H 
| 
对 7 了 二 i 十 1,i 十 2,…* nn, 计算 i 一 aq 一 Daus , 置 a5 — Ho: 
£=] 
(至 此 ,A 的 前 =” 列 , 上 三 角 部 分 为 U 的 上 三 角 , 不 含 主 对 角 线 下 三 角 部 分 为 上 
的 不 含 主 对 角 线 的 下 三 角 , 第 n 十 1 列 为 换行 之 后 的 总 ， 
(3) (和解 Ly 二 b. 以 y 置换 5); 
对 i 一 2,3,…',n, 计 算 
一 ] 
一 tint! Dj ay , 置 ah 一 外 
《4)【〔 解 Zr 一 力 ; 
Tn 一 Qt /an 3 
对 i 二 n 一 1,n 一 2,… ,1 计算 
zi 一 《airh 一 DY air ) /a ， 
rl 
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{5) 输出 (zl $9 sy ), 
18. 8.5 LDLT 分 解法 


设 和 是 n 阶 实 对 称 答 阵 , 且 A 关 0 民 志和 nn), 首先 ;A 可 崔 一 分 解 为 形 如 
(18. 8-12) 的 形式 , 即 A==LU. 


将 品 再 分 解 为 
1 U2 Wln 
Hil 11 
Hl 
U = DU, = 2 ， 
Er 一 1 
Hm tal ,el 
1 


由 A 的 对 称 性 ,容易 得 出 Us 二 LT. 记 丰 一 忆 人 一 1 2 2) 于 是 4 可 唯一 分 解 为 
A=LDLT 


1 
d 1 Ly eo 1 
1 1 1 ， 1 al | 
t Pr 

= |in lz 1 “Mm 
: dd, | 1 

li bn ] 

(18. 8-16) 


| n 1 
oj = TDL = Dhadila = Oldils tld ij 
下 一 ] 是 一 】 


上 一 1 


于 是 ,对 于 ;一 1,2,… ay 有 


广 1 

i = (a — Dladun ) /dj, 
2 (Gj =12,,i—1), (18.8-17) 
d; = a; 一 Dj Bed. 

求解 (18. 8-1) 等 价 于 

1 由 Ly 一 b 求 y; 

2 由 DL'ix 二 y 求 x 

由 Ly==6 求 3 的 递 推 公式 ,已 由 (18.8-14) 给 出 .由 DLTx 二 y 求 x 的 递 推 公式 为 
人 一 加 /ds， 


+ {2 一 一 nO—1,**,2,1). C18. 8B-18) 
石 一 和 /di 一 人 >， 了 
起 二 证 1 
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18.8.6 平方 根 法 
设 A 是 n 阶 实 对 称 正定 矩阵 (参看 5.7.4), 则 A 可 唯一 分 解 为 
A 一 TDLT， 
其 中 工 为 单位 下 三 角 阵 ,D= diag(aa ,de wd) 为 对 角 阵 , 且 d; 守 0(i= 二 1 2, ,nn). 
记 Di 一 diag( 好 ,dQ7 ,…,d2), 又 记 上 二 LD1 ,了 是 下 三 角 阵 ,于 是 有 


i i 1 机 inl 

io + | 人 
A=I77=|. ， |. (8.8-19) 

| dr2 机 Ln hnn 


(18. 8-19) 式 中 上 的 元 素 可 以 直接 计算 出 来 . 其 中 二 守 0G==1,2)…,n) ,而 当 j< 时 
有 bi 一 局 。 


根据 矩阵 乘法 ,由 (18. 8-19) 式 得 


J 一 ! 
di 一 人 二 ts; (7 一 1,2,* ,nit 一 了 7 十 1 ,1). 
二 一 ] 
因此 可 得 


i = Can) ' 


til 二 错 (1 = 2 
i 
ud 1 
B= (0 ORB) GG=2,.,n), (18, 8-20) 
k=】 
=1 
Hi 一 Din 
Bj (ij+l,n). 
1 


求解 (18. 8-1) 等 价 于 ;由 Ly 二 5b 求 y, 再 由 上 Tx 一 y 求 x. 
由 Ly 二 6 求 y 的 递 推 公式 为 


-对 
1 b, 4 
i-1 (一 27) (18. 8-21) 
太一 tay 
了 7 申 
由 LTx==y 求 + 的 递 推 公式 为 
Tn 一 22， 
3 {iz = nl1,… ,2,1). {18. 8-22) 
i 上 人 
_- > 2 好 民 二 
[; » 
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18. 8.7 追赶 法 
本 法 适用 于 A 是 对 角 占 优 的 三 对 角 矩 阵 , 即 


a a 
az he Ca 
上 一 ， 
ar bl cr 
a 0, 
其 中 
lib |>|a |>0, 
|& | 宕 | a; +l el] ac 0 (= 2,3.,n 1), 
| 6 |>| a |> 0. 
由 上 的 特点 ,可 将 A 分 解 为 
] 和 雇 
al 1 
AAA 一 JTJ 二 i qa2 , | 
1 AI 
jn On ] 
其 中 ai,B ,y; 为 待定 系数 , 根据 矩阵 乘法 ,由 (18. 8-25) 式 可 得 
站 一 al， 
fl 一 af 


ai 一 (一 了 3 
b:; = YB Ta (i= 03 ,Nn), 
Ci = op (t= 2,3,." ,nO 1)., 


(18, 8-23) 


(18. 8-24) 


(18. 8-25) 


(18, 8-26) 


由 (18. 8-24) 式 知 |al 之 |c | 之 0(i 二 1,2, 呈 yn 一 1), 妈 0 之 [Ri 过 1. 于 是 ,由 (18. 8-26) 


式 得 
ol 一 bh ? 
a 
A pb 9 


后 一 a (7 = 23 
Qi = 6 — a (i = 23 1), 


Ci . :二 sn 
应 一 b. — a 了 Cz 2,3, $$ 1). 


求解 Ax 二 了 等 价 于 由 Ly 二 求 y, 再 由 Ux 二 y 求 x. 
“754 ， 


(18. 8-27) 


由 Ly 宇 f 求 y 的 递 推 公式 为 


b; — abe L 
由 Ux=} 求 + 的 递 推 公式 为 
Ln 一 Yn 


(1 一 nO— ly,2,1). 
和 一 站 一 所 之 HH1， 


3 138.9 解 线性 方程 组 的 和 迭代 法 


18.9.1 基本 概念 
将 方程 组 
Ax=b, 
变形 ,得 到 与 它 等 价 的 方程 组 
x 二 Bx 十 


设 x ”为 任 取 的 初始 癌 量 , 按 下 面 选 代 公式 构造 向 量 序列 
XD -一 Ri + fk = 0,1,.). 


(18. 8-28) 


(18, 8-29) 


(18. 9-1) 


(18. 9-2) 


(18. 9-3) 


如 来 limx ”和 存在, 则 称 渤 代 法 收 化 ,x” 一 limx ”就 是 (18. 9-1) 式 的 解 , 否 则 , 称 此 选 代 


法 发 散 . 


定义 1 设 n 阶 方 阵 8 的 特征 值 为 4; (i 二 1,2,…,n), 称 p(B)= maxl., | 为 B 的 


谱 半 径 ， 


定理 1 设 有 方程 组 (18.9-2), 对 任意 初始 向 量 x” 及 任意 六 解 此 方程 组 的 迁 


代 法 (18. 9-3) 收 敛 的 必要 充分 条 件 是 p(B8) 二 1. 
对 于 疝 基 一 (Xl LF ,Ta)7 ,常用 的 范 数 有 三 种 ， 
称 ex | = max |x | 为 x 的 oo 范 数 . 


称 上 x 有 二 > |x | 为 x 的 1 范 数 . 
称 | x] :二 (如)” 为 x 的 2 范 数 


对 于 和 矩阵 Bx ; 范 数 定义 为 
| Bx | 
上 BI = max{ [x] :天 0|， 


(18. 9-4) 


右 端 中 的 向 量 范 数 如 果 为 co,1, 和 2 范 数 , 则 相应 的 矩阵 范 数 记 为 上 BD, 上 B |， 


和 Bj;. 这 三 种 对 应 的 向 量 范 数 和 和 抢 阵 范 数 ,满足 相 容 性 关系 


。755 ， 


| 所 | BI, | x ,v= oo,1,2, (C18. 9-5) 
假设 B= (bs J}nxn ; 则 有 


[BI = max( ob ll lgi<n), 


[Bl =max{ Db < 


| BI: = Gm (BTB))Y, 
其 中 hw.(B7B) 为 B7B 的 最 大 特征 值 . 
定理 2 p(B) 所 上 B .Co 一 ceo, 1 或 2). 
定理 3 车 | Bl, 一 <1l(o=co,1 或 2)》, 则 和 迭代 法 (18.9-3) 收 伍 , 旦 有 估计 式 : 


1° | x x | ‘< | x® 一 xD || ,, (18. 9-6) 
7 |e 0 SIE x |, "8. 97) 


由 (18. 9-7? 可 知 ,迭代 法 (18. 9-3) 有 09% 的 收敛 速度 . 
18.9.2 雅 可 比 和 迭代 法 
对 方程 组 (18. 9-1) 设 入 是非 奇 异 阵 且 as 天 06G 王 1 2 将 分 裂 为 


0 a 人 ti 
总 Q1l 
0 0 on 
2] 22 
A= + + : 
rl1,n 
nl ”” 站 nl 0 nn 
0 
二 上 十 D+ 十 U. {18. 9-8) 


将 (18. 9-1) 式 的 第 ;个 方程 用 as 去除 再 移 项 ,得 到 等 价 方程 组 


二 一 二 (5 一 了 ) (2 一 li2,°"* ,nn), 
j=1 


JE 
简 记 为 
YY 一 Box 十 于 ， (18. 9-9) 
其 中 
0 12 ln 
1 好 1 
<21 0 ,2r 
Bo = Ad22 422 | 一 1] 一 万 :4 一 一 亡 (十 口 )， (18. 9-10) 
人 zl cn2 0 
yy dm 
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了 一 6b. (18. 9-11) 
对 方程 组 (18. 9-9) 应 用 人选 代 法 ,和 迭代 公式 为 


【的 
生生 全 门生 (18. 9-12) 
xD 一 Bixb +f (=0,1,2,.), 
其 分 量 形式 为 
us Lo/ 0 (一 _ 
i a (8 这 ev ) k= 0,1,. 3 (18, 9-13) 
J 尖 


其 中 = 二 (x 公园 )T (k=0,1,*…). 

这 就 是 解 方程 组 (18. 9-1) 的 雅 可 比 迁 代 法 ,Bo 称 为 雅 可 比方 法 迭代 和 矩阵， 

由 定理 1 知 , 雅 可 比 选 代 法 收敛 的 必要 充分 条 件 是 p(Bo) 过 1. 

由 定理 3 知 , 若 | 上 Bo <1(ao=oco 1 或 2), 则 雅 可 比 和 迭代 法 收 敏 . 且 有 
OC Bo 1 的 收敛 速度 . 

定义 2 如 果 矩 阵 4 一 (ai )sxn 满 足 条 件 


Hi [> >》, | di | C2 一 2 《1]8. 9-14) 
一 ] 


了 1 
即 A 的 每 一 行 对 角 元 素 的 绝对 值 都 严格 大 于 同行 其 他 元 素 绝对 值 之 和 , 则 称 A 为 严 
格 对 角 优 势 矩 阵 ， 
如 打 A 为 三 格 对 角 优 势 算 阵 , 则 可 以 证 明 : 对 (18. 9-10) 式 所 表示 的 Bo ,有 pkBo) 
过 1. 于 是 有 
定理 4 如 过 4 为 严格 对 角 优 势 逢 阵 , 则 解 方程 组 (18. 9-1) 的 雅 可 比 迭 代 法 收 
敛 . 


18.9.3 融 斯 - 赛 德尔 迭代 法 
该 法 简称 G-S 方法 , 它 与 雅 可 比方 法 差别 之 处 是 ;在 计算 娩 *” 时 ,要 用 到 


Tt 了 """ ,TD 9 妈 


x 二 (x0 ,zz )7 为 初始 向 量 ， 
1 和 
sD = (bh Paz? — Pasr® ), (18. 9-15) 
i j=1 j= 


(1 一 l ,2 nk = 0,1,), 


简 记 为 
x 一 万 人 一 TD — Ux ), (18. 9-16) 
由 于 呈 夭 006 一 1 2 2 ， 故 (+ 了 工 ) 1 存在 ,由 (18.9-16) 式 可 得 
x = (DTD Ux* + (D+)!b. (18. 9-17) 


于 是 ,高 斯 - 赛 御 尔 迭 代 公 式 为 
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x 是 初始 向 量 ， 
x 一 Gr 十 六 
其 中 G= 一 (D 十 L)-U 称 为 解 (18.9-1) 的 高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 法 的 迁 代 目 阵 ， 
f=(D+L) -ib. 
由 定理 1 知 ,高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 收敛 的 必要 充分 条 件 是 pCG)<<1， 
由 定理 3 知 , 者 上 6G 有, 过 1(v=oo,1 或 2), 则 高 斯 - 赛 德 尔 送 代 法 收敛 , 且 有 
OC 用 G1) 的 收敛 速度 . 
如 果 和 是 严格 对 角 优 势 矩 阵 , 则 可 以 证 明 :p(G) 过 1, 这 里 G== 一 (D 十 L) "1U., 于 


(18. 9-18) 


是 有 
定理 5 如 果 4 为 严格 对 角 优 势 矩阵 , 则 解 方程 组 (18. 9-1) 的 高 斯 - 赛 德 尔 选 代 
法 收敛 . 


18.9.4 超 松 弛 和 迭代 法 


该 法 简称 SOR 方法 ,是 高 斯 - 赛 德尔 方法 的 一 种 加 速 方法 ,是 解 大 型 稀 芒 抢 阵 方 
程 组 的 有 效 方法 之 一 . 
对 方程 组 (18. 9-1), 设 x” 是 初始 向 量 ,SOR 方法 迭代 公式 的 分 量 形式 为 
ftD 一 zh +w( 主 一 5 rp 一 > zp 让 (18. 9-19) 


jl Os 
人 一 27 天 一 0 
显然 , 当 wow 一 1 时 ,(18.9-19) 式 就 是 高 斯 - 赛 德尔 方法 挝 代 公式 (18. 9-15) 式 ， 
当 mw<<l 时 , 称 (18. 9-19) 式 为 低 松 弛 法 ; 当 wuw>>1 时 , 称 (18.9-19) 式 为 超 松弛 法 ， 
引进 SOR 方法 的 想法 是 :希望 能 通过 选择 松弛 因子 w, 使 得 迭代 过 程 (18. 9-19) 
收敛 较 快 , 
(18. 9-19) 式 的 矩阵 形式 为 
(D+alx HY? = ((1— wD wr +wb, 
(k= 0,1,2,-…). (18. 9-20) 
由 于 G4 关 0Gi==1,2,… 0), 故 对 任意 ww, (十 wo 存在. 由 (18. 9-20) 式 可 得 
x = D+F) D-DDx Fw D+oL) ib (18.9-21) 
于 是 ,SOR 选 代 公式 为 


(OY 上 ， 
* ”是 初 如 向 量 (18. 9-22) 
Yr 一 了 十 了 
其 中 
= (Dal ~— wD— wl)), (18. 9-23) 
f= wD+o)7b. (18. 9-24) 


由 定理 1 知 ,SOR 渤 代 法 收敛 的 必要 充分 条 件 是 p(L。)<1， 
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由 定理 3 知 ,着 ,过 1(v=oo,1 或 2), 则 SOR 和 迭代 法 收 敏 . 且 有 OC LI |) 
的 收敛 速度 ， 

定理 6 设 解 (18. 9-1)(as 天 0 一 1 2 的 SOR 方 法 收 伍 , 则 0<o<2. 

定理 7 设 有 A 为 实 对 称 正定 和 矩阵 ,月 0 之 w<<2, 则 解 (18. 9-1) 的 SOR 方法 收敛 ， 


§ 18. 10 ”和 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 计算 


18. 10.1 一 些 代 数 知 识 


1. 志 4 一 《ai Yrxan ; 称 
A) = detAf —A) = 二 a 二 十 cA (18. 10-1) 
为 4 的 特征 多 项 式 ， 
一 般 说 来 方程 p(X)= 二 0 有 nn 个 根 ,这 些 根 称 为 A 的 特征 值 ， 
2. 设 4 是 A 的 特征 值 , 则 
(A —A)x=0 (18. 10-2) 


有 非 零 解 ,这 个 非 零 解 x 称 为 A 的 对 应 于 的 特征 向 最. 
3 如 果 Aitit 二 1] ,2 1) 是 及 A 的 特征 值 , 划 


SW = Vas = (A), (18. 10-3) 
i=!] f=l 


| 2: = det(A). (18. 10-4) 


f= 1 


4. 对 同 阶 方 阵 和 A 与 B, 若 存在 非 奇 异 阵 了 ,使 得 B=T!1AT, 则 称 和 AA 与 B 是 相似 
矩阵. 如果 和 A 与 B 是 相似 矩 阵 , 则 A 与 B 有 相同 的 特征 什 , 并 且 车 x 是 B 的 特征 向 
量 , 则 Tx 是 A 的 特征 向 量 ， 

5 记 A=(a )wxn ,对 A 的 每 一 个 特征 值 4 ,一 定 存在 iCi 从 1,2,…,n 中 取 ), 使 
得 


| A— as < > | ar |. 18. 10-5) 
6. 设 太 为 n 阶 实 对 称 和 矩阵 ,对 任意 非 零 向 量 ,xE RR : 称 


_ CAxr,x) 
R(x) 一 ey 
为 A 对 应 于 向 量 x 的 雷 利 商 . 
如 果 A 的 特征 值 依 次 记 为 X41 宇 hz 宇 … 宇 4, , 则 [ 
_ {Axr ,XX) 
A1 一 em (Xx) ， 
I 
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in 


ER' (xz， ¥) 
£0 


显然 ,对 任意 非 零 向 量 xERr, 有 


{Ax ,x) 
hh 开 C(x) SA 


18.10.2 手法 


税法 是 一 种 计算 实 答 阵 4 的 主 特征 值 ( 按 模 最 大 的 特征 值 ) 的 一 种 选 代 方法 . 

1. 设 AER™" 有 n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 x) ,xz ,… ,x ,其 对 应 的 特征 值 满足 ， 
1 写 凡 | 之 … 之 | 1. 其 中 访 是 主 特征 值 . 

任 给 vn ER" ; 则 


Vo = al 二 ao x2 十 ie 二 ax, + C18, 10-6) 
假设 ul 天 0, 按 选 代 公式 
TH = Avi tk = 0,1,), C18, 10-7) 
构造 向 量 序列 {vv} , 则 
lim 一 ol, (18, 10-8) 
.Wit ); _ 
lim -二 1， C18. 10-9) 
ke CU) 


其 中 (ze)i 表示 vi 的 第 ;个 分 最， 

《18. 10-9) 及 (18. 10-8) 式 给 出 求 A 的 主 特征 值 *; 及 其 对 应 的 特征 向 量 x 的 一 
种 方法 ， 

2. 如 果 上 的 主 特征 值 为 实 的 重 根 , 即 

= 二 > an | 宇 | 人 1， 

叉 设 A 有 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 和 对 应 > 个 线性 无 关 的 特征 向 量 x1 ,Xi ,xX ， 
而 1 对 应 的 特征 向 量 为 1 

任 给 voER" : 则 

vo = ox 二 ox 十 an 十 二 nr， 

设 其 中 az 十 … 十 orxv 天 和. 仍 按 (18. 10-7) 式 构造 向 量 序 列 {v4}; 则 00.8-9) 式 仍 成 
立 ; 此 时 


lim 于 二 名 十 十 wx， 《18. 10-10) 


en 


Pt 


属 见 ll 十 … 十 gx 也 是 对 应 A1 的 特征 问 量 . 
3. 应 用 (18. 10-9) 及 (18.10-8) 式 计算 A 的 主 特征 从 A; 及 其 对 应 的 特征 同 其 
时 ,如果 |i| 区 或 1 如 | 过 1 , 选 代 向 量 wi 的 各 个 不 等 于 海 的 分 量 将 随 着 有 一 oo 而 趋 
于 oo( 或 趋 于 0) ,这 样 在 电 算 时 就 可 能 “溢出 ” 为 了 克服 这 个 缺点 ,就 需 将 迭代 公式 
.760 。 


《18. 10-8) 及 (18,10-9) 加 以 “ 政 造 ”以 max(v) 表 示 向 量 vw 的 绝对 值 最 大 的 分 量 , 对 
于 情况 1 按 下 述 方法 枸 造 向 量 序列 {vw}，, {ws}， 


Vo = ww 下 四， 
Uk 一 Ay.1， (k= 1,2,*…), (18. 10-11) 
WU = -一任 - 
max(vi)’ 
则 有 
。 _ 可 _ 
limu, - ax) (18, 10-12) 
limmax( vi) = Nl. (18, 10-13) 
4， 对 于 阶 实 对 称 短 阵 A ,在 18. 10-1 中 用 上 震 利 商 的 极 值 给 出 入 及 力 的 计算 
公式 ， 


设 AER™" 为 实 对 称 矩 阵 , 其 特征 值 满足 : |X| 旋 |42 | 宇 … 之 |%,1, 对 应 的 特征 向 
基 满 足 (xi 1 ) 二 全 ;应 用 公式 (8. 10-11) 构 造 问 量 序列 (中 六 则 
CA + 村 ) 和 2 _ 
一 +O(( 生 | ). (18. 10-14) 


5. 原点 平移 法 
应 用 宪法 计算 矩阵 A 的 主 特征 值 时 ,(18, 10-13) 式 的 收敛 速度 仅 是 线性 的 ,比值 


越 小 ,收敛 越 快 . 当 r 接近 1 时, 究 法 的 收敛 速度 很 慢 , 为 此 采用 加 速 方 法 . 


引进 矩阵 B= 二 A 一 pI, 其 中 p 为 可 选择 参数 . 设 A 的 特征 值 为 A1 ,A2,…sh,; 则 8B 
的 特征 值 为 41 一 p42 一 思 ,…' ,2 一 卢 ;而 且 A 和 B 的 特征 向 量 相同 . 

如 果 需 要 计算 4 的 主 特征 值 1; ,就 要 适当 选择 ,使 和 4 一 仍然 是 B 的 主 特征 
值 , 且 使 


Az 
A 


"一 


MPI |ll. 
Al—p Al1 

怎样 选择 志 使 得 应 用 帘 法 计算 和 i 时 得 到 加 速 呢 ? 

设 4 的 特征 值 均 为 实数 , 且 满 足 久 六 守 … 宇 入. 则 不 管 pp 如 何 , 8 二 A 一 pI 的 
主 特征 值 为 41 一 户 或 ,一 p. 当 我 们 希望 计算 入 及 为 时 ,首先 应 当选 择 p, 使 | 一 p| 
> 14:—p|, 

记 


[a2:—pl ， | 和 一声 | 
” max | ] 乱 二 1 Tp 


则 显然 当 X%4 一 == 一 G4 一 记 ), 即 
p= 
时 ,w 最 小 , 这 时 决定 收敛 速度 的 比值 为 


hz 十 _ 二 
2 一 轧 
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hi 一 记 " AI 一 着 2 — No — i 
当 az 能 初步 估计 时 ,我 们 就 能 确定 p' 的 近似 值 . 
当 希 望 计算 4 时 ,应 选择 p 一 个 -2 一! 一 p* ,使 得 应 用 守 法 计算 4, 得 到 加 速 
直列 算 法 实现 3 中 对 箭 况 1 的 主 特 钙 信和 与 对 应 特征 向 量 的 计算 
蹇 法 算法 
输入 ; 维 数 *, 和 矩阵 A, 向 量 x 关 0, 容 差 TOL 和 最 大 和 迭代 次 数 N 
输出 :近似 特征 值 x 和 近似 特征 向 量 x, 其 上 x 中。 一 1. 或 超过 最 大 迭代 次 数 的 消 


算法 : 
(1) 置 & 二 1; 
(2) 求 1 使 [zi | 二 max{|z| :i 二 1,2,.…,n}, 当 有 多 个 1 时 取 小 者 ; 
(3) 置 zx 一 二 zi 
(4) 当 (RsN) 循 环 作 (a) 一 (Bi 
(a) 置 ?一 Ar; 
(b) 置 py 二 yi 
《0) 求 L 使 [yy 二 max{1y |:i 二 1,2,… ,Rn}, 当 有 多 个 直 时 取 小 者 ; 
(d) 如 果 y= 二 0 则 输出 (* 转 征 向 量 ”x) , (“对 应 于 特征 值 0; 选 一 新 问 量 *, 重 
新 开始 ”) ;停止 ; 
(© 置 ERR 一 人 xz 一 六 | =, 置 x 一 /yx 
(对 如 果 ERR<TOL 则 输出 (zx) 停止; 
(g) 置 上 = 上 十 1. 
(5) 输出 ("超出 最 大 办 代 次 数 ”) ,停止 ， 
注 ;此 算法 也 适用 于 主 特征 值 为 多 重 的 情形 (情况 2) ,但 那 时 所 得 特征 向 量 依 束 
于 初始 zx 的 选择 . 


18, 10.3 反 和 宪法 


1. 设 非 奇异 矩阵 和 A 有 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 xi ,xz ，… ,x ;对 应 特征 值 满足 : 
i 上 | 宇 于 [4 | 之 1 1 二 00. 


由 代数 学 知 4 的 特征 值 为 二 ， 二 ,满足 


去 |> 志 |>… > 寺 |， 


其 对 应 应 的 特征 向 量 为 dn nll» 
可 见 ,计算 和 A 的 按 模 最 小 的 特征 值 4, 的 问题 就 转化 为 计算 A 的 按 模 最 大 的 特 
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征 值 二 的 问题 ， 
任 给 初始 向 量 vo ER , 则 
Vo = ari 二 ar 二 aX . 
假设 a, 关 0, 用 反 大 法 构造 品 量 序列 {v1} (下 请 
20 = 0, 
v=Alm (k=1,2,.), 


(18, 10-15) 
us 一 一 一 
maxf te) 
则 有 
ina = 一 各 
limm 一 RCR， (18. 10-16) 
limmax(v) 一 二 (18. 10-17) 
如 同 宕 法 的 (18. 10-13) 式 ,收敛 速度 只 是 线性 的 . 此 时 r= 志 


2. 在 反 笑 法 中 也 可 应 用 原点 平移 法 来 加 速 迭 代 过 程 . 

设 AER"" 有 zn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 记 A 的 特征 值 及 其 对 应 的 特征 向 量 为 
Ai Rr(i=1,2,,n). 苦 »p 为 A 的 近似 值 ,CA 一 p 了 ) 站 存在 , 且 7; ~—p|<IA—p 
(i7). 

任 给 初始 向 量 Yo at] 十 azxz 十 "十 anxs ER (a 直 0)， 由 选 代 公式 构造 向 量 序 
到 {vw }, {me }. 


to 一 th 天 0, 
[| (A— pl) ig, (k= 1 2 (C18, 10-18) 
Wd = 一 一 
4 max(K ze) 
则 有 
limtu = — i—, (18. 10-19) 
二 -ce max(x; ) 
limmax( vw) = 一 一， (18. 10-20) 
ke ip 


反 和 将 法 的 算法 可 以 仿照 军法 建立 起 来 . 比如 就 应 用 原点 平移 法 加 速 收 敛 的 情形 ， 
所 需要 作 的 改变 只 有 :中 在 步 又 (1) 之 前 添加 置 初 值 p. 加 在 步骤 (4) (a) 中 改 用 解 方 
程 组 (A 一 p]D)y 二 x 来 确定 y.《 如 果 方 程 组 没有 唯一 解 , 输 出 p 是 特征 值 的 消息 且 停 
止 , ) 信 删 去 (4)(), 多 将 步骤 (4 (人 D 改 为 


如 果 ERR<<TOL 则 置 4 二 -十 输出 (x). 
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18. 10.4 和 瑶 兰 特 (Wielandt) 紧缩 


芋 法 和 上 反 笃 法 图 只 能 求 一 个 特征 值 . 一 旦 求 出 主 特征 值 , 其 余 特 征 什 可 以 用 魏 兰 
特 紧 缩 法 寻找 . 设 甜 阵 A 的 主 特征 值 为 已 知 ,其 对 应 的 特征 向 量 为 x. 定义 向 量 


1 T 
二 一 一 | dn A ""* Hs ' 
Al zx 7 a 


其 中 ze? 是 x 的 某 非 0 分量, 则 和 矩阵 
六 一 和 一 让 XI 
有 特征 值 9, 和 zy 入，… ,Xs， 对 应 特征 向 量 为 x ,ww 其 中 有 ,U3 各 为 人 . 
的 特征 值 ,对 应 特征 向 量 x 同 w 的 关系 为 对 i 二 2,3,… ,nn 
Xx? 二 一 和 jw 十 加 (vWD x, (18. 10-21) 
B 和 矩阵 的 第 i 行 元 素 全 为 0. B 矩阵 去 掉 第 i 行 和 第 i 列 形成 (x 一 1) Xln 一 1) 和 矩阵 B. 
对 也 使 用 害 法 求 其 主 特征 值 . 如 此 继续 ,可 以 求 出 A 的 全 部 特征 值 , 


18. 10.5 QR 方法 
1. 短 阵 的 QQR 分 解 


任何 实 的 非 奇异 矩阵 A, 通 过 施 密 特 正 交 化 方法 图 可 以 分 解 为 正 交 和 矩阵 Q@ 和 上 
三 角 型 矩阵 RR 的 乘积 ,而 且 当 只 的 对 角 线 元 素 符号 取 定 时 ,分 解 是 唯一 的 ， 
事实 上 ,i 记 A=(@0 ax (avrady dy) (一 1 2 因 从 是 实 的 非 奇 
异 矩 阵 , 故 wm ,az，"… yan 是 R" 中 个 线性 无 关 的 向 量 . 按 施 密 特 正 交 化 方法 , 记 
fl 一 立 1， B=a/l ao | 2， 
Ba = a — (ge 1B1)B, B= p/p ils, 
pa = CaP)B Oo— asBe)B, B= Bs/ | Bs | 2， 


二 


pr = on — Dy Coan1B)B, B= Pp, | 2。 | 2， 
这 时 入 , 朗 ,… ,是 R" 中 一 个 正 交 基 . 
A= (ma san) 
ome CoB)y CnrB) 2 (Caf) 
| p | 2 《as ,应 ) 机 (Can 应) 
一 (所 ,应 和 及) Bs 2 Cnt) 


pg ， 
= CR ， 
这 里 吕 是 正 交 和 矩阵, 民 是 上 三 角 型 矩阵 . 


了 


2， 求 矩阵 特征 值 的 QR 方法 


此 法 本 以 用 来 求 任意 实 的 非 奇 异 矩 阵 的 全 部 特征 值 , 是 目前 计算 这 类 问题 最 有 
效 的 方法 之 一 . 
设 4 是 实 的 非 奇 异 和 矩阵 , 令 A 二 A ,对 Al 进行 QR 分 解 得 
A = WR. 
然后 将 矩阵 @& 与 RR 道 序 相 乘 得 
A = RW, 
以 A 代替 A ,重复 上 述 步 又 即 可 得 出 A; , 依 此 类 推 ,得 递 推 公式 
A: = AR, 
A = KW = Qn Rs 
用 QR 方法 产生 的 矩阵 序列 {A, } 中 的 每 个 矩阵 A 都 与 矩阵 A 相似 ,从 而 Ai 与 
A4 有 完全 相同 的 特征 值 . 
事实 上 


(k= 1,2,'"°). 《18. 10-22) 


= RQ = QA = AQ 
一 … = A QQ 
令 -1 = -1 ; 则 上 式 可 写成 
A = EAE (18. 10-23) 
显然 ,为 了 求 A 的 特征 值 ,只 要 序列 {Ai} 能 收 化 于 一 种 简单 形式 的 矩阵 ,例如 三 
角 型 矩阵 (或 分 芯 三 角 型 矩阵 》, 而 其 对 角 线 元 素 ( 或 子 块 ) 有 确定 极限 即 可 . 因此 约定 ， 
只 可 人 4 ) 收 伍 于 三 角 型 矩阵 (或 分 块 三 角 型 矩阵 ) 且 对 角 线 元 素 { 或 子 块 ) 有 确定 极限 ， 
无 论 其 对 角 线 之 外 的 元 素 是 否 有 确定 极限 ,都 叫 方法 是 收敛 的 (或 叫 本 质 收 伍 ), 
下 面 对 简单 的 情况 给 出 定理 . 
定理 1 假设 
(1) A =A=XDX !,D=diag(A ha ;pAn ); 
[a > ia {>>| 1> 0; 
《3) 十 阵 了 Y 一 X 有 三 角 分 解 式 , 即 了 一 LvUy, 其 中 Ly 是 单位 下 三 角 阵 ,Uy 是 上 
三 角 阵 . 则 和 矩阵 序列 {A} 本质 收 合 ， 
关于 一 般 的 情况 , 可 参看 了 N. Parlett, Convergence of the QR Algorithm ， 
Numer. Math. ,7(1965),p. 187~193. 


18.10.6 雅 可 比方 法 
1. 由 代数 学 知 , 若 AER"x" 为 实 对 称 短 阵 , 则 存在 一 个 正 交 短 阵 PP, 使 


PAP'=D= diag(Al ,Ms s*** )， 
且 DD 的 对 角 元 素 A 和 (i 一 1,2,…,n) 就 是 A 的 特征 值 . 
i 记 Pi=(w,v," “Us ), 则 已” 的 列 辕 量 mw 就 是 及 的 对 应 于 A; 的 特征 问 量 (= 
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1， 239"'"* 311), 


因此 ,求实 对 称 矩 阵 A 的 特征 值 及 特征 向 量 的 问题 就 转化 为 寻求 一 个 正 交 矩阵 
,使 得 P4AP 二 DD 为 对 角 阵 的 问题 ， 


2. 7 一 2 的 情形 


All 机 21 


给 定 A= ( 


(™ sing 
—snn cosd 


), 作 平面 上 的 旋转 变 痪 (”) = 了 (”), 共 中 P= 


Hel a Xr 
) 为 初等 正 交 阵 , 则 有 


pAPT= (2 Cos: 8 二 aw sin:8+azl sin208 并 ) 


x 屁 11 sin’ 日 十 zz COs2 他 一 忌 思 sin20 


式 中 i 于 (a22 ail ) sin28 十 a21 cos20, 易 见 ， 当 tan20 = 2 时 ， PAPT 一 六 一 
diag(A1+4z ) 为 对 角 阵 . 
3. 一 般 情形 
设 A 是 ” 阶 实 对 称 和 矩阵 , 仿 2. 作 下 中 ziri 平面 内 的 一 个 平面 旋转 变换 
Zi = yiCOs0 + y; sing, 
Zi =— Ysing + y; cosd, {18. 10-24) 
A Yk tk Ai 


简 记 x= 二 Py ,其 中 
1 
(2) 0 
p= :  “…. : = P(i,j). {18.10-25) 
(7) 


—sing -+ cosb 


于 是 PAP7 = 一 C= 二 (ei )wxr 的 元 素 的 计算 公式 为 
ci = aicoOs: 0 aj si 0 + ay sin20, 


ci = as Sini0 as cos ~ as sin2d, 


1 。 
Ci 二 Ci 一 D(a — Qi) sin20 + as cos20, C18, 10-26) 


cir = ch = ain COSO + oir SInA(k FE 1)7), 
Ch = Cy = ar Cos — ais Sind(k F117, 
Cok = ek (erk FE 1), 
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不 难得 出 ,P 为 正 交 阵 , 且 有 


(Vs )t 一 (Yas )i, (18. 10-27) 
er 上 = 1 Ee ,于 一 ] 
简 记 为 上 Cj = 上 Als, 记号 上 .|e 是 费 罗 贝 尼 乌 斯 范 数 
设 A 有 非 对 角 元 素 ay 天 0, 由 (18. 10-26) 知 , 当 tan29 一 二 25 时 ,应 用 由 


(18. 10-25) 式 表示 的 正 交 和 矩阵 PP 可 以 使 C= 一 PAPT 的 非 对 角 元 素 ci 一 上 三 0. 此 时 ， 
利用 (18. 10-27) 及 (18. 10-26) 式 可 得 
纺 十 二 一 于 十 后， ( 开 天 站 四， 
| + = 十 十 205， (18, 10-28) 
Cc 二 a (ek i)). 
4. 所 谓 雅 可 比方 法 ,可 叙述 如 下 : 设 A 是 n 阶 实 对 称 和 矩阵 ,首先 于 A 的 非 对 角 元 
素 中 选择 绝对 值 最 大 的 元 素 ( 称 为 主 元 素 ) ,如 


| ai; |= max | cs。 | ， 
ee 


| 
可 设 aij, 头 0, 否 则 A 已 经 对 角 化 了 . 作 平 面 旋转 矩阵 Pi 一 P (为 ), 由 3. 的 讨论 
知 ,可 使 矩阵 A = P1APT 的 非 对 角 元 素 a 中 =a 内 二 0. 同样 , 选 Al 二 (a 四 )sxs 的 非 
对 角 元 素 中 绝对 值 最 大 的 元 素 , 如 


{1) 
I 


若 多 天 0. 作 平面 旋转 矩阵 已 = Pi (is ,jf2)，, 可 使 矩阵 A 二 PsAlPi 的 非 对 角 元 素 
ao 二 ajo%, 一 0( 注 意 上 次 消除 了 的 主 元 索 此 时 又 可 能 变 为 不 是 零 ),. 
重复 这 一 过 程 , 连 续 对 A 施 行 一 系列 的 平面 旋转 变换 , 消除 非 对 角 元 索 中 绝对 
值 最 大 的 元 素 , 直 到 将 A 的 全 部 非 对 角 元 素 都 化 为 充分 小 为 止 ,从 而 得 到 A 的 全 部 
《和 近 伦 ) 特 征 值 . 7 有 也 PiAPi Po 一 AD. 记 刁 一 PP 它 是 
正 交 阵 . 则 P= Pi…Pi 的 列 向 量 就 是 对 应 A 的 各 个 特征 值 的 (近似 ) 特 征 向 量 . 
5，。 如 果 以 GA) 4 的 非 对 角 元 素 之 平方 和 ,以 D(A) 表 示 A 的 对 前 元 素 之 
平方 和 , 则 由 (18. 10-27) 及 (18. 10-28) 式 知 
DC) = D(A) 十 2o3 ， 
S(O) 一 SCA) 一 203. 


| ap |= max | ag” |， 
人 


(18. 10-29) 


于 是 ,对 任意 自然 数 ,有 
S(Am) = SCA,)—2(a™ ， 7) 


| 


由 于 


| a | 一 
paHl Tt-l 


max | a |， 


所 以 
S(An) 一 2 ar) nn Da™ , 7， 


rin-l 
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于 是 


tm) 1 
Ca in ) 之 5 一 > 
故 
S(Ann) < SA) (1— oT). 
重复 应 用 上 式 , 即 得 
2 ml 
SiAn) S30A) (1 一 an) ) 


18. 10.7 豪 斯 塞 尔 德 方 法 


1 设 BB 二 (By)rxn; 若 当 i>j 十 1 时 有 所 二 0, 则 称 矩 阵 B 为 上 知 森 伯 烙 阵 . 
豪 斯 答 尔 德 方法 ,就 是 对 实 和 矩阵 A, 寻 求 一 个 正 交 和 矩阵 尺 ,使 得 R'AR 为 上 黑 森 


伯 格 阵 , 
2 设 问 量 = (ew yt sy) 满足 l | | 2 一 ] ; 则 称 和 矩阵 
l—20 —2ona … CO— 20 am 
—2 1— 2 - —2 
Ho) O21—2w0 om| 和 
一 ett 一 2 io02 ] 2 
为 初等 反射 阵 , 


容易 验证 ,初等 反射 阵 互 是 对 称 阵 (五 = 二胡) , 正 交 阵 (HI 晶 = 站 ,对 合 阵 (H* = 
1). 
定理 2 设 x 和 和 y A 维 向 量 , 且 x, 二 上 3 上 上;, 则 初等 反射 阵 


五 一 [一 2 和 人 可 使 Hx=y. 式 中 位 一 | x—y -人 
由 定理 2 不 难得 出 ， 对 非 淮 结交 量 x Cnn ， ， 所 0 = signt zi) 
| zl >, 则 初等 反射 阵 HH 二 1 一 2 一 Te 由 二 J 一 x 1Wuu7 可 使 Hx 二 一 oa . 其 中 心 一 (1， 


0 ,0)T 有 一 上 十 zel ,xt 一方 | | || 2 。 
3. 正面 介绍 对 实 矩阵 A, 如 何 寻 求 正 交 和 矩阵 及 ,使 RAR 为 上 黑 森 伯 格 阵 . 


将 4 分 块 , 记 
ll ， 12 六 In 
A= | PT ( 可 11 A ) 
一 | do1 : d22 dan | 一 ， 
， 1》 ft1》 
a cd 号 。 
nl !: (i 
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第 1 步 ,不 妨 设 a 包 关 0, 否 则 这 一 步 就 不 需要 约 化 了 . 选择 初等 反射 阵 RE 


Re-DxeD ,和 使得 Ria 欠 二 一 o1ei? ,其 中 
0 一 sign(az) | 02) | 2 ? 


i 一 es 十 加 ef ， 


Tr1 = 方 | Wi | = g(a 二 a21)， 


R= in wu,; 
而 et 二 (0.0)TER™, 


so AR) 


1 
ui1l A RI ) 


A a A 多 
Riog? RiABPR' | ) 


C2) (2) 
心 22 1 


其 中 


Al?Y 一 (人 je R™! ,9 Ce 一 ， A E RETDXmD ， 
| 
第 步 , 设 已 对 A 进行 了 第 一 1 步 正 交 相似 约 化 , 即 A 有 形式 ; 
A 一 LA UL 


(2) :DO os {k) 
dy) ula "A a 好 1 
(2) Ch) ee 
Oo Aa2 HR: 

(A) {ky) 

| a : a bn 好 

中 办 昌 听 电 着 明 着 烛 且 昕 哩 昌 咖 电 弟 中 地 刘 顺 顺 音 只 听 需 惠 旦 中 机 加 拉 遇 岳 济 措 计 寺 

(k) CE) 【各 


GATE | 和 ni 1 


[| 


有 


A 好 A 
| 0 a 4 小， 
其 中 
证 多 RE ;入 续 多 下 ， 岂 党 多 要 人 的 XCm 
不 妨 设 哟 ' 关 0, 选 择 初等 反射 阵 ,本 ER ,使 得 Re 中 一 一 
和 一 singCakha) || ot? |。， 


了 一 ™ 二 me ， 
Nk 一 2 1 | te || 2 2 = oor 二 a 9 


R= Tn — mui, 


(18. 10-30) 


gre ' 其 电 


《18. 10-31) 
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而 e 也 一 (1;0, ,03 所 并 下， 
I 
令 D= (。 R ,) ' 则 
凡生 0) A R, ] 
0 一 ge RAMR, 
于 是 As 的 左上 角 的 上 十 1 阶地 阵 为 上 黑 森 伯 格 阵 , 从 而 约 化 又 进 了 一 步 . 
重复 这 个 过 程 ,直到 


A 一 AL 一 ( 


dll 其 闫 闫 
一 和 a 
入， 一 2 站 局 U, 4 这 一 ”人 ag$ inh * ' 
一 可 | a 


这 里 A,-1 为 上 黑 森 伯 格 阵 , 
记 民 一 DID) 则 4: 一 R AR 于 是 A 与 A,-!/ 有 相同 的 特征 值 . 若 x 是 
A,-1 的 对 应 特征 信 4 的 特征 向 量 , 则 Rx 一 U1Us…U_sx 就 是 A 的 对 应 特征 值 4 的 特 
征 问 基 . 
4， 特别, 当 人 入 是 = 阶 实 对 称 时 , 则 存在 ?一 2 个 初等 反射 阵 Di ,Das ,LU ,使 
得 
[| pb, 
bo Cv a 
A 一 已 LALDTU  …T7 » 一 4 


式 中 A,-! 是 对 称 的 三 对 角 和 矩 阵 , 
三 斯 堆 尔 逢 法 算法 
输入 : 维 数 n, 对 称 和 矩阵 A 二 (a 外 ) 
输出 :A-1 ;CA 的 对 称 三 对 角 相 似 阵 . 》 
算法 : 
(1) 对 = 二 1,2,…,n 一 2 作 (a)~(k); 
(a) 置 9 一 3 (a® )? 


j= 寻 1 
(b) 如 果 a 谍 14 二 0 则 置 c 一 中 ; 
否则 置 s 二 ga 特 1 /1a 息 1 |，; 
(c) 置 RSQ=# 十 ga ,; 
td) 置 雪 二 031 一 2 十 zy 对 7 二 &k 十 2,** "»7 置 4; 一 2 党 
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(e) 对 j=h,& 二 1.0on 秆 ww 二 (> apui) /RSQ; 
(f) 属 PROD= 》Y ww; 
i= 村 1 
《g) 对 j= 二 kk 十 lwon 莹 zj; = 二 ww 一 (PROD/2RSO uw; 
(hy 对 [一 有 十 1 十 2 一 1] 作 工 一 2 ; 
] 对 j=1 十 lyn 置 a 人 ?二 a 一 wz 一 二 22 人 一 C 人 2 
2° 者 a$t? 二 a 办 一 2 ; 
(i) 置 at? 二 a 出 一 24z.; 
人) 对 J 二 上 k 十 2 中 yn 置 ab =a 了 ?二 0; 
Ck) 置 gi 节 二 a 各 1 一 声 41 2 ， a 让 和 二 a 乏 说 ， 
( 注 A++ 的 其 他 元 a “与 A 相同 ). 
(2) 输出 Arl. 停止 ， 
《As-!1 是 对 称 的 ,三 对 角 的 , 且 相 【 似 于 A1). 


18. 10.8 对 称 三 对 角 阵 的 特征 值 计算 


设 
0 必 
be rc bs 
C= 和 ， (18. 10-32) 


上 位。 


不 妨 设 妃 关 0(i 二 2,3,…,n), 如 果 有 一 个 b= 二 0, 则 求 C 的 特征 值 问题 就 转化 为 求 两 
个 低 阶 矩阵 的 特征 值 问 题 . 


1]， 二 分 法 
以 太 Q) 绪 二 1,2,.… ,1) 表 示 n 阶 矩 阵 
cl 一 人 人 bs 
Bb cA ba 
CC 一 人 一 “ 1 (18. 10-33) 
4 
b, cc,CO—A 


的 顺序 主子 式 . 易 见 , ff,《4) 二 det(C 一 4D 是 C 的 特征 多 项 式 , 约定 有 (2) 三 1. 不 难得 
出 递 推 公式 
f= Hf (=2,3,°,n). (18.10-34) 
定义 1 整 值 函数 a(4) 表 示 序 列 { fo OD, 有),… ,了 《0)) 中 相 邻 元 素 的 同 号 数 . 
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当 太 (一 0 时 ,约定 方才 ) 与 方 -GD 的 符号 相同 . 
例如 ， 


0 0 1 一 ? 
在 4 二 一 2 时 ,有 (1, 有 (一 2) ,fu( 一 2) ,fC 一 2),f( 一 2)}= 二 {1,0, 一 1,0,1), 依 定义 ， 
其 符号 为 {十 ,十 ,一 ,一 ,十 }, 于 是 a( 一 2)=2. 
定理 3 设 C 是 由 (18.10-32) 式 表示 的 一 个 n 阶 实 对 称 三 对 角 阵 , 有利 5: 关 0(i= 
1 2,n 一 1), fo 0A) 一, 所 A)} 是 C 一 AI 的 顺序 主子 式 构 成 的 序列 {约定 
h(4) 三 1), 则 
1” 多 项 式 f,(4) 在 [a, 十 oo) 内 根 的 数目 是 a(a); 
2 设 a<b,f(N) 在 [a; 四 区间 内 根 的 数 自 是 nCa) 一 a(5)， 
定理 4 设 C 是 由 (18. 10-32) 式 表示 的 一 个 =” 阶 实 对 称 三 对 角 阵 , 则 C 的 特征 
值 4; 满足 
a Rb = 1,2,,n), (18. 10-35) 
其 中 
a = min{e; 一 | 6 | 一 | 5 1}, 
| en (18. 10- 36) 
b= max{c, 十 | 太 | 十 | 5 |}, 
(约定 bo =b, 二 0). 
由 定理 3 及 定理 4 可 知 : 设 CC 的 特征 值 的 次 序 为 A 过 A111 过 之 A 之 开 机 之 


ii. 于 是 ,计算 C 的 特征 值 Me 的 步骤 为 :用 1 一 于 (a 十 b) 将 [a, 杂 二 等 分 (a,5 由 


(18. 10-36) 式 给 出 ). 车 aQ0) 宇 m; 则 EDA; 旭 ; 若 a0) 过 mm, 则 2 ELa, 和 .重复 上 述 
过 程 ,经 过 上 次 二 等 分 后 就 得 到 一 个 包含 %。 的 长 度 为 2 (8 一 a) 的 小 区 间 . 只 要 类 充 
分 大 ,就 可 使 这 小 区 间 长 度 充分 小 ,从 而 可 得 的 近似 值 . 


2. QR 工法 


18. 10.5 中 的 QR 方法 有 一 个 重要 特点 :在 用 于 对 称 三 对 角 阵 时 ,所 生成 的 A;， 
A "也 都 是 对 称 三 对 角 阵 . 以 下 给 出 一 种 加 了 原点 平移 的 QR 方法 ,用 于 求 对 称 三 
对 角 阵 的 全 部 特征 值 . 算法 实现 所 用 的 选择 平移 量 的 技术 ,使 算法 有 3 阶 收 伊 的 收敛 
速度 . 

求 对 称 三 对 角 阵 特征 值 的 QR 算法 : 

输入 :7 fc 各 ce 后 ce 0 0 2 ) 容 盖 TOL 和 最 大 选 代 次 数 M， 

输出 :矩阵 C 的 特征 值 , 或 建议 分 块 忆 ,或 超过 最 大 迭代 次 数 的 消息 . 
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算法 : 
(1) 置 上 二 1;SHIFT 二 0. (累加 的 平移 参数 ); 
(2) 当 大 邮 循环 作 步 又 (3) 一 (12)， 
(3) 成 功 检验 
(a) 如 果 | 细 | 委 TOL , 则 置 一 co 十 SHIFT; 输 出 (1 置 2 一 2 一 1 
(b) 如 果 |5 多 | 志 TOL, 则 置 4=c 人 十 SHIFT; 输 出 QQ); 置 n 二 nn 一 1;c 凡 二 
cA 1 对 7 二 2，,* Te CA ep) 和 = bt ; 
《c) 如 果 n= 二 0, 则 停止 ; 
《d) 如 果 n==1, 则 置 A4=c 岂 十 SHIFT: 输 出 02); 停止 ; 
(e) 对 7 一 3 一 1 
如 果 |6* |] 委 TOL, 则 
给 出 位 分 块 为 站 人 的 和 cn ， 
6 SHIFT) ;停止 ; 


ct Do) pet 


(4 计算 (Fp i) 的 中 cp 近 的 特征 值 作为 平移 最 。 


置 一 一 (c 亿 | 十 < ) ;9 一 cc 外 一 [8 A= (p49 ; 
(5) 如 果 记 >>0, 则 置 = 二 一 29/ Cp 十 A) yw 二 一 (p 十 A)/2; 人 否则 建 j= 二 (A 一 p71/2; 


ue =29/(A— Dp); 


(6) 如 果 n==2, 则 置 二 jn 十 SHIFT; 入 二 pw 十 SHIFT; 输 出 (1 和) ;停止 ; 
(7) 选 s 使 |s 一 ce | 二 min(jpa 一 co 1 |p 一 co |)， 
(8) 置 SHIFT= 二 SHIFT 十 s; 
(9) 原点 平移 ;对 7 了 ==1,2,…,n 置 dj 二 ec 一 5 
(10) 计算 RY 

(a) 置 zl 二 di，; | = ; 

(b) 对 j=2,."*,n; 

置 zj-1 一 (zi 二 [6 7 10; = Tj 1 /jl 

置 5=0 /zi gayj1+ sdj, 

置 二 一 5jyj-1 十 cjdj， 

如 果 j 寺 nn 则 置 一 -一 5 利和 一 aib 和 由 1， 
(11) 计算 As 

(a) 置 = 一 冯 ，c&tD 一 9 十 azzl， +D 一 2 ; 

《b)] 对 一 2,…,7m 一 1， 

置 c 六 一 一 9 人 十 QiGHE21 
所 和 一 人 十] 二] 

fc) 置 CETY 一 Qi; 
(12) 置 《 二 十 1; 
(13) 输出 (超过 最 大 迭代 次 数 ") ,停止 
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8 18. 11 偏 微分 方程 的 数值 解法 


18.11.1 有 限 差分 法 


近似 求解 偏 微 分 方程 的 有 限 差 分 法 (finite-difference method) 的 基 珊 是 多 元 函数 
的 泰勒 公式 (参看 第 2 版 第 163 页 ) 


Quy) _ ulxth yy ury) hh duléry) 


sy) ulry yt R) uriy)_ k Fulz, 
ursy) _ ulx + u(r, Yy) yy+)， 


9y 
(18. 11-1) 
Gur _ urzt hy — ur ur—h,y) Re dulé,y) 
Ey 下 12 az 
stE (Zz 一 雄 , 区 十 有) 
Dursy) _ uxrryd Rh) ur ur yk) RE u(r 
oy ki l2 ay 2 
| Et (y— ky 二 上 &) E C18. 11-2) 


对 区 和 如 也 可 以 得 到 类 似 的 公式 ， 根据 (18. 11-1)，(18. 11-2), 我 们 可 以 用 差 商 


来 近似 微 商 ,以 下 我 们 仅 对 在 矩形 区 域 上 的 三 类 典型 的 偏 微分 方程 讲述 相应 的 有 限 
差分 法 的 形成 和 算法 . 


1. 泊 松 (Poisson) 方 程 
泊 松 方程 是 形 为 


Au(xsy) = Viu(r,y) = i = fir,y) (18.11-3) 


dr 
的 椭圆 型 方程 , 其 中 A 二 v? - 训 + 交 ;， 称 为 拉 普 拉 斯 算 子 . 


考虑 如 下 的 狭 里 克 雷 (Dirichleb) 边 值 问题 
Aa(z 仿 一 关 z 们 Z 人 区 民 三 (人 |a<z<8e<3< 动 ， 

uCTIY) 一 有 Try ES = 3k, (18. 11-4) 

把 [a; 旭 ， [ey 分 别 分 割 为 n,m 个子 区 间 , 记 h=(b 一 a)/n, 有 一 (Cd 一 cz， 并 记 

Ti 二 Qa 十 读 , i 二 0,1ye 由 一 5 十 央 ， 一 0 1 ,7 

直线 + 二 zx; ,y 二 yy, 称 为 网 格 线 (grid lines), 它们 的 交点 称 为 网 格 点 Cmesh points). 
利用 (18. 11-1)，(18. 11-2), 用 wi 来 近似 估计 w(z;,y;) 可 以 得 到 以 下 的 方程 

组 
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| = f(z;»Yy,), 
i= 12 1j = 12y ym— 1 (18. 11-5) 
或 
| 2| ( 生 ) 十 1 jw — (wep 二 W177) 一 (去 ) cm + wm) =— fz, yj), 
i=1,2n 1 j=12, m1, (18. 11-6) 
以 及 
Tb 一 (To sy) nj = Bh Yj) 
tuio = gLiy Yo) sim = EL Yn ). (18. 11-7) 
由 (18. 11-2) 知 ,其 局 部 截断 误差 为 OC 十 启 ). 
如 果 把 内 格 点 标记 为 


P= (zy) w= wr t=i+(m—1l—7))(n—1), 
1 二 120 一] 一 1 2 一 二 
”那么 二 维 阵列 就 变 成 了 一 维 阵列 . 结果 是 一 个 带宽 线性 方程 组 . 对 于 ?一 m 一 4 的 情 
形 ,! 一 (na 一 1)(z 一 1 一 9. 并 设 & 一 六 利用 重新 编号 的 格 点 ， fi 二 fA(Pi), 在 点 Pi 处 
的 方程 为 
Py :dr — wh — wh = Ten ,3 十 ten ,a — 有 i， 
Pa :dv 一 — tu — ws = wa ~ hf, 
Ps ;ds 一 一 一 了 十 Ti —h fs, 
Ps :dr — ws — tm — teh = wns — hi fs, 
Ps ;4s — ws — th — Te — tw =— hi fs， 
Ps 47 — ws — ta — We = VW,2 —h fe, 
Pr ; dwn ~ Wa — Wh = Whb.) 十 wo —hf， 
Pe: dws ~ tn — tw — tws 一 wo— hfe, 
Ps ;dwn 一 Ts 一 7 = Wo tT wh 一 形 方 ? 
其 中 方程 右 问 是 从 边界 条 件 得 到 的 . 
以 下 的 算法 可 以 用 来 近似 求解 泊 松 方程 狄 里 克 雷 边 值 问题 (18. 11-4). 注意 , 为 
了 简单 起 见 该 算法 已 经 融 人 了 求解 线性 方程 组 的 高 斯 - 赛 德尔 入 代 法 . 当 方 程 的 阶 
数 小 的 时 候 ( 例 如 , 小 于 100 阶 ), 推荐 用 高 斯 消去 法 4 因为 有 关 稳 定性 和 售 人 误差 是 
确保 的 )， 对 于 大 的 方程 组 推荐 用 超 松 弛 (SOR) 迁 代 法 . 可 参看 有 关 计算 方法 的 书 ， 
输入 端点 a, 5b, c,d; 整数 mm>3,r3; 容 差 (容许 误差 }TOL; 最 大 迭代 次 数 八 . 
输出 ”对 i 二 1,2, ,7 一 1,j 二 1,2. 7 一 1]，w《zwi ,yj) 的 近似 岂 ,; ,或 者 输出 近 
代 次 数 已 经 超过 NN 的 信息 . 
算法 
1. 置 六 一 (一 7 一 (qd 一 cn 
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2， 对 于 ;一 1,… :mn 一 1 置 zz, 一 ca 十 访 ; 
3. 对 于 7 二 l,m 一 1 置 y= 二 ec 十 六; 
4. 对 于 i 二 1 ,nn 一 1， 
对 于 7 二 l,m 一 1] 置 wi,; 二 0; 
5， 置 A 二 /R&R* ;4 二 2(1TA);!=1; 
6. 当 NN 时, 做 (a) 一 ()， 
(a) 置 z 二 (一 f(z yn) 二 g(ay Ym-1) TAg CT CD TA ,m2 二 tml) 
NORM= |z—w,ni | ;tm 1 = 2 
(b) 对 于 :一 2,…, 7 一 2， 
加 z= (一 f(r, ym) 二 Ag Cry d) 二 wyn! 二 Wirym-1 十 
ATwi,m—2 } /9 
如 果 |z6.,-i 一 z| 放 NORM, 则 置 NORM= Jw 1 Oz|， 
置 二 -i 二 z} 
(c) 置 z 一 (一 形 Fr or) 十 BCB yn-1) Apr 1 dd) tw zm 
十 Ae,m 2 ) /a 
如 果 |tw-i.m-1 一 z| 守 NORM, 则 置 NORM= |w_1.m_1 一 z|， 
置 tw-1m-1 三 之. 
(gd) 对 于 7 一 六 一 2 和 2， 做 ij 一- 证， 
i 置 z 一 (一 入 frisy) + g(a, yy) TA tA 1 二 ww ) /nu 
如果 | 丰 ,一 z|>>NORM, 则 置 NORM= |w,; 一 z|， 
置 tw ,; = 二 xz. 
1， 对 于 t= 二 2,*…*,n 一 2， 
置 2 二 (一 f(z 二 ww 二 A 二 wt 二 At-1) /4 
如 果 |wij 一 z| 汪 NORM, 则 置 NORM= |ww ;一 z|， 
置 Th ,一 之 
iil， 置 z==( 一 所 Am sy) gCb ,yD Te ,TA TA, ) fn 
如 果 |w-1,j 一 z| 宝 NORM, 则 置 NORM= |w_1,; 一 z|， 
疼 一 11) 一 之。 
(e) 置 z 二 (一 户 fz yy ) 十 glay yy) TAgCT oc) TAT ) /pn 
如 果 |xen,1 一 z| 守 NORM,， 则 置 NORM 一 | wean, —z|; 
置 TY,] 一 局 ， 
(f) 对 于 一 2 一 2， 
置 > 一 (一 外 Fi yn ) Ag (mi yO) 二 ww i 十 Av, 十 tipi ) /nu, 
如 果 |mw 一 z| 汪 NORM, 则 置 NORM= lw 一 z|， 
置 wi,i 二 
(g) 置 z 二 (一 xn-isy1) 十 gCBb yy ) ABET c) Tt 2 十 A 2) /pp 
如 果 |twa_11 一 z| 汪 NORM, 则 置 NORM= |w_1i1 一 z|， - 
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置 好 -1 一 z. 

(h) 如 果 NORM 扫 TOL, 则 做 i 一 ii， 
ij， 对 于 ;一 1，… 一 1， 

对 于 jj 一 1，……? 一 ] 输出 (zi 区 1 00. ) 
i, 停止 (迭代 过 程 成 功 ) 
(让 置 [一 ! 十 1. 
?7. 输出 (超过 最 大 达 代 次 数 ”)， 
(迭代 过 程 失败 )， 
停止 ， 


2. 热传导 方程 (扩散 方程 ) 
热传导 方程 ,或 扩散 方程 是 抛物 型 方程 ,考虑 如 下 的 初 边 值 问题 


之 
Bulrst) _ ? HTD 0<z< 0< 上 < 人 T， 


ot 
ul0,t) = ultt,t) = 0, 0 过 1 过 1， {18. 11-8) 
u(r,0) = f(z), 0 之 所 4 


求解 这 类 方程 的 有 效 方法 就 是 克 兰 克 - 尼 科 尔 森 {Crank-Nicolson) 上 方法. 
选 整数 zz>0, 邻 h= 二 1/m， 并 选 一 个 时 间 尺 度 zx; 二 讯 ,'i 二 04… 和 太一 大， 
j 二 0,1,…. 差分 方程 由 


TO tl Wi 过 TH — Oi,) 二 ei 
到 h: 


{18. 11-9) 

给 出 , 并 具有 局 部 截断 误差 O( 归 十 形 ). 差分 方程 (18. 11-9) 可 以 表示 为 矩阵 形式 
2 

Awo = Bw ,， 1 三 0,1 ys ;其 中 WD 一 《Te ye U1), 若 令 4 外， 则 


所;B 分 别 为 
(1+A) —XA/2 0 0 0 0 
—A/2 (li) —A/2 0 + 0 0 
0 一 A/2 (二) 一 A/2 0 0 
及 一 0 0 一 A/2 (十 0) 0 0 
0 0 0 0 (1 十 4) 一 A/2 
0 0 0 0 一 A/2 十) 
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(1—A) A/2 0 0 0 0 
A/2 (i) a2 0 0 0 
0 A/2 (Xa) A2 0 0 
B= 0 0 i/2 (1 一 1) 0 0 
0 0 0 0 (Ai) A/2 
0 0 0 0 A/2 (1 一作 
《18. 11-10) 
克 兰 克 - 尼 科 尔 森 算法 


输入 ”端点 1， 最 大 时 间 T,， 常数 ea， 整数 mm 之 3; N 宇 1. 
输出 ”对 ;一 1,2…… 和 mm 一 1， 7 二 129Na(zio) 的 近似 记 ， 
算法 : 
1. 置 站 一 7/ 一 了 /1 一 CA ;vw =0. 
2. 对 1 二 1,2,:r ym 一 1 置 w= (ih). 
3. 置 b= 二 1 十 yw = 二 一 A/(24). 
4. 对 z= 二 2,**' ,1m 一 2 
置 5 二 1 二 A 二 Aw-1 /23;4 一 一 A/ (24). 
5. 置 -1 三 1 十 A 十 wr_s /2 
6， 对 j= 二 1,2,…,N 做 (a) 一 (e)， 
(a) 置 t=jk;zi 二 [0 一 A 二 Aw 1/2/ 
(b) 对 1 二 2,**: ,mm 一 1 
置 志 = 二 [0A TAC Tl 二 2 2]. 
(Cc) 置 run-1 一 ao-1， 
(d) 对 1i 一 总 一 2 置 汉王 z 一 witwit+l. 
(e) 输出 (2; (注意 :t= .》 
对 i 二 l,m 一 1 置 x 二 计 ; 输 出 人工 ,rw )， 
(注意 个 一 让 ) 
7. 停止 (完成 整个 过 程 . ) 


3. 波动 方程 
波动 方程 是 双 曲 型 方程 ， 现 在 来 近似 求解 下 列 波 动 方程 的 初 边 值 问题 


dg: u(r,t) — a? u(x, t) 
a dx 


ut0,t) = u(ti,t) = 0, 0 过 HET 


日 所 了 < 0 之 1 之 本 


u(x10) = De = gz，0< 二 zz 云 ! 


《18. 11-11) 
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输入 ”端点 上 最 大 时 间 了 常数 a, 整数 mm>2 之 2 
输出 ”对 1 二 0 mm j 二 0; 导 9NN,wlzy) 的 近似 va,j 
算法 
1, 置 h=im;k 二 Ti/N;A 二 ak/h. 
2. 对 j= 二 1,…,N 秆 wo 二 0;t4, 二 0. 
3， 置 wp6,o0 二 (0) yt.o0 二 DD. 
4， 对 1 二 ] ym 一 ]， 
置 wo0= f(A); 
w= (1—A) Fh) +S EFT D+F DI+hgCih). 


5， 对 ) 一 1 人 一 区 完成 矩阵 乘法 )， 

对 i 一 l,m 一 1 置 wj 二 2 一 Dw FA Cw Tj. 
6， 对 1 二 1]1…**，N， 

置 t=]&; 

对 z= 二 Oy+*+ ,mm, 

置 zx 二 二 ; 输 出 (x,t,rwi,;). 
?7. 停止 . (完成 整个 过 程 .) 


$18.12 编程 技巧 


尽管 已 经 有 了 可 以 广泛 应 用 的 强 有 力 的 数学 软件 ,但 是 为 求解 我 们 正在 研究 的 
具体 问题 ,常常 需要 编制 部 分 高 效 的 程序 . 求解 任何 问题 的 最 终 目 标 是 其 解法 的 有 效 
性 和 精确 性 . 在 研制 算法 和 编写 计算 机 程序 时 ,以 下 建议 是 值得 考虑 的 . 

1. 任何 算法 必须 有 一 个 有 效 的 停止 规则 . 迹 代 法 的 停止 规则 可 以 是 以 绝对 谍 
差 , 相 对 误差 或 函数 值 为 基础 来 设 定 的 . 当下 列 条 件 


| p, 一 pr |< el， [La 全- < | fC(p,) | 过 8 


的 -一 种 组 合 得 到 满足 时 ,就 可 以 选择 该 组 合 条 件 作为 停止 规则 ,其 中 6 表示 指定 的 容 
差 . 然而 , 某 些 迭 代 格 式 并 不 能 保证 迭代 是 收敛 的 ,或 者 收敛 得 非常 慢 , 所 以 建议 对 要 
进行 的 迭代 次 数 明 确 规 定 一 个 上 界 NN. 这 将 避免 无 穷 循环 . 

2， 尽 可 能 避免 使 用 数组 . 带 下 标的 值 常常 不 需要 用 数组 . 例如 ,在 求 根 的 牛顿 方 


法 中 ,计算 可 以 用 p 一 名 一 六 名人 来 进行 .然后 验证 是 否 满足 例如 | 一 加 |<e 那样 的 


停止 规则 ,并 在 计算 选 代 序 列 的 下 一 个 值 之 前 用 po 三 上来 更 新 po 的 当前 伍 . 
3. 当 要 形成 表 的 时 候 , 限 制 使 用 数组 , 常常 可 以 避免 使 用 二 维 数组 . 例如 , 相 除 
的 差分 表 常 可 以 通过 一 个 下 三 角 和 矩 阵 来 形成 和 打印 出 来 . 它 的 任何 一 行 只 依赖 于 前 
一 行 .因此 ,可 以 用 一 维 数组 来 存储 前 一 行 , 而 通过 计算 来 得 到 当前 行 . 注意 下 面 一 点 
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是 重要 的 :通常 不 需要 存储 整个 数组 , 例如 ,对 插值 多 项 式 的 系数 而 言 ,只 需要 表 中 的 
一 些 特殊 的 值 . 
4. 避免 使 用 容易 高 度 影 响 其 会 入 误差 的 公式 . 例如 , 当 上 很 小 时 ,计算 


Ff Cro) 一 六 ro 一 Fe Ff8 


中 的 商 的 实践 就 告诫 我 们 要 避免 这 样 做 ， 
5. 为 了 得 到 近似 的 "小 的 修正 ,在 兴 代 中 变换 公式 . 例如 ,在 求 根 的 二 分 法 中 ， 


建议 把 迭代 公式 中 的 六 ?写作 e 十 2 和 ,许多 迭代 公式 都 有 类 似 的 情况 . 


6. 求解 线性 方程 组 时 ,为 降低 全 人 避 关 建议 采用 主 元 消 去 法 

?7. 消去 可 能 增加 算法 执行 时 间或 会 增加 会 人 误差 的 不 必要 的 步 又 . 

8_ 某 些 方法 , 当 它 们 确实 收 令 时 ,收敛 得 非常 快 , 但 依 顿 于 合理 接近 的 初始 近 
似 . 为 得 到 这 种 近似 , 《例如 二 分 法 那样 ) 比 较 弱 ,但 可 靠 的 方法 可 以 和 更 强 的 方法 ( 例 
如 牛顿 方法 ) 结 合 使 用 . 比较 弱 的 方法 可 能 收 伍 得 很 慢 , 而 且 它 本 身 也 不 是 很 高 效 的 ， 
更 强 的 方法 可 能 根本 不 收 敏 , 但 是 结合 使 用 可 能 会 克服 两 者 难以 解决 的 缺点 . 
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19. 组 合 论 


组 合 论 又 称 为 组 合 分 析 .组 合 数学 或 组 合 学 . 按照 一 定 的 规则 所 安排 的 某 些 物件 
称 为 组 态 . 组 合 论 可 分 为 组 态 理论 与 计数 理论 两 部 分 . 研究 组 态 的 存在 性 的 理论 , 称 
为 组 态 理论 或 组 合 设计 论 :确定 组 态 的 数目 或 作出 这 些 组 态 的 分 类 的 理论 , 称 为 计数 
理论 . 本 手册 只 涉及 计数 理论 ,关于 组 态 理论 可 参阅 H.J. 赖 瑟 ,组 合 数 学 ( 附 : 组 合 
矩阵 论 ) ,科学 出 版 社 ,1983. 


319.1 生成 函数 


运用 生成 函数 的 方法 ,可 以 通过 对 单个 函数 的 研究 导出 有 关 整 个 数列 的 很 多 性 
质 , 而 单个 函数 的 研究 往往 又 可 利用 函数 论 中 的 已 知 结果 ,因此 ,生成 酌 数 的 方法 是 
组 合计 数 中 一 个 很 有 效 的 方法 , 它 是 处 理 组 合 论 问 题 的 一 个 重要 工具 ， 


19. 1.1 生成 函数 及 其 代数 运算 
lj， 生成 晃 数 的 概念 
定义 1 设 {a } oo 一 {ao A rAd ns 是 一 无 穷 数列 , 则 称 形式 舌 级 数 


A(z) = Yjarz" = a tarrt a t+ 二 aor" + (19.1-1) 
为 数列 (ao} 甜 的 普通 生成 函数 或 寻常 生成 函数 ,简称 普 生 成 函数 , 称 形式 用 级 数 
有 (zh 一 ro 条 一 oo 十 oz 十 和 十 …… 二 ao 于 十 … (19. 1-2) 


为 数列 {a,}%o 的 指数 生成 函数 ,简称 指 生成 函数 

定义 2 设 A(z) 与 B(z) 分 别 是 数列 {a,)2>。 与 (5.}%o 的 普 生 成 函数 ,车 w = 
btn 二 0,1;2: 呈 0) , 则 称 ACz) 与 BCz) 扯 等 , 记 作 

(zl = B(xz). 
例 1 1+"= (7) 就 是 二 项 式 系数 数列 (2) 】_ 的 普 生 成 数 
点 二 办 点 一 属 
Ei 

由 于 ( 。 
成 函数 

在 涉及 与 组 合 问题 有 关 的 生成 函数 时 ,通常 使 用 普 生 成 函数 ;而 涉及 与 排列 问题 
有 关 的 生成 函数 时 , 则 常 使 用 指 生成 函数 


) = 证, 所 以 (I 十 z)"= > Pi 可, 即 (1 十 zx)" 又 是 数列 {到}1-6 的 指 生 
， 由 ' 
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例 2 斐 该 那 契 数列 { 开 .) 人 * 定 尺 为 
Po 一 FP 一 1 ,Ft 一 | 二 FF, ,Cn 一 0 1，2，…). 
它 的 前 几 项 为 1 1,23,58，13，21，34，55，…，， { 开 ,22 的 普 生 成 曙 数 为 


F(mD= Sr 一 1 二 z 十 Fiz 


mn 一 一 之 


一 1 十 z 十 > (Fi + Fa) 
NH 二 2 


一 1 十 z 十 Fa 十 二 OF, rr 
n 二 2 中 一 上 


一 1 十 zE(z) 十 于 下 (zz)， 

由 此 得 FGz) 一 (1 一 z 一 也) ,这 就 是 数列 {P) 空 0 的 普 生 成 郴 数 ， 

非 肖 那 奖 数 的 组 合意 义 为 :P 等 于 集合 

A 一 人 2 一 | 

中 不 含 两 个 相 邻 元 的 子 集 的 个 数 ， 

例如 . 杂 =41, 2,3} 中 不 含 两 个 相 邻 元 的 子 集 有 册 1 {2},13}, {1,3}), 共 
访 二 5 个， 

定义 3 若 昂 数 序列 {g,Cz))} 世 0 线性 无 关 ( 即 不 存在 不 全 为 零 的 常数 上 ,i ,2， 
使 

kogo (XT) kg CT) tT Re ga Cx) Eg (iT) 二 :Oo 0 

成 立 ) , 则 称 形式 级 数 


G(X) 一 > ae， (Xx) 一 08 十 GRID) 二 Tangr(T) 十 和 《19. 1-3) 
为 数列 {&, Eo 的 一 般 形式 的 生成 函数 . 
gi (7)=7 及 gu(z) 一 汪 时 ， (19. 1-3) 式 分 别 为 (19. 1-1) 式 及 (19.1-2) 式 . 
例 3 当 到 ( 轨 = 走时 ,DCoD= 2oegoCD 一 Do 去, 妈 
Pi(z) 一 ai 十 芝士 合十 妆 十 二 十 … 


为 数列 ta 的 狄 利 元 盐 生 成 函数 . 
例 4 当 上 (zz) 一 区 zz 一 1(z 一 2 和 (zz 一 1 十 1 时 ， 
内 (ZJ) = De 1 六 工 一 2 人 人工 一 天 十 二 


一 Ga0 十 Qi 立 十 az 一 1) 十 … 
十 和 (一 1 之 一 2 一 天 十 1 十 …- 
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为 数列 {a,) 膏 o 的 下 阶乘 生成 明 数 . 
2， 生 成 函数 的 代数 运算 


设 {a,)20 与 {,)22o 的 生成 隙 数 分 别 为 A(z) 与 BCz). 

定义 4 和 若 ) 是 一 个 数 , 则 称 {aav} 尖 "的 生成 函数 C(z) 为 数 4 与 {0,)%o 的 生成 
函数 的 数量 乘积 , 记 作 CCz) 一 14(z), 这 种 运算 称 为 数 与 生成 函数 的 数量 习 法 . 

普 生 成 函数 的 数量 乘积 为 


C(x) = Sa dr, 
指数 生成 函数 的 数量 乘积 为 
CD = 2 Oa) 所 


定 闵 3S 者 Cn 十 书 (n=0,1 ? 2 ED "*) ; 则 称 {c， js 的 生成 函数 C(xz) 为 (a }o0 二 
{6 1s-6o 的 生成 陪 数 的 和 , 记 作 C(tz)= 二 A(z) 十 BLz). 这 种 运算 称 为 生成 函数 的 加 法 . 
普 生 成 辐 数 的 和 为 


Clr) = Panr" 一 >》 (an + bi) rT 
下 一 中 


天 一 
指数 生成 函数 的 和 为 
Sy p | 2 
C7) = 20 = (oo tb ) 三 
定义 6 若 
& = Daibi = aob Tab + "+a + anbo, 
r=n 


则 称 {co}Eo 的 生成 函数 CCz) 为 {an}r2o0 与 {Bb} 呈 o 的 普 生 成 晴 数 的 积 , 记 作 
Cx) = A(zT)B(z) = 3 ( ab )z", 


n= = 


若 c 一 > (ase 一 qaob, 十 (0 abr 十 十 (eb 十 … 十 anbo, 则 称 


may 


(cso 的 生成 范 数 CCz) 为 {2,)%o 与 { 刀 }%2o 的 指数 生成 蛆 数 的 积 . 记 作 
CD =ACDBCD = > (> (“jew 至 
由 此 可 见 ,; 两 个 普 生 成 函数 
A(z) = Yaw" 与 Bz) = Dbz 
的 乘积 一 和 
C(x) = A(z)B(z) = > ( > ai 而 zs 


n=0 HH=n 
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是 数列 
(oj = {20s} 
的 莹 生成 函数 .两 个 指数 生成 函数 
A(z) = Do 于 与 B(D = Db 


的 乘积 
C(z) = A(z)B(z) = > (> (jos 小 
是 数列 
(cj = (> aw | 
的 指数 生成 函数 . 


定义 6 中 所 陈述 的 运算 称 为 生成 函数 的 雪 法 . 
看 把 (a 十 已 " 按 二 项 式 定 理 展 开 , 再 分 别 把 a 换 为 a; ,把 5 换 为 6;,， 则 得 
(ae 十 人 "一 y; (Cas. (19. 1-4) 
=D + 


(19. 1- 介 的 右 端 就 是 两 个 指数 生成 画 数 的 乘积 中 的 数列 


(19. 1-4) 式 的 运算 和 规定 的 符号 称 为 布 利沙 德 运算 和 符号 . 它 林 表述 为 :在 开始 计算 
时 ,将 下 标 移 成 指数 ,计算 完毕 后 ,再 将 指数 移 戌 下 标 . 
定义 了 7 设 全 体 普 生成 函数 所 组 成 的 集 为 & 在 (ao.)} 的 普 生 成 畏 数 Afz) 


= > x" 中 , 铬 对 一 切 # 之 0 均 有 a, 一 0, 则 称 此 生成 画 数 为 & 中 的 拇 元 ,并 记 为 0; 


在 m 一 1 县 对 一 切 之 1 均 有 a = 0, 则 称 此 生成 函数 为 & 的 么 元 ,并 记 为 1. 
定理 1 集 & 对 加 法 


A(z) 十 B(z) 一 Do, +b) 
与 乘法 
A(z)B(Cr) = 3 (Da )z" 
组 成 一 个 整 环 (参看 14. 2. 5). 8 对 数 乘 四 
AA(z) 一 > an) 
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与 加 法 
A(z) + Bl(zr) = » 《ea 二 br 
组 成 数 域 上 的 一 个 向 量 空 间 ( 参 看 14. 2. 8);@ 对 数 乘 


AA(z) = DMAan)r, 


中 一 申 


加 法 
A(z) 十 BCz) 一 > {as th) 


n 二 检 


与 胰 法 
A(z)B(z) = > ( Saibi )x" 


组 成 数 域 上 的 一 个 代数 (参看 14. 2. 8). 
定义 8 把 环 8 的 商 域 记 为 6, 在 域 e 中 ,加 法 的 逆 运 算 称 为 减法 ,乘法 的 逆 运 算 
称 为 除法 . 
例 $ 设 数列 {a,}2o 由 下 式 确定 :给 定 ， 
1]; 当 0 过 1 之 nn 时 ， 


ui 


0, 当 i 半 nn 时 ， 
则 其 普 生 成 函数 为 多 项 式 
A(zl) = 二 1 十 fz 十 十 十 如 = 二 le 工 | 导 1)， 
例 6 大 生成 晴 数 


A{z) = Dor 与 B(x) = Spr 
并 一 中 


用 一 必 


满足 关系 
Akz) = Bl(r)(1— zx) 
则 
an 一 可， 
人 = bb = Ab (k > 0), 
hb = atarn 二 "十 ao. 
例 7 阁 两 个 普 生 成 晴 数 A(z) ,BC(z) 满 足 关系 
Alz) = (B(1)— B(X)) (1 7) , 

则 它们 的 系数 间 有 关系 


= br bra "= 2 brn. 


J=0 
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定义 9 设 {a} 关 的 生成 函数 为 A(z) ,车 存在 生成 函数 B(z) 使 A(z)B(Cz) 一 
B(z)ACz) 一 1], 则 称 B(x) 为 ACz) 的 逆 元 , 记 作 BCz) 一 (AGz)) 1!, 即 ACz)CACz))™ 
二 (A(z))- 1A(z) 二 1. 此 时 称 A(z) 可 道 . 

定理 2 普 生 成 欧 数 

凡人 Z) 一 Dj arr 
存在 逆 元 
(A(z))-1 = y， 3,zn" 
中 一 站 
的 必要 充分 条 件 是 uo 0. 若 an 天 各, 出 


QR} da CC 12 全 dn 


dg Ul du? Qi 人 rr 如 一 ] 
0 a a dm Gri dr? 

a = (1)"a0™ (n = 1,2,.°). 
0 0 0 do al ds 
0 0 0 0 Le Nl 


19. 1-5) 


例 8 求 普 生成 函数 
A{I) 一 一 工 一 下 一 六 一 光一 】 一 yz 


多 一 站 
的 逆 元 ， 
因 am 一 1,a, 一 一 1 人 (na 一 1, 2 小 . 由 (19. 1-5) 式 得 
~ 一 1 一 1 … 一 1 一 1 一 1 
1 一 ] 一 ] :::* 一 1 一 1 一 1 
1 一 1 ， 一 1 一 1 一 1 
人 .一 (一 1 


看 四 时 鄙 浊 光 是 丢 单 各 和 和 学 音 浊 本 相 评 四 学 本 丰 本 下放 嘻 学 妾 学 本 相 本 二 考生 昌 曙 下 二 自生 


0 一 2 … -2 一 2 一 2? 
= (一 1)" 
0 0 0 —2 —2 
0 0 0 0 一 ? 
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一 251 (2 一 1,2…) 20 = 1. 
故 所 求 的 道 元 为 


1+ 2riz=1+ 千 Dy(27" (+ Dz)) 


1] 一 他 


= 吝 (1 十 二 克 二) 一 1 一 2 


上 述 逆 元 也 可 用 下 述 方法 求 得 , 因 


we 


1 一 z 一 驱 一 … 一 1 一 Dr 


故 所 求 道 元 为 
过 (|z < 地 ) 


定理 3 若 指数 生成 函数 A(z) 一 > a, 五 存在 着 元 


则 4 一 ay 》 


(1 zl< 王 )， 


[| 


n—2 n—2 
nn 一 1 
0 0 0 0 ( ja 
n—1l 
(n= 11,2,'…). 


例 9 求 数列 B= ta oo ,a 到 0 的 指数 生成 晃 数 


的 逆 元 . 


(19.1-6) 
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由 (19. 1-6) 式 可 得 


村 生 居 有 击 过 利夫 省 章 才 症 主 碳 胡 调 重生 直 重 章 庆 天 衣 必 晶 间 证 澳 覃 这 过 是 划 策 二 和 二 间 这 才 昌平 昌 笠 生理 学 学 中 是 时 让 血 申 下面 要 看 前 澳 硬 间 症 和 和 和 和 本 学 过 由 和 二 二 遇 


在 上 面 的 行列 中 ;把 第 i 行 的 一 二 倍加 到 第 i 十 1 行 上 ,依次 对 i 二],2,*"…* nl] 进行 ， 
便 得 


位 
a x 
人, = (— 1)" ~ = (la (n=1,2,"). 
0 a 
o 
又 
人 = (0) = 1, 
故 所 求 的 道 元 为 
et tt 

显然 有 


DE =1. 


门 一 必 
定理 4 若 数 列 {a， (fc 满足 关系 式 
dan = (b(n 
且 er 的 逆 元 为 e*7, 则 
太一 《QQ 十 人 和 2 人 之 0 加 王 @r "= 6, 


且 反 之 亦 然 ， 
19.1.2 生成 函数 的 分 析 运 算 


定义 10 给 定 普 生 成 函数 
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A(z) = > rr (19. 1-7) 
称 形 式 寡 级 数 > nasze-1 为 普 生 成 函数 (19. 1-7) 的 一 阶 微 商 ， 记 作 二 A(z)), 即 


-EAD)) 一 ED 二 > Cr 
普 生 成 函数 (19. 1-7) 的 n(n 宇 0) 阶 微 商 归纳 地 定义 为 
(AC) = Alz), 


ad ad 
(A(z)) = 二 (4 
普 生成 函数 (19. 1-7) 的 有 阶 微 商 为 
ECAC)) 一 Dnln— ltn 一 万 十 1a,"， 


n= 二 上 


定义 11 者 生 成 函数 ACz) 与 B(z) 满 足 关系 式 


SrA) 让 


A(Crzr) 一 人 9 
则 称 BCz) 为 A(z) 的 原 函 数 ， 
易 知 普 生 成 函数 (19. 1-7) 的 原 函 数 为 
2, - | Tz9 十 人， 
其 中 C 为 任意 常数 ， 


定理 5 对 普 生成 函数 A(z) 与 B(z) ,下 列 微 商 法 则 成 立 : 


F(ACz) + Bz)) — ACz)) + 儿 (B(z)), 


区 (cA(z)) = cE (ACz)),c 为 常数 ， 
(A) Bz)) = A(z) CBC)) + BCz) ACz)) 


EACz) )") = nAC(r))™ (AC) Cn 之 1). 
I 
一 些 和 常用 数列 的 有 限 形式 的 生成 函数 表 


指数 生成 晃 数 喧 


(|zi<1) JE 
zz 十 1) 


(一 本 (| 工 | 过 1) 


a Es 
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续 表 


TT 


pp- 2 
n(n—1) C3 (zl<1) Zz2er 
1 
CC 天 和) 一 二 ( eT 
让 十 
Me CC Te CE 
meteA0) Es cr(l+cr)er 
2 
ntn— le te 0) Ts (ecx)?er 
闻 
(©) tx) 一 
《1 十 工 ) 


P? 


19.1.3 普 生 成 函数 与 指数 生成 沙 数 间 的 关系 


就 同一 寡 级 数 而 言 , 释 级 数 
— TY 
> an" 一 > s(nlas) 5 i 


既是 数列 (aw) 区。 的 普 生成 函数 ,又 是 数列 {n! a,) 吕 6 的 指数 生成 画 数 , 同 理 ,等 级 数 
2 贡 - 吕 和 )z 
既是 数列 {a} 芝 。 的 指数 生成 函数 ,又 是 数列 | 和 】” 的 普 生成 函数 
就 同一 数列 {au } 字 而 言 , 其 普 生 成 函数 可 形式 地 表示 为 
4 Pyar ~ Da | etd 


Lt | 


=| co HY = | Aw md, 


此 二 0 


其 中 


A {xt) = 之 io a 


也 就 是 数列 {a} 这。 的 指数 生成 函数 . 


例 10 二 元 树 的 计数 问题 
设 空 集 或 一 组 有 限 个 顶点 ,满足 :1” 有 一 个 特定 的 点 称 作 根 点 “;2 去 掉 这 个 根 


" 790 。 


点 后 ,余下 的 顶点 组 成 左 子 树 与 右 子 树 的 两 支 ; 则 称 此 空 集 或 有 限 个 硕 点 构成 一 个 二 
元 树 , 这 些 顶 点 之 间 的 分 支 关 系 , 称 为 树 形 结构 ， 
设 饭 为 = 个 顶点 的 不 同 二 元 树 的 个 数 , 则 句 王 1( 空 二 元 树 ), 当 za>0 时 ,二 元 树 
有 1 个 根 点 及 nn 一 1 个 非 根 点 , 非 根 点 分 别 形成 左 子 树 与 右 子 树 , 设 左 子 树 有 个 点 ， 
右 子 树 有 x 一 1 一 上 个 点 , 则 左 子 树 有 名 种 取 法 , 右 子 树 有 纪 -1-: 种 取 法 ,因此 
b, 一 ob Th bra tT hb TF bbo ln > 0). 


于 是 ,由 两 个 普 生成 函数 的 乘积 可 知 ,数列 { 久 } 沁 一 人 > pb” 的 普 生成 函数 
B(z) 一 yn 满足 方程 zB(z): = B(z) 一 1,B(0) = 1. 解 此 二 次 方程 ,并 应 用 二 项 
式 定理 得 

B(z)= 直 (1 Vi 全) 


1 1 
一 元 1 | 2 be 上- 2 | “| (一 D?220 mm， 
0 |n "20 [nn 十 1 
因此 
2n 
部 2mil , 
hh, 二 {— 1)"2""™ = TI 
nn 十 1 
数列 (6,} 有 很 多 组 合意 义 , 例 如 纪 , 人 必要 下 国生 的 2n 个 点 用 n 条 互 不 相交 的 
弦 连 结 的 不 同方 式 的 个 数 . 


例 11 大 元 a 可 以 重复 of? ,oa 四,… ,次 排列 ,元 az 可 以 重复 ai2 ,ea 和 ,次 排 
列 ,元 am 可 以 重复 ai sa »” 次 排列 , 刚 元 al 2 "sn 的 这 种 大 排列 的 个 数 忆 ， 的 
指数 生成 函数 为 


【17 《1 2} 2 {dy) Cry 


和 


oi 0 af og! 
一 P, 二 
因为 
(1) (1) C2) (2) Cn) Cn) 
Tl ZN /oD Z| ,,, 
tt) tt 
=2( 2 tam Hr 
k “to + a 和 
| 
所 以 
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人 oe {1) Ae 


a te ! 1 人 全 


3 19.2 复合 攻 数 的 高 阶 导数 


议 zx 一 xb ， 帮 zz) 一 扩 zCD) 为 上 的 复合 函数 ,其 中 Az),z(b9 是 具有 足够 高 阶 导 
数 的 郴 数 . 记 


和 ,Drz = zf 一 大， 


下 面 的 公式 将 外 f 人 Drz’ 的 计算 ， 
定理 1 


D, = £,D; 一 


pf = 3 (SL PRD w( jaTiDiz’. 09,2- 


上 一 站 了 一 0 


例 1 者 取 f(z) 一 二 , 则 由 (19. 2-1) 式 得 


(二 )=- D1 1); (pe 


j=0 
定理 2 
py 一 卫 1 全 全 ( 符 六 (可 ) (2 六，os 2 


其 中 和 式 饥 及 太 十 2 十 … 十 zk 一 的 所 有 解 太 , 而 & 一 > 


1 一 1 
例 2 取 z= 二 ,mm=Di (一 )=( 一 D51 广 -! 故 


i 


人) Fr) Dn BRR (De 
: Ht - 


总 对 (一 1 + k ) 
一 一 DFw (二 )r"* 5) (i 


£1 是 | 十 下 4 "二 tn 


让 -十 
_ 3 n! (一 "Fr (二 hs ( nk | 
会 (nk)! 尼克 


上 ] 十 ko 十 "nk 


] n—1 
> rT (二 让 tt ( , )， 


即 
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(一 D" SF F( 一 )= > Dn (有 ) Ferb (一 二 ). 


利用 行列 式 的 求 导 公式 , (19. 未 为 下 的 从 洁 形式 
定理 3 
TD 一 ] 0 0 
zDD zDD 一 1 0 
prfes) = [5D 2mD xD -1 | ra 
TD 3rD 3xzD rrD 


[和 


其 中 D= 其 ， 坏 二 ( 基 ) z, 行 列 式 中 每 一 行 的 系数 为 一 项 式 系数 ,最 后 眼 一 个 一 1 


公式 (19.2-2) 式 给 出 了 求 复合 函数 f(x(2)) 的 导数 公式 ,下 面 给 出 求 更 一 般 的 
复合 了 小数 


f(zo $1 To Tn ) 


x TD (1 = 0,],2,.*) 


的 导数 公式 . 
定理 4 
m 站 mn 
p=-» > 5 ) 
r 一 1 i tt ‘=m SI S29 Sr 


31 "0" ri 


is "i ts 
9 Qi ai ， (19. 2-3) 
J1t72 4g, | " 


其 中 ja 表示 (81 ,so ，""* ,57 ) 中 等 于 的 个 数 ， 


一 站 
jit 
dirtitl = Bm 一 pe 0,i 关 j 十 1 


当 n= 二 0 时 , (19, 2-3) 式 即 化 为 (19. 2-1) 式 ， 
例 3 令 有 一 3, 由 3 一 3 一 1 十 2 一 1 十 1 十 1, 各 项 系数 分 别 为 


四 -= 同形 i. 寺 - 


131/3! 11 31! 
I 一 > za 十 3 > Tin Zhezaiali 十 Di ZH TH DO) 0). 
令 m 二 4, 由 4 二 4 二 1 十 3 二 2 十 2 二 1 十 1 十 2 二 1 十 1 十 1 十 1, 各 项 系数 为 
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4 4 41 4\1 4 1 
-at ,= ,) 训 一 121 "2 


(， ,二 = 到 = 人 4 ) 二 = 1 
1,1,2/2! 121 21 1,1,1,1/4t 111!1111i! 4! : 


Dt 一 xi + 49 rim znd 十 3 rarpdo 


十 6 > zin THLTHHI9 十 > za zn IH TH OA di 


$ 19.3 ”斯 特 林 数 与 拉 幸 数 


19.3.1 斯 将 林 数 
定义 ] 
Pi 一 zz 一 DGz 一 2)…(z 一 0 十 1) = Dsnk)r, (19.3-1) 
二 二 习 
z= ,Sn hk). (19. 3-2) 
二 一 站 


stns&) 称 为 第 一 类 斯 特 林 数 ,Sln,k) 称 为 第 二 类 斯 特 林 数 . 

《19. 3-1) 是 普 生 成 函数 的 形式 , (19, 3-2) 是 对 取 数 列 ( 马 }f-。 展 开 的 生成 孙 数 的 
形式 ， 

约定 P=t 二 :C0,0) 二 S(0,0) 二 1， 

nk nk) = Sn,k) =0, 

定理 1 (1) 若 上 >n 守 0 或 上 = 二 0<<n 或 & 之 0 请 则 stn) 二 0, Sn,k) 二 0. 

(2) 车 ?320 上 之 0; 则 s(n 十 1 8) 二 sn8 一 1) 一 ns(rnyk)， 


St 十 1,k) 一 号 [70 天 一 1) + kS (nk). 


(3) s(nt1,b)= YC(—1)YPistn—j,k~—1), 


j=0 
此 说 
Son+1 有 = 和 (SG 一 D， 
i=D 1 
(4) sgn(stnsk))=(—1)"™ (nk1), 


SC 有 一 而 (Atz")--。 


A fkR 
一 ] _ 二 一 > 站 
一 本 和 2 () 1) 二 {n> 0， 上 让 0). 


定理 2 当 m,n20 时 ,有 
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Dj sm hk Sh,m) = Bn = 


上 0 


人 上 六 一 Pin 
0, 共 半天 信 ， 
Dj Sn hk) sk m) 一 Bon， 


上 0 


au = Ds bb = 2) Sn pa. 
二 


0 
定理 2 表明 了 两 类 斯 特 林 数 之 间 的 关系 . 
定理 3 5 (XT) = 二 (n+)y 一 3s 


St(z) = 二 (e 一 1) = BSGwh) 雪 
即 对 固定 的 上 0, 第 一 类 斯 特 林 数 stn,8) 所 构成 的 数列 {5Cn,&)} 纶 o 的 指 生 成 障 数 为 
证 (InGl 十 z)) 第 二 类 斯 特 林 数 SCn,k) 所 构成 的 数列 {SCn,h)) 和 2 的 指 生成 函数 为 


Si(z)= 让 (oD. 
定理 4 数列 {S(n,k))>o 的 普 生 成 旺 数 为 


x _ 
DT 2 六 /SC 有 ae 


定理 5 
C1) s(nsk)=(—1)" DY ii 


De i gk | 


(2) Sh)= 2 22h. 


1 ra 十 1 Te 一 片 一 


例如 
st5,3)= {一 1) 吕 (X21X3 十 1 X4 十 2X 3 十 2X4 十 3X 4) 
= 35, 
S(5,2) = 1 十 12X2 二 1x2+2 一 15. 
定理 6 
1 一 1 十 和 7 28 一 大 
Ds = DD i) St 


(2) Sn 有 = 对 ( 一 Di 
定理 7 
() (xz) = Snr (二 


(2) rv(E) 一 DsCnk) (z 冯 ) 


去 一 】 


例 1 令 y 二 ee, 因 


”人 和 


人 外 (Ca 一 4 十 人 
bi 一 


此 
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所 以 
(EE) Fe) = (> 另 ) Fy = DS(n, by (£) Fo%. 
例 2 (E) Fdnz) = ”Dm (z3 EE ) Flnz) 
= ro 多 Fw Cn) 
定理 8 


(D (EE) Fdlnz) = "Ds FY (nn 
(2) (££) Fe) = Dystn, RewF (er)， 


19. 3.2 拉 赫 数 

定义 2 PF, 一 (一 荆 )( 一 工 一 ]( 一 工 一 2 和 (一 工 一 天 十 ]) 
-一 So Ln,k) Ps, 

k=0 

由 定义 即 得 
L(An4k) 二 0, 关上 六 nn 守 0 或 上 过 0 过 
L(0,0) = 1. 

定理 9 当 m,n20 时 ,有 


P= Lnk) Ps,, 
点 二 站 


DL kL sm) = Gn, 
对 一 切 n 之 0, 有 - 
= SLO Db ob, 一 LaubDau 
定理 10 可 
Lp 一 OH)SG (人世 0). 


J 


Lin1k) =— (nA LO ER) — Lnk—1) nk 0). 
nl /nn—1 
LO 一 CD" 对 (oO 
kl \k—1 
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$ 19. 4 ” 伯 努 利 数 与 贝尔 数 


19.4.1 伯 努 利 数 
数 


乔 _ 二 去 k | 
B, = > bY Te ( 
称 为 偷 努 利 数 , 们 努 利 数 在 分 析 学 中 有 着 广泛 的 应 用 (参看 7. 6. 3). 
定理 1 们 努 利 数 B 的 指数 生成 函数 为 
Gz) = PB, = 


er—1] 


定理 2 >， (")B; 一 B,(n>>1), 用 布 利沙 德 运算 和 符号 可 写成 


i 
(B+1)"=B,B=B (>1). 
定理 3 Bt 二 0 (k>0). 
由 和 定理 2, 及 Bo 二 1, 可 逐次 解 出 Bi; 


有 十 2BI Bo = B,,B 一 一 二; 


B, 十 3B, 3B, + B, = B,,B, 二; 


B 十 4B; 二 6B 十 4B 十 请 一 B, ,Ba 二 和 9; 
B, 十 5B, 十 10B, 十 10B; 十 5B; 十 B = Bs,B, 一 一 车 


30 
CD 
定理 4 B, ~ 一 各 E 二 1 Stnsk), 
即 伯 努 利 数 B, 可 用 第 二 类 斯 特 林 数 Stn, 上 ) 来 表示 . 
19.4.2 贝尔 数 
定义 数 


称 为 贝尔 数 . 
定理 5 Ylz) = exp(ee 一 1) = DY 
即 贝 尔 数 YY. 的 指数 生成 函数 是 Y(z) 二 exp(e’ 一 1). 
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定理 6 Yn= y (CY 


t=0 “天 
= n 
定理 7 Y, = DD (Ym 
定理 8 YY = 一 SS, 人， 


点 一 站 


奴 Y, 可 用 第 二 类 斯 特 林 数 SCn,&) 来 表示 . 


$ 19. 5 伯 努 利多 项 式 ”贝尔 多 项 式 ” 求 和 公式 
19. 5.1 伯 努 利多 项 式 


定义 1 多 项 式 
B,(y = (B+ = (Bo ,Bi = B.,B,(0) = B, 
称 为 伯 努 利多 项 式 . 
多 项 式 B,(y) 的 指数 生成 函数 定义 为 


Te XT 
Gry) = T= DB" 洁 ， 


定理 1 B,(y) 满 足下 述 重 要 关系 式 
AB,(y) = B(y+D)—B,(y) 一 和 一 


定理 2 差分 方程 AF(y) 二 》) ary* 的 一 般 解 为 
F(y) = (DarBm CD/ 十 1)) 十 C， 


其 中 CC 为 与 y 无 关 的 常数 ， 
特别 地 ,Aftz) 二 x 的 一 般 解 为 


r 十 1 
定理 3 
,BnatD -Bun 1 ~ (站 1 -Hi 及 
之 -二 io , (nt 1)™™B;. 
特别 地 
"n(nt1) 
k= tk 


k=1 


了 下 _ PR 十 1)C22 十 1 
6 全 


ss 7 了 98 + 


当下 _ ni Cn 1): 

上 二 1 4 

Sp _ n(nt+ D2nt 1D) (n+ 3no1) 
30 ' 


二 一 了 


Dp _ nD 2m + 2n D 


t= 1< 
定理 4 y= (1) mkt DB 
定理 5 B,(1—y) = (~— 1)"B,(y). 
定理 6 By) ~ nB,i(y). 
ml : 
定理 7 B, (my) = 一 之 B (y 二 去 


19.5,2 贝尔 多 项 式 
定义 2 变 元 区 2 的 多 项 起 


一 e Dre’, 


称 为 贝尔 多 项 式 ,其 中 令 三 +, 和 式 取 遍 满 足 妃 十 2 十 … 十 nk 一 n 的 所 有 非 负 整 
数组 (到 ;由 2 1 向 £= 3 k.， 


1 二 1 


定理 8 贝尔 多 项 式 的 指数 生成 函数 为 
Yu 7) = DY, nis ze 7) = exp(e” 一 1)， 


其 中 e”* 展 开 时 ,二 zx. 
定理 9 贝尔 数 Y 与 由 尔 多 琐 式 Yi (ri yxz ;Zi) 的 关系 为 


Y, =Y,(],1,..…,1) = 3 nt! 


Elka look, (C21) 生 Ca 二 ， 
其 中 求 和 范围 与 定义 2 相同 . 
定理 10 
YC 二 zis Ys 十 2 Yn 
= (YY ys Yn) Yr Ze) Yn) )", 
其 中 
y= yr yy ya) YY Yn), 


z 一 2 (zl 1 za2 9 en 三 Yi (x 9 Ta sn ). 
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19. 5.3 求 和 公式 
定理 11( 伯 努 利 ) 
。 ， ， ， 
2 fz) 一 [ye 十 [jaro' 十 (sr 十 … 十 Ar FC(1). 


(19. 5-1) 
(19. 5-]1) 式 称 为 伯 努 利 求 和 公式 (关于 符号 A,A?，…,A"! ,参看 18. 2, 4). 


例 设 /(z)=zz, 求 J(h) = 及 ,逐次 计算 AF(z) 得 


点 呈 ] 


f (8) 1 8 27 64 125 
Ag) 7 19 37 6 
AfCR) | 12 18 24 

A f(E) 6 6 

A f(k) 0 


于 是 FLD)=1,AA1)=7,A: 1) 一 12,A3 (1)==6, 利 用 公式 (19, 5-1) 即 得 


2 = (六 (jje( 
定理 12( 欧 拉 ) 设 7z) 为 区 间 [1,nj 上 的 mx 阶 连 续 可 微 函 数 , 则 
3e =| f(s)adzt+ > CFD C1) 一 Frb 01) /Rk! + Ra, (19.5-2) 
其 中 尺 , 为 余 项 ， 
Ru = (CD™ /ml)| BC(zj)7eo (za 


{xz} 表示 的 分 数 部 分 . 
(19. 5-2) 式 称 为 欧 拉 求 和 公式 . 它 还 可 表示 为 如 下 形式 : 
> 一 | fndr 十 Bu fou" (rn) /2E1) + C+ Fm /2 Rs, , 
k=1 k=1 


其 中 C 为 与 二 无 其 的 常数 ， 


C= (1/2f0) — > Baf D/C2R)!. 
k=] 
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19.6 反 演 公式 


19. 6. 1 基本 概念 


定义 1 设 4 是 已 给 元 素 的 集合 ,P 是 已 给 元 素 的 性 质 集合 , 若 将 恰恰 满足 己 中 
的 > 个 性 质 的 A 中 元 素 的 个 数 ,通过 至 少 满足 王 中 下 个 性 质 的 A 中 元 素 的 个 数 来 计 
算 , 则 称 这 类 问题 为 计数 问题 . 

例如 :在 如 个 文字 1 ,29 形成 的 n! 个 排列 ataz …av 中 ,满足 a; 天 太一 ] 2 
…,7) 的 排列 有 多 少 个 ?这 就 是 一 个 计数 问题 . 反 演 公式 在 处 理 有 关 组 合 论 的 计数 问 
题 中 ,起 着 十 分 重要 的 作用 . 

定义 2 设 六 是 某 个 计数 问题 的 解 , 则 称 关系 式 


> curf(r) = gn), (19. 6-1) 
r 一 ] 

与 
SD dirg lr) = fn) (19. 6-2) 
Fr 一 ] 


为 反 演 公式 , 即 由 (19. 6-1) 式 成 立 , 可 推出 (19.6-2) 式 成 立 , 反 之 ,由 (19.6-2) 式 成 
立 , 可 推出 (19.6-1) 式 成 立 . 或 表示 为 


时 


fm) = drg Og 一 >，corf(r)， 
”三 ] 


其 中 C=(c)D=(z 为 系数 矩阵 . 

定义 3 若 多 项 式 列 {p,(n)) 满 足 条 件 ;(1) ps, (zx) 为 nn 次 多 项 式 , (2) po (zx) 二 1， 
pn《0) 二 0Cn 之 1), 则 称 {p, (xz)}) 为 正规 多 项 式 列 . 

定义 4 给 定 多 项 式 列 {p, (z)} ,车 线性 算 子 了 满足 条 件 :(1)Pza (zx) 二 1, (C2) 
Ppr(z) 一 np-1《X) (n>0), 则 称 忆 为 {p, (zx)}) 的 基本 算 子 .反之 ,对 给 定 的 算 子 P, 若 
多 项 式 别 {p, (zx)} 满 足 上 述 条 件 (1) ,C2)、 则 称 {p, (zx)}) 为 PP 的 基本 列 . 

定义 5 若 多 项 式 别 (pp.(z)}) 满 足 条 件 ; (1) po (zx) 二 1, (2)ps(z 十 yy) = 


>, 的 尼 (Tz) pr Cy)， 则 称 {p,(z)}) 为 二 项 式 型 多 项 式 列 ， 


=0 


例如 p, (xz) 二 x 满足 ; 
六 《ZJ 一 1 p(t y= (ry)" = >》) ( 
即 {x"}26, 为 二 项 式 型 多 项 式 列 . 
又 如 如 (z 一 严 ( 见 (19. 3-1) 式 ?满足 


加 (z) = P=1,p (r+ = Ph, 一 > (Pipr, 
十 
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即 {P3 为 二 项 式 型 多 项 式 列 ， 

定义 6 设 S 是 偏 序 集 (参看 14. 1. 8) ,对 元 apE 3S, 以 [a, 虽 表示 满足 条 件 es 
和 0 的 元 cE S 的 全 体 . 若 对 任 二 元 a,58E S,[a,5j] 总 为 一 有 限 集 , 则 称 S 为 局 部 有 限 
的 偏 序 集 . 

例 1 设 S 为 所 有 非 负 整 数 所 成 的 集 , 委 取 为 通常 的 小 于 或 等 于 , 则 $ 为 局 部 有 
限 的 偏 序 集 . 

例 2 设 S 为 所 有 正 整 数 所 成 的 集 , 志 定义 为 a 整除 5, 即 a15, 则 S 为 局 部 有 限 
的 偏 序 集 , 

定义 7 设 5 为 一 局 部 有 限 偏 序 集 , 多 为 定义 在 SXS 上 的 满足 下 列 条 件 的 实 值 
当 数 的 全 体 ; 

firsz) 0, flrxyy) = 0, (zy), 

其 中 工 革 yy 表示 zy 或 x 与 y 不 可 比较 ,对 f(z,y) ,8(z,Yy) ERB 令 


fry xgry) = > flrwaluy), (19. 6-3) 
Ty 


(19. 6-3) 式 称 为 xz, 与 glz, 的 郑 积 . 

定义 8 设 f(z,y)E€Z 满足 下 述 三 个 条 件 的 元 称 为 f(z,y) 的 逆 元 , 记 作 
yy 

(1) 车 y=z 则 (zr,y)=1/ f(r, 7); 

(2) 车 y>z 则 fz WD=0/f zy) 9) fiir fy); 


(3) 和 着? 了 区 z, 则 三 (zz 力 一 0， 
定义 9 设 3 为 局 部 有 限 偶 序 集 . 定 义 于 S$ 上 的 函数 
ziy) = ( (x Sy)， 
0 (zxz 人 Ry) 
称 为 & 孙 数 .& 也 数 的 道 57 (x,y) 称 为 默 比 乌 斯 钞 数 , 记 作 Cz, >)， 
AZyy) 可 按 下 列 法 则 计算 : 
AZ 一 1 ,u(r Yy) 一 一 ,AZ (Tyr YE I). 


Tuy 
定义 10 设 5 与 5: 为 两 个 局 部 有 限 偏 序 集 , 相 应 的 偏 序 分 别 记 作 科 1: 与 所 2， 
Si 与 3 的 直 积 定义 为 
SS 一 (ab:aE SbE S,)} 
且 赋 予 如 下 的 偏 序 : 设 ae= (al as ,b= (61 ,ba)€ES5, 则 
a Lb Oa Sh as Sh. 
定义 11 对 正 整数 n, 若 明 数 gl(n) 表 示 不 超过 nn 且 与 n 互 素 的 正 整 数 的 个 数 , 则 
称 22) 为 欧 拉 范 数 ， 
设 z 一 [] 闻 为 = 的 因子 分 解 式 (w 关 1), 则 
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p07) 一 [[ pp, —1). 
例如 12 一 22 X3, 故 2(12)=2X(2—D XG3—D=4 
19. 6,2 反 演 公式 
定理 1 设 {p, (x)}) 与 {gq,(z)} 为 两 个 多 项 式 列 .车 


b 


p(X) = Dj cnags (7X) ,G(X) 一 DY dsspa (x) n= 0 ,0), 
旺 一 六 


点 二 上 D 
则 
Hn 一 cross 一 > dnsas Cn 一 一 站 ,1 2，-)。 
点 二 必 


定理 2( 二 项 式 反 演 公式 ) 和 
4 一 y， (jaes 一 Sl 1)™* (ja 


是 一 丫 砷 一 路 


定理 3( 默 化 乌 斯 反 演 公式 ) 
fl = Pg (Dg) 一 Dn/d) fd), 
dln dn 


其 中 dl|n 表示 和 式 遍 及 的 所 有 因子 dQ, 而 ptr/d) 为 默 比 鸟 斯 沙 数 . 它 定义 为 


1 ， 若 d = 二 Ts 
y(n/d) = [ew 看 n/d 为 有 个 互 异 的 素数 之 积 ， 


0， 其 他 情形 . 
定理 4( 斯 特 林 反 演 公 式 ) 


a, = D) Sn hbresb = DsCn,k)a. 
定理 5( 拉 赫 反 演 公 式 ) 和 

os = PLO hb = MLOn ha. 
定理 6( 人 和 舅 利 反 演 公 式 ) 有 


tn 一 S) () 《中 一 下 十 1 一 六 全 太一 3 ( )Bmes, 


上 一 各 点 二 必 
其 中 B; 为 伯 努 利 数 . 
定理 7( 上 贺 比 马 斯 反 演 定 理 〉 设 S 为 局 部 有 限 偏 序 集 , f(z) 与 g(z) 为 定义 于 5S 
上 取信 于 某 一 域 中 的 函数 , 则 


f(z) = >1g( (rEDNGgED = Dy nfy) (rE Ss). 
De yr Or 
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定理 8 设 灰 四,g(n) (是 定义 在 非 负 整数 集 Ne 上 的 三 个 函数 ,县 有 C0) 关 
0, 则 


rn 


Fn = 》， (hacn— gn ~ > 本 (BFCn 一 及 


(n 一 0 2)， 
其 中 数列 入 (8)} 的 指数 生成 函数 是 数列 {4h(%)} 的 指数 生成 函数 的 逆 , 即 有 (4&8) 满足 以 
下 关系 : 
J Fa ， ]， 若 ; 一 0， 
> (EaG k) = 全 0 
定理 9 设 f/f(n),g(n) 是 定义 在 N 上 的 两 个 涌 数 ,日 C 关 0 为 任 一 复 常数 , 则 


ftn) = > stbeg - DC 人 Ca 一 站 


Cn 一 O01,2,"), 
特别 地 , 当 C 关 1 时 ,有 


天 1 注 1 
f= 》， smog = pe 1 (©) fn—&k) 
(n = 0,1,2,°"). 
定理 10 设 {p.(z)}) 与 {q,(z)}) 为 两 个 正规 多 项 式 列 , 相 应 的 基本 算 子 分 别 为 P 
与 Q@,; 则 
2 1 Q* pn (x) sf Prgn (7) 
dn 二 > (° 阿 工 ) bb 一 2 ( ki 工 ) ar: 


19.6.3 二 项 式 型 多 项 式 列 


定义 12 给 定 函 数 FLx) ,满足 条 件 E* 了 (x) 三 f(z 十 a) 的 算 子 E*(a 为 任意 实 
数 ) , 称 为 位 称 算 子 . 

定理 11 {p,(z)) 为 二 项 式 型 多 项 式 列 的 必要 充分 条 件 是 , 它 的 基本 算 子 P 满 
足 :(DP 与 Er 可 交换 , 即 PE 一 已 "Pi(2)Pzr 一 c 天 0， 

满足 上 述 条 件 (1) 与 (2) 的 算 子 称 为 8 算 子 . 

定理 12 任 一 5 算 子 PP 必 可 展 成 微分 算 子 D 的 攻 级 数 : 


P= Sa Dr /kp! 了 


由 三 吕 


其 中 ， 
a: 一 【Pr 0。 

例如 

*。 BO4 。 


天 * 一 6 一 S atDr/k!. 
定义 13 给 定 8 算 子 
P= Yapr/k!. 
算 子 
DE 1)! 
称 为 P 的 导 算 子 , 记 作 P', 即 
P = Sapm /ko— Dl. 
例如 和 
(FEF:)’ = (0) = a =aF’ = a Da Dr /hl 


定理 13 设 P=DT 为 8 算 子 , 则 PP 的 茜 本 别 为 

《1) po(zx)=1,p (tr) =rzT "rz" (n>0), 

(2) po (zx)=1,p, x)=zr CP) p11(7), 
其 中 (2) 由 递 推 方 式 给 出 . 

定理 13 给 出 了 由 5 算 子 构造 相应 的 菇 本 列 的 方法 ， 

例 3 阿 贝 尔 算 子 P=DE* 是 划算 子 , 它 的 基本 列 为 

px) = XE “r= rr nm) ", 
这 一 多 项 式 称 为 阿 贝尔 多 项 式 ， 由 于 阿 员 尔 算 子 P= DE* 是 8 算 子 ,所 以 它 的 基本 
列 p(T) 二 zx(Z 一 an) ”! 必 为 二 项 式 型 多 项 式 列 , 从 而 有 
pat 文 十 YY 二 (X 十 (十 yy 一 2) 


一 >) (jzCz— a yy — an mA) 7 
k=0 ‘上 


例 4 拉 盖 尔 算 子 
Lf(z) =— [ee f(x, 


即 
L 一 | ee2pi =— er FE M = 万 = DF 
其 中 了 为 恒 等 算 子 . 
L 算 子 相 应 的 基本 列 为 
[LD= (HH) x" = zx(D— Dr" 


* BO +" 


一 工 六 《一 1 (jpram 
上 = 此 
n nO—1 
= D(z 
名 1 \ 一 1 


因 DD 一 I=eDe “7, 故 (D 一 1 站 二 EDre™:, 于 是 
Li(z) = re (d/dr)"(e "rx™), 
由 定理 11 可 知 L(x) 为 二 项 式 型 多 项 式 . 
定理 14 设 P 二 P(D) 为 一 5 算 子 ,其 基本 列 为 {p,(z)}, 则 与 P 的 道 算 子 P-! 相 
应 的 基本 列 为 
gntT) 一 > (SF) 


P(DD) 的 逆 算 子 PT'(D) 定 义 为 P71(P(D))=D, 邑 P71(x) 为 P(x) 的 反 卫 数 .如 
y 一 > 二 1 ,其 反 函数 为 * 一 -之 ] , 故 算 子 上 = 万 二 的 演算 子 上 -为 了 本身， 

例 5 因 对 y=e" 一 1, 其 反 函 数 为 z 二 In(y 十 1) ,所 以 A= 四 一 工 的 道 算 子 . A 1! 一 
In(D 十 站, 帮 A-! 的 基本 列 为 


or) = 》 (ASE) w= son. 
k=0 * ” 工 - 上 一 人 


定理 15 设 { 加 (z)} 为 二 项 式 型 多 项 式 列 , 其 基本 算 子 P= PC(D), 则 有 
Dpo Tw /nl 一 explzrp (1)), 


T 


工 二 小 


例 6 因 


L=5 = ,7) = zx(D— Dr™, 


于 契 


三 


SL DW/n! = exp m/lu— 1)). 
例 了 对 Piog(D 上 D, 则 有 
> ,en (zl = expzten — 1)). 
令 z 一 1， 因 
ev(]) = D1 Sn,h) = Y,, 


点 一 站 


所 以 有 
Yu /n! 一 exp(e” — 1). 


此 与 19. 4. 2 的 定理 5 一致 
。806 。 


定理 16 设 {p, (zx)} 与 {9, 《7z)}) 为 两 个 二 项 式 型 多 项 式 列 ,它们 的 基本 算 子 分 别 
为 P=P(D) 与 QQ 二 Q(D), 且 


Hn Cx) 一 Dcwapl ' 
则 
r(x) = cn 
上 


也 为 一 个 二 项 式 型 多 项 式 列 , 它 的 基本 算 子 R= 二 QCPT'1(D)). 
例 8 由 = > So)P, 取 PID) = A,QCD) = D, 于 是 Q(P(D)) 一 A= 


In(DD 十 站 .应 用 定理 16 可 见 》/SCn,k)x 也 为 二 项 式 型 多 项 式 列 , 它 的 基本 算 子 为 
In(D+ D. 


$19.7 容 斥 原理 


19.7.1 一 些 记号 


设 A 二 {Qiyae san) 为 一 nn 元 集 . 卫 二 {pi1,pz，… ,pr} 窟 示 由 具有 7 个 性 质 pi， 
Pre，"…,p: 组 成 的 集 , A; 表示 集 A 中 具有 性 质 p; 的 元 的 全 体 . 二 {Pp ,办 。，…, 记 i } 表 
示 呈 的 任 一 子 集 N> (了 表示 集 A 中 同时 具有 性 质 户 , 思 , ,…,p( 可 能 还 有 别 的 性 
质 p,) 的 元 的 个 数 ;N- (表示 集 A 中 恰 具 有 性 质 p,,,p,,…, ps (不 具有 了 中 别 的 
任 一 性 质 ) 的 元 的 个 数 ， 

用 np ;Pio Pi si ;Pj;,，""…s 记 i ) 表 示 A 中 同时 具有 和 性质 pp;,，…, 记 ;而 
又 不 具有 性 质 记 ; , 记 ;, ，…, 记 i; 的 元 的 个 数 . 例如 对 了 一 {pi1},N> (TT) 即 n(py), 而 
N=- CT)E ntp ;pe ,pi ,pr). ntp;) 二 |A | 表示 集 和 中 具有 性 质 p; 的 子 集 A; 的 元 
的 个 数 ， 

ntpi) =| A\A; |= no—| 4 让) 一 | A NA |， 
n(p;, p;, pe) 一 | A 站 A; 门 A | 
对 (1,2…… 中 的 尾 一 子 集 X, 记 
f(x) = | Ai |, ec) = 0a. 


设 集 A 二 {a ,qz ,…,as) 中 的 每 一 个 元 a 都 赋予 一 个 权重 wla)，, 它 可 以 是 实数 或 
更 一 般 地 为 任意 域 中 的 元 ,对 A 的 子 集 SCA,S 的 权重 w(5S) 定 义 为 


w(S) 一 ywla). 


上 上 与 


19.7,2 容 斤 原理 


容 斥 原理 所 研究 的 问题 是 :已 给 元 素 的 一 个 集 A 与 性 质 的 一 个 集 书 ,和 欲 将 恰恰 满 
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是 忆 中 r 个 性 质 的 A 中 元 索 的 个 数 , 通 过 至 少 满足 P 中 个 性 质 的 A 中 元 素 的 个 数 
来 计算 . 因为 在 许多 问题 中 ,恰恰 满足 己 中 > 个 性 质 的 4 中 元 素 的 个 数 很 难 直接 计 
算 ,而 至 少 满足 了 中 上 个 性 质 的 A 中 元 素 的 个 数 则 较 容 易 直 接 计算 ,所 以 容 斥 原理 
有 着 广泛 的 应 用 . 

定理 1 


nt pi , ps De) 一 天 一 > nCpi) 十 Dn(p:,p;) 一 一 Dntpi,p, s pe) 二: 
i i i 
二 Cl)ntp, p's p,). 
定理 2 
[IAUAUAU-RUA|= 2 1A 1ANA 
1 < 


+ AnAnAl 一 …+ 一 1 门生 几 mA 1 
Te 


定理 3 
[IANANM- NA l= 14I-2>1AUAI 
E ge 
+ 14UAUA II 一 …+C 一 DAUAU…UA. 1， 


1 
定理 1,2,3 都 称 为 容 斥 原 理 ( 或 称 入 与 出 原理 ). 
定理 4( 筛 法 公式 ) 设 Al,As,…,A, 为 A 的 一 组 子 集 , 则 对 固定 的 如 >0,4 中 


恰好 属于 其 中 请 个 子 集 的 元 的 个 数 NN,,, 为 
kk 
N.,, = 2 本 3 | 站 4 1， 


1 了 一 民 

其 中 民 一 人 ,2，r)， 

定理 5 w (A,) = > (一 De 4:). 

1 三 办 CER 1 
定理 6 
wl( N42) 一 2 DM U4). 

定理 7 设 4 ,As,…,A 为 A 的 一 组 子 集 , 则 对 固定 的 p 沁 0,A 中 恰好 属于 其 

中 少 个 子 集 的 元 的 权重 的 和 %w,,p 为 


r Ek 
Tr,p 一 一 一 ep 全 Ti 
> 1) () 如 (Na) 
19,7.3 容 上 斥 原 理 的 应 用 举例 


1], 重 排 问题 
用 不 一 (xt1) AC2) 于 ;多 (C7) ) 家 示 EO 个 文字 1 ya 天 的 一 个 排列 . 重 排 问题 是 要 
" 808 。 


求 计算 出 满足 条 件 xz(i 天 区 一 1,2…… 轨 的 排列 个 数 . 这 一 问题 也 可 氢 述 为 :有 ?个 
大 坐 在 ?个 不 同 的 座位 上 , 今 重新 安排 各 人 的 座位 ,使 每 个 人 不 致 回 到 原先 的 座位 
上 , 问 有 和 多少 种 重 排 方式 ? 

以 大 四 记 问题 的 解 , 则 应 用 定理 1 可 得 


fn)= nn1C— > (x 一 D1 十 > (nC— 2)1 一 
i i 


pA i 
=n!— (CO) D+ je-2 —... 
at 1 1/2t 1/31 Dr /ny. 
2. 对 子 问 题 


求 满足 条 件 x( 引 了 关 i 和 x 人 扑 关 i 十 1 二 1,2y yn 一 1 及 ww) 尖 n 和 A(n) 关 1 的 n 
排列 的 个 数 工 (0). 这 一 问题 也 可 和 拖 述 为 : 设 有 2n 个 座位 排 成 贺 环 状 , 男 有 个 对 子 
Ca 本) ,Caz bo , 《01 ), 今 首先 将 a1 azar 依次 放 在 1,3,…,2n 一 ] 上 , 然 
后 将 旭 ,b52，…,b, 放 在 偶数 号 座位 上 ,但 要 求 ai 与 5.(1 二 1,2,…,n) 不 相 邻 , 问 有 多 少 
种 排 法 ? 其 答案 为 


一 _ ‘2 (" ) — 
TCn) 之 Di JO! (a>) 


$319.8 递归 关系 


19. 8. 1 有关 递归 关系 的 一 些 基 本 概念 


定义 1 痢 £ 元 整 变 量 函 数 Fa ,mo，…*' ,nm) 与 某 一 确定 的 1 元 函数 g (zi ,zp， 

,TL1) 之 间 有 关系 式 
gCF Om rmy ye pa fm mg A )) SE 0, 《19.8-1) 
其 中 mM? 是 变 元 n,n,…! ,nh 的 函数 
mr = mh Cn na sh ), 

则 称 (19. 8-1) 式 为 昌 数 fn ,no ，… ,nm ) 的 一 个 递归 关系 . 若 哆 数 f(m ,m2 ,… ,ni) 满 
足 递 归 关 系 (19. 8-1), 则 称 消 数 Am ,m2 ,… ,mi) 为 递归 关系 (19. 8-1) 式 的 一 个 解 . 若 
孔 数 g 是 一 个 线性 函数 , 且 (19, 8-1) 式 为 等 式 关 系 , 则 称 (19, 8-1) 是 一 个 线性 递归 关 
系 ,不 是 线性 的 递归 关系 称 为 非 线 性 递归 关系 . 非 线 性 递归 关系 既 包 括 隐 数 g 不 是 线 
性 隔 数 的 情形 ,又 包括 g 为 线性 范 数 而 (19. 8-1) 式 为 不 等 式 关 系 的 情形 ， 

递归 关系 不 仅 对 组 合 论 , 而 且 几 乎 对 一 切 数学 分 支 都 有 着 重要 的 作用 . 

由 于 在 许多 实际 问题 中 ,函数 f(x ,ns ,*… ,mw ) 所 满足 的 递归 关系 并 不 能 由 销 数 
fm sm ,mh ) 的 表达 式 直 接 导 出 ;或 者 不 知 函 数 fm ne ,… ,nm ) 的 下 达 式 , 却 已 知 
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它 所 满足 的 递归 关系 而 需求 五 数 (n,n2，… ,na) 的 表达 式 , 所 以 使 得 由 已 知 泪 数 
mon2 19) 的 实际 性 质 来 建立 递归 关系 ,及 通过 研究 所 建立 的 递归 关系 而 得 到 
溺 数 fa ,m2 "7 ) 的 进一步 性 质 或 隧 数 fy 2 7) 的 表达 式 就 成 了 一 个 很 重 
要 和 的 问题 . 

定义 2 设 数列 {w } 满 足 一 元 线性 递归 关系 

Wrtr = at 二 G2tntr 十 十 Qun ;对 一 切 n 守 0， (19. 8-2) 

其 中 (i 二 1,2,…; 区 为 常数 .如果 a, 尖 0, 则 称 (19.8-2) 是 + 阶 的 线性 递归 关系 

定义 3 设 六 二 =] 一 7X 一 02 一 一 Qvx", 则 称 多 项 式 


AX) = Tk (二 )= Tr a a (a 0) 
为 线性 递归 关系 (19. 8-2) 的 特征 和 多项式. 
19. 8,2 一 元 线性 递归 关系 


定理 1 设 数列 (w} 满 足 r 阶 的 线性 递归 关系 (19. 8-2), 且 设 (19, 8-2) 的 特征 多 
项 式 ALz) 在 复数 域 上 可 分 解 为 
f(T = (Fora) Ta ， 
6 十 6 十 全 十 6 一 7 (19, 8-3) 
则 wn 宇 0) 可 表示 为 


w= Pma (n> 0), 
i 二 1 


其 中 Pi(n) 是 的 次 数 不 超 过 ei 一 1 的 多 项 式 (i 二 1,2,…,s) ,其 系数 由 数列 {41 的 初 
始 值 wy 和 a; 红 二 1,2,… ,7 所 完全 确定 . 
定理 2 设 数 列 (u} 满 足 二 阶 线 性 递归 关系 
Ur = Auda 二 bu (nn 守 0,b 关 0)， 
则 
ts = {1 — auo) A 十 tw “一 二 人 一 


其 中 ,8 是 特征 多 项 式 f(x) 二 如 一 ax 一 的 二 个 根 ,而 对 应 的 多 项 式 (x) 为 
k(x) = 1—ar—ir’ = (i—ar)(l~— Br). 
定理 3 设 zx (: 芝 2) 是 集 [1, 归 的 符合 下 述 条 件 的 全 排列 aca …a: 的 个 数 ; 要 求 
ww 一 1,2…… 拟 取 自 下 面 的 阵列 的 第 ; 列 
1 2 一 3 一 2 一 ]， 
ls230. et— 2t—1,t, 
2,3,d,.,t—1,t. 


Ey 


二 uu (tft 2). 《19. 8-4) 
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若 取 
2 一 了 一 ]， 
则 递归 关系 (19. 8-4) 的 范围 可 扩充 为 
二 十 us (> 2)， 《19. 8-5) 
且 线 性 递归 关系 (19. 8-5) 的 解 为 


eh 工 rr_ mtl ) 
Wn a—p /5 8B » 


其 中 8 为 特征 多 项 式 f(x) 二 堪 一 x 一 1 的 二 个 根 ， 


19. 8.3 非 线 性 递归 关系 


定理 4 给 定 非 线性 递归 关系 
us = tt ts 二 二 wt (a>). (19.8-6) 
若 取 w 二 0, 则 (19. 8-6) 式 的 解 为 


(3) 于 二 )( 2) 一 9"( 一 到) C2n — 2)! 


hi (有 之 2), 


19.8.4 阿 贝 尔 恒 等 式 


定理 5( 阿 贝尔 ) 
T(z ytna) = 》， (eta) (十 人 一 人 ay (19.8-7) 
n=0 
若 a 一 0, 则 (19.8-7) 式 就 化 为 二 项 式 定理 
7 fi 
{ 十 了 一 各 Tm 
zt" = Dey 


右 as 天 0, 换 z 为 az, 换 ?为 ay, 则 (19.8-7) 式 化 为 


”fn 
ZK 十 yy 十 人 ”一 DU) ti ytn— 


下 兰 口 
从 而 参数 a 就 可 任意 处 理 了 . 
定理 6 者 记 
A, (x,y;p,9) 一 y， ( (TAM?(Cy 二 nn— RT, 
4=0 “上 & 
则 . 
ACz yp 9) =Ar ty; rq pb), 
*。 81] 。 


A CT yp 9) =Ar(Ty lip q+ 1) + A(zr+l, yp 1,0), 

Atx Yip.g) =TA Tz yp —1,90 nA (r+ 1,y;p,q), 

AslTy yp =yAr (ry yp —1)nAri lr, yt 1;p,9), 

人 (Czyyipb9) =zTA 1 Cr yt 1;p—1,g+t1) 
十 (Zz 十 DA 1tI 二 1,y;pb,9)， 

A rysprg) = A, (ry;p— 1,9) 
—nArmi(z yt lp—1,0+ 1), 

A, (rx,y; pg) -3 本 民工 二 六) 十 开 3 坊 一 9)， 


£0 
定理 7 
Alrsy; 3,0) = x (zl (r+ (rl) (rt 2 (ry 二 +n) 

一 nx(2z 十 1)(z 十 2)(z 十 y 十 22) 

十 nn 一 ])x:(r 十 1)(zr 十 y 十 n)")， 
AZ 一 20) = T(z (z+ 1 (rt y+n)" 

一 ?zz 十 ?十 1)， 
AZ 一 1:0) 一 工 1(7 十 y 十 mn， 
上 (zyi00) = (rz 二 yn 二 To" a Eo Ek!, 
由 KZ 0) = (x yintat+ Br )", 
ou, RD RB(z) kl(zrT kk), 

Ar(riy;2.0) = (x 十 y 十 nn 十 a 十 Bz;2))” 
十 (Zz 寺 yy 十 nn 十 xt2) 十 TD 


(at)))* 三 ma(j) = (ga 二 二 g)" 
; 沽 
( 十 7 一 ) 
k 


ee 
Pm] 


k|， 


(RTIDY RTD = (MDFAT) + 二 A 
j 瑚 
(YD SN) b+ kr 二 k), 
A,lztry; ~—1,C—1)= (rity (ry 二 + ， 
A,txr:y; OO— 1,1) 二 T(r 二 yy 十 n 十 Py)”， 
(ACYY SB(y) kl(y+k). 


19. 8. 5 拉 姆 齐 定理 ” 拉 姆 齐 数 及 其 应 用 


定理 8( 拉 姆 齐 ) 设 5 是 一 个 NN 元 集 , 记 
，812 。 


T,(S) 一 (有 和 3: | 三 | 一 mr 之 二 
又 设 
T.(S) =alBafllB=$ (19., 8-8) 
是 T.(S) 的 任 一 分 解 , 且 p 之 r,q 之 r. 则 存在 最 小 正 整数 z(p,g,r)， 它 只 与 六 gr 有 
关 , 与 5 及 其 分 解 (19. 8-8) 无 关 , 且 具有 以 下 性 质 ; 当 N 之 n(p,9,7) 时 ,或 者 存在 5S 的 
一 个 元 子 集 51 ,使 
了 9) Coa, 
或 者 存在 S 的 一 个 9 元 子 集 S: ,使 
1.(S:) 二 月 
定理 9 数 n(p,q,7) 满 足 递 轨 不 等 式 
nprgr) 委 : 人 加 ,9 一 1) 十 1 
其 中 
太一 了 站 一 19 7 gn = np,9— 1,r)., 
定理 10 设 S 是 一 个 n 元 集 ， 


TS 一 [au 站 mm= (Si<i&D) (19. 8-9) 
i=] 


是 T,(S) 的 任 一 分 解 , 且 设 p: 守 r 之 1(i 二 1,2,…,t), 则 存在 最 小 正 整 数 np ,pz ，…， 
吉 ;; 它 只 与 加,p2s' ,Pp 及 > 有关, 与 S 及 分 解 (19.8-9) 无 关 , 且 具有 以 下 性 质 ; 当 
n>n(Ppi spe yp 7) 时 , 必 有 iE[1, 直 及 S 的 bp; 元 子 集 S;, 使 
TS CC ai. 
定义 4 定理 10 中 的 数 nCpi ;Pe ,PP ,7) 称 为 拉 媒 齐 数 ， 
定理 11 设 ipa… 是 L1,9 的 任 一 全 排列 , 则 拉 姆 齐 数 nCpi, pz,…,p, ,7) 满 足 
等 式 
npis pa s Pr) = np spi, + Pi 1 7). 
定理 12 对 nn(p,q;2), 有 递归 关系 
n(p,gq;2) np—1,q92) nip,g — 1;2). 
着 nC(p 一 1,9;2) 池 nCp,9 一 1;2) 同 为 偶数 , 则 
nipygq;2) < np—1g2) npq Oo— 1;2), 
定理 13 
”9 
pp»—1 
定理 14 平面 上 无 三 点 共 线 的 五 个 点 中 , 必 有 四 个 点 为 一 个 是 四边形 的 顶点 . 
定理 15 设 平面 上 无 三 点 共 线 的 驶 个 点 中 任意 四 点 的 凸 包 ( 包 含 这 四 个 点 的 最 
小 凸 体 称 为 这 四 点 的 凸 包 ) 都 是 凸 四 边 形 , 则 这 mx 个 点 是 一 个 凸 x 边 形 的 顶点 . 
定理 16 ”对 任 给 的 正 整 数 mm, 存在 正 整数 n 王 ntm) ,使 得 平面 上 无 三 点 共 线 的 
813 ， 


n( p,q;2) < ( 


个 点 中 ,有 六 个 点 为 一 个 凸 头 边 形 的 顶点 ， 


319.9 (0,1) 和 矩阵 


19.9.1 基本 概念 


定义 1 设 A=(ay)amxas 若 三 只 取 0 或 1, 则 称 拭 隆 和 AA 为 (0,1) 炬 阵 , 
(0,1) 和 矩阵 与 组 合 问题 有 密切 的 联系 :一 个 组 合 问题 常常 可 化 为 (0,1) 和 矩阵 的 问 
题 ; 而 一 个 (0, 1 十 阵 的 组 合 性 质 又 往往 给 出 某 个 组 侣 问题 的 解 . 
设 
号 一 人 to SECS 一 12……72)， 
由 此 构造 一 个 关头 关 的 (0,1) 和 矩阵 : 


A -一 (as J ns C19. 9-1) 
其 中 
1， ] S;, 
a; = #0 EE (19. 9-2) 
0， 若 ai fF 4 


(一 1 2 4017 一 2 2, 反之 ;由 (0,1) 托 阵 (19.9-1), 按 (19.9-2) 的 规定 ,又 可 
确定 一 个 姻 元 集 和 一 t 六 :的 天 个 子 集 SI 二 SG 一 1 2 1m)， 
定义 2 其 元 素 a; 满足 条 件 (19.9-2) 的 矩阵 4 一 (ai )mxa;: 称 为 n 元 集 S= 
{a) }3) 与 其 子 集 族 {S: } 有 :之 间 的 关联 矩阵 . 
定义 3 设 A=(as )mxs; 则 称 
perA 一 >» Qi Gi Um 
i EP 
为 矩阵 4 的 积 和 式 , 其 中 Ps 表示 {1,2,…,n} 的 mx 排列 ， 
定义 4 设 P 是 一 个 mx 的 (0,1) 和 矩阵 , 若 


PP = 1,, 
则 称 了 为 置换 和 矩阵 (其 中 J 为 m 阶 单位 矩阵 )， 
定义 5 若 对 集 族 
(Si)71 (19. 9-3) 
有 元 素 组 
{Ti } 1 {19. 9-4) 
满足 


多 EE SS. {1 < 一 1 ,2 ,7), 

rz (tj)， 17 = 1 nN) 

则 称 元 素 组 (19. 9-4) 为 集 族 (19. 9-3) 的 一 个 相 异 代表 组 , 记 为 SDR. 把 集 族 (19. 9-3) 
。814 。 


(19, 9-5) 


的 相 异 代表 组 的 总 数 记 为 NCGS Sz sr sn) 
19.9.2 积 和 式 与 关联 第 阵 的 性 质 


定理 1 设 集 $ 与 其 子 集 族 19i;} :的 关联 矩阵 为 A, 则 
N{S) ,Sz ,Sn) = perAd. 
定理 2 设 和 A 是 一 个 mXn 和 矩阵 ,Al 是 由 A 的 荣 一 行 乘 以 元 a 而 其 余 行 不 变 所 
得 到 的 矩阵 ,4* 是 由 4 的 行 交 换 顺 序 或 由 A 的 列 交换 顺序 所 得 到 的 矩阵 , 则 
perA) 一 aperA, 
perA; = perA. 
定理 3 设 S$=(a) SECSG 一 12 pt 一 (ai )mxw 是 集 5 与 其 子 集 族 
fs 之 间 的 一 个 关联 抑 阵 , 子 集 族 {9) ,S12 + ‘Sm } 是 子 集 族 {5 ;2 ss Om } 的 一 
个 排列 ,确定 一 个 mm 阶 团 换 答 隆 P 二 (pj ) 如 下 ， 
1, 若 Si = Sj， 
0, 若 Si 关 Si， 
再 确定 一 个 = 阶 置换 垂 阵 急 一 49 ) 如 下 : 
1, 若 a, 一 Q 4 
人 di 天 他、 
若 把 子 集 族 {S; } 甩 :对 元 素 集 {a' )%-: 的 关联 矩阵 记 为 A 一 (ay ), 即 
站 人 和 S:， 
dy 一 
0, 若 oj & S,， 


-| 


则 
A’ = PAQ. 
定理 4 若 用 I 二 了 表示 n 阶 单位 方 阵 ,J 三 J 表示 全 部 元 素 均 为 1 的 n 阶 方 阵 ， 
则 


perj = nl, 
per(J ~)=D,, 
其 中 D, 是 nn 阶 更 列 数 : 
-yl on 
D, = >,( 1) (ja D1 一 中 之 本 一， 
定理 $( 组 合 恒等式 ) 
Pi 一 
1 = 《一 1)" (nO—r)", 
一 之 (ja 
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定理 6 设 P 是 一 个 mxXxn 置换 矩阵 , 则 
mn 
-个 (0, 了 1 矩阵 了 为 置换 矩阵 的 必要 充分 条 件 是 :P 的 每 一 行 性 有 一 个 1, 且 己 的 每 
一 列 至 多 有 一 个 1. 若 和 =2, 则 (0,1) 矩 阵 为 置换 矩阵 的 必要 充分 条 件 是 每 行 每 列 
都 愉 有 一 个 是 1, 
定理 7 设 入 是 一 个 mXn 的 (0,1) 和 矩阵 ,其 行 和 递增 地 排 为 71 志 72 寺 … 志 rm ,省 
per4 尖 0, 则 


perA 之 ke 一 i 十 1). 
1] 


定理 8 设 和 A 为 mXn 和 矩阵 ,A, 为 从 和 矩阵 A 中 将 某 r 列 易 为 0 得 出 的 矩阵 ,以 
S(A,) 表 示 和 矩阵 A 的 各 行 元 之 和 的 乘积 ,又 以 >》，S(A,) 表 示 对 各 种 可 能 的 A, 求 


和 , 则 
perA = >,S(A»)— (于 ”1 > SCArmni) 
(人 YY SC as) 一 … 


十 (一 1)mr! ( 1S(4，)， 


藻 二 nn, 对 nn 阶 方 阵 A 有 : 
perA = S(A)— DSC(AD + DSCAs) — t(D"!S(A 1). 


例如 ,对 

0 11 

a 
1 1 0 
0 1 11] (00 11} /010 

-leo ol ol 
010) [10 0) (1 10 
00 0] (010) /001 
10 0) lo10) loo0Dn 


perA = S(A) 一 21S(A1) 十 > ,SCA:) 
一 2 一 (2 十 2 十 2 十 0 一 2. 
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$ 19. 10 ” 线 秩 和 项 秩 


19. 10.1 线 牧 和 项 牧 


定义 1 甜 阵 A 的 行 和 列 都 统称 为 线 . 包含 了 A 的 全 部 非 零 元 的 线 的 条 数 的 最 
小 者 , 称 为 A 的 线 秩 , 两 两 不 在 一 条 线 上 的 A 的 非 零 元 的 个 数 的 最 大 者 , 称 为 A 的 项 
秩 . 

定理 1 设 4 是 一 个 (0,1) 算 阵 , 则 以 下 四 个 数 相 等 ; 

(1) A 的 项 秩 ， 

(2) A 的 线 牧 ， 

(3) 4 的 具有 非 零 积 和 式 的 子 方 阵 的 阶 数 之 最 大 者 ， 

(4) A 经 行 变换 或 列 变换 后 , 主 对 角 线 上 的 元 全 为 1 的 子 方 阵 的 阶 数 之 最 大 者 ， 

定理 2 设 和 A 是 一 个 mXn 短 阵 ,m&n,A 的 元 都 为 非 负 实数 ,如 果 A 的 各 行 和 
缘 为 和 ,各 列 和 缘 为 x , 则 对 某 个 1, 有 


A= Sep, n 
i 二 ] 


其 中 P; 为 置换 矩阵 ,ci; 为 正 实数 , 
定理 3 设 和 是 一 个 n 阶 (0,1) 和 矩阵 ,其 各 行 和 ,各 列 和 均 为 有 , 则 
及 一 所 十 户 十 全 十 下 
其 中 P; 都 是 置换 知 阵 , 且 任 二 个 不 同 的 Pi 与 P) 的 相同 位 置 上 都 没有 公共 的 1. 


19, 10.2 衣 随 机 矩阵 


定义 2 和 如果 一 个 方 阵 A 的 元 都 是 非 负 实 的 ,各 行 和 ,各 列 和 都 为 1, 则 称 A 是 
一 个 双 跑 机 和 矩阵， 
定理 4 设 4 是 一 个 双 随 机 矩阵, 则 


其 中 :之 1,Pi 为 置换 矩阵 ,ci >>0 且 满 足 
Sol 
定理 5 设 A=(a; )x 是 一 个 双 随机 矩阵 , 则 存在 一 个 n 人 阶 置换 ,使 
]Iaow > 点 . 
定理 6 设 4 是 一 个 对 称 半 正 定 的 n 阶 双 随 机 矩阵 , 则 
perA 之 二 ， 


es Bl]7 * 


其 中 等 式 成 立 的 必要 充分 条 件 是 
A= 7. 


n 


定理 6 曾 是 著名 的 范 德 瓦尔 登 猜想. 这 个 猜想 后 来 已 被 证 实 (其 中 J 表 孙 全 部 
元 素 皆 为 1 的 ? 阶 矩 阵 . 》 
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20， 图 论 


$20.1 基本 概念 


20. 1.] 图 与 子 图 


定义 1 一 个 图 G 由 两 个 集合 V 和 上 下 组 成 .V 是 有 限 的 非 空 硕 点 集 ,E 是 由 项 点 
的 偶 对 (有 序 的 或 无 序 的 ) 组 成 的 集合 ,这 些 顶 点 的 侦 对 称 为 边 ,集合 上 称 为 边 集 .一 
个 图 记 作 G==(V,E). 

在 图 GG 中, 若 顶点 的 侦 对 是 有 序 的 , 则 称 G 为 有 向 图 . 有 人 尖 括 号 把 偶 对 括 起 来 ， 
表示 有 向 图 的 边 , 例如 (wv ,vj) 表 示 从 顶点 ww 到 顶点 vv 的 一 条 有 向 边 , 称 为 这 条 边 
的 始点 ,为 终 操 , 并 用 从 始点 到 终点 的 第 头 来 表示 该 边 . 显然 ,Lv ,vv ) 与 (wv,v) 是 
不 同 的 两 条 边 . 

若 图 6G 中 的 顶点 偶 对 是 无 序 的 , 则 称 G 为 无 向 图 . 明 圆 括号 表示 无 向 图 的 边 . 显 
然 , (名 ,如 ) 与 Cv; ,5) 是 同一 条 边 . 

今后 , 阁 不 特别 说 明 , 愉 讨论 无 向 图 与 元 向 边 . 

若 ( 包 ,9) 是 一 条 边 , 则 称 顶点 wv 与 是 边 (w, 久 ) 的 端点 ,并 称 ww 与 互相 邻 
接 , 边 (vw ;0 ) 与 问 点 关联 ,端点 也 与 边 (vw ;Vj ) 关联. 寿 UU ; 则 称 边 (% ;U; ) 为 环 . 知 
某 个 顶点 与 任何 一 条 边 都 不 关联 , 则 称 它 为 孤立 点 

若 用 |S| 表 示 集 合 S 中 元 过 的 个 数 , 则 对 于 含有 m 个 顶点 ,条 边 的 图 C 一 (， 
FF) ,我 们 有 IV|==n,1E|==e; 并 称 为 图 G 的 阶 . 

例 1 在 图 20. 1-1 所 示 的 无 问 图 G 中 ,V==(1,2,3.,4),E 二 1(]1,2), (2,3),(3， 
3)}. 顶点 1 与 边 (1,2) 关 联 , 边 (1,2) 与 顶点 1 与 2 关联, 边 (3,3) 为 环 , 顶 点 4 为 狐 立 
点 ,该 图 的 阶 = 一 4. 


志清 


ee] 


20. 1-1 


连接 同一 对 项 反 的 边 数 , 称 为 边 的 重 数 . 
定义 2 ”如果 图 G 中 既 没 有 环 , 又 没有 重 数 天 于 1 的 边 , 则 称 图 G 为 简单 图 . 本 
书 中 仅 讨 论 简单 图 . 
* 819 。 


定义 3 若 图 6 的 每 一 对 不 同 顶点 间 均 有 一 条 边 , 则 称 G 为 完全 图 , n 阶 完全 图 
记 作 兵 。, 它 共有 3 一方 nn 一 了 ) 条 边 . 图 20. 1-2 是 完全 图 天 ,与 Ki. 


个 区 


(a) Ks (b) Ks 


图 20. 1-2 


定义 4 设 图 G=(V ,EE), 如 果 已 二 {uy9)|u,vEV), 则 称 图 五 一 (V ,Eo 一 记 ) 为 
图 避 的 补 图 , 记 作 下 一 安 . 

显然 ,在 后 是 Gi 的 补 图 , 则 Gs 也 是 镶 的 补 图 , 如果 司 二 (VE) ,Gs = 二 (VE;) 
互 为 补 图 , 则 图 G 二 (VE UE;) 是 完全 图 .图 20.1-3 中 的 (a) 与 (b) 互 为 补 图 ， 


A 八 人 IT 


(A) G 


图 20. 1-3 


定义 5 如 采 图 GG=(V,EE) 的 顶点 集 V 能 分 为 两 个 互 不 相交 的 子 集 六 与 V; ,使 
得 同一 子 集中 的 任何 两 个 顶点 都 不 邻接 , 则 称 C 为 二 分 图 , 记 作 G= 二 (Vi ,Vi;E). 若 
| 六 | 二 m1Vz | 二 rn; 且 WW 中 每 个 顶点 都 与 VW 中 每 个 顶点 相 邻 接 , 则 称 这 样 的 二 分 图 
为 完全 二 分 图 , 记 作 Ks. 图 20. 1-4 是 长;,2 与 KK;,3 的 例子 . 

定义 6 设 有 图 G=(V ,已 与 后 二 (WV, 玉 ) ,如 果 WSEY 且 五 所 三 , 则 称 图 〇 为 
G 的 子 图 , 记 作 GLCSG. 又 若 G 不 包含 G 的 全 部 顶点 和 全 部 边 , 则 称 G 为 G 的 真 
子 图 , 记 作 CCG. 

定义 7 设 G 一 (V,E) 是 图 ,FiCE, 则 称 G 的 真子 图 G) 二 (V ,所 ) 为 G 的 生成 子 
。 

定义 8 设 图 G=(V, 忆 ,如 果 ViCV 且 Vi 非 空 ， 

天 一 人 | (wv) EE HARu,vE VW}, 
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(a) Ky (bj Ky. 


图 20. 1-4 


则 称 图 G; 二 (Vi ,EE ) 为 由 及 导出 的 下 的 子 图 , 记 作 加 一 CELV ,简称 导出 子 图 . 
例 2 图 20.1-5 给 出 了 图 G 的 真子 图 (b) ,生成 子 图 (c) ,导出 子 图 (d)， 


人 人世 《< 


(a) (b) 真子 图 (c) 生成 子 图 (由 导出 子 图 
G[{1,2,3}] 


图 20. 1-5 
20. 1.2 图 的 运算 


定义 9 设 @ 和 GG 是 两 个 无 孤立 点 的 图 , 且 约 定 了 茶 些 共同 顶点 ,定义 如 下 九 
种 运算 : 

1. 两 图 的 并 GUG: 由 GG 和 Gs 中 所 有 边 组 成 的 图 ,看 @ 与 Ce 无 公共 边 , 则 
称 所 UGz 为 它们 的 直 和 , 记 作 所 十 ,或 称 边 不 重 并 ， 

2 两 图 的 效 OfiGz :由 局 和 Go 中 的 公共 边 组 成 的 图 , 

3. 两 图 的 差 口 一 上 :由 局 去 掉 Gz 的 边 后 所 组 成 的 图 . 注意 , 若 从 中 去 掉 蘑 
边 时 ,如 果 出 现 孤 立 点 , 则 应 把 孤立 点 也 去 掉 . 

4. 两 图 的 环 和 GGz ;由 GUGz 去 掉 GG 站 Gz 所 得 的 图 , 即 

PG = GG UG) ~ ff G). 
例 3 图 20.1-6 给 出 了 图 的 几 种 运算 ， 
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八 人 人 全 


GUG GN 6G 
CO) 
图 20. 1-6 
$ 20.2 通路 与 回路 


20.2.1 顶点 的 度 


定义 1 图 G 中 与 某 个 顶点 v 相关 联 的 边 数 ( 环 按 2 条 边 计 ) 称 为 顶点 的 度数 ， 
记 作 co， 
定理 1 设 图 G=(V,E) 有 & 条 边 , 则 图 G 中 所 有 顶点 的 度数 之 和 等 于 径 , 即 


Dd(v) = 25. 


veEVY 
例 1 在 图 20.2-1 所 示 图 中 ， 
d(1) = d(2) = d(4) = d(5) ~ 2,d(3) = 4,e = 6, 
导 
Da = Yad) =2+2+4+2+2 = 12. 
i=] 


bE VY 


1 4 


2 3 


图 20. 2-1 


定义 2 设 图 GG==(V,E) 为 有 向 图 ,以 顶点 名 为 始点 的 有 向 边 的 边 数 称 为 该 顶点 
v 的 出 度 , 记 禾 ( 妈 ; 以 顶点 wv 为 终点 的 有 向 边 的 边 数 称 为 vv 的 入 度 , 记 作 d (中 ， 
显然 ,对 有 问 图 来 说 ,dv) 二 4dY (ww) 十 d7(vw). 
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20. 2.2 通路 与 回路 


定义 3 设 图 G 中 的 一 个 顶点 与 边 的 交错 序列 岂 二 we 机 满足 ;对 所 有 
1&ik,e 二 《gw-1 ;90), 则 称 世 为 从 顶点 wo 到 全 的 一 条 路 径 . 若 路 径 中 各 边 6) ,ei ， 
… ,et 各 不 相同 , 则 称 此 路 径 为 边 链 . w ,全 分 别称 为 该 边 链 的 起 点 与 终点 .上 称 为 该 
边 链 的 长 度 . 起 点 与 终点 相同 的 边 链 称 为 闭 链 ,否则 称 开 链 . 有 时 我 们 将 边 链 名 简 记 
作 也 一 (my 和 9 故 ) 或 风 一 (eyes 和,e). 若 边 链 中 各 顶点 均 不 相同 , 则 称 该 边 链 为 
通路 . 

例 2 在 图 20, 2-2 所 示 图 中 ,w= 二 {1,2,3,4) 是 一 条 开 链 ,日 是 一 条 通路 . ww 二 (5， 
2,1,5,3,6,5) 是 一 条 闭 链 , 它 不 是 通路 . w 一 (1,2,3,5,1) 也 是 闭 链 , 


图 20. 2-2 


定理 2 路 径 包 是 一 条 通路 , 当 且 仅 当 ww 中 有 两 个 顶点 的 度数 为 1 ,其余 顶点 的 
度数 均 为 2. 

定义 4 者 图 G 中 每 对 不 同 顶点 间 都 存在 通路 , 则 称 G 为 连通 图 ,否则 称 为 不 连 
通 图. 

定义 5 设 GG 是 G 的 子 图 且 连 通 , 若 在 GG 中 再 增加 任何 一 条 属于 各 而 不 属于 
G1 的 边 e, 都 将 使 图 GUe 不 连通 , 则 称 G1 为 G 的 一 个 极 大 连通 子 图 (或 称 连 通 分 
支 ). 图 G 的 连通 分 支 数 记 作 pp(G). 显然 ,对 所 有 连通 图 G 来 说 ,p(G)=1. 

定义 6 设 图 G 有 x 个 顶点 ,其 连通 分 支 数 为 p; 则 称 1 一 户 为 图 G 的 秩 , 记 作 
RG)=n—p, 

定义 了 起 点 与 终点 重合 的 通路 称 为 回路 . 

定理 3 任 一 闭 链 必 为 回路 或 若干 回路 的 直 积 ， 

定理 4 任 一 开 链 必 为 通路 或 通路 与 者 干 回路 的 直 和 . 

例如 ,在 图 20,2-2 中 ,tw 二 (ei ,ez eeryes) 为 一 开 链 , 它 是 通路 (Ce ,es) 与 回路 
(ez ,eo ;27) 的 直 和 .rw 二 (ei ,er ses ,ew'es és) 是 一 闭 链 , 它 是 回路 (ei ,ei ,es) 与 回路 
《ee se10 ;es ) 的 直 和 |. 

定义 8 回路 以 及 回路 的 直 和 统称 为 环 路 . 

由 定义 8 及 定理 3 可 知 , 环 路 即 回路 或 闲 链 . 
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20. 2.3 赋 权 图 与 最 短 通路 


定义 9 如 果 对 于 图 G 的 每 一 条 边 ej 二 (vw ,) 或 & 二 (vi,) 均 有 一 个 实数 ws 
与 之 对 应 , 则 称 图 G 为 峰 权 图 ,并 称 实数 vw 为 边 65 的 权 . 图 G 中 所 有 边 权 的 总 和 称 
为 图 G 的 权 . 

在 赋 权 图 G 中 ,通路 2 一 (ee ea) 中 所 有 边 权 的 和 称 为 该 通路 的 长 . 从 顶点 
v 到 的 最 短 通路 是 指 所 有 从 到 vw; 的 通路 中 具有 最 小 长 度 的 那 条 通路 . 

下 面 是 著名 的 迪克 斯 特 拉 算 法 , 它 给 出 计算 从 顶点 w 到 图 中 其 余 各 顶点 的 最 短 
通路 长 的 一 种 方法 : 

1], 设 S 为 从 wv 出 发 的 最 短 通路 的 终点 集合 , 置 5S 的 初 值 为 空 ， 

2， 对 所 有 zwEY, 给 予 标号 v0) = 二 ww ,0). 

3, 选择 zt 使 得 

iu) = min{i(v} |vEVEHAv SS}. 

4. 将 放 人 和 集合 S 中 ,即今 S==SU tw) 

5. 对 所 有 v 插 5S， 

着 上 人 十 We < 人, 则 置 基 一 区 十 让 (sw). 

6. 重复 3,4,5 步 ,直至 |5| 二 n 一 1. 此 时 民 巷 即 为 从 w 到 的 最 短 通路 长 , 

注 ;在 使 用 本 算法 时 , 若 顶 点 中 下 间 没 有 边 , 则 规定 边 人 (xm 或 (全 ; vj; ) 的 权 
wy) 三 十 0; 车 人 寻 三 v; 则 规定 wiv yw) 一 0. 

例 3 对 图 20. 2-3 所 示 峰 权 图 G 实施 迪克 斯 特 拉 算 法 的 过 程 如 表 20. 2-1 所 示 
( 设 芝 三)， 


图 20. 2-3 


二 中 


十 co 
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8 20.3 刁 图 与 互 图 


20.3.1 五 图 


定义 1 若 图 G 的 每 个 顶点 的 度数 均 为 偶数 , 则 称 G 为 欧 拉 图 (简称 EE 图 ). 

定理 1 G 为 连通 E 图 的 充分 必要 条 件 是 G 中 存在 一 条 包含 G 的 所 有 按 的 闭 
链 ， 

我 们 把 包含 G 的 所 有 边 的 链 称 为 欧 拉链 (简称 下 链 ). 

由 定理 1 可 知 , 若 C 为 连通 瓦 图 , 则 一 定 可 以 找到 一 条 闭 五 链 , 这 就 是 著名 的 一 
笔画 问题 . 图 20, 2-2 是 连通 五 图 , 它 的 一 条 闭 下 链 为 (el ,ez yesyetyeayeryegyel0ye5， 
ci). 当然 ,连通 图 的 闭 EE 链 不 唯一 . 

定义 2 若 图 G 中 只 有 两 个 顶点 的 度数 为 奇数 ,其 余 的 均 为 偶数 , 则 称 图 CG 为 M 
图 . 这 两 个 度数 为 奇数 的 顶点 称 为 M 图 的 端点 . 

显然 ,从 三 图 中 去 掉 任 意 一 条 边 后 即 为 M 图 ,而 在 MM 图 的 两 个 端点 闻 添 上 一 条 
边 即 成 E 图 . 因此 连通 M 图 的 一 笔画 问题 可 以 通过 添上 一 条 边 变 成 连通 E 图 后 来 解 
决 . 不 同 的 是 一 笔 男 的 结果 ,对 上 图 来 说 是 闭 下 链 ,而 对 M 图 来 说 是 开 E 链 , 此 开 上 
链 的 两 个 端点 即 为 M 图 的 两 个 问 点 ， 

例如 ,图 20. 2-3 是 连通 计 图 , 它 的 一 条 开 玉 链 为 (2,1,4,3,2,4,5,3,6,5)， 

定理 2 图 C 为 连通 MM 图 的 充分 必要 条 件 是 C 中 存在 一 条 包含 G 的 所 有 边 的 
开 链 . 


20.3.2 上 天 图 


定义 3 包含 图 G 的 每 个 顶点 的 通路 称 为 哈密 顿 路 (简称 H 路 ), 者 哈密 顿 路 的 
起 点 与 终点 重合 , 则 称 为 哈密 顿 区 路 (简称 于 回路 ). 

定义 4 若 图 G 包 含 一 条 日 回路, 则 称 G 为 哈密 顿 图 (简称 玉 图 >. 

可 以 证 明 n 阶 完全 图 K, 是 乒 图 , 遗憾 的 是 ,至 今 还 没有 发 现 判 别 H 图 的 充 妥 
条 件 .下面 仅 给 出 判别 百 图 的 充分 条 件 的 定理 . 


定理 3 设 G 是 n(n 之 3) 阶 简单 图 ,v 是 具有 最 小 度数 的 顶点 .车 dl 四 之 5, 则 G 


是 五 图 . 
例如 ,图 20.2-3 是 上 电 图 ,因为 (1,2,3,6,5,4,1) 是 一 条 日 加 路. 然而 ,该 图 不 满 


足 定理 3, 即 d(0D=2< 且 一 二 一 3 


"825 。 


$20.4 和 树 与 割 集 


20. 4.1 树 与 生成 树 


定义 1 不 会 回路 的 连通 图 称 为 树 . 树 中 的 边 称 为 树枝 . 显然 , 吞 树 荆 有 个 天 
点 和 条 边 , 则 s 一 ?一 1. 若 在 树 的 任意 两 个 不 相 邻 接 的 顶点 间 湛 上 一 边 条 , 则 形成 一 
个 回路 . 

设 丁 是 具有 个 顶点 的 图 , 则 下 列 命题 是 等 价 的 , 且 它 们 都 可 以 用 来 描述 树 , 

. 了 连通 且 无 回路 

. 工 的 任意 两 个 顶点 间 有 唯一 的 通路 . 

. 工 连 通 且 有 ?一 | 条 边 . 

. 本 无 回路 且 若 添上 任意 一 条 边 后 则 恰 有 一 个 回路 . 
' 本 连通 且 去 掉 任 意 一 条 边 后 不 连通 . 

图 20. 4-1 为 树 的 例子 . 
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图 20. 4-1 


en 中 ho 拓 


定义 2 车 二 是 图 G 的 一 个 生成 子 图 且 是 一 棵 树 , 则 称 工 是 图 G 的 一 棵 生成 
树 . 显然 ,对 同一 图 C 来 说 , 它 的 生成 树 不 唯一 ， 
20.4-2 列 出 了 图 G 的 所 有 (4 棵 ) 生 成 树 ， 


于 


图 20. 4-2 


定理 1 n 阶 完全 图 K, 共有 Tr(G) 二 wr 下! 棵 生成 树 .例如 K;,K,,K, ,KK。 分 别 有 
3,16,125,1296 棵 生成 树 . 


定义 3 设 工 是 赋 权 图 G 的 一 襟 生成 树 ,我 们 把 树 荆 中 所 有 树枝 的 边 权 总 和 称 
* 826 。 


为 该 树 的 权 . 图 G 的 具有 最 小 权 的 生成 树 称 为 图 G 的 最 小 生成 树 , 记 作 MST. 
下 面 给 出 求 MST 的 克 鲁 斯 卡尔 算法 : 
1. 设 集 工 的 初 值 为 空 ， 
2， 从 边 集 EE 中 选择 一 条 权 为 最 小 的 边 ,并 从 忆 中 删除 边 @， 
3, 若 e 不 和 了 中 已 有 的 边 形 成 回路 , 则 将 e 添加 到 了 中 去 ,否则 转 2， 
4， 重复 2,3 步 直至 工 中 有 mx 一 1 条 边 为 止 .此 时 工 中 的 边 组 成 了 图 G 的 MST. 
例 1 图 20.4-3(b) 是 图 20. 4-3(a) 的 一 棵 最 小 生成 树 ， 


(b) G 的 MST 


图 20. 4-3 


20. 4,2 和 连 枝 集 与 基本 回路 集 


定义 4 设 工 是 图 G 的 一 棵 生成 树 ,我们 把 属于 G 而 不 属于 了 的 边 称 为 图 G 关 
于 生成 树 工 的 连 枝 , 生 成 树 工 的 所 有 连 枝 组 成 的 集合 称 为 图 G 关于 生成 树 工 的 连 枝 
集 . 

定义 5 设 丁 是 图 G 的 -- 棵 生成 树 , 由 了 的 树枝 与 一 条 连 枝 组 成 的 回路 , 称 为 图 

G 关 于 生成 树 T 的 基本 回路 . 生成 树 人 的 所 有 基本 回路 组 成 的 集合 称 为 图 C 关于 生 
成 树 醋 的 基本 回路 集 , 记 作 Cr. 由 于 连 枝 集 含有 es 一 n-H1 个 连 枝 , 因 此 Ci 含有 一半 
十 1 个 基本 回路 ， 

定理 2 连通 图 C 的 任 一 环 路 均 可 表示 成 若干 基本 回路 的 环 和 . 

例 2 图 20.4-3 中 ,(b) 是 (a) 的 一 棵 生成 树 ,(b) 的 连 枝 集 为 {(1,3) (1,4) (3， 
4)}, 基 本 回路 集 Cy 二 {C1,2,4,1),(2,3,4,2),(1,2,3,1)) ‘EN 十 1 二 6 一 4 十 1 二 3, 环 
路 届 ,2,3,4,1) 是 基本 回路 (1,2,4,1) 与 基本 回路 (2,3,4,2) 的 环 和 . 


20. 4, 3 ” 荐 集 与 断 集 


定义 6 设 S 是 图 G 的 一 个 边 集 , 如 果 1. 图 G 一 S$ 的 秩 R(G 一 S)==n 一 2;2. 对 S 
的 任 一 真子 集 S ,有 RCG 一 S')= 二 mn 一]. 则 称 边 集 5 为 图 局 的 一 个 割 集 ， 
，827 。 


例如 ,在 图 20. 4-3(a) 所 示 的 图 G 中 ,S={(1,2),(1,3),(1,4)} 和 S: 一 (人 1,2)， 
(2,3) ,2,4)}) 均 为 割 集 ， 

定理 3 连通 图 G 的 一 个 割 集 至 少 包 含 G 的 生成 树 的 一 个 树枝 . 

定义 7 设 5 为 连通 图 G 的 一 个 制 集 ,TT 是 G 的 一 棵 生成 树 , 如 果 S 中 恰 含 有 了 
的 一 个 树枝 , 则 称 S 为 G 的 关于 生成 树 工 的 基本 割 集 . 并 把 关于 生成 树 的 基本 制 
集 的 全 体 称 为 图 G 的 关于 生成 树 了 的 基本 齐集 组 , 记 作 Sr, 由 于 荆 有 "一 1 个 树枝 ， 
因此 Sj 含有 7 一 1 个 基本 割 集 . 

定义 8 设 图 G=(V, 户 ,VV ,WW 一 V 一 Vi, 则 称 G 中 端点 分 别 属于 Vi 与 六 
的 所 有 边 的 集合 为 G 的 一 个 断 集 . 

一 般 说 来 , 割 集 一 定 是 断 集 ; 斯 集 不 一 定 是 割 集 . 断 集 或 是 割 集 ,或 是 若干 制 集 的 
直 和 ， 

例 3 对 图 20, 4-3 所 示 的 图 C(a) 与 它 的 一 棵 生成 树 T(b) 来 说 ,S = 二 {1(1,2)， 
(1,3),(1,4)} ,Ss 二 {01,4),(2,4),(3,4)}),S; 二 {(1,3),(2,3),《3,4)} 都 是 图 G 关于 
生成 树 工 的 基本 割 集 , 从 而 有 Sj 二 {5S ,Si,S;). 另 外 , 割 集 S ,9S: ,5S; 均 是 图 G 的 断 
集 , 它 们 所 对 应 的 Vi 分 别 为 {3}, {2), {1}. 

例 4 对 图 20. 2-3 所 示 图 GG 而 言 ,车 取 V=={1,6} ,六 二 {2,3,4,5), 则 断 集 {(1， 
2),t1,4),(3,6),《5,6)} 不 是 割 集 ,而 基 两 个 割 集 51 = 二 {01,2),(1,4)} 与 9 一 {(3， 
6) ,5,6)} 的 直 和 |， 


Y 20.5 图 的 矩阵 表示 


20.5.1 邻接 矩阵 


定义 1 设 G 是 具有 7 个 顶点 的 图 ,如 果 令 
”|1， 者 顶点 vw 与 v 邻接 ， 
“lo， 车 顶 点 与 不 邻接 . 
则 称 由 元 素 ai Qi 和 nn, 1 所 7 志 n) 构 成 的 nXn 算 阵 为 图 G 的 邻接 矩阵 , 记 作 有 A= 


(ay ) nxn. 
例如 ,图 20.5-1 所 示 图 G 的 邻接 矩阵 为 
1 ea 4 
2 人 3 
图 20. 5-1 
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显然 ,对 无 癌 图 来 说 , 它 的 邻接 矩阵 是 对 称 的. 
20, 5,2 关联 人 算 阵 


定义 2 设 G 是 具有 nn 个 顶点 ,e 条 边 的 图 . 如 果 令 
加 1， 若 边 ej 与 讽 点 wv; 关联 ， 
”tl0， 车 边 & 与 顶点 vi 不 关联 ， 
则 称 由 元 素 oj (1 太志 nn, 1 所 7 所 e) 构 成 的 nXse 矩阵 为 图 G 的 完全 关联 第 阵 , 简 称 关 
联 和 矩阵 , 记 作 A, 二 (a; ) x. 
例如 ,图 20.5-1 所 示 图 G 的 完全 关联 矩阵 A。 为 
El Er €34 E414 5 
1f1 0 0 011 
2|1 1000 
3lo 1 101| 
4l0 0 110 
定理 1 nn 阶 图 G 是 连通 的 , 当 且 仅 当 其 完全 关联 矩阵 的 秩 为 n 一 1. 
PXg 和 矩阵 的 一 个 阶 数 为 min{p,9g} 的 方 阵 , 称 为 该 pXg 短 阵 的 一 个 大 子 阵 . 
定理 2 在 连通 图 GG 的 完全 关联 矩阵 A 中 任意 去 掉 一 行 后 ,所 得 矩阵 A 的 一 个 
大 子 阵 是 非 奇 异 的 必要 充分 条 件 是 :与 这 个 大 子 阵 的 列 相应 的 边 组 成 G 的 一 棵 生成 
树 


本 于 


定理 2 给 出 了 求 连 通 图 G 的 全 部 生成 树 的 一 种 方法 :在 图 G 的 完全 关联 矩阵 A。 
中 任意 去 掉 一 行 , 求 出 所 得 矩阵 A 的 全 部 非 奇异 大 子 阵 , 则 每 个 非 奇 异 大 子 阵 的 列 
所 对 应 的 边 就 构成 了 图 G 的 一 棵 生成 树 . 

例 1 从 图 20.5-1 所 示 图 G 的 完全 关联 阵 A。 中 去 掉 第 4 行 后 ,得 矩阵 A 如 下 ， 

el ea 6 BEB €5 

1 .0 0 1 1 
] 1 0 0 0 
0 1 1 0 1 


1 
A=2 
3 


A 的 全 部 非 奇 异 大 子 阵 为 ， 
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Fe] 如 和 | Be 全 Bi €3 如 4 


1 0 0 1 0 1 1 9 1 
1 10110111 0 0|, 
0 1 1! 0 1 0 0 1 0 


el €3 es Ex E33 Bd Eo E44 es 


10 1 0 0 1 0 1 1 
;Il 0 0|,|Il1 0 0 
1 1 0) (ll 0 1 


1 0 0 
它们 所 对 应 的 6 棵 生成 树 分 别 如 图 20. 5-2 的 (a) 一 (二 所 示 ， 


0 1 1 
[| ed 
€l 。 el ] [| ] ] 2 
由 | £2 
(a) (tb) (c) 
尼 4 已 4 
el [| 、 €5 
£2 £2 
(d) (e) (f) 


图 20. 5-2 


20. 5.3 加 路 矩阵 


定义 3 设 连 通 图 G 有 nn 个 顶点 ,se 条 边 ,如 果 令 
_ 人 ej 在 环 路 c, 中 ， 
0, 知 边 e 不 在 环 路 c, 中 ， 
则 称 由 元 素 刀 (1 和 i 和 2 一 1,1 信 7 二 e) 构 
e7 成 的 (2 一 一 1)Xs 和 矩阵 为 图 C 的 完全 回路 
德 阵 , 记 作 B.. 
2 5 由 $20.4 定理 2 可知, 连通 图 G 的 环 路 
可 通过 对 若干 基本 回路 作 环 和 求 得 . 具体 方法 
所 下 例 ， 
3 ed 4 例 2 求 图 20.5-3 所 示 连 通 图 G 的 完全 
襄 路 矩阵 B.,. 
性 取 图 Cr 的 一 棵 生成 树 了 一 {elyeayes， 


J 
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er) ,其 连 枝 集 为 {ez ,es ,es) ,将 连 枝 分 别 添加 到 生成 树 工 中 ,得 图 CG 关 于 生成 树 了 的 
3 个 基本 回路 :co 一 (el 许字 2 ea ) co 一 (es » Ed » C5 ) C3 一 《65 如 6 ,67 小。 基本 回路 的 各 种 可 能 
的 环 和 为 : 


ci = cl De = (8 ,e264 65), 

55 = C1 Pe = (e629 637165 166 61), 

C6 = cH 0 = (ere ,eose), 

cr = 0 es es = (ese re esse7), 
因此 ,图 G 的 完全 回路 矩阵 B. 为 


1 er 6 a ee Es Er 


Gll 1 10 0 .00 
cl0 0 1 1 110 0 
cI0 0 00 1 1 1 
B.=aell 1 0 1 1 0 0|, 
cs|ll 1 101 1 1 
cel0 0 1 10 11 
cr\l 1 0 10 1 


定理 3 连通 图 上 G 的 完全 回路 矩阵 的 秩 等 于 se 一 n 十 1， 

定义 4 设 C={a yc ct 是 连通 图 如 的 关于 生成 树 了 的 基本 回路 集 , 如 
果 信 
及, 若 边 6 在 基本 回路 c, 中 ， 
本 0, 知 边 s 不 在 基本 回路 c; 中 ， 
则 称 由 元 素 舞 (1si 生 e 一 2 十 1, 1 所 / 委 的 构成 的 (一 * 十 1) Xe 矩阵 为 图 G 的 关于 人生 
成 树 了 的 基本 回路 矩阵 , 记 作 Bj， 

显然 ,由 于 图 C 的 生成 树 了 不 唯一 ,因此 Br 也 不 唯一 , 在 图 20. 5-3 所 示 连 通 图 
G 中 ,和 若 取 生成 树 了 = 一 telyey eer}, 则 它 对 应 的 基本 回路 矩阵 Bj 为 

el £2 BE Es er 
] 1 1 0 0 0 0 
0 .0 1 1 10 0 
cl0 0 .00 1 1 1 

此 By 实际 上 是 例 2 中 B. 的 前 3 行 . 

可 以 看 出 ,基本 回路 矩阵 的 各 行 线性 无 关 , 即 基本 回路 和 矩阵 的 秩 等 于 该 矩阵 的 行 
数 , 从 而 有 

定理 4 连通 图 G 的 基本 回路 矩阵 的 秩 等 于 e 一 n 十 1. 

定义 5 连通 图 G 的 完全 回路 矩阵 B. 中 ,由 一 n 十 1 个 线性 元 关 行 组 成 的 (e 一 n 
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十 xx 和 丁 阵 , 称 为 图 G 的 回路 矩阵 , 记 作 B. 
由 此 年 义 可 知 ,连通 图 经 的 回路 矩阵 号 的 秩 也 为 一 n 十 1. 因此 有 
B, 的 秩 = Bj 的 秩 = B 的 秩 = 二 e 一 nn 十 1, 
定理 5 图 G 的 回路 矩阵 B 的 大 子 阵 是 非 奇异 的 必要 充分 条 件 是 , 它 的 列 组 成 
了 G 的 一 棵 生成 树 的 连 枝 集 . 


20.5.4 割 集 和 矩阵 


定义 6 设 连 通 图 CG 有 ? 个 顶点 .条 边 , 如 果 令 
/1, 痢 边 & 在 断 集 ; 中 ， 

0, 若 边 ej 不 在 断 集 i 中 ， 
则 称 由 元 素 gy (1 委 和 未 2 一 1,1<5 sse) 构成 的 (2 一 1) Xe 矩阵 为 图 G 的 完全 割 集 
和 窍 阵 , 记 作 所 . 

定义 7 在 连通 图 G 的 完全 割 集 和 矩阵 Q. 中 ,由 x 一 1 个 线性 无 关 行 组 成 的 子 阵 ， 
称 为 图 G 的 割 集 矩阵 , 记 作 入 

定义 8 设 Sr= 一 (SS ，……S-I} 是 连通 图 C 的 关于 生成 树 工 的 基本 制 集 组 ,如 
果 令 


人 


1 着 边 6 在 基本 割 集 S; 中 ， 
0, 若 边 ea 不 在 基本 割 集 S, 中 ， 
则 称 由 元 素 gj (志和 n 一 1,1 筷 j 太 e) 构 成 的 (x 一 1) Xs 和 矩阵 为 图 CG 的 关于 生成 树 
的 基本 割 集 矩阵 , 记 作 Q. 

定理 6 连通 图 GG 的 完全 制 集 和 矩阵 与 基本 割 集 和 矩阵 的 秩 均 为 2 一 1， 

由 定理 6 及 定义 7 了 可知, 对 连通 图 C@ 来 说 

2 的 秩 二 Qy 的 秩 = Q@ 的 秩 二 nn 一 1. 

定理 7 图 GG 的 割 集 矩阵 Q 的 大 子 阵 是 非 奇异 的 必要 充分 条 件 是 这 个 大 子 阵 的 

列 所 对 应 的 边 组 成 G 的 一 棵 生成 树 . 


$20.6 平面 图 


Gi 


20. 6. 1] 平面 图 


定义 1 一 个 图 G, 如 果 能 画 在 平面 上 , 且 除 端点 外 任意 两 条 边 均 不 相交 , 则 称 G6 
是 可 以 艇 人 平面 的 . 着 图 GG 是 可 以 树 人 平面 的 , 则 称 G 为 可 平面 图 . 可 平面 图 在 平面 
上 的 一 个 同人 称 为 一 个 平面 图 , 记 作 C 图 20. 6-1 就 是 平面 图 的 例子 . 
一 个 平面 图 C 的 边 将 平面 分 成 若干 个 连通 域 ,每 个 域内 不 再 含有 局 的 边 与 顶 
点 ,我 们 把 每 一 个 这 样 的 连通 域 称 为 C 的 一 个 面 . 对 于 每 一 个 平面 图 , 恰 有 一 个 面 是 
无 界 的 , 称 为 外 部 面 , 其 余 的 面 是 单 连通 的 有 界 域 , 称 为 内 部 面 . 在 图 20. 6-1(b) Ce) 所 
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(a) C (b) G 的 平面 图 G， (c) G 的 平面 图 @: 
图 20. 6-1 


示 的 二 个 平面 图 中 , 均 有 6 个 面 ,其 中 面 VI 是 外 部 面 , 面 I 一 V 是 内 部 面 . 

定理 1 考 连 通 的 平面 图 和 有 ? 个 顶点 .e 条 边 、f 个 面 , 则 

fin—e=Z. 

定理 2 任何 一 个 具有 7 个 顶点 、e 条 边 (e 之 3) 的 连通 平面 图 均 满 足 

E < 37 一. 

由 此 定理 立即 可 得 ,K; 是 不 可 平面 图 . 还 可 证 明 K;,; ,也 是 不 可 平面 图 . 我 们 把 
Ks 和 K;.; 称 为 基本 不 可 平面 图 ,它们 在 研究 图 的 平面 性 时 有 重要 作用 . 

定理 3 一 个 图 是 可 平面 的 , 当 且 仅 当 它 的 任何 一 个 子 图 都 不 是 Ks 或 Ks,; 的 部 
分 . 

一 个 图 的 一 个 部 分 是 指 对 它 实施 有 限 次 下 述 手续 而 得 到 的 图 : 移 去 它 的 一 条 边 
Cw) ,加 入 一 个 新 点 ww 和 两 条 新 边 (4, 芭 与 (ws,). 直观 地 说 ,由 一 个 图 G 得 到 它 的 
一 个 部 分 的 过 程 ,就 是 “在 避 的 边 上 插入 有 限 个 顶点 ”. 图 20. 6-2 给 出 了 Ks 和 Ks, 
的 一 个 部 分 . 


(a) 下 的 一 个 部 分 tb) 3 的 一 个 部 分 
图 20. 6-2 


定义 2 者 图 心 是 图 G 的 一 个 部 分 , 则 称 图 G 与 G 同 三 、 


。 833 。 


20. 6.2 ”对偶 图 


定义 3 若 平 面 图 G 的 两 个 面 有 公共 边 , 则 称 这 两 个 面 互相 邻接 . 

定义 4 对 于 平面 图 G, 满 足下 列 条 件 的 图 G' 称 为 C 的 对 偶 图 ， 

1. G 的 每 个 面 f; 内 部 有 且 仅 有 图 6G "的 一 个 顶点 呢 ( 称 天 与 vi 对 应 ); 

2. 若 e: 是 面 卢 ,万 的 公共 进 , 则 有 且 仅 有 图 6G"* 的 一 条 边 @ = 二 (vw ,Ww ), 它 与 @ 
相 死 ; 

3. 当 且 仅 当 人 是 一 个 面 ;的 边界 时 ,存在 一 个 环 ex 二 Cw ,ww ) 并 与 a 相交 ， 

例如 ,图 20. 6-3 所 示 的 两 个 图 中 ,虚线 所 表示 的 图 就 是 实 线 所 表示 图 的 对 侦 图 . 


[ 
am 
”一 一 一 一 一 一 一 


图 20. 6-3 


大 中 是 Gz 的 对 侦 图 ,; 则 Gz 也 是 C 的 对 偶 图 . 

定理 4 GG 有 对 侦 图 当 且 仅 当 G 是 平面 图 . 

定理 5 帮 图 G 与 G* 对 个 , 则 避 中 的 一 个 回路 对 应 于 G* 中 的 一 个 割 集 . 
表 20. 6-1 列 出 了 平面 辕 G 与 它 的 对 偶 图 G' 之 间 的 一 些 对 应 关系 ， 


表 20. 6-1 

G es 
加 面 
面 点 
制 集 同 路 
加 路 齐集 
树 连 树 集 
连 枝 集 树 
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$20.7 网 络 流 


20.7.1 网 络 与 流 


定义 1 设 C 是 赋 权 有 向 图 ,如 果 CC 满足 下 列 条 件 : 

1. 有 且 只 有 一 个 顶 扣 z, 满足 了 《中 一 0 

2. 有 且 只 有 一 个 顶点 ,满足 df (z) 一 0; 

3. 各 条 边 的 权 6 之 0， 
则 称 G 为 简单 网 络 ,简称 网 络 . 并 称 x 为 源 { 点 },z 为 汇 ( 点 ), 其 余 各 顶点 均 称 中 间 
点 , 权 0; 称 为 (vi, ) 的 容量 . 

例如 ,图 20.7-1 就 是 一 个 网 络 , 其 中 性 为 源 点 ,ww 为 汇 点 ,其 余 为 中 间 点 , 边 
《Tl ;ww ) 的 容量 cl 一 2 


图 20.7-1 


定义 2 设 C 是 一 网 络 ,如 果 对 每 条 边 (uw ,都 给 定 一 个 实数 方 , 且 满 足 ; 


1], 对 所 有 i,7,0 志 让 Cy } 
2. 对 所 有 中 间 点 包 ， 


Yofn 一 Di fs; 
veEV vy EV 
3， 对 源 点 z 与 汇 点 z 有 


. 1 天 荆 
人 VW EY 


则 称 这 一 组 实数 产 ( 方 }) 为 网 络 的 一 个 容许 流 ,w 称 为 该 容许 流 的 流量 , 即 网 络 的 流 
量 . 
所 谓 网 络 的 最 大 流 是 指使 w 达到 最 大 值 的 容许 流 . 


Dfs 一 pf. 一 也 
站 


* 835 。 


定义 3 设 G=(V, 忆 是 网 络 . 如 果 V 能 分 解 成 两 个 互 不 相交 的 集合 六 与 Va， 
使 得 zxEV 且 =EV; ,并 令 集 合 (Vi Ya = To 办 E 王 日 zEVoEYVs 则 称 
边 的 集合 CW ,Vi) 为 G 的 一 个 割 切 . 并 把 
CV V2) = >) Ce 


1 ETY 


称 为 此 审 切 的 容量 . 

例如 ,在 图 20.7-1 所 示 网 络 中 ,夏令 WwW=(1,2.3,4) Vs 一 1415) 刚 制 切 (ViyV:) 
二 {(2,5),《4,5)}, 其 容量 CCVi ,V2) 二 8 十 5 二 13. 

定理 1 设 G 是 网 络 ,ww 是 某 容许 流 的 流量 ,CVi,V2) 是 G 的 任意 一 个 割 切 , 则 

wR minCV ,Vo ), 
由 定理 1 立即 可 得 
定理 2 设 G 是 网 络 ,w 是 网 络 的 流量 ,CVi ,Vi) 是 网 络 的 割 切 , 则 
maxw = minC(Vy ,Vs ). 

定理 2 称 为 网 络 的 最 大 流量 最 小 割 切 定理 . 据 此 定理 ,可 以 得 到 计算 网 络 最 大 流 

的 一 个 方法 一 一 标号 算法 . 


20.7.2 标号 算法 


下 面 给 出 用 标号 算法 求 网 络 最 大 流 的 过 程 . 

给 出 初始 容许 流 f=={f} ,比如 0 流 即 所 有 的 方 三 0 

A, 标号 过 程 : 

1， 给 源 点 z 以 标号 (十 z,6.) 二 (十 z, 十 oo)， 

2. 若 顶点 i 已 有 标号 , 则 对 所 有 与 i 邻接 且 未 给 标号 的 顶点 7 按 下 列 规则 处 理 ， 

(1) 若 边 弹 ,? EE 且 所 之 cs , 则 令 =min{cs 一 i: 侣 } ,并 给 顶点 了 以 标号 
(T1168 ), | 

(2) 车 边 习 ;让 EE 且 i 这 0; 则 令 言 二 min{ 广 ,6;) ,并 给 顶点 7 以 标号 (一 i 证》， 

3. 重复 2. 直至 z 被 标号 或 不 再 有 任何 顶点 可 以 给 标号 时 为 止 , 此 时 , 若 z 已 给 
标号 , 则 转 B; 否 则 算法 结束 ,当前 所 得 的 容许 流 大 { 方 ) 便 是 网 络 的 最 大 流 . 

B、 增 广 过 程 ; 

1， 仿 一 z， 

2. 若 z 有 形 如 (十 罗 信 的 标号 , 则 令 ,= 二 有 ,二 65 ;着 有形 如 (一 v,8) 的 标号 ， 
则 令 ,二 fs 一 6:， 

3. 车 wv 二 z; 则 去 掉 所 有 顶点 的 标号 并 转 A; 否 则 令 x 一 "并 苇 B2. 

例 ”用 标号 算法 求 图 20.7-1 所 示 网 络 最 大 流 ,其 结果 如 下 : 

f=2, f= fu = fa =6, fa =3, fos =8, fss 一 5, 其 余 fi 二 0. 最 大 流 也 二 
fz 二 fa 二 f= 二 2 十 9 十 2 二 13( 且 有 思 三 fos 十 fs 二 8 十 5 二 13). 
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21. 随机 过 程 
$ 21.1 随机 过 程 的 概念 


21.1.1 随机 过 程 的 定义 


定义 1 设 丰 是 随机 试验 ,S= {e} 是 它 的 样本 空间 ,如 果 对 于 每 一 个 eE 5, 总 可 

以 依 某 种 规则 确定 一 时 间 t 的 函数 
Xlest) (1:€T) (21. 1-1) 

与 之 对 应 (了 工 是 时 间 : 的 变化 范围 ), 于 是 对 于 所 有 的 eE 5S 来 说 就 得 到 一 族 时 间 : 的 
级 数 , 则 称 此 族 时 间 上 的 函数 为 随机 过 程 . 而 族 中 每 一 个 函数 称 为 这 个 随机 过 程 的 样 
本 函数 . 

为 简便 起 见 , 通 党 略 去 (21. 1-1) 式 中 的 e, 用 记号 X(D 表 示 随 机 过 程 ， 

可 以 给 随机 过 程 以 另 一 形式 的 定义 : 

定义 2 如果 对 于 每 一 国定 的 六 ET 工 ,XCG5) 都 是 随机 变量 ,那么 就 称 XCn 是 一 随 
机 过 程 . 或 者 说 ,随机 过 程 (的 是 依赖 于 时 间 上 的 一 族 随 机 变量 . 

例 1 在 电话 问题 中 , 若 用 大 ( 纪 表 示 在 时 刻 上 以 前 已 经 接 到 的 呼唤 次 数 , 则 对 每 
一 国定 的 EL0, 十 co) ,Xa) 都 是 随机 变量 .X(0 是 一 随机 过 程 ， 

例 2 在 琉 尔 所 原子 模型 中 ,电子 可 以 在 允许 的 轨道 之 一 上 运动 ,以 X(D 一 i 表 
示 电子 在 时 刻 上 在 第 ; 条 轨道 土 运动 ” 假设 电子 轨道 的 变化 只 在 时 刻 ,ts,… 发 
生 , 则 对 每 一 固定 的 如 ,XX(&) 都 是 随机 变量 . X(t) 是 一 随机 过 程 . 

例 3 在 Le ,于 这 段 时 间 内 来 观察 液 面 上 作 布 朗 运 动 的 微粒 . 车 用 关 (2),Y() 分 
别 表 示 质 点 在 时 刻 上 的 堂 标 和 >y 坐标 , 则 对 每 一 国定 的 Efio,Tj],CX(n),Y(n)) 
都 是 二 维 的 随机 变量 , (Xi ,Y(o) 是 一 个 二 维 的 随机 过 程 . 

随机 过 程 的 两 种 定义 本 质 上 是 一 致 的 ,只 是 描述 方式 不 同 而 已 . 在 理论 分 析 时 往 
往 采 用 第 二 种 描述 方法 ,在 实际 测量 中 往往 采用 第 一 种 描述 方法 ,因而 这 两 种 描述 方 
法 在 理论 和 实际 两 方面 是 互 为 补充 的 . 

定义 3 如 果 一 个 随机 过 程 XX(?) 对 于 任意 的 i ET,X(4) 都 是 连续 型 随机 变量 ， 
则 称 此 随机 过 程 为 连续 型 随机 过 程 . 如 果 随 机 过 程 X(#) 对 于 任意 的 ET,X(z) 痢 
是 离散 型 随机 变量 , 则 称 此 随机 过 程 为 离散 型 随机 过 程 . 

定义 4 ”如果 随机 过 程 X(#) 的 时 间 变 化 范围 全 是 有 限 或 元 限 区 间 , 则 称 针 (2) 是 
连续 参数 随机 过 程 . 如 果 了 是 可 列 个 数 的 集合 , 则 称 天 (2) 为 离散 参数 随机 过 程 或 简 
称 为 随机 变量 序列 . 
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21.1.2 随机 过 程 的 分 布 函 数 


定义 5 设 X( 是 一 随机 过 程 ,对 于 每 一 固定 的 ET,X(u ) 是 一 随机 变量 , 则 
称 
Fi (risti) = PIX(H) < x1} 
为 随机 过 程 X(#) 的 一 维 分 布丁 数 . 
对 于 连续 型 随机 过 程 Xt2) , 存 在 一 数 及 (xi ,ti1) ,使 


下 二) = 人 (Zl st) dr1, 


式 中 (zi,t1) 称 为 随机 过 程 X( 的 一 维 概率 密 旗 ， 

一 般 地 ,当时 间 : 取 任 意 ” 个 数值 所 ,所 ,二 时 ,n 维 随 机 变量 

CX) 大 下) 有 (加 
的 分 布 晒 数 记 为 
F(T) Te sr Ta stl st 9" tn) 
= PIX(t) < a X(t) ra 

旦 称 之 为 随机 过 程 X() 的 n 维 分 布 淆 数 . 

如 果 存 在 淄 数 到 (zy 和) 使 


F(X ys Ta rs Tn tl st yt ) 


=| | "|" fn 1 Ta yn 加 


成 立 , 则 称 《zyz2 se yxo yit2 str) 为 随机 过 程 六 (的 n 维 概率 密度 . 
由 于 上 式 中 的 ?及 ,才思 都 是 任意 的 ,因此 (有 (zza 
2 六 给 出 了 一 族 无 限 多 个 分 布 函 数 , 称 它 为 随机 过 程 XC) 的 有 穷 维 分 布 水 数 族 . 这 一 
族 分 布 函 数 不 仅 刻 划 出 了 对 应 于 每 一 个 上 的 随机 变量 X(D9 的 统计 规律 性 , 而且 也 刻 
划 出 了 各 个 和 (之 间 的 关系 . 因此 ,随机 过 程 的 统计 规律 性 可 由 它 的 有 穷 维 分 布 函 
定义 5 对 于 二 维 的 随机 过 程 CX(2)，Y(2)), 则 可 将 它 的 有 穷 维 分 布 孙 数 族 定 义 
为 
F(x1 9 VY] ST Ye Tn Yn te sin) 
= PIX ) < XT) (te) rh) < ye 
X(t) I Yh) < 为 上 
二 维 随 机 过 程 (XX() ,Y(4)) 的 统计 特性 可 由 分 布 函 数 族 
{Fs (x1 sy ;7 sa Te Ya 1 te st )} 
来 表示 . | 
对 于 维 数 高 于 二 的 随机 过 程 ,类似 地 可 以 建立 它 的 有 穷 维 分 布 函 数 族 , 
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21.1.3 随机 过 程 的 数字 特征 


随机 过 程 的 分 布 函数 族 能 完善 地 刻 划 随机 过 程 的 统计 特性 . 但 在 实际 应 用 中 要 
确定 随机 过 程 的 分 布 范 数 族 并 加 以 分 析 往 往 比较 困难 ,甚至 是 不 可 能 的 . 因而 像 引 入 
随机 变量 的 数字 特征 那样 有 必要 引 人 随 机 过 程 的 数字 特征 . 这 些 数 字 特 征 应 该 赋 能 
刻 划 随 机 过 程 的 重要 特征 ,又 便于 进行 运算 和 实际 测量 . 

定义 7 设 X(0) 是 一 随机 过 程 ,对 于 每 一 固定 的 T,X(n) 是 一 随机 变革 , 则 
称 


jy (1) = EC(X()) 一 | zi fi Cn st de C21. 1-2) 


为 随机 过 程 的 均值 . 
ELCX(2)) 是 随机 过 程 立 (2) 的 所 有 样本 函数 在 时 刻 t 的 晤 数值 的 平均 , 它 表示 随 
机 过 程 (在 时 刻 t 的 摆动 中 心 , 通 第 称 这 种 平均 为 集 平 均 ， 
定义 8 把 随机 过 程 X() 的 二 阶 原点 答 记 作 六 (2, 即 
ga (1) = ECX? (2)), (21, 1-3) 
它 称 为 随机 过 程 (2 的 均 方 值 . 而 二 阶 中 心 知 记 作 避 ( 介 或 DCXC2)), 即 
ox lt) = DCX)) = ECCXO) — px (2))), (21, 1-4) 
它 称 为 随机 过 程 羡 ( 引 的 方差 .方差 的 平方 根 ox ( 称 为 随机 过 程 关 (1) 的 均 方 庄 ， 
oax{ 引 表示 随机 过 程 X(0) 在 时 刻 1 对 于 均值 yx (1) 的 偏离 程度 . 
均值 和 方差 是 刻 划 随 机 过 程 在 各 个 孤立 时 刻 统计 特性 的 重要 数字 特征 . 
定义 9 设 X(t1) 和 X(ts) 是 随机 过 程 久 (#) 在 任意 两 个 时 刻 H 和 所 时 的 状态 ， 
f(zi ,X23ti 1tt) 是 相应 的 二 维 概率 密度 , 称 二 阶 原点 漫 合算 
Rx Ch sto) = ECX(E ) XC )) 


= 上 | | la fe Xs Ta yt sts dr dr (21,1-5) 


为 随机 过 程 X(2) 的 自 相关 函数 ,简称 相关 评 数 . Rxx (11 ,i ) 也 常 简 记 为 Rx (4 ,tt2). 
称 二 阶 中 心 混合 矩 
Cx (ti stz) = ECCKRUE) 一 px (hi) ) — px (to ) 2)) (21. 1-6) 
为 随机 过 程 基 { 人 的 自 协 方差 画 数 ， 简称 协 方差 函 数 . Cxx 《三 加) 也 和 常 简 记 为 Cx C1) 9 
za ). 
自 相 关 函 数 和 自 协 方差 函数 就 是 刻 划 随机 过 程 自 身 在 两 个 不 同时 刻 状态 之 间 线 
性 依从 关系 的 数字 特征 . 


21. 1.4 两 个 或 两 个 以 上 随机 过 程 的 联合 分 布 和 数字 特征 


定义 10 设 有 两 个 随机 过 程 六 (2 和 六 (2 ytyto sots 和 和 24,t2，,…*,t%, 是 任意 两 
组 实数 , 称 nn 十 mmr 维 随 机 查 重 
* B39 « 


(XC), 时 (要 , KOE YE ) ,YE2) Yn )) 
的 分 布 隙 数 
下 (Ta 
为 随机 过 程 立 ( 才 和 Y(2) 的 = 十 关 维 联合 分 布 范 数 . 相应 的 n 十 m 维 联合 概率 密度 记 
为 
万 
如 果 对 任意 正 整 数 关 和 各 以 及 数组 六 ,所 和 站 5 联合 分 布 函数 满 
足 关 系 式 
下 1 Te ss Tab te ts ?YY Ye Ym 让 有 st2 vt 
= F(x Te Ta st te sts) Fn CY 3 Ye ss Ym 站 
列 称 随机 过 程 XX() 和 YC 是 相互 独立 的 . 
定义 11 设 有 两 个 随机 过 程 久 (1) 和 YY(#), 由 XG) 和 YY(2) 的 二 维 联 合 概率 密度 
所 确定 的 二 阶 原点 混合 矩 
Ryy (ti ,t2) = ECX(CH YY (#,)) 


=| | zyfilrs hy ta) dzdy C21, 1-7) 


为 随机 过 程 X( 世 和 了 ( 轨 的 互相 关 函 数 . 
称 二 阶 中 心 混合 短 
Cxy (list2) = ECCXROH) — px CH CY (te) — py (2 ))) (21. 1-8) 
为 随机 过 程 六 (和 Y(4) 的 互 协 方差 请 数 . 
如 果 两 个 随机 过 程 XGD) 和 了 (bb ,对 于 任意 的 ti 和 都 有 
Cxy (Hits) = 0,， 
则 称 随机 过 程 X(D0 和 了 (0 是 不 相关 的 . 


$ 21.2 马尔 可 夫 过 程 


21.2.1 马尔 可 夫 过 程 的 定义 


定义 1 设 X(0 是 一 随机 过 程 , 当 过 程 在 时 刻 m 所 处 的 状态 已 知 的 条 件 下 ,过 
程 在 时 刻 姓 盖 5 ) 所 处 的 状态 与 过 程 在 时 刻 之 前 的 状态 无 关 , 这 个 特性 称 为 无 后 效 
性 . 无 后 效 的 随机 过 程 称 为 马尔 可 夫 过 程 . 

定义 2 对 于 马 氏 过 程 (0 , 称 条 件 分 布 函 数 

Flzit | zt) = PN <r | XG =27) (> 1) (21. 2-1) 
为 马 氏 过 程 的 转移 概率 . 

设 X(D 是 马 氏 过 程 , 则 对 时 间 上 的 任意 7 个 数值 fy 之 二 之 … 过 4 1n 实 3, 在 条 件 

多 (1) 二 zx (i 二 1,2,…,n 一 1) 下 Xt) 的 分 布 函 数 恰 好 等 于 在 条 件 X(t-1) 二 xz,-1 下 
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X(t ) 的 分 布 函 数 , 即 
Flzajts | Tray) 
= Flryts | Totstn) (n> 3), 《21. 2-2) 
如 果 条 件 概率 密度 f 存在 , 则 (21. 2-2) 式 等 价 于 
大 2 和 | 2 
一 flroyts | Zr (n> 3). 
并 由 此 可 以 证 明 义 忆 的 维 概率 密度 为 


fn (Xi + Te s**t Tn tl :ts ye 
nm 一] 
= fiCxit) | firs tn Th she) (n= 2,3,"). 《21.2-3) 
二 二 1] 


当 取 己 为 初始 时 刻 时 ,所 (zi oa) 表示 初始 分 布 (密度 ), (21. 2-3) 表 明 : 马 氏 过 程 的 统 
计 特性 完全 由 它 的 初始 分 布 (密度 ) 和 转移 概率 (密度 ) 所 完全 确定 ， 

定义 3 对 于 只 能 取 可 列 个 值 m ,一 ，…… 的 时 间 连 续 ,. 状 态 离散 的 马 氏 过 程 羡 (2)， 
把 XQ)==r, 称 为 在 时 刻 1 系统 处 于 状态 En 二 1,2,…). 用 PP (t,t) 表 示 “ 已 知 在 时 
刻 t, 系 统 处 于 状态 5, 的 条 件 下 ,在 时 刻 r( 污 四, 系统 处 于 状态 五 "的 转移 概率 . 

特别 地 , 当 上 述 转移 概率 只 与 i,j,r 一 :有 关 时 ,就 称 这 个 过 程 是 了 时 齐 的 马尔 可 夫 
过 程 . 这 时 可 以 用 Pi (2) 来 表示 “已 知 在 时 刻 x, 系 统 处 于 状态 EE 的 条 件 下 ,经 过 一 段 
时 间 后 系统 处 于 状态 上 ,的 概率 , 用 原来 的 记号 , 它 可 表示 成 等 式 Ps (的 二 Pr 
t 十 了 成立， 

在 物理 学 中 常 有 这 样 的 情形 :不管 初始 状态 如 何 , 在 经 过 了 一 段 时 间 后 ,系统 会 
达到 平衡 状态 (如 热力 学 中 的 热 动 平衡 ). 这 在 数学 上 就 是 要 求证 明 存 在 与 i 无 关 的 
极限 

limPs (2) 一 已， 
这 就 是 转移 概率 的 遍历 性 问题 ， 
21.2.2 马尔 可 夫 链 
1. 转移 概率 短 阵 


定义 4 时 间 离 散 状 态 离散 的 马尔 可 夫 过 程 称 为 马尔 可 夫 链 . 

对 于 马尔 可 夫 链 ,把 所 有 可 能 的 离散 状态 分 别 记 为 记 , 锯 ,…, 把 可 列 个 发 生 转 
移 的 时 刻 记 为 白 , 扬 ，…… 称 在 二 处 发 生 的 转移 为 第 次 转移 , 如 果 进 一 步 假设 :系统 
由 状态 E; 经 过 一 次 转移 到 达 状 态 叱 ; 的 概率 和 所 进行 的 转移 是 第 几 次 转移 无 关 , 那 
么 可 以 用 忆 表 示 系 统 由 状态 E; 经 过 一 次 转移 到 达 状 态 上, 的 转移 概率 . 

由 于 从 任何 一 个 状态 E 出 发 ,经 过 一 次 转移 后 ,必然 出 现状 态 包 ,Es，… 中 的 一 
个 ,所 以 
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Pa 一 1 (Pa 宕 0,i= 1,2,."). 
虚 


定义 5 由 转移 概率 Py 构成 的 矩阵 , 即 
Pun Py Pia 


p= 各 (21. 2-4) 


直上 夫 国 呈 十 关 由 呈 国 有关 时 是 咎 关 由 惠 中 叶 要 由 着 电 中 


称 为 马尔 可 夫 链 的 转移 概率 炬 阵 . 

例 1 ( 带 有 不 可 越 壁 的 随机 游 动 ) 在 线段 [1,5] 上 有 一 质点 (如 图 21. 2-1) ,假设 
它 只 能 停留 在 1,2,3,4,5 这 几 点 上 ,并 且 只 能 在 1 秒 ,2 秒 ,… 等 时 刻 发 生 随 机 转移 . 
转移 的 规则 是 ;如果 在 移动 前 , 它 在 2,3,4 这 几 点 上 ,那么 就 分 别 以 173 的 概率 向 左 
或 向 右 移动 一 格 ,或 停留 在 原 处 ;如 果 移动 前 , 它 在 1 这 点 上 ,那么 就 以 概率 1 移动 到 
2 这 一 点 ;如 有 果 在 移动 前 , 它 在 5 这 点 上 ,那么 就 以 概率 ] 移动 到 4 这 一 点 . 


1 2 3 4 5$ 


图 21. 2-1 


如 果 上 惧 蔷 (2) 二 i 表示 质点 在 时 刻 2ft==1,2,…) 位 于 i 点 G2 二 1,2,3,4,5); 则 针 (2) 
是 一 个 时 齐 的 马尔 可 夫 链 , 它 的 转移 概率 和 矩阵 为 
0 1 0 0 0 


l 1 1 
了 
] 1 ] 
P= 性 3 3 3 0 |. 
] ] 1 
9 0 3 3 3 
0 0 0 ] 0 
例 2 本 例 给 出 利用 随机 游 动 来 求 偏 微分 方程 近似 解 的 一 种 方法 , 
给 定 带 边界 条 件 的 拉 普 拉 斯 方程 
Dn Pu 
uP)= F(P) (PED,, 


式 中 卫 是 区 趟 如 的 边界 , f( 忆 是 一 个 已 知 的 阻 数 . 
在 GG 上 作 相 互 间隔 为 h 的 网 格 . 以 五 记 G 内 的 阅 格 边界 .G 以 I 为 边界 . 偏 微 
分 方程 (21. 2-5) 的 求解 问题 可 化 为 如 下 差分 方程 (21. 2-6) 的 求解 问题 . 
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L ~ (uP) +uP) tuP) tupP)) (PEG)， 
(21. 2-6) 

utP)= f(P) (PE 也 )， 
式 中 Pi ,P,P; ,PP 为 点 王 的 四 个 相 邻 点 . (21. 2-6) 
的 解 就 是 (21. 2-5) 的 近似 解 . 

一 个 游 动 质点 从 内 部 结 点 PEG 出 发 ,以 1/4 -EPE 
的 概率 向 其 四 个 邻 点 Pi ,P, ,P,P 之 一 作 随 机 游 TT 
动 . 游 到 某 一 邻 点 P; (i 二 1,2,3,4) 以 后 ,再 以 1/4 年 二 国生 呈 辣 呈 | 
的 概率 向 P; 点 的 四 个 邻 点 继续 作 随机 游 动 ,直至 mT aT 
游 动 到 边界 及 被 吸收 为 止 . 若 在 边界 点 QET; 处 了 
被 上 吸 收 , 则 将 f(Q) 这 个 数 记 录 下 来 . 由 于 从 三 点 
出 发 的 游 动 是 随机 的 ,因此 被 记录 下 来 的 这 个 数 是 
一 个 随机 变量 . 知 记 这 个 随机 变量 的 数学 期 望 为 
VCP), 可 以 证 明 VCP) 正 是 差分 方程 (21. 2-6) 在 P 
轧 的 解 ， 

利用 电子 计算 机 可 以 有 效 地 模拟 上 面 所 述 的 
随机 游 动 ,也 就 是 让 计算 机 来 作 这 种 实验 ,每 实验 一 图 2 2 
次 获得 一 个 数据 ff :; 作 了 nm 次 实验 以 后 获得 天 个 数据 A ;ff2 sf ;再 取 其 平均 值 


ft ft tf). 


由 大 数 定律 可 知 , 当 ?充分 大 时 ,这 个 平均 值 就 可 以 作为 数学 期 望 的 一 个 很 好 的 近 
似 . 这 种 计算 方法 称 为 概率 计算 方法 ,也 称 蒙特 - 卡 洛 方法 . 


2. 高 阶 转移 概率 与 极限 概率 分 布 


对 于 马尔 可 夫 链 , 设 系统 由 状态 上 经 过 n( 之 2) 次 转移 而 到 达 状 态 已 的 概率 ,只 
与 转移 的 次 数 mn 有 关 而 与 所 进行 的 转移 是 第 几 次 转移 无 关 , 因此 可 以 把 它 记 为 
Py (mn). 称 Py, (mn) 为 高 阶 转 移 概 率 . 

系统 由 状态 FE; 经 过 ?次 转移 到 达 状 态 豆 这 一 过 程 , 可 以 看 作为 它 是 先 经 过 
map m7 之 1 次 转移 到 达 革 一 状态 瓦 合 = 二 1,2,…) ,再 由 状态 所 经 过 nn 一 mm 次 转 称 到 
达 状 态 上 ;. 因此 有 


P,(n) = > Pa Cm) Py (n—m), (21. 2-7) 
由 


(21. 2-7) 式 称 为 查 普 曼 - 柯 尔 莫 哥 洛 夫 方程 . 
定义 6 一 个 概率 分 布 {P;}(P; 表 示 出 现 E, 的 概率 ) , 若 满足 关系 
P, 一 DPP,, 


就 称 它 为 这 个 马尔 可 夫 链 的 一 个 平稳 分 布 . 
+ 843 ， 


定义 7 如 果 从 链 中 任 一 状态 出 发 ,能 以 正 的 概率 经 有 限 次 转移 达到 链 中 预先 
指定 的 其 他 任 一 状态 , 即 对 任意 i,; 都 存在 正 整数 ”使 得 Ps (>) 之 0, 则 称 链 是 不 可 
约 的 . 

定义 8 如果 所 有 满足 Ps (z)>>0 的 n 中 没有 大 于 1 的 公 因 子 , 则 状态 E; 称 为 非 
周期 的 . 

定理 1 对 于 不 可 约 非 周期 的 马尔 可 夫 链 ,极限 limPy (n) 二 P; 存 在 ,而 且 只 能 有 
下 面 两 种 情况 ， 

(1) 所 有 的 已 都 大 于 零 , 此 时 { 已 } 是 唯一 的 平稳 分 布 ,而 且 它 是 满足 方程 

二; 一 DriPs 

和 条 件 >7zi 二 1 的 唯一 解 (在 这 种 情况 下 , 称 链 是 遍历 的 ) . 


(2) 所 有 的 P; 都 为 零 , 此 时 不 存在 平稳 分 布 . 
例 3 对 于 在 本 节 例 1 中 介绍 的 带 有 不 可 越 壁 的 随机 游 动 , 可 以 验证 它 是 不 可 约 
非 周期 的 马尔 可 夫 链 ,于 是 平稳 分 布 存在 , 旦 是 下 列 方程 的 解 ， 


Tl = 0 . 辐 十 于 如 十 0 zy 十 0 :4 十 0 + 
1 1 

TX2 = 十 本 了 2 十 0， zs 十 0。2Z5， 
1 1 1 

本 |] 一 0 部 十 可 十 可 写 十 可 略 十 0 :zs， 


4 一 0"2 十 0， 妆 十 二 到 十 言 z 十 Xs ， 


了 5 一 0 , 袜 十 9, 加 十 9. 因 十 村 到 十 0 入 | 
Ti 十 Tz 十 TX 十 二 十 xz 二 1. 


解 之 ， 即 得 Tl 于 5 = 证 > 2 TT = 方 >0. 


21. 2.3 时 间 和 连续、 状态 离散 的 马尔 可 夫 过 程 

对 于 时 间 连 续 ,状态 离散 的 马尔 可 夫 过 程 , 如 果 它 是 时 齐 的 , 则 可 用 Ps (四 表示 
在 长 为 1 的 时 间 间 隔 内 系统 从 状态 E 到 达 状 态 E; 的 转移 概率 , 如 果 :>0,r>0, 有 如 
下 查 普 曼 - 柯 尔 莫 戈 洛 夫 方 程 

Py (t+) = 2 Pat) . Py lr). (21. 2-8) 

定理 2( 马 尔 可 夫 〉 对 于 任何 时 齐 的 ,时 间 连 续 . 状 态 有 限 的 马尔 可 夫 过 程 , 若 

存在 一 个 ,使 得 Ps (to)>>0 对 任何 i,r 成 立 , 那 么 极限 
» 844 。 


]imP。 (bt 一 Pb, (0 过 1 有) 


存在 旦 与 i 无 关 . 
定义 9 对 于 时 齐 的 ,时 间 连 续 、 状 态 有 限 的 马尔 可 夫 过 程 , 当 
0 (= 从， 
jimP; (2) = 6; = > (21. 2-9) 
to ] {i= 1) 
成 立时 , 称 这 个 过 程 为 随机 连续 的 马尔 可 夫 过 程 . 
(21, 2-9) 式 可 直观 地 解释 为 当 : 很 小 时 ,系统 的 状态 几乎 是 不 变 的 . 
由 条 件 (21. 2-9) 可 以 推出 
lim 一 各 = gq; < oo0, (21, 2-10) 
[一 全 
根据 (21. 2-8) ,得 
Ps; a 1, ——P 
Puls+AD Pl 2 (2) » Pa (AD 一 Pa (1) 
Ai Ai 
_ Wp /,,, CPa(At) — a) 
= 之 站 A . 
令 人 0 ,得 
= 2 (ga. (21. 2-11) 
同 理 ,有 
| "NE — Pa tt— 
POP An DP (At) » Pa tt 一 Ai 一 Pa 人 一 Ab 
at At 
(Py (AD ~ )p /,, 
之 A P(t ~— AL), 
今 Ar 一 > 一 ;得 
ee — PP, (0 (21. 2-12) 


《21.2-11) 和 (21.2-12) 分 别称 为 柯 尔 莫 姜 沼 夫 的 前 进 和 后 退 方 程 
请 9; 有 下 列 性 质 ， 
信之 0 天 旋 ; 
qi S01 


>》) gy 三 0. 
i=1 


例 4 在 线段 [1,5] 上 有 一 质点 (如 图 21, 2-1) ,假设 它 只 能 停留 在 1,2,3,4,5 这 
几 点 上 ,与 本 节 例 1 不 同 , 质 点 在 任何 时 刻 都 可 能 发 生 移 动 ,其 移动 规 刚 是 : 知 在 时 刻 
。845 。 


! ,质点 在 2,3,4 诸 点 , 则 在 (t,t 十 A 中 分 别 以 概率 At 十 ofAt) 向 右 移动 一 格 ,以 概率 
pAl 十 ofAt) 向 左 移动 一 格 ; 若 在 时 刻 已 质点 在 1 则 在 (bt 十 Ai 中 以 概率 XA 十 
ofAb) 向 右 移 动 一 格 ; 若 在 时 刻 志 质 点 在 5; 则 以 后 永远 停留 在 5 上 ;在 (t,t 十 Atj] 中 发 
生 其 他 移动 的 概率 总 共 是 oA2). 

按照 上 和 面 的 移动 规则 ,从 时 刻 t 到 时 刻 上 十 At 的 转移 概率 矩阵 为 


1 一 AAA 十 OA AAt TT olAt) oC AL) 
HpAt 十 OAt) 1 一世 十 Ar 十 At AAA 十 OAt) 
OAt) Ar 十 OA 1 工 一 以 十 AD 人 十 DA 
DA) ot AL) uAt + ol AL) 
日 QO 0 
o(AL) ot A1) 
人 At OAt) 
AAz 十 OAD oCAF) 
1— TAATolAD) AAtT ol A) 
0 ] 
于 是 按 公 式 
g, 一 lim, P: A 
可 得 
一 从 A 0 0 0 
x 一 以 二 pj | 0 0 
Q= (gy)=|0 H 一 +p A 0 
0 dQ 民 Qa) A 
0 0 0 0 0 


将 gj; 代 人 方程 (21.2-11) 和 (21.2-12), 即 可 解 出 Pa (2)， 
21.2,4 扩散 过 程 


对 于 时 间 连 续 , 状 态 连 续 的 马尔 可 夫 过 程 XQ) ,其 条 件 分 布 画 数 F(t,z;t,y) 表 
示 在 已 知 时 刻 t, XC 到 值 x 的 条 件 下 ,在 时 刻 ctr 守 让 时 ,XX() 的 取 值 将 小 于 y 的 概 
自然 ,条 件 分 布 图 数 FCG,z;t;y) 对 任何 的 1,z,+ 有 


lim F(t rr y) 一 口 ; lim 下 (全 名 一 1 ， 
Yoo Yon 


日 FU,x;r;y) 关 于 自 变量 y 是 左 连续 的 ， 
假定 F(tyx;r;y) 关 于 变数 1,z ,zt 而 言 是 连续 的 . 考虑 三 个 时 刻 ts ,T(t 之 之 0)， 
系统 由 时 刻 i 外 (二 xz 到 时 刻 ,XO 过 yy 的 情况 ,可 视 为 先 由 时 刻 ,XX() = 二 zx 到 时 刻 
yz<CXCD<z 十 如 的 情况 之 一 ,再 由 时 刻 5,X(s) 二 z 到 时 刻 r,X(zD<y 的 情况 , 故 
.846 。 


十 cn 
了 (ty 一 | Flsyszsrs yd FP (t,x)ss 2). 


等 式 (21. 2-13) 称 为 广 马 尔 可 夫 方 程 . 
概率 F(t,z;t;y) 只 二 对 rt 才 有 意义 ,把 这 个 定义 加 以 补充 , 令 


lmF (ts zsr, y) = lmF(t,x;r,y) 


0， yx， 


7 ]， 4 2 这， 


如 果 人 存在 可 积 的 概率 密度 


可 
5 一 yt Zr， 


则 成 立 明显 的 等 式 


? te 
| fessr,s) de = Flt,ryr, y); | frir, yay 一 1. 


此 时 , 广 己 尔 可 夫 方 程 可 写成 形状 


十 oa 
PT = | flsyzyryy) fts rs 2)az. 


(21, 2-13) 


定义 10 一 个 时 间 连 续 、. 状 态 连续 的 马尔 可 夫 过 程 , 如 果 它 的 条 件 分 布 函数 


F(,ziryy) 满 足下 面 的 (1), (2),(3) 三 个 条 件 , 则 称 它 为 一 个 扩散 过 程 : 
对 任何 之 0, 太 在 {1 tt srt tet 时 ,对 工 -- 致 地 有 


(1) | dyF lzir,y) = olt2 — #1), 
(2) | (y— DdFG Try = altzx) (te —t) to —4), 
3 六 | De 


(3) | (y— dF rey) = 6 7h 8) +o — un). 
[y+ | 


定理 3 如果 扩 散 过 程 的 条 忻 分 布 旺 数 F(z,xz;r;y) 的 偏 导 数 
2: 
az 
存在 , 且 对 任何 1,z 和 zfzr> 昌 连续 ,那么 画 数 F(t,z;r,y) 必 满足 方程 ; 


3 _ 9 , 
Ft (iy zirtsy) -一 altsi) zd (ts Tsry) 


可 
3 Ziry3)， Flt,r;rsy) 


2 
一 blt,x) Cr 


(21. 2-14) 称 为 柯 尔 莫 苹 洛 夫 第 一 方程 . 


(21. 2~14) 


定理 4 如 有 果 扩 散 过 程 的 条 件 分 布 函数 (i,x;rt,y) 具 有 分 布 密度 f(t, ;Ty)， 


且 下 列 诸 偏 导数 


9 9 
Ff rity), 3y oT FL Tr y)) : 


* B47 。 


区 Geairo) 
存在 且 连 续 ,那么 函数 f(1,z;rt,y) 满 足 方程 


Ef lzir,y) = -ar Df riry)) 
2 
+ E56r I fC zr)y)), (21. 2-15) 
六 
(21, 2-15) 称 为 柯 尔 竟 式 洛 夫 第 二 方程 ， 


$ 21.3 平稳 随机 过 程 


21.3.1 平稳 随机 过 程 的 定义 


定义 1 如 果 对 于 时 间 上 的 任意 个 数值 所 ,ts,"… ,和 任意 实数 8, 随 机 过 程 
义 (4) 的 n 维 分 布 隐 数 满 足 关系 式 
F(xis Te rayti ts stn) 
= F(zisrerr sr?ti et te nt tetn 1,2,), (21,3-1) 
则 称 XC2) 为 平稳 随机 过 程 ,或 简称 平稳 过 程 . 
当 概 率 密度 存在 时 ,平稳 条 件 (21. 3-1) 等 价 于 
万 CT Tati te ss tn) 
= frirTerr Tjtiterts te st Te) (n=l,2). (21.3-2) 


21. 3, 2 平稳 随机 过 程 的 数字 特征 


设 X(09 是 一 平稳 过 程 , 在 (21, 3-2) 中 , 令 * 一 1,e= 一 所 ,就 有 
ri) = firthtite) = f(r ;0). 
这 表明 :平稳 过 程 的 一 维 概率 密度 不 依赖 于 时 间 ,把 它 记 成 (zx1). 于 是 XX( 驴 的 均值 
应 为 带 数 , 记 作 uxs BN 


-co 
EC(X()) = | (x1 dr! = px. (21. 3-3) 
同样 ,X(2) 的 均 方 值 和 方差 亦 为 常数 ,分 别 记 为 yx 和 ax， 
在 (21. 3-2) 中 , 令 n= 二 2,e 二 一 41 ,就 有 
felrisraitists) = foalxsyrastit ets te = flr rs0, ts CO— ty. 
这 表明 ;平稳 过 程 的 二 维 概 率 密度 依赖 于 时 间 间 距 r=& 一 ,而 与 时 间 的 个 别 值 4 
和 ts 无 闫 ,把 它 记 成 训 Lri szz;7T). 于 是 外 (4) 的 自 相 关 消 数 仅 是 单 变 量 z 的 一 数 , 即 
Rx(r) = ECXCOXGE+D) 一 | | nzefoln rindridr, (21.3-4) 


协 方差 落 数 可 以 表示 为 
* 848 ， 


Cx(T) = E((X(D) —p OKCGTD— p= Rr) — py. (21.3-5) 

定义 2 给 定 随机 过 程 关 (#) ,如果 ECX(2)) 为 常数 , 且 

EC (0)) < o0, ECXC) X(T DD) = Rx (rt), 
则 称 X(#) 为 宽 平 稳 过 程 或 广义 平稳 过 程 ， 

相对 地 按 (21, 3-2) 定 义 的 平稳 过 程 称 为 严 平 稳 过 程 或 狭义 平稳 过 程 . 

一 个 严 平稳 过 程 只 要 均 方 值 有 界 , 则 它 必 定 也 是 宽 平稳 的 , 但 反 过 来 一 般 是 不 成 
立 的 , 一 个 重要 的 例外 情形 :如果 一 个 宽 平稳 过 程 是 正 态 过 程 , 则 它 必 定 也 是 严 平稳 
的 . 

定义 3 设 X( 和 Y(0 均 是 平稳 过 程 , 如 果 它 们 的 互相 关 范 数 仅 是 单 变量 r 的 
了 哨 数 , 即 

Ryy (7) = E(X(DNYG + 0)), (21. 3-6) 
则 称 关 ( 攻 和 YC 是 平稳 相关 的 或 称 这 两 个 过 程 是 联合 宽 平 稳 的 . 

例 1 设 sl 四 是 一 周期 为 本 的 函数 , 日 是 在 (0, 了 内 具有 均匀 分 布 的 随机 灾 量 ， 
称 X(t) 二 s(t 十 外 为 随机 相位 周期 过 程 , 试 讨论 它 的 平稳 性 

由 假设 日 的 概率 密度 为 


1 
一 0 日 < 了 
/0 -17 ~ 
0， 其 他 ， 
于 是 ,Xi 的 均值 为 


T T 
ECX(D) 一 ECs(t 十 @)) 一 | st 十 六 二 dg = 十 | s(p)dp 为 常数 ， 


而 自 相 关 鹃 数 
Ry(ft 二 tr) = ECs(t 二 s(t 二 rc 十 的 ) 


了 1 1 T 
=| s+ OsttrtD Td = BE| s(ps(p+ dy 


-一 Rx (r). 
可 见 , 随 机 相位 周期 过 程 是 平稳 的 . 特别 地 ,随机 相位 正弦 波 也 是 平稳 的 . 


21. 3.3 各 态 历 经 性 
定义 4 平稳 过 程 XX(#) 沿 整个 时 间 轴 上 的 如 下 两 种 时 间 平 均 ; 


i 1f7 
(XD) = ,lim 冶 | XO, (21. 3-7) 
(XXUGFD) = lim LL x Xt ad, (21. 3-8) 
了 一 2 了 一 了 


分 别称 为 随机 过 程 区 ( 芒 的 时 间 均 值 和 时 间 相 关 函 数 ， 
例 2 称 藉 (二 acos(ut 十 全 ) 为 随机 相位 正 范 波 , 式 中 a 和 um 是 第 数 , 强 是 在 (0， 
。 B49 »。 


2x) 上 具有 均匀 分 布 的 随机 变量 . 由 本 节 例 1 知 , 和 (0 是 一 平稳 过 程 . 求 As ,Rx (7)， 
AC AACE A ), 


由 假设 ,日 的 概率 密度 为 


jc = 必 0 一 0 一 2r， 
0， 其 他 


py = ECX(D) = 开 (acos(ot t+ 人) 一 | acosCet 十 的 。 2 一 和， 
Rx CT) = EC(XOD XG = Etacos(twt 十 园 ]) , acostwltt 9) + 


2r 1 a 
~ | cos(oi 十 人 cos(wlt 十 中 十 从 ,元 ab 一 乞 cos or， 
(KGD)》 = ,lim lm 旋 | acos(wt + Od = 0, 


《XCDXLUE+T+ TT) 一 im im 二 | Cecosfoit + Ocostwlt + rt) Od 


一 万 COsecor， 
2 


在 这 里 ,XO) 二 jp, ,《X(DX(t 十 D) 二 Rx (7z). 这 表明 随机 相位 正弦 波 的 时 间 平 均等 
于 集 平均 . 

上 述 特性 并 非 是 随机 相位 正弦 波 所 独 有 的 . 事实 上 ,以 下 各 态 历经 定理 将 证 实 : 
对 平稳 过 程 而 言 ,只 要 满足 一 些 较 宽 条 件 , 便 可 以 根据 “ 依 概率 1 成 立 " 的 含义 从 一 次 
试验 所 得 到 的 样本 函数 z( 纪 来 确定 出 该 过 程 的 均值 和 自 相 关 函 效 . 

定义 $5 设 久 (2) 是 一 平稳 过 程 ， 

(1) 如 果 (X(CD 一 Ar 依 概 率 1 成 立 , 即 

PUX()) = yp,) 一 1， 

则 称 过 程 X(D 的 均值 具有 各 态 历经 性 . 

(2) 如 果 (X(CDXC 二 r> 一 RxCr 依 概率 1 成 立 , 即 

PIORCO XU = Ry(r)) = 1， 

则 称 过 程 XC) 的 自 相关 函数 具有 各 态 历 经 性 . 特别 当 r= 二 0 时 , 称 均 方 值 其 有 各 态 历 
经 性 . 

(3) 如 果 X02) 的 均值 和 自 相关 函数 都 具有 各 态 历 经 性 , 则 称 X( 是 ( 宽 ) 各 访 历 
经 过 程 ,或 者 说 久 (} 是 各 恋 历 经 的 . 

定理 1 平稳 过 程 X(2) 的 均值 具有 各 态 历 经 性 的 充 要 条 件 是 


im 二 | (1 一 知 ) (Rx(D 一 态 )dr 二 0. C21. 3-9) 


Th 了 


定理 2 平稳 过 程 六 (2) 的 自 相 关 嫩 数 Rx(r) 具 有 各 态 历 经 性 的 充 要 条 件 是 
» 850 。 


lim 上 上 “(一 冀 ) (Bl(n)— RECVdn =0 (21. 3-10) 
o 2 个 工 1 XT Tl 4 + 


其 中 
Blr) = EC(XCt+ r+ n(n XU XD)), 
在 (21. 3-10) 式 中 令 r==0, 就 可 得 到 均 方 值 具有 各 态 历经 性 的 充 要 条 件 . 
在 实际 应 用 中 通常 只 考虑 定义 在 0 委 !: 拓 十 ce 上 的 平稳 过 程 . 此 时 上 面 的 所 有 时 
则 平均 都 应 以 ost< 十 ce 上 的 时 间 平 均 来 代替 , 而 相应 的 各 态 历 经 定理 可 表示 为 下 
述 形 式 ， 
定理 3 


于 | 加 
dim, 了 Jo Md = px 


依 概 率 ] 成 立 的 充 要 条 件 是 


.1f7 T 
im 证 | (1 一 未 ) (Rx (nD) —j0)dr = 0. 


定理 4 
lim 二 | = 
im 示 | XRG Dd = Rx Cr) 
依 概率 1, 成 立 的 充 要 条 件 是 
TT 
lim 于 | (1 一 于) (Bn) — Ri(r)ar = 0 


To 了 


为 外 ,对 于 正 态 平稳 过 程 , 如 果 均 值 为 零 , 自 相 关 阔 数 Rx (rt) 连续 , 则 过 程 是 各 态 
历经 的 一 个 充 要 条 件 是 


Fo 
| | Rx (7) | dr <+ co， 


21. 3.4 ”相关 函数 的 性 质 


假设 头 ( 和 和 YY(4) 均 是 平稳 过 程 ,Rx (7) ,Ry 《和 Rxwy 《分 别 是 它们 的 自 相 关 消 
数 和 互相 关 函 数 , 则 有 
(1) Rx (0)=E(X’ (0))= 上 0. 
(2) Rx (—7t)=Rx(r), Rxy (~—7)=Ryx (Tr). 
(3) |Rx (7) [Rx (0 和 |Cx (lr) [RCx (0) =a%. 
[Rxy (DV ERy ORy CO 和 Cw C0 | ECx (C0) Cy (C0). 
(4) Rx lz) 是 非 负 定 的 , 即 对 任意 数组 5 ,to ,…, 刀 和 任意 负数 g (DD 都 有 


> Rx —i)g(t g(t) 0. 
所 


(5》 如果 平 稳 过 程 XC2) 满 足 条 件 外 (二 XC 十, 则 称 它 为 周期 平稳 过 程 ,本 为 
过 程 的 周期 . 周期 平稳 过 程 的 自 相关 晃 数 必 是 周期 清 数 , 且 其 周期 与 过 程 的 周期 相 
»* 851 。 


同 , 即 
Rx(r+t+ TT) 一 Rx lr), 
(6) 设 针 ( 尹 和 不 (t 十 ) 当 jr| 一 十 co 时 相互 独立 , 且 ECXC2)) 二 0, 则 
lim Rx (r) = 0, 


21. 3,5 平稳 过 程 的 功率 谱 密 度 
1. 平稳 过 程 的 功率 谱 密 度 


(1) 时 间 函 数 的 能 有 基 和 能 谱 密 度 ， 
设 有 时 间 疼 数 x 人) (一 oo 之 1 之 十 oo0). 假如 x(t) 满足 狄 利 克 雷 条 件 ( 参 看 
6. 10. 4); 且 绝对 可 积 , 即 


| | z(t) | 二 一 十 co， 
则 zz( 妨 的 傅 里 叶 变 换 存 在 或 者 说 具有 频谱 

Fw 一 | z(Dewdr. 
在 z 六 和 了 (oo 之 间 成 立 有 以 焉 帕 寨 瓦尔 等 式 

te, 1 ft 
| > {dt = 二 | LF, (Cw) [co 
等 式 左边 表示 x(D) 在 (一 co, 十 co) 上 的 总 能 量 , 而 右边 的 被 积 式 |F, Cw) |? 相应 地 称 
为 zx 人) 的 能 谱 密 度 ， 
(2) 时 间隔 数 的 功率 和 功率 谱 密 度 . 


当时 间 哨 数 x( 纺 的 总 能 量 无 限时 , 转 而 去 研究 xz( 妇 在 (一 co ,十 ceo) 上 的 平均 功 
率 , 即 


lim 二 | - 区 


Th 了 了 


志 Fo 了) 一 | =zCDemdz ;由 帕 蹇 瓦尔 等 式 


| x2 (dt — | | F.Cw,T) [dy 
下 ZA oo et 
得 


1 1 
im im 二 | £2 (1)dt = 二 | S, (wy dew, 


其 中 
S, Cw) = Jim 亨 [F(T | 


相应 地 称 为 z(#) 的 功率 谱 密度 . 
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(3) 平稳 过 程 的 功率 谱 密度 . 
给 定 平移 过程 (1)( 一 oo 过 1 过 十 co). 于 是 积分 


了 。 
Fr(wT) 一 | Xemdt 


和 
二 | XD = 二 | | Fx TD) la 
都 是 随机 的 ， 
《21. 3-11) 式 左 问 的 均值 的 极限 , 即 量 
dim E( 去 |_,X* Da) 
定义 为 平稳 过 程 X(t) 的 平均 功率 . 
由 (21. 3-11) 式 得 
Jim E( 直 | 和 00 媳 )= 寺 | Sx (odd, 
其 中 


Sx (w) = im_ 5 EC| Fx (w, T) |*) 


相应 地 称 为 平稳 过 程 X(2) 的 功率 谱 密 度 . 
注意 到 平稳 过 程 的 均 方 值 是 常数 ,于 是 


Jim E( 二 | 2)= lim 去 | _ ECG) 二 = 优 ， 


2 了 
即 平稳 过 程 的 平均 功率 就 等 于 该 过 程 的 均 方 值 . 因此 


由 一 元 | Sx (wd. 
(21. 3-13) 式 称 为 平稳 过 程 XC 的 平均 功率 的 谱 表 示 式 ， 
2. 谱 密 度 的 性 质 
(1) Sx (是 wu 的 实 的 、. 非 负 的 偶 函 数 ， 


(21, 3-11) 


(21. 3-12) 


(21. 3-13) 


(2) 在 自 相 关 瑞 数 Rx C7) 绝对 可 积 的 条 件 下 ,Sx (w) 和 Rx (rt) 是 一 健 里 叶 变 换 


对 , 即 
十 ca ， 
Sx tw) =| Rx(r)e “dr 
1 ~ 、; 
Rx(n = | SxCoyerrdu 
TT 一 Ce 


(21. 3-14) 和 (21. 3-15) 式 统称 为 维 纳 - 辛 钦 公 式 . 


《21. 3-14) 


(21. 3-15) 
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3， 互 谱 密 度 及 其 性 质 
设 X(CD 和 了 (是 两 个 平稳 相关 的 随机 过 程 , 称 
Sw Cw) = lim 27 ECFx (wDFy(w,T)) 


为 平稳 过 程 X(0 和 YY 人 0 的 互 谱 密 度 ， 

互 谱 密 度 具有 以 下 特性 ， 

(1)》 Se (w) 和 Syx (ao) 互 为 共 簿 函数 . 

(2) 在 互相 关 阔 数 Rxy (7) 绝 对 可 积 的 条 件 下 ,Sxy(w) 和 Rxy (7) 是 一 健 里 叶 变 换 
对 , 即 


Tec . 
Swy (w) = | Rw (Vedr, 
] = ， 
Re(o = 二 | Sy (wy erdu. 
TT — 


(3) Re(Sxy (w)) 和 RelSyx (ww)) 是 ww 的 偶 隆 数 ;Im(Sxv (oo)) 和 ImCSyx (w)) 是 如 
的 奇 函 数 , 这 里 Re 表示 实 部 ,Im 表示 虚 部 ， 
(4) 互 谱 密 度 和 自 谱 密度 之 间 有 不 等 式 
| Sxy (fo | Sx (Cw) Sy Cw). 
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22. 数理 统计 
$22.1 抽样 分 布 
22.1.1 基本 概念 


1， 总 体 与 样本 


在 研究 某 一 问题 时 ,被 研究 对 象 的 全 体 称 为 总 体 或 母体 ,组 成 总 体 的 每 个 对 象 或 
元 素 称 为 个 体 或 样品 ,从 总 体 中 抽取 的 一 部 分 个 体 称 为 总 体 的 一 个 样本 或 子 样 ,样本 
中 个 体 的 个 数 称 为 样本 的 容量 或 大 小 . 

在 数理 统计 学 中 ,实际 的 研究 对 象 是 总 体 的 某 个 数量 表征 . 这 时 ,对 总 体 的 研究 
可 归结 为 对 这 个 变量 的 研究 . 

定义 1 设 包 ;, 色 ，…, 握 为 来 自 总 体 & 的 容量 为 的 样本 ,如 果 名 ，… ,局 相互 独 
立 , 而 且 每 个 评 都 是 与 总 体 é 具有 相同 分 布 的 随机 变量 ,i=1 ?2297 则 称 名 各 
是 总 体 的 简单 随机 样本 ,简称 为 简单 样本 

在 下 文中 , 当 不 做 特殊 声明 时 ,“ 样 本 ”一 词 均 表示 简单 随机 样本 . 


2， 统 计量 


一 样本 扎 ,…, 避 可 看 作 一 个 = 维 随机 向 量 (h,… ,名 ). 记 民 为 名 的 一 次 观察 值 ， 
并 称 (z ，… ,zs) 为 (6H,… ,后 ) 的 一 次 观察 值 . 样本 C6，… ,总 ) 的 所 有 可 能 取 值 的 全 体 
称 为 样本 空间 , 记 作 多 

定义 2 设 扣 ,有 为 总 体 上 的 样本 ,了 为 样本 空间 中 点 (zl ，……z) 的 实 信函 
数 , 作为 样本 的 函数 二 T(& ,… ,与 ) ,TT 的 每 个 取 值 记 作 + 二 TCziy…* ,zn), 大 工 各 ， 
… ,二 ) 也 是 一 随机 变量 , 则 称 了 (5 后) 为 统计 量 . 

例 1 设 右 ，…,& 是 总 体 & 的 容量 为 n 的 样本 , 记 


2_ 1 2 1 - 2 
上 一 六 D&S 一 了 之 /人 外， 


则 和 S? 都 是 统计 量 .< 和 S? 分 别称 为 样本 扣 ，…… 的 平均 值 (或 均值 ) 和 方差 , 者 
样本 的 观察 值 为 zx ,… ,zx,, 则 和 S? 的 观察 值 分 别 记 作 


元 一 十 2,S 一 DE — TT)!, 


定义 3 设 总 1 为 总 体 上 的 样本 . 今 由 样本 建立 n 个 哨 数 Ex 一 总 【 自 ， 
后) ,天 一 1 0 其 中 总 为 这 样 的 统计 量 : 它 的 观察 信 为 Th ; 且 Tk 是 将 él 的 
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观察 值 =; ，…,z, 按 从 小 到 大 的 顺序 排 现 
对 Sr EH SE 

后 的 第 个 数 .各 ,全 称 为 顺序 统计 量 , 其 中 全 一 min{5 ，…,} 称 为 最 小 项 统计 
量 ,人 i 一 maxt6 ，…, 扣 } 称 为 最 大 项 统计 量 , 若 为 奇数 , 称 Ga 为 样本 的 中 值 ; 若 n 
为 偶数 , 称 二 (号 十 司 +; ) 为 样本 的 中 值 

例 2 设 与 ，…, 为 总 体 E 的 样本 , 则 称 统计 量 D; 一 名 一 各 为 样本 的 极 差 . 其 
中 总 和 总 分 别 为 最 小 项 统计 量 和 最 大 项 统计 量 . 

22.1,2 经 验 分 布 


定义 4 从 总 体 到 中 抽取 样本 El 取 定 观察 值 时 ， 当 顺 序 统 计量 各 1 
之 值 已 知 ,定义 函数 


0 (zx 之 各)， 
F* (z) 一 二 (各 iE k= ln 1), 
1 (工人 所 )， 


称 F (为 总 体 二 的 经 验 分 布 函数 
易 见 ,F(z) 单 调 . 非 减 , 左 连续 且 只 在 总 (= 王 1，…m 处 有 间断 点 ,在 每 个 间断 


点 上 的 跳 路 度 是 二 的 信 数 ,0<F:(z)<<1, 并 具有 分 布 函 数 的 其 他 性 质 . 给 定 x 全 ， 
名 为 随机 变量 时 ,Fx* (xz) 是 统计 量 , 即 随机 变量 . 且 由 伯 努 利 概 型 可 知 
P{F: (2) = 生 }=- CEHFCz) HI 一 FCzy je ， 

其 中 F(z) 二 P(x) 为 总 体 & 的 分 布 函 数 . 

定理 1( 格 里 文科 ) 设 总 体 £ 的 分 布 函 数 是 (zx) ,Fi (xz) 是 的 经 验 分 布 唤 数 ， 
则 有 

Pilim sup | F(x) — F(x) |= 0) = 1. 

上 述 定理 表明 , 当 n->cc 时 ,以 概率 1,{F; (xz)}) 关 于 之 均匀 地 趋 于 F(x). 因此 ， 

总 体 的 分 布 隧 数 可 以 通过 样本 和 和 经 验 分 布 隧 数 近似 计算 . 总 体 的 分 布 密度 则 可 通过 


以 下 的 直方 图 方法 近似 计算 . 
定义 5 设 总 体 £ 是 离散 型 随机 变量 ,密度 矩阵 (概率 晴 数 表 ) 为 


Q] Gs 
(% 
其 中 诸 p; 未 知 , &€ 的 一 个 样本 为 刀 ，…',&, 令 f: (依赖 于 nn) 为 满足 6 二 a; 的 7 的 个 数 . 


以 诸 a 为 横 坐 标 ,到 为 纵 坐标 做 出 的 图 形 称 为 直方 图 . 由 强大 数 定理 可 知 , 当 充分 


大 后 直方 图 将 近似 于 上 的 分 布 密度 图 . 
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定义 6 设 总 体 £ 为 连续 的 ,分 布 密度 所 zx) 未 知 , 对 任 一 有 限 区 间 (e ,区 , 将 其 分 

为 m 个 子 区 间 : 
和 一 To < Ti < Xm = 4, 
各 子 区 间 不 要 求 等 长 . 求 € 的 一 样本 61 :NN>m, 并 设 落 在 (x $i 二] ] 中 的 观察 值 
一 . 1 Ti 工 二 工 | ， 
pi 2Z) 一 n zn i < < rmt} 时 ， 

称 p(x) 的 图 形 为 (a,5] 上 的 直方 图 , 同样 ,由 强大 数 定 理 可 知 , 当 nn 和 mm 充分 大 时 ， 
直方 图 在 (a,b] 上 近似 于 f(x) 的 图 形 . 

22. 1.3 抽样 分 布 


称 为 抽样 分 布 . 


1. 样本 的 数字 特征 
设 扯 名 是 总 体 8 的 样本 ,样本 的 数字 特征 是 统计 量 中 最 重要 的 一 类 , 样本 数 
字 特 征 主 要 包括 以 下 几 种 ， 
(1) 均值 
-1 
(2) 方差 


当 n 较 小 时 4 常 取 


称 为 样本 修正 方差 ， 
(3)r 阶 原点 矩 


显然 ,二 Al. 
(4) > 阶 中 心 乱 


显然 ,5S: 二 B;. 
(5) 标准 差 
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1 De —B. 

说 明 同 (2). 
(6) 中 位 数 或 中 值 “ Cn 为 奇数 ) 或 却 ( 翁 十 名 1 ) (x 为 偶数 ). 
(7) 极 值 最 小 项 统计 量 怠 和 最 大 项 统计 量 名 . 
(8) 极 差 DD; 一 66 一 条 一 maxk; 一 min 


1 1 二 m 


(9) 均 整 
] < > 
广 包 [|&—&|. 
(10) 变异 系数 ”C,= 二 S/&. 
(11) 偏 访 系数 
(6 OA: 
C 一 nt Ji 一 1 
1 《一 (一 2 
当 nn 较 大 时 , 常 取 
| (有 一 下 3 
_ : | 
CG = nn 一 3 ey 
(12) 峰 访 系数 
; (& 一 中 
C= nn 二 3 ， 2 后 
(nln— 2)(n— 3) 9 
= 人 
3(2n— 3) [ 2&8] 
nn— ln—2) no 3 3 
当 nn 较 大 时 , 常 取 
> € 一 站 
C. = 5 下 一 必 » :i=l 


ne6m+lin—6 8 


2. 样本 数字 特征 及 其 他 镀 计 量 的 分 布 


的 均值 8 的 数学 期 望 和 方差 分 别 为 
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EE =a,DE= 一 2， 
而 样本 方差 学 的 数学 期 望 为 
ES? = 2 一 上 2， 
Pid 


样本 修正 方差 的 数学 期 望 为 o， 
定理 3 设 总 体 $ 的 特征 钞 数 为 gC2), 则 样本 名，… ,名 的 均值 的 特征 函数 为 


nD= [p(t)] 
推论 1 设 总 体 服 从 正 态 分 布 N (Ca,o)，, 邵 
p(t) = exp| 一 St +iat |， 
则 样本 均值 的 特征 函数 为 
gt) = exp| 一 号 ( 革 ) +int |， 


即 服 从 正 态 分 布 N (a, 守 ). 

推论 2 设 总 体 £ 服 从 参数 为 4 的 泊 松 分 布 , 即 p(2) 二 exp[ACe* 一 1)], 则 的 特 
征 函 数 为 2 (02) 二 exp[nAle* 一 1)], 即 服从 参数 为 芭 的 泊 松 分 布 . 

推论 3 设 总 体 ¢ 服 从 参数 为 的 指数 分 布 , 即 pC) 一 (1 一 i 荆 ) ,4>0, 则 上 


的 特征 函数 为 or (= (1 一 i 三 ) , 即 服 从 具有 参数 a 二 一 1,8 一 走 的 下 分 布 


r(z 一 ,去 )， 


定义 7 设 对 随机 变量 序列 {Y,) 存 在 两 列 常数 {a,} 和 {os) ,mm 天 0, 并 使 (六 一 
as) /gs 的 分 布 沙 数 下 ,(z) 当 noo 时 趋 于 其 分 布 泗 数 F(x) , 则 称 Y, 为 (aom) 渐 近 
F(z) 的 , 特别 地 ,如 


F(x) = 


则 称 Y, 为 (a 0) 渐 近 正 态 的 
定理 4 设 总 体 6 为 一 般 分 布 ,但 方差 rz0 且 有 穷 , 则 为 (2, 天 ) 渐 近 正 态 的 
定理 5 设 # 服 从 正 态 分 布 N(as),& :55 是 上 的 一 个 样本 , 则 二 服从 正 态 分 

布 N{a, 宛 ) , 验 - 服 从 自由 度 为 z 一 1 的 允 分 布 ,而 且 下 与 S' 互相 独立 
推论 4 假设 同 定理 5, 则 统计 量 了 二 Va 也 人 服从 自由 度 为 x 一 1 的 1 分布 
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定理 6 设 总 体 名 7 分 别 服从 正 态 分 布 Na 0 ) ,IN (de 0 ) sn 和 a 
7 分别 是 名 ng 的 样本 ,而 且 互 相 独 立 , 记 


CG -43 & — 8,5 -二 
则 有 ; 
(D $ 加 一 了 而 服 从 自由 度 为 加 一 1,s 一 1 的 下 分 布 
(1 — 1) ne 3 四 
Nin2 (7 十 3 一 2 《al 一 4 
玫 一 下 各 一， a 了 A 守卫 -总 ” 服 从 自由 度 为 加 +m 一 2 的 :分布 


定理 7 设 和 外,…,& 为 n 个 相互 独立 的 随机 变量 ,每 个 和 (i=1,…,) 服 从 正 态 
分 布 N(0,1). 如 时 


其 中 久 是 秩 为 ni 的 所 ，… 吉 的 二 次 型 , 则 下 述 结 论 
1) 局 人 相互 独立 ， 
(2) Q ~ (=1, ,hk), 

成 立 的 充 要 条 件 为 > jn 二 n， 


推论 5 设 与 ,…,&& 是 个 相互 独立 的 随机 变量 ,每 个 & (i 二 1,… ,服从 正视 
分 布 N(O, 1). 从 这 个 总 体 中 分 别 抽取 样本 后 ,*…: ,bn, (一 1 吕 ). 记 


my A 
&=1 ee,,s = LD 一 oa Dn t= nt, 
。 - 1 一 1 


ni j= 
则 有 
kh _ 上 上 _ 
人 
i=] 了 一] 1 一 ] 1 一 1 
再 令 
点 皮 
Q = nSiU = Ons —d’, 
{三 1] i=] 
则 : 
U/CR 1 
G7 ni ~ FR— ln &k). 


定理 8 设 总 体 & 的 分 布 铺 数 为 F(x) ,分 布 密度 函数 为 f(x), 则 对 于 最 小 项 统 
计量 各 和 最 大 项 统计 晤 各 有 
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PK =1—[l—FO)T, Fy) = [Fy Hd, 
万 ( = nf OWL — FOV £9) = nf (WLFCOY) TT. 
定理 9 设 总 体 $ 的 分 布 冰 数 为 F(z) ,分 布 密 度 消 数 为 (x) , 则 对 于 极 差 D; 二 
名 一 扣 有 
中 cm 
Fa' (On =| nLFOt yy) — FW fa, 
om 


fo: (y) =n(n—)| [> fnar| f(t wf nd 


8322.2 参数 估计 


参数 估计 问题 包括 以 下 两 方面 内 容 ; 在 总 体 的 分 布 函数 下 (z; 们 形式 已 知 ,但 
其 中 某 参数 8 未知 时 ,通过 样本 建立 统计 量 以 估计 9; 或 者 ,在 的 分 布 薄 数 未 知 时 ， 
通过 样本 佑 计 的 某 些 数字 特征 . 


22.2,1 点 估计 


定义 1 设 总 体 £ 的 分 布 晴 数 F(zr; 站 中 参数 9 未 知 ,8E 0, 称 呈 为 参数 空间 .由 & 
的 样本 ,… ,名 建立 不 含 未 知 参 数 的 统计 量 (6 ,… ,6 ). 对 于 样本 观察 值 (zi ，…， 
z,) ,车 将 TCz1，…,z,) 作 为 8 的 估计 值 , 则 称 TC，…; 名 ) 为 86 的 估计 量 , 记 作 $= 
T(& ，,…,&). 建立 估计 量 的 过 程 称 为 参数 9 的 点 估计 . 

最 常用 的 点 估计 方法 是 矩 法 和 极 大 似 然 法 . 

定义 2 设 总 体 引 的 分 布 函数 F(zig 6) 形状 已 知 ,但 其 中 含有 ! 个 未 知 参 
数 六 ,8. 如 果 的 1 阶 原点 矩 已 (&) 存在 ,并 记 

W(t) = Es (FE) 起 一 1， 

显然 诸 是 0，…& 的 函数 , 考虑 & 的 一 个 样本 各，,…, 生 ,作出 此 样本 的 & 阶 答 


Di = Dg = 1 
re 


然后 由 方程 组 
uO) = ve = 1 


解 出 人 一 人 (6 有) 仆 一 1 0 并 以 B 作 为 参数 0 的 估计 量 . 诸 94 称 为 未 知 
参数 0 的 矩 法 估计 是. 更 一 般 地 说 ,无 论 # 的 分 布 取 何 种 形式 , 当 用 样本 的 数字 特征 
作为 总 体 上 的 数字 特征 的 估计 时 ,所 得 估计 量 均 称 为 矩 法 估计 县 . 

矩 法 估计 的 优点 是 直观 .简便 ,特别 是 在 对 总 体 的 数学 期 望 和 方差 进行 估计 时 不 
一 定 需要 了 解 总 体 分 布 函数 的 形式 . 其 缺点 和 不 足 是 :一 、 当 总 体 的 原点 矩 不 存在 时 
不 能 使 用 . 二 ,样本 矩 的 表达 式 与 总 体 分 布 函数 无 关 , 因而 未 能 充分 利用 分 布 函数 对 
参数 所 提供 的 信息 . 

» 86] ， 


定义 3 设 总 体 的 密度 晃 数 为 f(z ;+ 入) ,其 中 和 "3 为 未 知 参 数 , 参 数 
空间 绍 为 ! 维 的 .各 ，…… 和 为 样本 , 称 


L(A 0) 一 TT fe;6, 5) 
i 二 ] 


为 肌 ,…,8 的 似 然 函 数 . 若 有 0;,…, 9, 使 下 式 成 立 ， 


L016) = max {L(G ,bh)), 
(说 1 EN 


则 称 6 二 6;(& ,…,6,) 为 8 的 极 大 似 然 法 人 入 计量 二 1,…,1). 
为 了 求 出 pp Le ,考虑 


InL = ,inf (jb). 
i 一 ! 


取 对 数 后 将 乘法 化 为 加 法 . 而 且 由 于 lnz 是 xz 的 单调 上 升 函 数 ,所 以 lnzL 与 L 有 相同 
的 极 大 值 点 . 称 
alnLtA ;""* ,0 ) — 
dt 
为 似 然 方程 . 由 它 可 以 解 出 诸 6 的 极 大 似 然 法 估计 重出 
乔 £ 的 分 布 是 离散 型 的 , 则 只 需 将 似 然 函数 中 的 (5 ;8.,… ,入 ) 换 成 p(s; ，…'， 
2) 即 可 同样 求解 . 


22.2.2 点 估计 的 评价 标准 


对 于 总 体 参 数 的 点 估计 量 不 是 唯一 的 . 例如 ,为 了 估计 总 体 的 数学 期 望 后, 可 
以 采用 以 下 名 种 位 计量 ,样本 均值 


0 (7; 二 1] >"** ,i) 


样本 加 权 均 值 


Do (¢; 之 0， > = 1)， 
容量 为 1 的 样本 & 等 等 . 因此 ,需要 讨论 对 估计 的 评价 标准 . 即 对 分 布 函数 为 F(z; 
外 ,… ,外 ) 的 总 体 ,根据 其 样本 名 ，,…,& 求 出 各 未 知 参数 9; 的 最 佳 估 值 9;(& ，…， 
&) (i 二 1,…,4) ,其 中 诸 6; 是 待 求 的 某 个 波 莱 尔 可 测 函 数 . 
定义 4 若 参 数 9 的 估计 量 86(8,…,5) 对 一 切 n 及 9EQ 有 
E6 = 0, 
则 称 6 为 参数 9 的 无 偏 估 计量 . 如 果 


人 引 ”严格 地 说 ,还 应 验证 方程 的 解 是 否 确 为 级 大 值 点 , 即 是 否 有 二 阶 导数 小 于 零 ， 
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则 称 人 为 6 的 渐 近 无 偏 估 计量 . 其 中 房 一 9 一 六 称 为 估计 量 8 的 偏差 . 当 乌 天 0 时 ， 
称 b 为 6 的 有 偏 估计 量 . 

对 于 参数 9 的 任 一 实 值 函数 g(0) , 若 g(0) 的 无 偏 估计 量 存在 , 则 称 g(0) 为 可 估 
计 和 函数 . 

定义 5 若 6 和 6' 都 是 参数 8 的 无 偏 估计 量 , 且 有 

Dé 过 D8’, 

则 称 6 比 8’ 有效. 进一步 ,如 果 对 于 固定 容量 的 样本 ,有 D6 = minD 9 , 则 称 6 为 
参数 9 的 有 效 佑 计量 或 最 小 方差 无 偏 居 计量 或 最 优 无 仿 估 计量 . 同样 , 设 5 (全 为 一 可 
估计 函数 且 TC(& ,… ,名 ) 是 它 的 一 个 无 偏 估 计量 , 若 对 g( 四 的 任 一 无 偏 估 计量 工 有 
Ds( 了 二 minDe《 芽 ), 则 称 了 为 g(9) 的 最 优 无 偏 估计 量 , 如 果 了 是 8 (人 的 最 优 无 偏 估 
计量 ,而 且 TS ，…,&) 又 是 样本 的 线性 函数 , 则 称 了 是 g (四 的 最 小 方差 线性 无 偏 估 
计量 或 最 优 线性 无 偏 估计 量 . 

定理 下 罗 - 默 拉 梅 不 等 式 ) ” 设 总 体 为 连续 型 随机 变量 ,密度 隙 数 为 (x; 四 ,8 
为 未 知人 参数 ,ED 为 样本 ,TS ,…, 扣 ) 为 可 估计 聘 数 g(9) 的 无 偏 估 计量 . 
如 果 


2 
CD Es| Slnf(8;0) | = >0; 


(2) 2 呈 这 存在, 且 有 
[| LIT;0 aca 
= 人 人马 2 I fe: ;0) |dzri*dz 


(3) 98 生存 在 , 且 有 


2 化 _ | Ta eT ) [1/0 Jdridz,, 
则 有 


[ge (OT 
世人 TD) 之 me) ， 


其 中 g'(0) 二 < 镶 避 .特别 地 , 当 g(0) 一 9 时 ,上 式 化 为 


DAD) > > J 


定义 6 若 总 体 & 的 密度 隔 数 满足 定理 1 中 的 (1) 和 《2) 两 个 条 件 , 则 称 的 分 布 
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蔷 数 为 正规 分 布 , 满 足 条 件 (3) 的 估计 量 称 为 正规 估计 量 . 

定义 7 如 果 参 数 8 的 某 个 函数 g (9) 的 一 个 无 偏 估计 量 T(& ,…, 馈 ) 的 方差 达 
到 罗 - 克 拉美 不 等 式 的 下 界 , 则 称 荆 为 g(D 的 优 效 估计 量 . 若是 g (办 的 优 效 估计 量 
而 工 是 g(0) 的 任 一 无 偏 佑 计量, 则 称 ,二 DCT)/D(T) 为 荆 的 有 效率 , 显然 ,0 所 
er1, 如 果 的 有 效率 e。 满足 lime, 一 1, 则 称 为 g (0) 的 渐 近 优 效 估计 量 


定义 8 设 6 是 参数 9 的 估计 量 . 车 对 任意 的 e>>0, 有 
limP{| 有 一 1 [> 8} = 0, 


则 称 6 是 4 的 一 致 估计 量 或 相合 性 估计 量 . 更 一 般 地 说 , 若 统 计量 TC(& ,… ,6&,) 为 可 
估计 函数 g(9) 的 估计 量 , 且 对 任意 的 e>0, 有 
mt | T—g(0 |> ee} = 0, 


则 称 工 为 g(9) 的 弱 根 合 估计 量 . 如 果 
PilimT 一 号 (的 ) = 1, 

则 称 工 为 g (9) 的 强 相 合 估计 量 . 

6 是 9 的 一 致 估计 量 的 一 个 充分 条 件 是 

limE | 全 一 0 一 0 

对 某 个 ~>0 成 立 ， 

定 六 9 设 总 体 £ 的 分 布 晴 数 为 F(z; 闪 ,6 为 未 知 参 数 ,8E0N, 各 ，…,& 为 样本 ， 
6 (6 ,…1&) 为 不 含 未 知 参数 的 统计 时 ,车 在 给 定 统计 量 86(z1,"…,) 二 t 时, (&， 
…, 名 ) 的 条 件 分 布 FCz nz 上 与 9 无 关 , 则 称 6 二 86(&，…, 避 ) 为 6 的 充分 统计 量 
或 充分 估计 量 ， 

以 上 定义 表明 ,充分 估计 时 包含 了 样本 集中 关于 9 的 全 部 信息 . 

定义 10 设 总 体 £ 的 分 布 消 数 为 Fz; 六 ,8EN,g( 介 为 一 随机 变量 ,如 果 对 一 切 
geen, 

Eslg(®) =0 
成 立时 ,对 一 切 ENN 必 有 
pg 一 0) = 1, 

则 称 F(z; 外 是 完备 的 . 若 扣 -5 为 一 样本 ,统计 量 T(5 …, 扣 ) 的 分 布 函 数 是 完备 
的 , 则 称 醋 为 完备 统计 量 . 如 果 开 是 g( 全 的 佑 计量 , 则 称 工 是 g( 信 的 完备 估计 量 . 

以 上 各 种 评价 标准 中 ,无 偏 性 .有效 性 和 一 致 性 是 比较 常用 的 标准 . 然而 ,并 不 要 
求 每 个 估计 量 必 须 同 时 具有 各 种 性 质 . 


22.2.3 区 间 估 计 


定义 11 设 总 体 上 的 分 布 函数 为 下 (zi 人 ,8 为 未 知 参 数 ,与 ,… 后 为 一 样本 . 建 
立 两 个 统计 量 Ti (后 )…… ,后 ) 和 T2 (名 并 满足 i 二 了 , 则 称 [ 了 ,了 :| 为 一 随机 
= B64 。 


区 间 . 随机 区 间 的 端点 和 长 度 都 是 统计 量 . 若 对 一 给 定常 数 (0<a<<1) ,关系 式 

P{T, OST})=1—ad 
成 立 , 则 称 [ 荆 ,Ts | 是 参数 0 的 置信 水 平 (或 置信 系数 ,或 置信 概率 ) 为 1 一 o 的 区 间 估 
计 或 置信 区 间 , 称 a 为 显著 性 水 平 或 置信 和 度 , 称 T; ,Tl 分 别 为 上 .下 置信 限 或 临界 值 ， 
称 区 间 !( 一 ce 站) 和 (IT ,十 ceo) 为 否定 域 


1. 正 态 分 布 总 体 情形 


(1) 设 总 体 & 服 从 正 态 分 布 N(a,g), 求 a 二 Et 的 区 间 合 计 . 
在 方差 已 知 时 ,a 的 区 间 估 计 为 


Ena 
其 中 a 为 显著 性 水 平 ,n 为 样本 容量 ,w 为 标准 正 态 分 布 表 中 的 临界 值 ,满足 
上 1 — 
网 J 1 。 
在 方差 oz 未 知 时 ,用 样本 方差 5? 作为 对 号 的 估计 . 这 时 ,a 的 区 间 估计 为 
2 WS &, WS pp 
EE ,二 | (大 样本 情形 ) 


[~ 和 ,+ eo -| (小 样本 情形 )， 
其 中 tCn 一 1) 表 示 分布 表 中 自由 度 为 4 一 1 时 a 所 对 应 的 临界 值 ,S? 为 样本 方差 外. 
《2) 设 总 体 £ 服 从 正 态 分 布 N (a), 求 = 二 Ds 的 区 间 估 计 . 
在 总 体 数学 期 望 ae 已 知 时 ,o 叶 的 区 间 估 计 为 


民 De 一 oz， -| 


在 a 未 知 时 ,se 的 区 间 估 计 为 
一 ,到 | 
X Xk 
其 中 S 为 样本 方差， 
上 面 两 式 中 的 罗 和 X 是 分 布 临界 值 表 中 与 自由 度 "一 1 对 应 的 两 个 值 ,它们 
应 满足 


四 在 一 些 文献 中 用 < 到 代替 丢 号 , 即 内 考虑 开 区 间 . 
@ 若 用 样本 修正 方差 代替 5, 分 母 改 为 yn. 
*。 865 ， 


通常 取 以 下 两 个 值 : 
守信 (一 Dw = Xs nl). 
(3) 设 总 体 8,7 分 别 服从 正 态 分 布 N (al,of) 和 NCas;, 帮 ), 求 a1 一 as 的 区 间 信 
计 . . 
对 和 和 分别 抽 取样 本 ，… ,6 和 六 7 : 并 假定 (全 辣 ;加 ) 独 
立 .在 总 体 方差 4 各 已 知 时 ,al 一 as 的 区 间 估 计 为 
[一 ?一 pao 一 ?十 zaoj]， 


其 中 
加 一 玫 十 至， 
& 和 5 分 别 是 两 个 样本 的 样本 均值 
在 总 体 方差 未 知 时 ,用 样本 方差 习 , S; 作为 对 加 ,中 的 估计 ,a 一 aa 的 区 间 估 计 
为 
| 生计 am 二 mm 一 2Sw/ 工 + 于 
和 上 (ma 一 下 一 2)Sw/ 二 十 元 |, 
其 中 
o /DTHtm DS 
" 天 1 十 7 一 也 
2， 一 般 总 体 情形 
设 总 体 有 非 零 而 有 穷 的 方差, 则 样本 均值 了 为 (4, 守 ) 渐 近 正 态 的 , 即 
limP es = 上 | -- 号， 
一 | 大 一 VY 
其 中 ,天 二 6 二 二 lg 为 容量 为 n 的 样本 均值 . 因此 , 当 n 充 分 大 时 ,可 认为 随机 变量 
,一 


-名 ,可 由 正 态 分 布 表 查 得 正 数 4, ,使 其 满足 


P 人 - < /ile <» | 1 ym=1-- 


于 是 ,总 体 数学 期 望 a 的 区 间 估 计 为 
" B66 * 


EB 一 Ap 万 | 十 jp | 
在 o 未 知 时 ,可 用 样本 方差 Ss 一 二 > \(6 一 站 : 代替 呈 , 仍 用 上 式 作为 4 的 区 间 


佑 计 . 但 此 时 置信 水 平 会 有 误差 ,只 能 说 大 致 为 1 一 

最 后 需要 指出 ,由 于 在 上 述 各 段 中 恒 假定 参数 8 为 非 随 机 的 ,所 以 对 于 区 间 售 计 
的 定义 应 理解 为 “随机 区 间 [T ,Tj 以 1 一 a 的 概率 包含 0”, 而 不 是 “参数 9 以 1 一 a 的 
概率 落 人 区 间 [ 卫 ,72 了. 


22, 2.4 随机 参数 的 估计 


在 本 段 中 主要 介绍 当 将 参数 9 视 为 随机 变量 时 的 点 估计 问题 ,以 及 用 一 个 随机 
变量 估计 或 预测 另 一 随机 变量 的 问题 .后 者 也 被 称 为 第 一 类 回归 问题 


1、 员 叶 斯 估计 和 极 大 极 小 估计 


设 总 体 上 的 分 布 函 数 为 下 (zi 人 (ED),6 为 未 知 参数 , 为 参数 空间 ,&，…,&, 为 
一 样本 ,Cz ，… 辐 ) 为 样本 的 一 组 观察 值 ,(zi,，…，,zE9 和 和 为 样本 空间 . 于 是 ,对 参 
数 2 或 分 布 函 数 FCzi 仿 的 任何 一 种 估计 过 程 都 可 理解 为 :根据 样本 空间 关中 的 一 点 
(zz) 对 被 估计 对 象 采 取 一 种 决定 , 称 为 决策 . 可 能 采取 的 全 部 决策 之 集 改称 为 
决策 空间 . 一 :个 知 计 相当 于 选取 一 个 从 样本 空间 到 决策 空间 的 上 映射 一 以 (和 外 ，…， 扎 放 
称 为 决策 函数 或 判决 函数 , 对 于 未 知 参数 8 进行 点 估计 时 ,决策 空间 与 参数 空间 0 
重合 ,每 个 估计 量 是 一 决策 函数 ， 
为 了 对 决策 函数 进行 评价 , 引 人 实 值 非 负 匡 数 世 (9,a) 一世 (0 cd 二 ，…: 扣 )， 当 决 
策 最 优 时 工 达 到 最 小 , 称 工 为 损失 函数 或 代价 函数 . 由 于 0 未知 而 过 是 一 统计 量 , 应 
采用 平均 损失 
R(O,d) = Es{LL0,d(& ,**,$,))) 
对 决策 进行 评价 . R(9,4) 称 为 风险 函数 . 
定义 12 假定 要 求知 计 总 体 的 某 个 未 知 参 数 8,39 是 全 体 决 策 函 数 之 集 , 若 有 
QE 对 任 一 d( 名 二) 有 
sup{ ROO,d )} 安 sup{ RCO,d)}, 


则 称 2 (名 ,… ,名 ) 为 参数 0 的 极 大 极 小 估计 量 ， 

在 以 下 的 叙述 中 将 假定 参数 8 为 参数 空间 人 2 中 的 随机 变量 ,并 具有 给 定 的 分 布 
图 数 x( 旬 , 称 xf 人 为 如 上 0 的 先 验 分 布 .这 时 ,用 Fltx| 候 表示 给 定时 总 体 & 的 条 件 
分 布 ,而 的 分 布 函 数 为 4 及 9 的 联合 分 布 , 即 

F(X = x(OD F(z | 0. 
当 决 策 欧 数 da ,… ,局 ) 确 定时 ,风险 函数 应 写 为 
Ra) = E{LLO dl& ,6)] | 分 ， 
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玉 也 是 一 随机 变量 . 民 对 日 的 平均 
Bla) = E{R(#,4)} = | Etr[e,acn | 9} ra 


称 为 决策 函数 d(&,，… ,总 ) 的 贝 叶 斯 风险 . 

定义 13 设 总 体 & 的 分 布 函 数 iz; 四 中 参数 9 为 随机 变量 ,车 有 一 决策 函数 
dd” (局) ,使 得 对 于 任 一 决策 函数 dt&,… ,所 ) 有 

Bid*) = min{ BLa)} ， 

则 称 a" 为 6 的 贝 叶 斯 估计 量 . 

设 的 密度 函数 为 f(z; 人 四, 则 由 贝 叶 斯 公式 可 知 

fr = xr DF | = p(x hh | 2); 
he | x) = x fr | DD/ el), 
其 中 g(z) 是 8 的 边沿 分 布 密度 函数 ,A(8|xz) 是 给 定 $=z 时 8 的 条 件 分 布 函数 ,又 称 
为 对 于 x( 引 而 家 的 后 验 分 布 . 于 是 可 得 
B(a) = [J rtmacs 7) J fr ss | OCOD dari dradb 


‘m1) 午 


= [feces {fede ss 


x he 全 ] ed ded 


定理 2 ”如果 损失 函数 取 二 次 式 
IgG = [8— ad(& ,6 )}, 
则 参数 8 的 贝 叶 斯 和 估计 量 为 


d(& 1b) = E(O 让) = [a | 本 


定理 3 设 总 体 & 的 分 布 密度 负数 为 f(z; 四 ,0E0,& 总 是 一 样本 ,Gd (&， 
…;, 包 ) 是 对 应 于 先 验 分 布 分 的 参数 0 的 由 叶 斯 估计 量 . 如 果 风 险 蚁 数 Rd 在 也 
上 是 常数 , 则 gd* 也 是 8 的 极 大 极 小 佑 计量 . 

定理 4 如 果 取 以 下 形式 的 损失 函数 
0， 当 |18 一 d | 所 5 时 ， 
1， 其 他 ， 
则 由 贝 叶 斯 风险 的 定义 可 知 ,8 的 贝 叶 斯 佑 计量 是 方程 


Qh(O {| ze 
a8 


或 者 ( 取 对 数 后 利 由 贝 叶 斯 定理 ) 是 


nf(z1s st | 人 ) ar 的 -0 
38 a 


LL6e,dta "1" 6) | 一 | 


0 
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之 解 . 由 此 得 到 的 佑 计量 称 为 参数 9 的 最 大 后 验 估计 量 . 
2， 非 参数 估计 
本 有 段 讨论 用 一 个 随机 变量 (或 向 量 )# 建立 统计 量 来 对 另 一 随机 变量 (或 向 量 }» 
进行 估计 或 预测 的 问题 
定义 14 设 6 和 7 是 两 个 随机 变量 ,T( 久 是 由 E 建 立 的 一 个 统计 量 , 且 对 了 的 任 
一 估计 量 T (6 有 
Efy— TCOF < Ety— TT (OY, 
则 称 (8) 为 7 的 最 小 均 方 误差 估计 量 
最 小 均 方 误 差 售 计量 也 相当 于 在 贝 叶 斯 估计 中 取 损 失 痕 数 
Ll0,als 了 ” ,后 ) | 一 六 一 | |: 
时 所 得 的 结果 ， 
定理 5 若 用 随机 变量 估计 务 一 随机 变量 则 ”的 最 小 均 方 误差 佑 计量 为 
T( = En | 8. 
同样 , 若 4 是 一 总 体 ,6 为 分 布 晴 数 户 (zx; 外 中 的 未 知 参 数 ,& + 为 样本 , 则 9 的 最 
小 均 方 误差 估计 量 为 
dt 1" 一 El0 | | 1 
以 上 两 式 也 称 为 回归 育 数 . 
定理 6( 默 拉 梅 - 拉 奥 ) 若 4(&，…,é&) 是 随机 参数 8 的 一 个 估计 量 , 则 4 与 9 之 
间 的 均 方 误差 的 下 界 由 下 式 给 出 : 


Edt st) > (E{ (PE) )) -= (-E 人 2 和 2 ) 
其 中 3 了 f(z; 站 /38 和 3:f(z; 提 /1/307 对 和 8 都 绝对 可 积 , 同 时 必须 满足 下 列 条 件 ， 


lima(O) J) a ss) OD fn zs | Ddridr, = 0. 
派 


定义 15 设 工 龟 是 上 的 线性 统计 量 , 即 
TB 一 ax 十 氛 ， 
且 对 任 一 线性 统计 量 了 (如 二 a 十 8 都 有 
ELy— Cai+Be)]: < Ely— Co + pe), 

则 称 (作为 wp 的 线性 最 小 均 方 误差 估计 量 . 

一 般 情况 下 线性 最 小 均 方 误差 估计 量 的 均 方 误差 大 于 最 小 均 方 误差 居 计 量 的 均 
方 误 差 .但 当 ( 所 办 服从 二 维 正 态 分 布 时 两 者 一 致 . 

定理 7 随机 变量 % 的 线性 最 小 均 方 误差 估计 量 了 (各 二 a 十 Bs 的 系数 是 
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_ CovSD vyDD 
其 中 p 是 与 5 的 相关 系数 ,由 上 式 所 确定 的 (人 是 了 的 线性 最 小 均 方 误差 无 偏 估 
计生 , 称 为 的 最 优 线性 估计 量 .c= 二 wa 十 BE) 称 为 用 TCD 作 为 的 最 优 线性 估计 量 
时 的 估计 误差 ,并 有 
E(e) = 0,D(e) = (1 —p)D(D ,cov(e®) = 0, 


$22.3 假设 检验 


假设 总 体 具有 某 种 统计 特性 ,然后 检验 这 一 假设 是 否 可 信 , 这 类 问题 称 为 假设 检 
验 或 统计 检验 问题 . 

对 随机 变量 的 数字 特征 或 分 布 函数 中 的 参数 提出 假设 并 进行 检验 的 问题 称 为 参 
数 (性 的 ) 假 设 检验 问题 ;对 总 体 分 布 函 数 的 表达 式 或 随机 变量 间 的 独立 性 与 相关 性 
提出 假设 并 作 检 验 的 问题 称 为 非 参数 (性 的 ) 假 设 检 验 问题 , 

假设 检验 同样 通过 抽取 样本 进行 . 当 检验 需 经 判断 再 补充 样本 再 创作 判断 这 样 的 
序 贯 过 程 时 ,假设 检验 称 为 序 贯 假设 检验 . 本 节 只 讨论 一 次 判定 的 简单 假设 检验 问题 . 


22.3.1 假设 检验 的 原理 与 基本 步 又 


小 概率 原理 ”在 一 次 试验 或 观察 中 ,概率 很 小 (接近 于 零 ) 的 事件 可 认为 是 实际 
上 不 可 能 发 生 的 事件 . 

假设 检验 的 一 般 步 又 如 下 : 

1, 提出 需要 检验 的 假设 , 称 为 原 假 设 或 零 假 设 , 记 作 Ho. 

2. 建立 用 于 检验 的 统计 量 , 称 为 检验 统计 量 ,并 明确 其 分 布 或 狐 近 分 布 . 检验 统 
计量 应 是 样本 的 晃 数 并 不 带 有 未 知 参数 

3. 给 定 显著 性 水 平 或 置信 和 度 a(0<a 志 1). 若 经 过 检验 否定 了 原 假 设 Ho ,但 H。 
所 描述 的 事件 确实 发 生 了 , 则 称 之 为 犯 了 第 一 类 错误 或 弃 真 错误 . 表示 允许 发 生 第 
一 类 错误 的 概率 . 

4. 确定 Ho 的 否定 域 , 即 根据 Ho 或 从 有 关 分 布 表 中 查 出 使 万 不 成 立 的 区 域 
或 区 间 . 区 间 的 边 办 称 为 临界 值 或 置信 和 限 ， 

5, 根据 样本 观察 值 计算 检验 统计 车 之 值 . 

6， 进行 统计 推断 . 若 检 验 统 计量 之 值 不 落 人 否定 域 , 则 接受 Ho ;否则 盏 定 Ho. 
这 一 -步骤 通称 为 在 显著 性 水 平 a 下 对 古 。 作 显 著 性 检验 . 


22. 3.2 参数 假设 检验 


设 总 体 的 分 布 蚂 数 下 (zr; 外 已 知 ,8 为 未知 参数 ,8E ,0 为 参数 空间 ,对 8 的 性 
质 的 假设 检验 问题 称 为 参数 (性 的 ?假设 检验 . 
在 进行 参数 假设 检验 时 ,通常 将 吃 分 为 不 相交 的 两 部 分 Po 和 02 一 他, 即 2==f 
，870 。 


UC 一 0%) ,0N (0 一 %)= 名 ,并 考虑 检验 问题; 
H,: BE (yh, 万 ) : dE Ni— /yh, 
称 Ho 为 原 假设 或 零 假设 ,Hi 为 备 选 ( 备 择 } 假 设 . 当 0 只 有 两 点 即 吕 一 { 名 ,和 } 时 ,有 
Ho: 站 一 外， 万 ) : 昌 一 包 . 


这 时 分 别称 Bo 和 瑟 为 简单 原 假设 和 简单 备 选 假设 . 若 f4 或 人 一 人 2 多 于 两 个 点 ， 
称 Ho 为 复合 原 假设 或 称 Hi 为 复合 备 选 假设 . 

在 统计 中 最 常见 的 参数 假设 检验 问题 是 对 总 体 数学 期 望 或 方差 性 质 的 检验 问 
题 , 多 数 情形 下 将 假定 总 体 服 从 正 态 分 布 Na,o). 在 非 正 态 情况 下 ,可 以 利用 中 心 
极限 定理 假定 大 样本 下 均 渐 近 服从 正 态 分 布 并 进行 近似 检验 , 

常用 的 参数 假设 检验 方法 有 u 检验 法 检验 法 ,x 检验 法 和 下 检验 法 . 


1， 对 于 数学 期 望 的 检验 问题 


(1) 设 总 体 服从 Ntayo) ,方差 DO=5 已 知 . 
万 oa 一 ay Fi 天 ao (a 为 贡 数 )， 


半 遇 .1 一 人 8. 
统计 量 :U 7 NGC0,1). 
否定 域 :|Ul>>u. 
"ss 1] 
= 2 Tdv= 1—a 
临界 值 的 确定 上 敲 


( 查 正 态 分 布 表 确定 ). 
(2) 假设 同上 ， 
Ho: a 区 ao, Hi: a a, 
统计 量 : 同 (1)， 
否定 域 :U 之 丸 . 
临界 什 的 确定 |“ -do 一 1 一 a 
(3) 假说 同上 ， 
Ho:a 守 Sao:H: aa< ano. 
统计 量 : 同 (1). 
否定 域 ,U 志 一 . 


临界 什 的 确定 ,| ，- 研一 1 一 “ 


(4) 设 总 体 上 服从 Ne 方差 未 知 ， 
Ho aa 一 ao 万 :aa 天 ao， 
* 87] * 


、 本 一 一 ao rr 
统计 量 : 工 5/ 万- tn 一 1),S 为 样本 方差 . 


省 定 域 ; | 了 | 之 ts tn— 1), 
临界 值 的 确定 :| tin—l)dv=1—eo 
( 查 上 分布 表 确定 )， 
(53) 很 设 同 上 . 
Ho:a 之 ao, Hi;a > ao. 


统计 量 : 同 (4). 
否定 域 :T22t, (Cn 一 1). 


临界 值 的 确定 :| ”xn 一 Da 二 1 一 a 
《6) 假设 同上 . 
Ho :如 之 a0 所 | :a < Ag. 


统计 量 : 同 (47). 
否定 域 : 了 T 委 一 右 (2 一 1). 


十 co 
临界 值 的 确定 :| te 一 Da 和 = 1 一 a 


(7) 设 总 体 ,7 分 别 服从 N (a ,01 ) 和 和 Ntas ; 吕 ) ,对 应 的 样本 分 别 为 了 | 1 和 
1 2 总 体 方差 Af 和 号 已 知 , 且 df= 上 =o， 


Ho :dd] — de , H) :1 天 亿 2 ， 


统计 量 :U 一 一 三 于 ~N(0,1). 


1 
mn 712 
否定 域 和 临界 值 的 确定 同 (1). 


(8) 假设 同 (D) ,但 # 关 区 ， 
Hoyal = a sy Ha 天 Ga， 


统计 量 :U 一 -一生 2 ~N(0,1). 

fi 

Nn! 2 
否定 域 和 临界 值 的 确定 : 同 (1). 
在 (7?7),(8) 两 种 假设 下 ,着 Ho 为 四 和 as 或 之 a ; 则 统计 量 不 变 ,否定 域 和 临界 
值 确定 法 分 别 与 (2),(3) 相 同 . 
《9) 假设 同 (?), 但 tf 和 路 未知 ,但 可 认为 9 二 史 二 6 
Ho :a 一 aa 了 :al 天 atz， 
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。 mn Cm 十 rz 一 2) 《一 了 
统计 量 T 人 十 Tr ~t(Cn 十 nz 一 2). 
否定 域 :| 了 | 二 (nl 十 mw 一 2)， 


临界 值 的 确定 | t(m 十 re —2) dv=1—a. 


当 Hs 为 四 过 as 或 41 之 az 时 ,统计 量 不 变 ,否定 域 和 临界 值 确定 法 分 别 类 似 于 
(95) 和 (6). 


(10) 假设 同 (7) ,of 和 路 未知, 中 天 办 一 mi 一 
Ho:al = az ,万 :ai Ea, 
统计 基 :T 一 va 一 IT 二 一 Ka 一 1)， 
其 中 
z= 1 Das 一 寺 D3 -Ds ln) 
否定 域 ;| Ti 之 13 (n 一 1). 
临界 什 的 确定 :| sn 一 Dd = 1 一 a 


以 上 方法 称 为 配对 试验 的 :检验 法 ， 
C11) 假设 同 (10) ,但 加 闫 ns ,不 妨 设 1 过 ns， 


Ho :al = a ，H: :01 了 2， 
统计 量 ;了 = Hl 一 tm 一 1]) 


其 中 
1 - a ls 2 
“hn 和 一 2 (2 名) 4 
和 Y 黄玉 i Vnine 个 | Ds -Ton en 
个 定 域 和 临界 值 确定 法 同 (10) ,但 应 改 为 ni. 
以 上 方法 称 为 斯 切 非 解法 , 


2， 对 于 方差 的 检验 问题 


(1) 设 总 体 服 从 NN (Ca, 开 ) ,数学 期 望 EC(8)==a 已 知 . 
Ho 一 中 ,万 :cr 天 中 (mm 为 常数 ). 


统计 量 :X 一 2 —a)? ~ X (n), 
t=1 


ea 7 


否定 域 :X 沁 痊 () 或 XY 之 Xs (nm). 
临界 值 的 确定 :| 。 ?Cn)d = 女 或 | 2 a 

EE ma 一 9 2 YAm0 一 T2 
(2) 假设 同上 . 

Ho:s oH: > a. 
统计 县: 同 (1). 
香 定 域 : 芝 和 (Cn). 
oo 

临界 值 的 确定 ,| ， 2 (加 一 ww 


(3) 假设 同上 . 
> ;HT :全 < oo. 
统计 重 : 同 (1). 
否定 域 : 太 扫 为 -。 (n). 
十 se 
临界 值 的 确定 ,| ， X dv =1—a. 


] 一 = 


(4) 设 总 体 服 从 NN (la, ) ,数学 期 望 未 知 . 
Ho:r = ,He 天 中， 


统计 量 :六 = 二 人 一 Dy? 他人 mn 一 1) 计 为 样本 均值 
i 一 ] 
否定 域 : 之 痊 ( 一 DD 或 XY 之 Xs (一 1). 


临界 值 的 确定 :」 。 x (n 一 Ddo 一 号 或 六 这 — 1yd 一 1 一 二 
难 D 2 Fi 二 ph 


大 Ho 为 o 硅 6 或 o 之 本 ,统计 量 不 变 , 否 定 域 和 临界 值 的 确定 分 别 同 (2) 和 
(3) ,但 多 (四 应 改 为 X (2 一 1)， 

(5) 设 总 体 7 分 别 服 从 Na ,fy 和 和 NCaz ,8) ,对 应 样本 分 别 汐 各;…,&& 和 
;加 ;两 个 总 体 的 数学 期 望 和 方差 都 未 知 ， 

Ho:of 一 ,HH :09 a 

统计 量 ; 阁 m SI/Cn 一 1]) 大 于 zt 一 1 则 记 nx 二 ,SK 二 SI ,my 二 12， 
$1 一 时 ;否则 ,记录 二 mS 二 驴 ,m4 二 nm ,二 Sf ,其 中 Sf 和 SS3 为 样本 方差 . 统计 
其 为 
Hk SK /nk 一 1) Fn — ln —1). 


nh Sh /Cn — 1) 
省 定 域 :F>F,Cnx 一 1,1h 一 1)., 
临界 值 的 确定 :| “FCnk 一 1sn4 一 Ddy 二 1 一 a 
上 述 问题 的 否定 域 也 可 规定 为 < Fi 或 下 > Fs ,其 中 Fi-# 和 Fs 由 下 式 确 
» 874 。 


定 : 

十 十 co 

j ,Fox 本 1 ,nh ] av 一 1 一 号 小 FCOnx — 1 ,rn 一 Dav — pa 

(62 假设 同 (5). 
Ho:ot ,Hot > oi. 
> _ nsi/(m OO—1) 
统计 量 ,F 一 ”Sa JCns 一 1) 
否定 域 ,F>F (ni 一 1,ns 一 1). 
F 

临界 值 的 确定 :| “Flm 一 1,m 一 Ddu 二 1 一 & 
当 Ho 改 为 下 实 o2 时 可 以 仿 上 处 理 , 只 需 将 ,5S 和 天, Si 的 位 置 对 调 . 
22. 3.3 非 参 数 假 设 检验 
1 分布 函数 的 拟 合 检验 


者 假 设 形式 为 


一 下 (7 一 】 as 一 二 )。 


Hy:F(x) 一 oz :PICz) A Fo tx) 

时 ,假设 检验 问题 称 为 对 分 布 晃 数 的 拟 会 检验 . 其 中 F(x) 为 迄 要 检验 的 分 布 函 数 ， 
Fo(z) 为 已 知 分 布 销 数 . 分 布 函数 中 可 以 合 有 或 不 含 未 知 参数 . 

(1) X 检验 . 

设 8 是 分 布 函 数 为 F(z) 的 总 体 ,&，,…, 生 是 一 样本 , 将 RR = 二 (一 00,co) 分 为 mx 个 
子 区 间 (z-i1; Xxij ;其 中 一 品 二 wo 过 之 之 2 二 十 co (当然 ; (zw-11 zm) 理解 为 
(zu-l ,十 co)), 令 上 表示 样本 和 外 ,5 中 落 人 (zt 的 个 数 或 频数 , 广 一 
(pi) 一 Fo Cz-1) (i 二 1,…,m). np; 称 为 样本 如 ，…,5& 落 入 (xi-1 ,zz;j] 的 理论 频数 . 
作 统 计量 . 
7 依赖 于 nn 和 mx. 以 下 假定 m 是 定 值 . 

定理 了 皮 尔 逊 ) ”如果 五 ' 正确 , 则 


limP{y < Zz} 二 | (x > 0)， 
其 中 
1 Hm _Y 
Ko (ty) = OO yie?(y>0) 
2 Tr (2 !) 


是 六 (1m 一 了 分 布 的 密度 函数 . 这 时 设 后 (zx) 不 含 未 知 参 数 ， 
根据 定理 1, 当 nn 足够 大 时 可 认为 n~ 尖 Cm 一 1). 对 已 知 的 显著 性 水 平 w, 从 六 分 
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布 表 中 查 得 如 (mm 一 1) ,使 P{ 凡 Cm 一 1)) 二 &, 即 取 否 定 域 为 ( 交 (m 一 1), 十 co). 若 
7 之 《4 一 1), 则 否定 Ho. 

如 果 Fo(z) 中 含有 ! 个 未 知 参 数 和 后，…, 色 , 则 应 分 别 用 它们 的 极 大 似 然 法 估计 量 
O01,"…,01 取代 如 ,…, 色 ,再 应 用 上 述 方法 . 这 时 ,以 X (mm 一 1 一 人 为 极限 分 布 ,m>> 
1+L. 

(2) 柯 尔 莫 龙 洛 夫 K 检验 . 

设 总 体 & 的 分 布 函 数 F(z) 是 工 的 连续 函数 ,5,…,& 是 & 的 样本 ,根据 样本 作出 
经 验 分 布 隧 数 F; (xz)( 参 看 22. 1. 2) ,并 作 统 计量 


nD =n sup | F(x) — F(zr) |. 
一 “< 


Too 


由 格 里 文科 定理 . (参看 22. 1. 2) 知 道 ,D, 依 概 率 1 收 伍 于 去, 
定理 3( 柯 尔 莫 戌 洛 夫 ) 设 F(zx) 是 zxz 的 连续 函数 ,经 验 分 布 隧 数 为 Fi 《7z), 记 
Q, (四 是 /maD, 统计 量 的 分 布 函数 ， | 
ca = [2 Zu (> 0), 
0 (x 0)， 
则 分 布 苯 数 已 (的 极限 为 


| 1 一 2 >》 (— De (1 > 0)， 
lim@®, (4) = Kt{u) = tl 


0 《HL 0). 
K(w) 与 样本 容量 n 无关 ,其 值 有 表 可 查 , 参 看 费 史 著 《 概 率 论 及 数理 统计 》, 上 海 科技 
出 版 社 ,1964. 

对 于 假设 

Ho: Flr) = Fo(lx), Hy:F(x) Folr) 

(其 中 F(z) 应 假定 为 连续 函数 ) 进 行 检验 时 , 先 抽样 计算 出 统计 熙 YnD, ,并 认为 其 近 
似 分 布 一 数 为 极限 分 布 关 (四 ,在 天 (Co 数值 表 中 查 出 x ,使 KCu) 二 1 一 ala 为 给 定 的 
显著 性 水 平 ). 若 ynD, 守 纪 , 则 在 水 平 a 下 否定 H。. 


2. 关于 两 总 体 分 布 函数 是 否 相同 的 检验 


设 ,7 是 两 个 总 体 , 其 分 布 函 数 分 别 为 Fi (zx) 和 Fo x) ;全 1 和 Bh 分 


别 是 来 自 两 总 体 的 样本 ,而 且 互 相 独 立 . 要 求 检验 假设 Ho ; 玉 (zx) 三 Fotz) 是 天 成 六 . 
备 选 假设 为 HH :Fi (z) 关 PCz). 
(1) 符号 检验 法 . 
设 半 一 妈 一 站 则 可 将 二 与 w 配对 比较 (i 二 lyn). 记 n+ 二 提 人 :和 加) 7 二 
# 1 二 < ,rr 二 min(n4 ,nn- ) ,对 于 给 定 的 显著 性 水 平 a, 查 符号 检验 表 ( 见 附录 ) ,其 
中 N 二 n+ 十 n- 《注意 Nn, 因 为 可 能 有 $= 二 %.) ,得 到 临界 值 7. 于 是 Ho 的 否定 域 为 
.876 。 


r 委 六. 若 r”, 则 在 水 平 a 下 否定 Ho ,否则 接受 Ho. 
(2) 秩 和 检验 法 . 
不 要 求 各 二 np. 将 各 ，… + 6 +h 按照 从 小 到 大 的 顺序 混合 排列 ,得 到 序 
列 中 六 一 站 十 天 .如果 各 三 中 且 委 关 和 和 天 好， 则 称 关 是 样 检 各 的 秩 ， 
如 果 有 一 入 ,但 Gr 与 其 前 后 共 xm 个 数值 相同 , 则 取 的 秩 为 (这 些 i 之 和 )/m. 对 于 
六 ， 坊 ， 中 的 数 辣 样 确定 其 秩 . 
设 半 一 min(m nz} ,一 maxf{m ,m2), 取 统计 量 工 , 丁 等 于 容量 为 n 的 样本 中 各 
个 体 的 秩 之 和 . 给 定 显著 性 水 平 , 查 秩 和 检验 表 ( 见 附录 ) ,得 到 临界 值 T。 和 工 。. 若 
TT 之 T 之 TT , 则 接受 Ho ,否则 否定 HH 
本 方法 比 符号 检验 法 的 精确 度 高 ,能 更 好 地 利用 数据 提供 的 信息 , 且 不 要 求 数据 
成 对 . 
(3) 斯 米尔 诺 夫 检验 ， 
假设 访 (z) 和 Fi kz) 为 连续 范 数 . 由 两 样本 分 别 建 立 经 验 分 布 明 数 Fr (zx) 和 
Fx (zx) 考虑 统 计量， 
Di = sup | Fi (zx) ~ Fs (x) | 
D 


1 
并 用 Qi (和 久 (分别 表示 VDx ,a 和 YnDs,n, 的 分 布 函 数 ,n 二 nin/ Cm 十 
7 )}, 

定理 3 斯 米尔 诺 夫 〉 设 总 体 $ 的 分 布 隙 数 F(z) 为 连续 沙 数 . 大 从 中 随机 抽 
了 到 容量 分 别 为 na: 和 nz 的 两 个 样本 并 由 此 建立 统计 量 Ds .。 和 DD ,, , 则 有 


= sup [F» (zx) —F» (x)], 
一 二 了 工 蕊 十 = 


lim Qt ,。(z = 
n] "°° 


| 


f —20 De (wv>0), 


ra -eto 0 (tw = 0) 多 
?ur 
lim Q,., (1) 一 | 人 
ho 0 (tt 0)., 


"Ts 


对 于 原 假设 Ho :让 (x)= 二 F(x) ,可 以 利用 Ds ,或 DD, .», 之 一 进行 检验 ,并 夫 为 
它们 的 极限 分 布 是 定理 3 中 的 结果 . 若 利用 D5 ,。, 进行 检验 ; 则 可 对 于 给 定 的 显著 性 
水 平 a 从 DD, 表 中 查 出 临界 值 D, (a), 车 D+ ,之 D(a), 则 在 水 平 a 下 否定 Ho ,否则 
接受 Ho. 

3， 关 于 不 相关 的 检验 

设 (, 妨 服 从 二 维 正 态 分布 , 服 从 六 (ai , 李 ) ,7 服从 和 (os ,0$),p 为 # 与 5 间 的 相 
关系 数 . 假设 检验 问题 为 


He:p= 0, Hi:pA0. 
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利用 pe 的 答 法 估计 量 进行 估计 . 从 (# 人 分 别 抽取 容量 为 = 的 样本 (二 ， 太 )，…， 
(6&, ? Yn ) :并 令 


:1 2 2 1 - yn 
1 站 £) ,5 n 2 7) +, 


S12 一 ~ Deby 一 7)， 
i=1 


则 e 的 佑 计量 为 
S12 
R= os. 
建立 统计 量 
_ RR 
"TA 
则 工 在 Ho 成 立时 服从 自由 度 为 n 一 2 的 1 分布. 
$22.4 线性 模型 
22.4.1 基本 概念 
1， 线 性 模型 
定义 1 和 任 一 个 形 如 
Y = XD 二 Te， 
| 一 0， (22. 4-1) 
对 e 的 其 他 某 种 假定 


的 结构 称 为 一 个 线性 模型 ,其 中 


Yl Tl Tal *"” Xp B | 
: de 

Yn Tln Ton *** Tm Hp en 

X 称 为 设计 和 矩阵 ,由 请 个 变量 zl,z，…zs 的 n 次 观察 值 构成 . z1，… ,tp 通 稼 称 为 
自 变 量 .Y 由 另 一 变量 (通称 因 变 量 ) 的 = 次 观察 值 构成 . 8 ，… ,BB 为 未 知 参 数 ,通称 
回归 系数 . e 为 随机 向 量 , 有 时 称 为 随机 误差 向 量 . 除 要 求 Ele)==0 外 ,对 e 的 其 他 假 
定 可 以 是 var(e) 一 人 中 (0< 人 < 十 co 为 未 知 参 数 ) 或 e~N(0,o 1) (对 的 假设 
同上 ) 等 ,根据 问题 知 要 而 定 . 

在 统计 学 中 ,很 多 重要 分 支 的 理论 模型 都 可 归结 为 线性 模型 ， 


2， 最 小 二 乘 估 讨 
以 下 两 节 将 讨论 对 线性 模型 中 参数 8 及 a 的 估计 问题 . 恒 假 设 e 满足 
var(e) = oT. 


定义 2 设 有 如 式 (22.4-1) 所 示 的 线性 模型 . 若 二 8(Y) 为 了 的 线性 函数 , 且 满 
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¥ = 


足 条 件 
1Y 一 Xp 下: = min|Y— Xpl’, (22. 4-2) 
则 称 8 为 8 的 一 个 最 小 二 委 估 计 (LS 估计 ). 
一 般 , 为 求 出 满足 式 (22.4-2) 的 ,可 令 B==( 负 ，,…, 刀 )T 及 
QB) = YX = |Y|?:— 2Y7Xb+b' Sh, 


其 中 S=XTX. 写 出 方程 组 织 一 0 (i 二 1,.…, 思 ), 即 


% = XY, (22. 4-3) 

以 上 方程 组 称 为 正则 (正规 } 方 程 组 . 

定理 1 (22.4-3) 式 所 示 的 正则 方程 组 必 有 人 解 , 其 任 一 解 8 满足 条 件 (22. 4-2). 
反之 ,满足 (22. 4-2) 式 的 任何 有 必 为 正则 方程 组 的 解 

推论 若 多 之 秩 永 (X)=p, 则 B 的 LS 估计 唯一 旦 由 公式 有 二 S-1XTY 给 出 . 这 
时 有 ECB) 二 p, 即 8 为 8 的 无 偏 估 计 ,var( 人 ) 一 2S-1. 

定义 3 设 cB 为 B 的 任 一 线性 聊 数 ,ec 已 知 .车 存在 c78 的 一 个 线性 无 偏 估计 
aTY, 即 E(arY) 一 c78, 则 称 c78 为 可 估计 函数 .车 cz8 是 可 估计 函数 , 则 称 它 的 一 切线 
性 无 偏 估 计 中 方差 最 小 者 为 cr8 的 高 斯 -马尔 可 夫 (GM) 估计 或 最 优 线性 无 偏 估计 
(BLUE). 


定理 2( 高 斯 -马尔 可 夫 ) 若 cr8 可 佑 ,8 为 8 的 任 -- LS 估计 , 则 c78 为 c78 的 
GM 估计 . 
3， 对 于 参数 Ff 的 估计 
设 为 8 的 任 一 LS 估计 , 记 
2 一 (8 ， ,1 Ca)T 一 Y 一 Xp ， 
则 el ，……，e, 称 为 残 差 . 利用 残 差 可 得 到 误差 方差 2 的 无 偏 估计 如 下 . 
定理 3 记 7r= 二 水 (X), 则 


^2 一 2 一 1 2 _ 全 TwT 
9” 一 Le 用 = 一 一 人 了 用 一 8X7Y) 


为 的 一 个 无 偏 估 计 , 此 时 仍 假设 var(e) 王 只 了 工 . 
22.4.2 回归 分 析 


考虑 上 上 个 自 变量 1，… ,xz 和 一 个 因 变 量 Y. 假定 E(Y) 与 各 自 变量 间 存 在 着 以 
下 关系 : 
EC(Y) = EC(Y | 四 
其 中 函数 了 的 形式 已 知 ,但 参数 8 ,… ,ps 未 知 ,需要 对 上 述 参 数 及 表达 式 进行 某 种 
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估计 或 检验 . 此 类 问题 称 为 回 妇 分 析 问 题 , 
本 而 只 讨论 回归 分 析 的 一 种 常见 特殊 情况 . 设 函 数 了 形式 为 


PP 
fr mB by) = DB f(T) 
j=1 


其 中 请 fi (i 二 1,…,P) 是 已 知 函 数 , 故 了 是 参数 HA，,…,B 的 线性 函数 , 此 类 问题 称 为 
线性 回归 (分 析 ) 问 题 ， 

假设 共 进 行 了 = 次 试验 . 在 第 i 次 试验 中 工 ! ,…,z 取 值 分 别 为 51,…,zh,Y 取 
值 为 y;, 则 有 


pp 
= ORfilahis ah) te Ci lm) 


引信 记号 
六 六 一 f; (zhi ) { 一 1 一 1,**,p), 
可 将 上 式 写 成 


pp 


一 之 ipi 十 6 = 1,***,n). 


一 表达 式 等 价 于 式 (22. 4-1). 因此 ， 在 一 定 假 设 下 可 用 LS 估计 对 诸 记 (= 二 1,…,p) 
行 估 计 或 对 误差 方差 进行 估计 . 
经 过 改换 自 变 量 , 亦 可 将 线性 何 归 模型 写作 
了 = 二 久 十 和 Bz 十 十 忆 xYp 十 2， (22. 4-4) 
其 中 所 称 为 自 变量 zi 的 回归 系数 ,i 二 1,…,p,o 称 为 常数 项 ,e 称 为 随机 误差 ， 
E(e) 一 0,var(e 一 到. 


1， 对 回归 系数 的 估计 


对 诸 回 归 系 数 的 点 估计 一 般 使 用 上 面 所 述 的 最 小 二 磁 法 完成 . 对 回归 系数 的 区 
间 估 讨 方法 从 略 , 


2， 预测 ,外 推 和 控制 


假定 给 出 一 组 确定 的 自 变量 值 专 ,……，z 知 , 问 在 以 上 自 变 量 值 处 做 试验 时 预期 
得 到 的 值 将 是 多 少 . 著 邓 ,…… 双 位 于 自 变量 已 做 过 试验 的 范围 之 内 , 则 上 述 问题 
称 为 预测 问题 . 否则 ,上 述 问 题 称 为 外 推 问题 . 与 此 相反 , 若 要 求 将 因 变 量 Y 之 值 限制 
在 某 个 范围 内 , 问 应 如 何 调整 各 自 变 量 之 值 , 则 称 为 控制 问题 . 以 下 只 介绍 进行 预测 
的 方法 . 

设 已 求 得 对 诸 参数 的 估计 值 6, ，…, 广 ,, 则 可 用 他 == 记 十 包 允 十 … 十 户 px9 
作为 Y 的 预测 值 . 预测 误差 为 Y 一 了 . 并 设 在 才 ,，…, 双 处 所 做 试验 与 已 做 过 的 试验 
(用 于 估计 页 ,8 及 及 a? 等) 独立 . 此 时 有 以 下 结果 : 

(1) 因为 Bi 为 8 的 LS 估计 (i 二 0,1,…, 力 ,所 以 预测 是 无 偏 的 , 即 ECY 一 了 =0. 
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(2》 预测 精度 取决 于 Y 一 全 的 方差 : 
var(y 一 艺 ) = var(Y] 4 var(?) = 2 + eXTHX', 
其 中 
大 一 《1 ,好 一 var( 有 有 一 (87T， 

B 的 计算 公式 见 推论 1. 

(3) 置信 水 平 为 1 一 a 的 区 间 预 测 结果 为 

?iB)+XTBX JISEY C+ (EF ) + XBX TS, 
其 中 学 表示 对 上 的 无 偏 估 计 , 参 看 定理 3,n 一 9 是 S: 的 自由 度 ， 

3， 关于 模型 的 检验 问题 


对 模型 是 否 合适 的 检验 问题 涉及 以 下 几 方 面 内 容 . 
(1) 利用 重复 试验 检验 模型 的 合理 性 . : 
假设 选用 模型 (22. 4-4) ,并 在 (za ，…z ) 点 处 进行 ri 次 试验 ,结果 为 Y (二 
lr 二 1 0) ,全 部 n 二 nn 十 … 十 rm 次 试验 是 独立 的 , 记 
B= (BB yp) Ki = rs,) C= 1 ,mm). 


利用 最 小 二 乘法 求 A 使 


记 
立 = 荆 yy， 
ri j=1 
有 
QB) = SS + Dr — XB)’, 
1 三 1 
其 中 


So 一 Sy, — YY)?. 


t=】 了 一 ] 


由 此 , 求 上 8 使 QB) 一 minQ(p) 的 问题 转化 为 使 加 权 误差 平方 和 


有 结论 ; 可 由 方程 
XTRXB = XIRY 
决定 ,其 中 
。 881， 


民 一 diagfr sr),Y = (Ys )T ,XT 一 CN : 人 XX, 
残 差 平方 和 为 


SS. = Q(f) = SS. + Dri(¥, — Xb) = Sse 十 SS。， 
i=1] 


当 nn 二 m, 即 至 少 有 一 试验 点 做 了 重复 试验 时 ,可 以 计算 
8 一 了 SS。 / 一 SS。 ， 
其 中 /二 m 一 p 一 1 为 SS. 的 自由 度 . 当 2， (0) 时 ,否定 所 选择 的 模型 

(2) 在 选 定 回归 模型 并 做 过 试验 后 检验 假设 “所 有 自 变 重 的 回归 系数 为 零 ” 

如 假设 通过 , 则 认为 自 变 量 与 因 变 量 关 系 其 小 ,模型 不 可 用 ;否则 认为 模型 可 用 . 
但 是 ,假设 被 接受 也 可 能 由 于 数据 太 少 或 试验 误差 太 大 ,而 假设 被 拒绝 不 足以 说 明 模 
型 已 将 对 因 变 量 有 显著 影响 的 自 变量 全 部 收入 或 方程 确实 可 用 . 因此 做 出 解释 时 需 

《3) 对 多 个 回归 模型 进行 比较 . 

考虑 同一 批 目 变量 x ,… ,zx 和 两 个 因 变 量 Y,Z, 并 认为 各 自 的 模型 是 线性 的 ， 


好 

Y= 访 十 Bx 十 … 二 Boxp 十 e， 

Z 一 所 十 记过 十 十 Br 十 e， 

e~ N(O,g), e ~ NO)， 
要 求 验 证 上 述 两 模型 是 否 一 致 , 邑 检 验 & = 名, (i=0,1,'…, 思 ). 
车 两 个 模型 的 设计 和 矩 阵 分 别 为 祥和 XX, 则 YY 二 Xp 十 e,2 二 XB 十 e, 并 可 合并 成 统 
一 线性 模型 
WS= XH +e', 


A 
假设 B= 是 关于 8" 的 一 个 线性 假设 ,检验 方法 参看 22. 4. 1 
4， 自 变量 选择 问题 
包含 组 数据 和 全 部 自 变量 的 线性 模型 也 = Xp 十 e 称 为 全 模型 . 将 X 分 块 为 
X= : Xe) ,8 分解 为 8 一 (和 ). 车 将 回归 系数 在 Br 中 的 自 变量 舍弃 (“ 噜 除 ”)， 
则 得 到 线性 模型 


其 中 


Y 一 入 pgBP 十 2， 
称 以 上 模型 为 选 模型 . 
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假定 在 全 模型 和 选 模型 之 下 ,8 和 pr 的 LS 估计 分 别 为 和 fp. 在 点 < 一 
( ) 处 预测 了 的 信 时 ,用 全 模型 得 到 他 一 iT, 用 选 模 表 得 到 加 一 x 了 ,预测 误 关 分 


别 为 D=Y 一 xTh 和 Dp 二 Y 一 x 防 p. 于 是 可 得 
EC(D) = var(D) = os [1+ x (XIX) x], 
EC(DE) = [1+xt (XEXp)T x + (xTABr — xhBR)’, 
其 中 A 二 (XEXp) ' XEXR ,而 
FEC(D)— EC(Db) = (ATxp — xr) (gc — PRBR)(A xp — xR), (22.4-5) 
其 中 
) = XEXp, (XTX)! = (© ") 
在 以 上 记 法 下 ,有 
c= (ec—briamb), 
由 (22. 4-5) 可 知 , 着 a 一 Br 玉宇 0; 则 ECD) 守 ECI%), 即 舍弃 Br 所 对 应 的 各 自 
变量 后 更 为 有 利 . 当 记 fr 为 Br 在 全 模型 中 的 LS 估计 时 ,上 述 条 件 变 为 
var( Br) > BrBR ， 
即 当 Br 上 很 小 或 var( fr) 很 大 时 舍弃 Pr 更 为 有 利 . 


22. 4,3 方差 分 析 
1. 单 因 素 试验 


设 试验 中 出 现 了 三 个 以 上 的 总 体 ,需要 检验 其 均值 的 差异 性 . 如 果 每 项 试验 中 只 
有 一 个 因素 在 改变 , 则 称 为 单 因素 试验 问题 ,因素 所 在 的 状态 称 为 水 平 ， 

假定 因素 A 有: 个 水 平 , Ai,…,A,. 在 每 个 水 平 A, 下 ,总 体 分 布 为 N(j ,0 ) 
三 1",3) ,jw 与 0 未 知 .各 总 体 方差 相等 (为 一) 的 假定 称 为 方差 齐 性 假定 , 在 每 
个 和 A 下 取样 本 观察 值 x ,… ,zs ,并 设 * 个 样本 相互 独立 ,于 是 可 得 以 下 线性 模型 ， 


他 《22. 4-6) 
Ej 人 NO 07 一 ] 2 
其 中 和 oa 为 常数 ;各 上 互相 独立 , 称 为 不 可 观察 的 随机 变量 . 
令 呈 一 站 十 … 十 芒 定义 总 平均 
1 上 
A i 
汪 
并 记 甸 二 名 一 pg 二 1…,5) , 称 襄 为 水 平 A; 的 效应 , 则 式 (22. 4-60 梧 化 为 
Ty 1 一 2， 
{ ut 十 gy ti 1 (22 417) 
二 让 ~— N(0,0) (J = 1 ,5), 
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并 有 站 上 十 … 十 凡人 :一心 
现 需 要 检验 * 个 总 体 的 均值 是 和 否 相等 ,所 以 诛 假 设 与 备 掺 假设 分 别 为 
Ho:d = = =6 C= 0, 
HH :六 ,6 ，…' 8 不 全 为 零 . 


检验 方法 如 下 所 述 . 
定义 数据 总 平均 值 


总 平方 和 或 总 变 差 


样本 组 内 平方 和 或 误差 平方 和 


= 六 > (zy 一 元 ) 2， 
一 ] 了 
样本 组 间 平 方 和 
Sa 一 yn (zj 一 元 )， 


则 有 Sr 一 Se 十 Se, 且 SrySs 和 Sa 的 自 由 度 分 别 为 n 一 11,n 一 s 和 s 一 1, 
定理 4( 分 解 定理 ) 设 各 平方 和 Q@ 的 自由 度 为 fj 二 1,…,&). 如 果 他 十 十 


Q 一 站 0); 且 衣 十 十 及 = 加 则 下 六) 二 1.…; 如 且 Qi …;Q 相互 独立 ， 
由 定理 4 可 证 , 当 原 假设 Ho 为 真 时 有 兴 ~ 六 (s 一 1), 且 S4/o 与 Se/v 相互 独 
立 . 于 是 , 若 有 


( 一 Sa 
《s 一 i > Fs ln Ss), 
则 在 水 平 下 拒绝 Ho, 否则 接受 名 。、 
o 的 元 偏 估计 为 


= Sg/{n— s). 
当 拒 绝 Ho 时 ,py 和 5; 的 无 仿 估 计 分 别 为 
nh 一 工 ， 3 = FT (= 1,.,5). 
两 总 体 NG 二 6, ) 和 NOt6 ,2 )(j 玫 如 的 均值 差 py 一 pu 二 5 一 5 的 100(1 一 a)% 
置信 区 间 为 
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(有 一 有 土生 oo 一 eV/ (二 + 二 ))， 


2. 双 因 素 试验 


《1) 对 水 平 的 每 对 组 合 只 观察 一 次 的 情形 
设 有 两 因素 A,B 作 用 于 总 体 匀 ,A,B 分别 有 r 个 水 平和 s 个 水 平 Al,…,A, 和 
B1,…,B,. 对 A,B 水 平 的 每 对 组 合 Ai,B; 观察 X 得 到 观察 值 zy (i 一 1,…,rij 一 1， 
… ,5) 并 设 各 观察 值 相互 独立 . 考虑 线性 模型 
zi po Th te 一 NI 人) Gi=1l,0rj=1, ,3)) 
其 中 jo,B 和 是 未 知 参数 ， 


D7 一 3 = 人 0. 
于 是 需 检验 的 原 假设 和 备 择 假设 分 别 为 
Hoya =a = "=a=0, 


Ho :8 三 记 二 :二 二 0， 
Hi : 诸 A + 不 全 为 零 . 
下 面 给 出 检验 方法 . 首先 引 人 概 念 : 


数据 总 平均 值 
f=- 
数据 总 平方 和 或 总 变 差 
Sr = DD sy a) 
误差 平方 和 二 
-Dh (zy — Zi, — Tj 十 动 ?， 
其 中 和 


Xi 一 二 L > anG 一 1] ,， “rr)s ray Oz (7 一 1 ,5), 
一 1 


因素 A 及 因素 B 的 平方 和 
Sa 一 Dz 一 元) ,Ss = "Daz, 一 元 )， 
则 有 Sr 二 Ss 十 Sn 十 Ss, 且 有 结论 
四 在 后 关 >F,《r 一 1,(r 一 1)(s 一 1)) 时 ,在 水 平 a 下 拒绝 Hos 在 二 > 
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F, Cs——1l ;C7 一 1)(s 一 1)) 时 ,在 术 平 在 下 拒绝 五 


@ = 是 kx 的 无 偏 估计 ,2: 一 -位 一 站 是 o 的 无 偏 估计 ,与 a,8 之 值 天 


关 . 
@ 当 拒绝 Ho 时 , ,== 去. 一 下 是 w 的 无 偏 居 计 ,i 二 1,…,r; 当 拒绝 H; 时 , 有 ,一 

元, 一 开 是 有 的 无 偏 估计 (j= 二 1,…,s). 

(2) 双 因 素 等 重复 试验 情形 . 

为 了 考虑 和 友 ,8B 各 水 平 的 效应 以 及 交互 作用 ,对 于 每 组 水 平 A; ,Bj 做 i 次 试验 , 记 
Xi 为 在 水 平 A, ,Bi 下 的 第 次 试验 观察 值 , 则 有 线性 模 型 

Tar = EomtB 二 yi te 
(2 = ri? = ly sk = 1," ,0), 


其 中 @,B 分 别 为 水 平 Ai,B; 的 效应 而 ;为 AA; 与 了 措 配 "的 效应 , 且 满 足 


> 一 之 及 一 之 为 一 之 为 一 0， 
1 一 j= ij 一 一 


各 随机 变量 sz 相互 独立 ,em 一 MGO 人 )， Eros ps yy , 都 是 未 知 参 数 . 
原 假设 为 


万 o :al = 0 a 0， 
Hb 负 一 应 一 和 一 房 一 小 ， 
Hom = == =0 
引入 以 下 记 法 : 
世 一 工 Th 
?st ti 11 " 
1 一 二 工 
上 h f 全 中 


SE 一 >》，>》， (zi 一 而, 久 ， 


了 


Sa 一 gD (TE. — 4 


ST 一 DD 一 于) ， 
1=] 


3 


Sp = nt DF. — £2)!, 
j 
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Si 一 上 > ， >》 (三 ) mi i 十 元 ) 2 ， 
则 有 Sr 二 Se 十 Sa 十 Ss 十 Si, 若 


rs{i— 1)S 
(r— 1)(s— 1)Se 


删 在 水 平 下 拒绝 Ho. Ho 与 Ho 的 检验 法 与 (1) 类 似 . 
3. 方 盖 分 析 问 题 的 一 般 提 法 


方差 问题 可 以 看 做 一 个 如 式 (22. 4-4) 所 示 的 线性 模型 , 常数 项 局 可 视 为 总 平均 
值 ,系数 8 ,… ,Bs 分 为 若干 组 ,每 个 系数 表示 某 一 水 平 的 效应 ,或 者 两 个 以 上 水 平 的 
交互 效应 . 在 此 种 模型 下 ,方差 分 析 所 研究 的 内 容 包括 如 下 各 点 ， 

(1) 检验 各 种 效应 是 否 存 在 ， 

(2) 铬 某 种 效应 存在 , 则 可 进一步 进行 诸如 包 二 久 的 检验 问题 ,或 者 及 一 访 的 估 
计 问 题 等 , 亦 即 讨论 各 水 平 间 的 差异 问题 

(3) 在 上 述 分 析 的 基础 上 , 定 出 各 因 又 的 一 或 多 个 "最 佳 " 组 合 . 


$22.5 抽样 调查 


> F(tr— 1 (so 1),r(t Oo 1)), 


22, 5.1 基本 概念 


统计 抽样 调查 的 全 称 为 大 规模 概率 抽样 调查 . 调查 研究 的 对 象 是 一 个 有 有 限 个 
单元 的 总 体 . 总 体 中 的 单元 是 可 识别 的 ,因此 我 们 可 以 将 一 个 有 NN 个 个 体 单元 的 有 
限 总 体 记 为 

WN) = {Uh Da ,+ Un}, 

六 一般 已 知 , 称 为 总 体 的 大 小 . 我 们 凋 查 研究 的 是 这 些 单元 的 茶 硕 竺 定 指标 时 Y, 研 

究 的 指标 量 集 合 为 
4 2 sy YN} 

不 妨 直 接 将 指标 集合 {了 ; ,Ya ,… ,Yn} 作 为 总 体 . 按 某 种 抽样 方法 从 总 体 改 六 ) 中 取出 

个 个 体 单元 作为 样本 ,观测 各 样本 单元 的 数量 指标 了 ,样本 记 为 

Yl Yt Yn. 

(19929 sr) 系 { 关 ,Ye ，…… YN} 的 一 部 分 . 抽取 的 方法 使 每 一 可 能 的 样本 有 一 个 确 
定 的 出 现 概率 ,这 就 构成 一 个 由 抽样 设计 形成 的 样本 概率 分 布 ,依据 这 个 分 布 可 以 计 
算 一 些 样本 统计 量 ( 比 如 样本 平均 值 ) 的 期 望 , 方 差 等 等 , 一 个 总 体 单元 按 确 定 的 抽取 
方法 出 现在 样本 中 的 概率 称 为 入 样 概率 . 

如 果 我 们 记 一 个 可 能 的 样本 为 *, 记 在 确定 的 抽取 下 出 现 这 个 样本 的 概率 为 
ps) ,对 一 切 * 求 和 ,应 有 2》jp(s) 一 1. 对 任 一 单元 ,对 包含 Yi 的 全 部 ; 求 和 ， 
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p(s) 即 为 单元 Y, 的 人 样 概率 . 有 


定理 1 对 总 体 {Yi ,ys: ，…Yw} 抽 取 一 个 样本 量 为 = 的 无 重复 样本 ( 即 同一 单元 
不 在 一 个 样本 中 重复 出 现 ), 对 任 一 抽样 方法 , 记 一 个 单元 到 的 人 样 概率 为 xi, 记 两 
个 单元 癌 、Y 同时 人 样 的 概率 为 rw, 则 有 


Ny 
(1) Dm =n; | (22. 5-1) 
Rl 


N 

(2) >》ru 二 (x 一 Dx; 对 固定 的 4 (22. 5-2) 
km 
Et 


抽样 调查 最 直接 的 主要 任务 ,是 根据 测 得 的 样本 数量 指标 {yy ,ye ,yi) ,对 总 
体 {Y; 了 了? Le sYN } 的 一 些 数 字 特 征 进行 估计 如 估计 
~ Ny 
(1) 均值 了 = 让》 Y, 或 总 和 了 一 PY, 


==] 
N 
(2) 方差 时 = 二 一 CY, 一 7 
二 一 1 


(3) 总 体 中 满足 某 一 特征 的 单元 所 占 的 比例 P; 

(4) 总体 (7 YY YN 的 总 体 分 布 的 分 位 数 , 如 中 位 数 等 ， 

此 外 ,要 研究 这 些 估计 的 误差 ,以 及 保证 一 定 误差 条 件 下 所 需 的 最 小 抽样 数额 ， 
研究 如 何 合理 地 使 用 总 体 的 各 种 辅助 信息 ,选择 抽样 方案 使 估计 有 较 高 的 精度 . 

有 限 总 体 调 查 的 估 值 方法 ,一 般 仍 要 求 佑 计量 的 无 偏 性 .相合 性 .有 效 性 等 通常 
的 参数 估计 的 优良 标准 . 抽样 调查 是 大 规模 调查 ,样本 量 都 比较 大 . 通常 的 要 求 呆 归 
纳 如 下 : 若 以 样本 的 统计 量 包 估计 总 体 的 数字 特征 WW， 

Blrw) = E(w— W) = Ew — W 
称 为 偏差 ; 
MSE(w) = E(w— W)’ = var(w) + LB 

称 为 均 方 偏 赣 ,估计 量 忆 应 满足 ， 

(1) 样本 量 ” 增 大 时 ,偏差 与 均 方 偏差 同时 变 小 , 且 偏 差 同 时 变 小 的 速度 更 快 ; 

《2) 比较 两 种 估计 量 的 好 坏 ,以 它们 的 均 方 偏差 的 大 小 为 准 , 均 方 侦 差 小 者 为 
佳 . 

抽样 调查 的 一 个 完整 方案 ,包括 抽取 方法 设计 ,现场 调查 实施 ,数据 汇总 ,估计 方 

法 等 重要 构件 ， 


22. 5,2 简单 随机 抽样 
1， 简单 随 机 机 样 的 实现 


定义 从 有 限 总 体 的 NN 个 可 识别 单元 中 抽取 x 个 单元 作为 样本 ,看 一 切 可 能 
的 Ch 种 实现 均 有 相同 的 出 现 概 率 , 即 概率 均 为 1/C ,这 样 获得 的 样本 称 为 简单 随机 
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样本 . 

简单 随机 抽样 是 最 基础 的 抽样 方法 , 当 总 体 无 其 他 信息 ,对 每 一 个 体 单元 只 能 平 
等 对 待 时 , 常 采用 这 种 抽样 方法 . 

对 一 个 总 体 进 行 简单 随机 抽样 ,首先 要 有 一 个 抽样 框 , 即 依据 一 种 可 识别 的 规则 
将 总 体 中 的 NN 个 单元 与 NN 个 数码 编号 形成 一 一 对 应 , 然后 从 这 内 个 编号 中 , 按 无 放 


回 抽取 出 ”个 样本 单元 , 即 以 六 的 概率 从 N 个 单元 中 抽取 第 一 个 样本 单元 ,取出 后 


不 放 回 , 再 以 六 二 了 的 概率 从 剩 下 的 N 一 1 个 单元 中 抽取 第 二 个 样本 单元 ,取出 后 不 


放 回 ,再 以 XA 一 5 的 概率 从 剩 下 的 N 一 2 个 单元 中 抽取 第 三 个 样本 单元 ,……, 如 此 继 


续 ,直至 取 满 n 个 样本 单元 , 要 从 一 堆 单 元 中 等 概率 她 抽取 出 一 个 单元 ,通常 利用 随 
机 数 表 ,计算 机 ,投掷 随机 骨 子 等 办 法 产生 随机 数 , 以 保证 每 次 抽取 对 各 单元 有 相等 
的 概率 . 下 面 以 随机 数 表 为 例 , 说 明 实 现 简单 随机 抽样 的 过 程 ， 

例 1 利用 下 面 列 出 的 一 段 随 机 数 表 , 从 N= 二 345 的 总 体 中 无 放 回 等 概率 地 抽取 
一 个 2 一 15 的 简单 随机 样本 . 


Boodr 
95846 
05630 
36056 
93454 


05602 
508225 
79596 
69398 
96323 


77938 
29639 
61103 
34313 
3516] 


38844 
75837 
94244 
02112 
43644 


11326 
78627 
95072 
04569 
62258 


11661 
91665 
91058 
65698 
117586 


?76684 
6b2180 
63447 
26619 
78740 


61996 
03434 
47269 
92933 
69507 


05977 
60829 
48817 
31262 
31582 


7931] 
32361 
89809 
96244 
92558 


24470 
56074 
56088 
81257 
24726 


88443 
41925 
76031 
00327 


58790 


14957 
60884 
25980 
83097 
00571 


73556 
16727 
44830 
C0581 
61998 


5976] 
98282 
45170 
63095 
05298 


29414 
46299 
05712 
87484 
23846 


38600 
37950 
97949 
62354 
79083 


67691 
45705 
96216 
63616 
?777134 


设 总 体 以 六 ) 是 N=345, 要 从 NN 个 单元 中 抽 #n= 二 15 个 样 单元 , 则 从 随机 数 表 中 任 取 
三 列 构成 的 三 位 数 中 , 逐 行 取出 不 同 的 三 位 数 . 当 数 在 001 一 345 之 间 时 , 则 总 体 中 该 
号 码 的 单元 人 样 . 当 数 在 401 一 745 之 间 寺 , 则 该 数 减 去 400 的 号 码 人 样 . 其 余 的 000， 
346 一 400,746 一 999 会 去 . 当 某 号 码 已 入 样 ,而 再 次 碰 到 该 导 码 时 ,只 算 一 次 , 例如 ,用 
889 。 


上 列 随 机 数 表 , 先 取 三 列 ,这 几 取 第 8.9.10 列 构成 三 位 数 . 第 一 个 数 是 844, 舍 去 , 第 
二 个 数 是 837 ,也 会 去 . 第 三 个 数 是 244, 则 244 号 单元 人 样 . 第 四 个 数 是 112 号 单元 
人 样 . 第 五 个 数 是 644, 减 去 400 为 244, 由 于 244 号 已 和 人 样 , 故 也 会 去 , 如 此 继续 . 可 
得 326.227、.072、169、258、261、265、058、298 号 人 样 . 第 8.9,10 列 随机 数 已 取 完 ,但 
入 样 单元 仍 不 足 15 个 . 此 时 可 转 到 另外 的 三 列 继续 取 , 和 利用 第 18,19,20 列 . 则 继 
续 得 311 .158、076 .074 号 入 样 , 取 满 15 个 即 停止 ， 


2. 简单 估 值 法 


一 个 抽样 方案 除了 抽样 方法 外 ,还 应 有 与 抽样 方法 一 致 的 对 总 体 目 标量 的 估计 ， 
两 者 一 起 才 组 成 一 个 完整 的 方案 . 对 总 体 采 用 简单 随机 抽样 时 ,对 总 体 目标 量 的 均值 
或 总 数 ,在 没有 其 他 辅助 信息 时 ,可 以 用 简单 估 值 法 ,以 样本 的 均值 佑 计 总 体 的 均值 ; 
当 有 适宜 的 辅助 信息 可 利用 时 , 则 可 采用 比 估计 、 回 归 估 计 等 , 以 下 是 简单 估 值 法 的 
几 个 定理 ， 
定理 2 设 和 六 3 是 总 体 
化 一 《YY YN 


的 一 个 样本 量 为 的 简单 随机 样本 , 则 样本 均值 3 一 工 > y 是 总 体 均值 了 的 无 偏 人 
计 . 该 估计 3 的 均 方 偏差 (无 信 时 即 为 方差) 为 


VO) = EG 一 六 :一 二 (1 一 车 )S (22. 5-3) 
1 羡 
其 中 = Ni2Y — 
定理 3 在 简单 随机 抽样 下 ,样本 方差 
8 一 i — yy 
是 总 体 方 差 S* 的 无 偏 佑 计 , 从 而 其 
v7) 一 二 (1 一 青 )? (22. 5-4) 


是 估计 了 的 方差 VCy) 的 无 偏 估计 ， 
例 2 某 县 有 559 家 药店 ,要 从 中 抽出 20 家 调查 某 日 的 日 销售 略 . 用 简单 随机 抽 
样 抽取 20 家 药店 作 样 本 , 调查 得 出 某 日 的 日 销售 额 的 样本 均值 为 8. 42( 千 元 ). 以 此 
估计 该 县 559 家 药店 的 一 家 的 平均 销售 额 . 559 家 药店 的 销售 额 总 数 的 估计 则 为 
Noy 一 (559) 。(8. 42) 一 4706. 78( 千 元 》 


这 种 估计 的 精度 可 从 估计 量 方差 看 出 来 .y 的 方差 的 估计 量 为 
w) 一 二 (1 一 东 )s 
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本 例 "一 20, 样 本 算出 的 尊 一 和 2018. 故 估计 为 


oO 芒 一 让 (1 一 区 ) (4 2018) 一 0. 2026 


平均 销售 额 估计 的 标准 差 估计 为 Vw) 二 0. 45， 


例 3() ” 当 震 要 合计 的 是 总 体 中 具有 茶 一 特征 的 个 体 单位 的 比例 时 ,我 们 可 以 
规定 


= (. 当 第 i 个 体 单位 具有 该 特征 
” ”lo 当 第 ;个 体 单位 没有 该 特征 


则 z 的 总 数 即 为 总 体 中 具有 该 特征 的 个 体 的 总 数 ,平均 数 六 即 为 所 需 估计 的 比例 P. 
按 简单 估 值 法 ,用 样本 中 具有 该 特征 的 个 体 的 比例 数 (样本 平均 数 ) 
-了 袜 。 -对 
估计 P. 这 一 估计 的 方差 的 无 偏 估计 量 为 
v(p) 一 二 (1 一 六 总 


= 一 (1 -如 )a[ D4 ) "| 


3. 区 间 估 计 与 样本 量 的 确定 


大 规模 抽样 调查 由 于 样本 量 很 大 ,可 利用 极限 分 布 确定 区 间 估 计 . 有 限 总 体 无 放 
加 抽取 的 样本 可 利用 下 述 Wald-Wolfowitz 定理 ， 

定理 4 设 {lam ,yany} 和 {zms***' ,TNN 上 CN 二 1,2， …) 是 两 个 实数 序列 的 集合 ， 
满足 ， 对 r= 3 4 及 大 的 N, 有 


~N 
i= ~ .1] 
OQ = O(l), zn = 方志 zw， 


对 每 一 N, 《及 1 9 .Xn ) 是 取 值 为 Cam ,， + "TNN) 的 全 部 排列 上 均匀 分 布 的 随机 问 量 ， 
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又 令 


N 
Ln 一 YamX; 
1 一 1] 
则 当 N-~>co 时 ， 
— ELN) -一 
J - 


在 抽样 调查 中 ,各 种 抽样 方法 下 的 总 体 均值 估计 量 都 可 根据 这 一 定理 论证 其 极 
限 分 布 为 正 态 分 布 . 例如 在 简单 随机 抽样 简单 估 值 法 中 , 取 
tm ICNN } = {Yl YN) 


{zm TNN) = (二 ,…, 二 O120 


MN N 
则 有 了 一 站立 7? 一 > YomX,, 从 而 了 有 近似 分 布 N(Y,Y(7D), 当 六 27Y4 有 界 时 ， 


2 _ 1 
VCyD) 
故 (y 一 了 /fc 站 有 渐 近 分 布 NC0,1). 
根据 近似 分 布 ,可 确定 了 的 区 间 估 计 , 给 定 置信 和 度 1 一 a, 其 区 间 司 计 为 
[y — Wwe Vu CD) y+ uw VD)], (22. 5-6) 


式 中 um- 是 NC0,1) 分 布 的 1 一 各 分 位 数 

根据 近似 分 布 亦 可 在 给 定 精度 要 求 , 即 要 求 1y 一 Y|j 委 d 的 情况 下 确定 出 所 能 的 
最 小 样本 量 no, 在 1 一 a 置信 和 度 下 ,要 求 
对 照 区 间 倍 计 的 结果 ,可 得 


1 
d 一 Wa VVOY = Wo 去 (1 一 癌 )S: | ， 
解 出 
n= 一 25 (22. 5-7) 
a + (Ww) S 
当 总 体 数额 N 很 大 时 ,可取 n= (wy-wz)' /qi ,这 是 所 需 最 小 样本 量 的 粗略 估计 . 所 
需 样 本 量 主 要 取决 于 总 体 的 方差 S:, 总 体 的 方差 S: 通常 是 未 知 的 . 实际 工作 中 常常 


从 历史 上 的 调查 ,类似 的 调查 .或 本 案 的 先期 少量 调查 获得 S 的 粗略 值 ， 
*，892 ， 


4，、 比 估计 


在 抽样 调查 中 有 两 类 情况 会 用 到 比 估计 . 一 类 是 所 需 估计 的 目标 值 是 两 个 指标 
总 数 (或 均值 ) 的 比值 , 另 一 类 是 所 需 估 计 的 目标 值 是 某 指标 的 总 数 (或 均值 ), 但 有 另 
一 与 了 关系 密切 的 指标 X 可 作为 辅助 变量 ,利用 辅助 变量 的 信息 可 改进 估计 的 精 
度 . 

考虑 到 有 另 一 变量 ,不 妨 记 每 一 总 体 的 个 体 单元 有 目标 量 Y 和 辅助 量 苇 , 即 总 体 
记 为 


YY yr :YN 
人 
对 应 的 样本 为 
V1 92 9 9 Yn 
> + 2 sn 


要 怖 RR 二 了 /XX 二 Y/X 或 了 == RX. 
对 这 类 问题 ,可 用 样本 的 比值 二 3/ 估计 RR, 其中》 一 1 Dy = 1 


=] 


定理 5 在 简单 随机 抽样 下 ,车 存在 与 N 无 关 的 数 e(>>0) AM 使 s 和 Xi < 
(到 MG=1 2…N), 则 有 


(D EC 一 R) = 一 名 光一 O( 盖 ) (22. 5-8) 
N 
,1— 1 
(0 EO 一 R -RX TO 
=0( 二 ) ,其 中 /二 恕 ; (22. 5-9) 
(3) E| 一 1 Cy 一 了 ) | 一 交 NE —RXi): +O(=) 22.5-10) 
由 定理 知 , 以 y 估 R 是 近似 无 偏 的 ,其 均 方 偏差 近似 为 
Ny 
E(y 一 R)? 一 一/ 元 NY — RX,Y’ 
当 关 已 知 时 ,可 用 
估计 YY. 其 均 方 侦 差 近似 为 
VGn) = :一 Ni CY — RX,)’ (22. 5-12) 
均 方 偏差 的 估计 可 采用 
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n 其 一 ] 
当选 用 的 辅助 变量 X 与 且 标 变量 Y 有 较 强 的 线性 相关 时 , 比 人 和 估计 yr 要 比 简 单 
估计 y 精确 , 即 有 较 小 的 均 方 偏差 . 
在 抽样 调查 中 ,习惯 上 以 简单 随机 简单 估 值 法 确定 的 佑 计量 样本 均值 为 基础 ,对 
任 一 种 抽样 方案 ,以 该 方案 确定 的 总 体 均 值 (或 总 数 ) 的 估计 量 的 均 方 偏差 ,与 简单 随 
机 抽样 简单 估 值 法 确定 的 佑 计量 的 均 方 差 之 比 称 为 方案 的 设计 效应 , 简 记 为 Deff. 例 
如 以 简单 随机 抽样 比值 值 法 作为 实施 方案 , 则 实施 方案 的 
Deff = Ye (22. 5-14) 
WwW) 
在 确定 估算 方案 所 需 的 样本 量 时 , 通常 在 一 定 精度 要 求 下 先 确 定 简单 随机 抽样 
简单 估 值 法 时 所 需 的 样本 量 m ,估算 实施 方案 的 Deff 值 , 则 实施 方案 所 需 样本 量 定 
为 


va) = do Dy, — yr)’. (22. 5-13) 
i=1 


n= no * (Deff). (22. 5-15) 
22. 5.3 不 等 概 PPS 抽样 
1. 实现 方法 


所 谓 PPS 抽样 是 抽取 概率 正比 于 规模 测度 抽样 方法 的 英文 缩写 . 总 体 由 每 一 单 
元 有 一 指标 了 ,还 有 另 一 规模 测度 变量 X, >0,i 一 1,2,…, 六 .在 抽取 样本 单元 时 ,各 
单元 被 抽 中 的 概率 正比 于 X.， 

定义 2 ”有 放 回 PPS 抽样 是 一 种 不 等 概 抽样 方法 ,每 次 抽取 ,第 ;单元 局 被 抽 中 
的 概率 bp; 上 EE 比 于 AX;， 


pi = Ee 
1 >, X, 
一 次 抽取 后 放 回 被 抽 中 的 单元 再 作 下 次 抽取 


我 们 仍然 可 以 利用 随机 数 表 或 计算 机 产生 的 随机 数 等 均匀 随机 数 实现 不 等 概 抽 
样 . 常用 的 有 下 列 两 种 方法 : 
(1) 累积 和 法 ,将 总 体 各 单元 的 规模 测度 XX, 连 单 元 办 加 ,得 


MN—! N 
Kis Xi Kes Ki 二 Ka 二 Rr, D> Ky, > XX,. 
一 1 二 一 1 


对 自然 数 号 码 集合 {(1,2,3,…， 之 ,X} 作 有 放 回 简单 随机 抽样 , 记 抽 得 的 随机 数 为 a， 


则 当 
a € 11 Xi 时 ,0 人 样 为 样本 单元 ; 
a {XI 十 1 六 | 十 到 2 时 ,U: 人 样 为 样本 单元 ; 
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Nl NM 
a € | 2 有 十 1 2 六)} 时 ,Uv 人 样 为 样本 单元 . 
有 一 二 一 1 


(2) 最 大 规模 法 . 在 全 部 规模 测度 XI,Xs ……Xn 中 找 出 最 大 值 
M = max{( XK 2 yyXN) 


每 次 抽 到 从 {1,2,… ,NN} 中 简单 随机 地 取 一 随机 数 4, 同时 再 独立 地 从 {1,2,… ,MM 中 
简单 随机 地 取 一 随机 数 b 当 bX。 时 ,单元 UU 入 样 为 样本 单元 ,者 b>>X, 则 此 次 抽 
取 无 单元 人 样 , 如 此 重复 ,直至 取 满 n 个 样本 单元 . 


2、 舍 值 法 


PPS 抽样 法 的 估 值 法 的 根据 是 下 列 两 个 定理 . 
定理 6 在 有 放 回 PPS 抽 样 下 ， 


?ips = ly 了 (22. 5-16) 
是 总 体 总 数 了 一 >,Y; 的 无 偏 估计 .( 式 中 ps 是 第 i 个 样本 单元 y; 的 抽取 概率 , 户 和 
y: 一 样 是 依赖 样本 单元 i 的 随机 数 . ) 上 述 估 计 的 方差 为 
o lo, /YT_vyy 
Vs) = — Dn 要 Y) (22. 5-17) 
定理 7 在 有 放 回 PPS 下 ,V(Yees) 的 一 个 无 偏 估计 为 


vu(¥pps) 一 oo (> fs). (22. 5-18) 


22, 5. 4 ”分 层 抽样 
1， 分 层 样 本 


定义 3 分 层 抽样 是 将 总 体 分 成 若干 互 不 相交 的 KK 个 子 总 体 , 即 令 有 六 个 个 体 
单元 的 有 限 总 体 
uN) = UND UD HN) Un UY Nk), 
N= N+ N: t+ Ny, 
子 总 体 狗 和 N;) 称 为 第 i 层 , 有 Ni 个 个 体 单元 , 记 子 总 体 


WN) = {Ys Ti, 9 in }， 工 一 1," ,KK. 
分 层 抽样 从 每 一 层 中 独立 地 抽取 一 个 样本 
{yi 3 Yi 9 ) 1 一 ] ,……， 兵 . 


K 个 层 的 样本 一 起 组 成 总 的 样本 ,总 样本 县 为 
中 一 7 十 72 十 …… 十 ?HK 
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分 层 抽样 是 抽样 调查 时 最 常 使 用 的 抽样 技术 . 除了 为 获得 各 层 的 指标 的 估计 值 ， 
进行 分 层 抽样 外 , 通 帝 分 层 抽 取样 本 主要 是 为 了 提高 样本 的 代表 性 ,提高 效率 , 当 总 
体 的 个 体 单元 之 间 差 异 很 大 时 ,随机 抽取 的 样本 波动 也 会 很 大 ,将 总 体 中 特性 相近 的 
个 体 单 元 集合 成 一 些 层 ,从 各 层 抽取 一 个 样本 会 提高 整个 样本 的 代表 性 . 另外 为 了 组 
织 管 理 的 方便 ,也 常 将 总 体 分 成 一 些 层 抽样 . 

2, 估 值 法 


记分 层 后 的 总 体 为 
Yu 4°"" rN) 
Y321 和 +Y 2n, 
,十 Ne 十 … 十 Nr 三 六. 


Yr ' “YKNK 
从 每 一 层 按 某 种 抽样 方法 抽取 一 样本 ， 总 样本 为 
D1 "Yn 
2 ;十 7 十 于 十 Rk 二 


YK 9 9 YARnre 


总 样本 量 为 ”各 层 样本 量 分 别 为 四 ,nz ，… nx. 并 记 


定理 8 ”如 果 分 层 抽样 样本 是 从 每 _ 层 独立 抽取 的 , 且 每 一 层 立 有 无 偏 估 Y; 
则 估计 基 


A K A 
Ys, = OW YY; (22. 5-19) 
是 了 的 无 偏 估计 ,其 均 方 偏 差 为 


入 K 入 
VOYs) = DWIVOY,). (22. 5-20) 
i 二 ] 


例 4 当 各 层 独立 抽取 的 都 是 简单 随机 样本 , 且 每 层 的 了 用 简单 估 值 时 , 则 估计 
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ys 一 SW, (22. 5-21) 
是 了 的 无 从 估计 . 对 应 的 均 方 信 关 为 。 
V7) = Dw 二 (fs. 
Vy ) 的 一 个 无 偏 估 计 为 
v(ys ) = > w 去 (1 — f)s. (22. 5-22) 


分 层 抽样 的 原则 是 各 层 分 别 抽取 样本 ,各 层 分 别 估 计 各 层 的 总 数 或 平均 数 , 如果 
要 估计 总 体 的 总 数 , 则 各 层 总 数 之 和 即 可 ; 若 估 计 总 体 的 平均 数 , 则 和 需 加 权 综 合 出 估 
计量 , 各 层 的 抽样 和 估 值 可 分 别 采 用 各 种 不 同 的 方案 ,不 必 一 样 . 比如 甲 层 可 用 简单 
随机 抽样 简单 估 值 法 短 出 层 的 平均 值 ,而 乙 层 用 PPS 抽样 用 PPS 的 估 值 法 估 出 层 的 
平均 值 ,然后 加 权 综 合 出 整个 总 体 的 平均 值 估计 . 

3. 样本 量 的 分 配 

(1) 等 额 样本 

等 额 样本 即 每 一 层 取 样本 量 为 n = 让 ,i 二 1， ,… ,KK. 这 主要 是 为 了 管理 方便 ,这 


样 分 配 样本 也 可 使 各 层 指标 量 的 估计 有 差不多 的 精度 
(2) 按 比 例 分 配 
按 比例 分 配 即 样本 量 按 总 体 中 各 层 个 体 单元 的 数量 所 占 的 比例 进行 分 配 ,n 一 


mn， 羡 . 当 各 层 的 个 体 单元 数量 N; 已 知 ,而 其 他 信息 很 少时 常 采用 这 种 分 配方 法 


(3) 奈 曼 (Neyman) 最 优 分 配 
该 分 配 是 考虑 使 分 层 简单 估计 的 方 次 V(ys) 达 到 最 小 . 该 分 配 可 手 述 为 下 列 奈 
曼 定理 . 


定理 9 分 层 抽样 中 ,n = pe 固定 ,使 


K 
> ) 一 L101 £5 
Vys) 一 2 Wi A | 大)3 
达到 最 小 的 样本 量 分 配 为 
mi = A , i= 1 K. (22. 5-23) 
OWS: 
i 二 1 


采用 这 一 分 配方 法 ,也 需 通 过 历史 上 的 调查 、 类 似 调查 或 先期 小 量 调查 了 解 5; 
同 的 比例 ， 
(4) 考虑 费用 的 最 佳 分 配 
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分 层 抽样 的 费用 常 可 考虑 为 下 列 形 式 
C= G+ omC, 


Co 为 调查 的 基本 绕 用 0 一 1 天 ) 为 在 第 层 调 查 一 个 样本 单元 的 费用 . 有 下 述 
定理 . 

定理 10 在 分 层 抽样 中 ,固定 费用 C 使 V(y,) 最 小 ,或 使 Vlys) 为 固定 值 而 使 
费用 CC 最 小 样本 县 分 配 有 


-， 1 二 1, ,kK. (22, 5-24) 


4， 后 分 层 估 计 


分 层 抽样 是 先 划 分 好 层 , 再 在 各 层 中 分 别 进行 抽样 . 如 果 对 总 体 实施 不 分 层 的 简 
单 随机 抽样 ,在 调查 中 明确 每 一 样本 单元 的 特征 ,如 年 龄 ,性别 .民族 .教育 状况 等 等 ， 
调查 后 再 按 这 些 特征 将 全 部 样本 单元 分 层 ,这 种 情形 可 采用 后 分 层 估计 . 后 分 层 以 后 
各 层 中 样本 单元 的 个 数 二 是 一 随机 变量 . 但 后 分 层 估 计 仍 是 对 每 一 层 求 层 样本 平均 
值 y, ,以 


兵 
ys = DI Wy (22. 5-25) 
佑 总 体 平 均值 Y. 关于 后 分 层 估计 有 定理 ， 
定理 il 对 后 分 后 估计 ， 当 00 一 1 ，; 民 ) 时 ,估计 量 是 无 偏 的 ,; 即 有 
该 千 计 的 均 方 偏差 近似 为 
KK 此 
VGw) = A +t 总 W)S C22, 5-26) 


当 nn 很 大 时 ,C22.5-26) 式 右 端 第 二 项 相对 第 一 项 是 比较 小 的 ,所 以 当 + 较 大 时 
后 分 是 合计 yw 与 按 比例 分 配 的 分 层 估计 ys 有 差不多 的 精度 . 


22.5.5 多 阶 抽 样 
1. 问题 的 提 法 


多 阶 抽样 是 实际 工作 中 常用 的 抽样 技术 , 当 调 查 总 体 的 规模 很 大 时 ,总 是 将 总 体 
分 成 若干 子 总 体 ,实行 多 阶 抽样 . 多 阶 抽样 可 以 有 二 阶 . 三 阶 . 四 阶 等 等 ,各 阶 的 抽 选 
样本 单元 的 原则 以 及 估计 量 的 估计 原理 是 一 样 的 ,只 是 套 登 的 层 数 多 些 , 可 看 作 二 阶 
册 样 的 多 层 套 父 . 
二 阶 抽样 问题 的 一 般 提 法 如 下 :总体 纺 可 分 成 KK 个 子 总 体 , 称 为 第 一 级 抽样 单 
元 的 史 NN;) ,1 二 1,… ,KK. 第 一 级 抽样 单元 屎 NN;} 中 有 Ni 个 第 二 级 抽样 单元 ， 
+ 898 。 


dN.,) 一 和 9 }， 1 = 一 lye ,KK. 
调查 的 总 是 标量 G=G 十 Gs 十 … 十 Gx , 它 是 各 个 第 一 级 抽样 单元 的 目标 晤 G; 的 和 ， 
如 总 体 总 数 


~ 


K i 
Y= 2) oY; =Y+Y: + 二 Ykx. 


i=] }=1 


因为 第 一 级 抽样 单元 在 第 一 阶 抽样 中 均 有 被 抽 中 的 可 能 ,所 以 对 每 一 个 第 一 级 抽样 
单元 均 应 预先 拟定 一 个 组 内 抽样 计划 ,并 选 定 目标 量 G; 的 佑 计 基 等 ,给 以 适当 的 符 


与 , 列 出 下 表 ; 
第 一 级 抽样 单元 和 CON , UCN2) ,7 , WUCNK) 
第 一 级 组 内 目标 量 GG Ge ,Gx 
拟定 的 组 内 第 二 阶 抽样 法 方法 1, 方法 2,…, 方 法 KK 
组 内 对 G; 的 估计 量 a8! BE? “EK 
估计 量 g; 的 均 方 偏差 of， gz; 0 
均 方 偏差 的 估计 量 ol, of 
2， 估 值 法 


-在 上 面 列表 中 符号 的 基础 上 ,结合 第 一 阶 抽样 方法 ,给 出 总 体 目标 量 G 的 估计 重 

及 其 均 方 偏差 , 记 第 一 阶 人 样 的 样本 单元 的 号 码 为 8 , 久 ，…, 负 ,第 一 级 样本 单元 的 目 
标量 Gs ,Gs, ,Gs 的 估计 量 为 gw ,go,，… ,ga ,以 它们 构造 G 的 估计 量 . 

定理 12 第 一 阶 抽样 为 PPS 抽样 时 ,目标 量 G 的 估计 问题 如 下 :车 g, 是 G, 的 


无 偏 居 计 , 则 | 
G 的 一 个 无 俩 估计 为 
Geps = 二 >) 呈 ， (22. 5-27) 
i=1 闭 而 
Prrs 的 均 方 偏差 为 
A 1 /GG 2 Jo 
V (Cpps) = A + 于 和 2 和 ， (22. 5-28) 
均 方 偏差 VCCres) 的 一 个 无 偏 估计 为 
入 1 Be. 入 < 
UCGpps) = Ep 2 Cy 一 Ge ) . (22. 5-29) 


其 中 p, 为 第 一 级 样本 单元 %% Ni) 对 应 的 PPS 抽取 概率 . 
定理 13 第 一 阶 抽样 为 无 放 回 简单 随机 抽样 ,组 内 g; 是 G; 的 无 偏 估 计时 ,有 C 
的 一 个 元 偏 估 计 为 


A Kt 
G, = (22. 5-30) 
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G, 的 均 方 偏差 为 
A A K? ke G\:* ,KK 


(22. 5-31) 
V(G,) 的 一 个 无 偏 估计 为 
1 


A Kz hp\w A\?2? Ka 
CCC) 一 TU 一 大) > (ss 一 去 人 to 《22. 5-32) 


1 一 1 


二 阶 抽样 中 各 个 第 一 级 抽样 单元 内 拟定 的 组 内 第 二 阶 抽样 方法 , 即 前 面 所 列表 
中 之 方法 1 方法 2.… .方法 天 可 以 是 相同 的 抽样 方法 ,也 可 以 是 不 同 的 抽样 方法 . 当 
然 对 不 同 的 抽样 方法 ,会 根据 配套 理论 得 到 相应 的 估计 量 gj ,g:，…; 以 及 其 均 方 偏 
差 的 估计 量 cf , c; ，… 等 . 

实际 工作 中 有 一 种 称 为 整 群 抽样 的 抽样 方法 , 它 可 看 作 是 二 阶 抽样 的 特例 , 即 在 
组 内 抽样 时 采用 全 面 普查 ,此 时 各 一 级 抽样 单元 的 目标 量 G 的 估计 即 为 真实 的 G; 
自身 , 而 组 内 估计 量 的 均 方 偏差 即 其 估计 量 史 与 a3 均 为 零 . 


$ 22.6 多 元 数据 分 析 


22.6.1 多 元 数据 


在 多 元 统计 中 ,统计 推断 的 理论 工作 大 多 数 都 是 基于 总 体 为 多 元 正 态 的 假定 , 然 
而 在 高 于 -- 维 的 情况 中 , 槛 说 明 一 组 样本 来 自 多 元 正 态 总 体 是 非常 困难 的 , 本 节 将 介 
绍 一 些 常用 的 多 元 数据 的 处 理 方法 ,但 不 讨论 这 些 方法 的 结果 的 置信 程度 . 实际 上 离 
开 正 态 性 时 ,要 确定 方法 是 否 稳健 是 十 分 困难 的 ,因而 处 理 结果 总 是 需要 从 有 关 专 业 
的 角度 进行 解释 和 认证 . 

我 们 假定 有 p 个 变量 总 ,Y 和 … YY ,有 一 组 容量 为 的 随机 样本 ,典型 数据 可 排 
成 了 xn 和 撼 阵 


yy Yi 
yo | 和 5 Yan 
Yop Ym 
这 里 yi 是 第 i 个 变量 的 第 7 次 观测 值 . 第 i 变量 的 样本 均值 为 
% 一 二 Dw 


样本 方差 为 


* 900 « 


由 于 多 个 变量 所 用 的 测量 单位 各 不 相同 ,数据 一 起 分 析 时 , 常 将 初始 变量 标准 
化 ,使 每 一 变量 的 ”个 观测 伪 方 差 为 1, 即 变换 数据 , 令 
Xi 一 (Cys 一 3 7 V Si ， 
数据 阵 变 为 
吃 ]] Tl2 “Xin 
过 321 2 "an 


六 一 (22. 6-1) 


Tpl pa 粳 蛋 埋 i 


并 记 第 i 个 变量 观测 癌 量 为 


之 ij 一 ,一 29 力 ， 


则 由 数据 阵 六 得 出 的 协 方差 矩阵 即 为 相关 和 矩阵 
] Ye Ys 2 Yip 


R= XxX’= . (22. 6-2) 


Yn Yr Yr "7 1 
这 是 一 个 对 称 矩 阵 , 主 对 角 均 为 1 ,yy 一 次， 


22. 6.2 主 成 分 分 析 


主 成 分 分 析 是 通过 原 变 量 的 一 些 线性 组 合 来 解释 方差 协 方差 结构 . 当 原 来 p 个 
变量 的 总 变 差 能 够 由 少数 几 个 线性 组 合 来 概括 的 话 ,那么 这 些 线性 组 合 中 包含 的 信 
息 与 原来 p 个 变量 几乎 一 样 多 ,可 以 用 这 些 线性 组 合 代 蔡 原来 的 个 变量 ,这 样 会 使 
观测 数据 从 高 维 降 到 低 维 ,简化 了 数据 . 主 成 分 分 析 的 另 一 个 作用 是 揭示 变 重 之 则 的 
一 些 关 系 . 主 成 分 分 析 一 般 不 是 目的 ,而 是 研究 的 某 个 中 间 环 节 , 通 过 这 一 处 理 来 发 
现 重 要 的 变量 和 变量 间 的 某 种 关系 ， 

主 成 分 就 是 p 个 变量 页 ,Yi ,… ,Ys 的 一 些 特殊 线性 组 合 ,这 些 线性 组 合 把 六 1 ， 
Y;,…,Y 构成 的 坐标 系 旋转 产生 新 的 坐标 系 ,在 新 坐标 系 提供 了 协 差 阵 的 简洁 表 
示 . 


设 Y 二 (Yi,Y2，…,Y) 的 协 差 阵 为 ,考虑 线性 组 合 
PA A 十 ipYp 9 
Zz = tai laaYs TiopYps 


Lp -一 lpi Yl 二 [po Y 2 十 二 《22， 6-3) 
* 90] ， 


使 线性 组 合 pA ;2 +""” sp 之 间 互 不 相关 ， 

当 马 个 变量 Y ,Ys，…,Y。 有 样本 观测 时 ,可 进行 称 样本 为 主 成 分 的 分 析 , 为 避 
免 变 重 间 度量 单元 的 差异 , 首先 将 样本 观测 数据 阵 作 标准 化 处 理 , 变 为 XX 阵 ,寻找 系 
数 阵 


hi Li2 “"" bp 
l 4 
了 一 | ?|， (22. 6-4) 
bn Le? Lpp 
使 
T] 人 11 12 之 ] 
z=| I= = (22, 6-5) 
zp zp zp Zm 
而 
zizi = 0, 当 i 关 二 (22, 6-6) 
也 就 是 有 ,i 关 ; 时 ， 
1n ， 
(asip XX | : |=n >) harinlm = 0. (22. 6-7) 
m= 1 
1 上 


(22.6-7) 式 对 工 及 p(p 一 1 个 条 件 要 求 ,而 LL 有 思 ! 个 元 素 . 为 了 得 到 解 还 需 


添加 去 (zp 十) 个 条 件 ,这 正好 可 以 要 求 工 是 自 正 交 的, 即 


IL’=1, 
了 世 就 是 
0，i 严 J]， 
SA 一 | ’ (22, 6-8) 
k=1 1， 了 一 1 


《22. 6-7) 式 就 是 要 求 协 差 阵 
一 ZZ' 一 一 LXX = LRL’ 

的 非 对 角 元 素 为 0, 而 对 角 线 元 素 正 是 zw ,zo，… ,zp 对 应 的 样本 方差 ht zy，…wz 名 

有 


Al 器 0 

， 站 已 本 村 于 日 
IRL’ = =A. (22. 6-9) 

0 0 A 


由 于 上 LL=LL(CLL 1) 二 LL 1 一 了 , 吉 
RL 一 工具 (22, 6-10) 
这 是 户 个 方程 的 方程 组 ,考虑 其 中 涉及 的 户 个 方程 ， 
Yutn tt abs tT Yiptip = tn; 
Ya Yat ct Yoplip = leh, 


(22. 6-11) 
LAA 十 Ypa tz 十 多 十 Yppt lp = LpAl- 
为 了 得 到 (i,… 4) 的 非 平 几 解 ,和 要求 行列 式 
mil—Al 让 2 “+ np 
ra] Tag — Al ryp _o 
rpl rpa "Tpp —Al 
即 
对 于 42 9 Ap ;方程 是 类 似 的 . 故 A A? 9 "Ap 应 该 是 
| RA |=0 (22.6-12) 


的 个 根 . 这 些 正 是 矩阵 尺 的 特征 值 ,相应 的 (i ,… ,4 ) 正 是 各 4; 相应 的 特征 人 向量 . 
按照 (22. 6-8) 式 的 要 求 这 些 特征 癌 量 应 是 正 交 的 单位 向 起. 

这 些 线性 组 合 称 为 主 成 分 ,它们 是 原来 变量 的 不 相关 的 线性 组 合 , 从 男 一 个 观点 
研究 问题 , 找 zw…zP 的 线性 函数 > 


之 二 So， 
使 其 方差 有 极 大 值 ,即使 得 
1 LY Dhiba = D> Pra 


二] 肯 二 


极 大 ,而 要 求 (4 ，… ,是 单位 向 量 ,这 等 价 于 求 下 式 的 无 条 件 极 值 ， 
已 一 Dhlra — -ME 一) 


了 一 ] = 


将 已 对 二 微分, 则 得 到 极 值 点 应 应 满足 的 方程 


Drs —N;=0 (=1,.,p), 
由 一 


这 就 是 (22. 6-10) 式 的 方程 组 . 这 就 是 说 具有 极 值 的 线性 组 合 是 主 成 分 . 我 们 可 以 以 
它们 的 方差 (特征 人 X;) 的 大 小 排序 .不妨 规 定 j 之 j 之 … 之 jp， 最 大 的 对 应 的 主 分 量 
称 为 第 一 主 分 量 ,依次 为 第 二 ,第 三 等 等 . 
新 的 主 成 分 的 方差 的 总 和 为 Qi 十 hz 十 … 十 4s) ,等 于 原 变 量 协 方差 阵 主 对 角 元 过 
* 9003 。 


(方差 ) 之 和 ,标准 化 变量 时 为 Pp, 故 入 十 和 十 … 十 Xs 三 p. 第 i 个 主 成 分 占 总 样本 方差 
的 比例 为 


和 一 三 一] 
HF bp’ 1p 


当 某 些 Ai 较 大 ,它们 在 总 方差 中 占有 极 大 的 比例 时 ,会 弃 占 比例 很 小 的 那 一 部 
分 主 成 分 ,将 可 以 大 大 简化 数据 结构 并 显著 降低 变量 的 维 数 , 面 信息 损失 很 小 , 


22. 6.3 因子 分 析 
因子 分 析 是 假定 p 个 变量 的 随机 变异 主要 是 一 些 共 同 的 因子 引起 的 , 即 拥有 模 


(22. 6-13) 


型 

Yi ECY) = RtaF dt +i, 二 Te; 

Ye 一 下 (Y2?) = hah iz tT ln es， 

一 下 (YY = bpPi TT taphs tt bnp Fn tT ep. 
上 式 中 变量 YY "sp 是 可 观测 的 ,而 Fy ,Far Fr, 称 为 公共 因子 ,mm 之 pp, 是 岂 
个 不 可 观测 的 变量 ,e ,ez，,… ,es 称 为 特殊 因子 或 误差 , 刀 称 为 第 i 个 变量 上 第 7 个 因 
子 下, 的 载荷 . 模型 假定 因子 间 是 互 不 相关 的 ,假定 

ECF;) = 0,7 = 1 ,om, 


(22, 6-14) 


1l1， j=4 
0， 了 玉芝 
Ele) 一 0，i 一 1,.,p, 《22. 6-15) 
好 ， i 二 率 ， 
0， i 关上 
Cov(e Fi) = 0,i = 1p,j = 1 s,m. 

因子 分 析 模 型 是 希望 用 少数 几 个 公共 因子 来 解释 变量 中 的 主要 变化 . 当 变 量 
Yi ,Yz ,YY 有 观测 样本 阵 Y 时 ,可 以 通过 样本 主 成 分 分 析 法 ,来 确定 公共 因 了 于 ,人 以 
计 因 子 的 载荷 ,以 及 特殊 误差 的 方差 内. 

通过 主 成 分 分 析 ,我 们 可 获得 (22. 6-5) 式 的 Z 二 LX, 以 及 (22. 6-9) 等 式 , 由 于 工 
是 正 交 的 , 故 Y 的 相关 阵 可 分 解 为 
du 


COov( 一 ECPF;P.) 一 | 


LOVEi Eh) 一 Fteer) 一 | 


{pl 


R= LAL = Al Co hp) Ap (Ln 1 


ipp 
当 pp 个 特征 值 中 , 取 较 大 值 的 mm 个 在 金 部 总 和 中 占有 很 大 比例 时 ,会 痉 最 后 较 小 的 
p 一 m 个 特征 值 时 , 略 去 它们 对 相关 阵 的 贡献 , 则 得 到 近似 关系 式 

* 904 。 


ly 


ll 
: (lh 二 


tip 


inl 
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Lo 
(22. 6-16) 


其 中 必 一 1 一 >》)4l. 这 就 是 说 , 当 将 主要 的 加 个 主 成 分 看 作 公共 因子 ,其 余 归 并 为 
误差 的 话 ,会 得 到 (22, 6-13) 形式 的 表达 式 


2 
及] hi i 1 1 一 一 ] 
中 
x=| |=LZz=|” | : | 上 | | (22.6-17) 
: (|... 站 : 
x hp。 二 全 | 
式 中 如 /VN 是 标准 化 变量 ,作为 公共 因子 ,这 部 分 因子 产生 的 协 差 阵 贡献 正 是 
nn hn 


《二 二 《0 


Lnp 


为 RR 的 主要 部 分 .第 i 个 变量 X; 中 公共 因子 2;/ VV 上 的 戴 荷 为 V1. 而 特殊 因子 的 
方差 可 估计 为 必 = 1 一 > 元. 


最 后 要 注意 模型 (22 6- 13) 当 因子 作 正 交 变 换 下 ,是 不 确定 的 . 如 果 和 需要 的 话 可 
找 出 正 交 变换 用 来 得 到 新 的 因子 . 在 实际 工作 中 , 常 自由 旋转 因子 ,以 求 对 因子 有 直 
观 的 解释 ,使 新 因子 与 某 一 类 变量 相 一 致 . 例如 ,将 尽 可 能 多 的 载荷 缩减 到 0, 而 使 其 
余 的 载荷 尽 可 能 地 大 ,或 者 对 一 些 特定 变量 要 求 其 具有 大 载荷 的 因子 仅 有 一 个 . 较 常 
用 的 旋转 准则 是 方差 极 大 法 ,即使 得 下 式 达 到 最 大 值 
> [ 光 ( 学 ) -( 立 党 ) |] (22. 6-18) 


j=}1 上 ;=] 


22. 6.4 多 总 体 费 点 尔 判 别 


判别 分 析 是 研究 个 体 属于 哪 种 类 型 的 一 种 统计 方法 . 一 般 来 说 ,希望 建立 一 个 准 
则 ,对 给 定 的 一 个 样本 个 体 z, 按 准则 判定 它 属 于 K 个 总 体 中 的 哪 一 个 总 体 . 当然 准 
则 是 在 一 定 意义 下 是 “优良 "的. 

当天 个 总 体 有 一 批 样 本 ,每 一 样本 个 体 是 确切 知道 来 自 娜 一 总 体 时 , 费 葡 尔 创 
建 了 一 个 判别 准则 , 此 时 已 知 的 样本 (或 称 培 训 样 本 ) 记 为 


hy 


‘905 ， 


x 
zh 而 
rl) 一 
i 
zy ry Tip 
2 (2 (2) 
zif x Tne 
2 (2 2 
zl rz zn 
rl?) 一 ， 
2 ‘2 
zf x x) 
K!} eK Ky 
il 21 ) nr 
K (KR 
了 他 | ba nb 
(RY 
二 
K {Ky 
TK 好) nkb 
?1 十 7 十 十 mr 二 xn. (22, 6-19) 
为 颖 述 方便 引信 下 列 向 量 和 甜 阵 记号 ， 
zh 
此 
人 2 ， 
十 | 一 , 玉 二 KS= ly 
8 
此 
zp 


则 
下 
7 一 > zt /rm k=1,%,K. 


+ 一 ] 


为 第 个 总 体 的 样本 均值 . 第 不 个 总 体 的 样本 协 差 阵 为 
So 一 2 Cz 一 元 (zr — OY (nm—1), k=1,,K. 
K 个 总 体 混合 一 起 的 总 的 均值 为 
示 一 im zo/ Pn = Dp 


可 得 到 x 个 样本 单元 的 组 间 离 差 平 方 和 和 矩阵 
B= > (ZH 一 到 (ze 一 到 / (22. 6-20) 
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以 及 组 内 离 差 平 方 和 和 矩阵 


W = Dem — DS = DD 20) Ca ao (22. 6-21) 
二 1 ;二 1 


费 吹 尔 判 别 首先 选取 线性 判别 蒋 数 ,使 得 (iz ,二 1 KK,j 二 1,… ,m4} 的 组 间 
离 差 相对 组 内 离 差 达到 极 大 , 式 中 :是 户 维 的 线性 函数 系数 向 量 . 也 就 是 使 
Q = (22. 6-22) 
达到 极 大 ,! 乘 以 常数 不 影响 上 述 Qu 值 , 故 不 妨 规 定 LWi 二 1. 上 式 等 价 于 求 下 列 无 
条 件 极 值 


Q= LBl—A Wi 1). (22. 6-23) 
将 @ 对 4 微分 , 则 得 到 极 值 点 应 满足 的 方程 组 
Bi —AW! = 0. (22. 6-24) 


这 是 与 (22. 6-10) 类 似 的 方程 组 , 故 4 对 应 于 Wo 'B 的 特征 值 4 之 ja 实 … 之 ,相应 
1 为 A; 对 应 的 特征 癌 量 .1 对 应 的 4 确定 的 线性 判别 晴 数 {1 称 第 一 样本 判别 氏 数 ， 
hz 对 应 的 4 确定 的 线性 判别 落 数 上 称 第 二 样本 判别 函数 ,如 此 等 等 . 若 入 十 和 十"… 


十 ia 扫 p) 之 值 在 全 部 之 和 > 中 占有 极 大 比例 时 ,可 用 前 个 判别 函数 作出 关 
别 . 费 阮 尔 判别 对 一 个 个 体 y 二 《y,…,yp) 作出 判定 的 准则 为 :车 对 有 所 有 上 关 如 有 


Sy zw) > Ct (y 一 io) 下 ， (22. 6-25) 
i=1 


则 判定 y 属于 ko 总 体 ， 

费 欧 尔 判 别 的 错 判 概率 可 用 下 列 方法 得 到 估计 , 在 原 个 样本 中 保留 一 个 样本 ， 
用 * 一 1 个 样本 确定 判别 准则 , 按 准 则 对 保留 的 样本 作出 判定 ,看 是 否定 错 判 . 将 原 = 
个 样本 轮流 作为 保留 样本 如 此 进行 , 则 可 将 = 次 中 的 错 判 频率 作为 错 判 概率 的 估计 . 


22. 6.5 聚 类 分 析 


聚 类 分 析 的 问题 是 ,观测 = 个 对 象 ,对 每 一 对 象 观 测 户 个 特征 (变量 ) ,我 们 要 间 
是 否 有 什么 根据 ,可 以 将 它们 育成 若干 个 可 定义 的 类 . 聚 类 与 判别 不 同 ,判别 是 已 知 
总 体 的 个 数 , 每 个 总 体 有 明确 的 样本 ,由 此 建立 判别 准则 ,目的 是 把 一 个 个 新 的 对 象 
判定 到 已 知 的 总 体 中 . 聚 类 则 不 知道 明确 的 类 型 ,只 是 根据 对 象 的 相似 程度 ,将 它们 
归并 成 一 些 自然 的 类 . 

对 户 个 变量 的 = 个 个 体 的 观测 数据 的 聚 类 ,可 以 要 求 对 变 晤 进行 聚 类 ,也 可 以 是 
对 个 体 进行 聚 类 . 对 变 朋 和 俩 类 的 问题 相对 比较 简单 ,通常 可 以 利用 相关 和 矩阵 完成 . 确 
定 一 个 相关 系数 的 病 值 (例如 0.7) ,将 相关 系数 大 于 此 图 值 的 变 基 聚 在 一 起 ,育成 一 
些 类 间 相 关系 数 弱 的 类 . 

对 :个 个 体 的 聚 类 则 困难 得 多 . 首先 要 克服 备 变 重 度量 尺度 的 不 同 ,一 般 将 变 基 
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标准 化 ,得 到 (22. 6-17 式 那样 的 数据 卸 阵 . 其 次 要 定义 两 个 个 体 之 间 的 距离 . 常用 的 
距离 有 欧 氏 中 离 


d(xi + Ti; ) 一 [人 zal 一 .1 十 … 十 (Xip — xip 1 ' (22. 6-26) 
或 一 般 的 闵 科 夫 斯 基 虑 离 
d(x: 9 Tj ) -一 [| i il |™ 十 rn 十 | ip” Lip |™ 2 (22, 6-27) 


然后 按 距 离 远 近 进 行 罕 类 ,归并 近 距 离 的 为 一 类 . 

聚 类 分 析 的 内 容 十 分 丰富 , 聚 类 方法 多 种 多 样 , 正 处 于 发 展 阶段 . 这 儿 仅 对 实际 
应 用 中 使 用 最 多 的 系统 聚 类 法 作 一 些 介绍 . 

系统 聚 类 法 一 开始 将 n 个 个 体 各 自 自 成 一 类 ,然后 将 距离 最 近 的 两 类 合并 为 一 
类 , 表 计 算 新 的 ”一 1 类 间 的 距离 并 将 距离 最 近 的 两 类 合并 ,如 此 进行 下 去 ,类 数 逐 次 
递减 ,由 # 到 nn 一 1, 再 到 nn 一 2,… ,最 后 全 部 合并 为 l 类 . 

运用 系统 聚 类 法 时 ,A 与 B 两 个 类 之 间 的 距离 有 多 种 不 同 的 定义 方式 ,最 惫 用 的 


有 : 
(1) 最 短 距 离 
Das = min{d(asb) | a € A,b € B). (22. 6-28) 
(2) 最 长 中 高 
Das = max{d(ab) | a € A,bE B. (22, 6-29) 
(3) 类 平均 距离 
= 二 PD (22. 6-30) 
式 中 na .ng 分 别 为 A 和 8B 类 中 个 体 的 个 数 
《4) 重心 间距 高 
Da 一 d(T ,70 ), (22. 6-31) 


式 中 信人 和 分 别 为 A 和 B 类 的 重心 , 即 A 类 和 B 类 中 个 体 的 平均 值 . 

使 用 哪 种 距离 进行 聚 炎 , 以 及 最 终 将 数据 聚 为 儿 个 类 数 时 停止 再 合并 , 至 今 未 能 
找到 令 人 满意 的 评价 方法 , 对 这 些 实际 应 用 中 无 法 回避 的 问题 ,要 根据 问题 的 实际 背 
景 , 对 最 终 确定 的 类 应 有 确实 可 信 的 解释 . 
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23. 运 筹 学 
3$23.1 排 队 论 


23,1,1 服务 系统 的 分 类 与 特征 


排队 论 是 研究 大 量 服务 过 程 的 数学 理论 . 请 求 服务 的 人 或 物 ,统称 为 “顾客 ”. 为 
顾客 服务 的 人 或 物 ,统称 为 “服务 员 ”. 由 顾客 和 服务 员 组 成 服务 系统 . 服务 菜 统 通常 
分 为 三 类 ， 


1， 损失 制 系统 


当 顾 客 到 达 本 服务 系统 时 ,服务 员 都 不 空 ,顾客 随即 离 去 . 本 系统 的 特征 是 ,顾客 
在 系统 内 的 排队 时 间 为 零 . 


2， 等 待 制 系统 


当 顾 客 到 达 本 服务 系统 时 ,服务员 都 在 为 先 到 的 顾客 服务 ,后 到 的 顾客 只 好 排队 
等 待 服务 ,一 直 等 到 有 空 的 服务 员 为 他 服务 为 止 , 本 系统 的 特征 是 ,顾客 无 限 排队 ， 


3， 泥 会 制 系统 


当 顾 客 到 达 本 服务 系统 时 ,服务 员 都 不 空 , 一 种 情形 是 ,排队 位 置 已 满 ,顾客 随即 
离 去 ,这 叫 排 队长 度 有 限 的 系统 ; 另 一 种 情形 是 ,排队 位 置 未 满 ,顾客 排队 等 竺 服务 ， 
但 当 顾 客 等 了 一 段 时 间 后 , 仍 不 能 得 到 服务 而 离 去 ,这 叫 排 队 时 间 有 限 的 系统 . 混合 
制 系统 的 特征 是 ,服务 系统 的 容量 有 限 或 顾客 在 系统 内 的 逗留 时 间 有 限 ， 

等 待 制 与 混合 制 系统 的 服务 规则 ,通常 有 三 种 情形 :(1) 先 到 先 服务 ;(2) 随 机 服 
务 , 即 服务 员 从 等 待 的 顾客 中 , 任 取 一 个 ,给 予 服务 ;(3) 优先 服务 . 

如 果 服 务 系统 内 只 有 一 个 服务 员 , 则 称 为 单 通道 服务 系统 ,否则 , 称 为 多 通道 服 
务 系统 . 


23. 1,2 排队 模型 的 符号 表示 


排队 模型 ,现在 广泛 采用 肯 德 尔 的 符号 表示 
A/B/n/m. 
第 一 个 符号 A 表示 顾客 到 达 流 或 顾客 相继 到 达 闻 卫 时 间 的 概率 分 布 . 
第 二 个 符号 B 表示 服务 时 间 的 概率 分 布 . 
第 三 个 符号 n 表示 并 列 服务 员 的 数目 ， 
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第 四 个 符号 m 表示 系统 内 排队 长 度 的 限制 . mm 一 0 时 ,服务 系统 为 损失 制 ;0<m 
达 十 co 时 ,服务 系统 为 混合 制 ;m 二 十 co 时 ,为 等 待 制 系 统 ,此 时 ,十 oo 省 略 不 写 . 

表示 顾客 相继 到 达 的 间隔 时 间 与 顾客 接受 服务 时 间 的 各 种 概率 分 布 符号 为 

AM 表示 指数 分 布 . 

D 表示 确定 型 分 布 . 

RE 表示 上 阶 埃 尔 遍 分 布 . 

GT 表示 顾客 相继 到 达 的 时 间 为 相互 独立 的 随机 分 布 . 

G 表示 服务 时 间 为 一 般 的 随机 分 布 . 

例如 M/M/1 表示 顾客 到 达 流 为 泊 松 流 或 顾客 相继 到 达 的 间隔 时 间 为 指数 分 
布 .服务 时 间 为 指数 分 布 .系统 内 只 有 1 个 服务 员 的 模型 . D/M/C 表示 顾客 相继 到 达 
的 间 踊 时 间 为 确定 型 分 布 .服务 时 间 为 指数 分 布 . 系 统 内 有 C 个 服务 员 的 模型 . CT/ 
G/2 表示 顾客 相继 到 达 的 间隔 时 间 为 相互 独立 的 随机 分 布 . 服 务 时 间 为 一 般 的 随机 
分 布 .系统 内 有 2 个 服务 员 的 模型 . Ei /G/n 表示 顾客 到 达 的 间隔 时 间 为 & 阶 埃 尔 明 
分 布 . 服 务 时 间 为 一 般 的 随机 分 布 .、 系 统 内 有 个 服务 员 的 模型 ， 


23.1.3 服务 系统 的 运行 指标 


1， 队长 


指 在 系统 中 的 顾客 数 , 包 括 在 队列 中 等 待 服务 的 顾客 数 与 正 被 服务 的 顾客 数 . 队 
长 的 期 望 值 记 作 大. 


2. 排队 长 


指 在 系统 中 排队 等 待 服 务 的 顾客 数 , 它 的 期 望 值 记 作 L,, L, 或 上, 越 大 ,说 明 服 
务 效率 越 低 . 


3. 返 贸 时间 


指 一 个 顾客 在 系统 中 的 停留 时 间 ,包括 等 待 时 间 与 服务 时 间 , 逗留 时 间 的 期 望 什 
记 作 W,. 


4. 等 待 时 间 

指 一 个 顾客 在 系统 中 排队 等 待 的 时 间 , 它 的 期 望 值 记 作 W. 
5 绝对 通过 能 力 

指 单位 时 间 内 ,被 服务 顾客 数 的 数学 期 望 , 记 作 A. 

6， 相 对 通过 能 力 


指 被 服务 的 顾客 数 与 请 求 服务 的 顾客 数 的 比值 , 记 作 久 
910 ， 


7， 系统 损失 概率 
指 服务 员 都 在 从 着 ,排队 位 置 满座 的 概率 , 记 作 己 . 
23. 1.4 状态 概率 及 其 求解 的 方法 


同类 事件 在 随机 的 时 刻 一 个 一 个 地 或 一 批 一 批 地 来 到 服务 系统 的 序列 称 为 事件 
流 . 顾客 来 到 服务 系统 称 为 输入. 系统 中 的 顾客 数 又 称 为 系统 的 状态 ,如 果 系 统 中 有 
n 个 顾客 ,就 说 系统 的 状态 是 ”系统 状态 的 概率 -一 般 是 时 间 : 的 函数 ,: 时 刻 的 系统 
状态 为 的 概率 称 为 状态 概率 , 记 作 P, (2 

求 状态 概率 P, (4) 的 方法 是 : 先 建立 含 P, (2 的 微分 差分 方程 (关于 连续 变量 :的 
微分 方程 ,关于 只 取 非 负 整 数值 的 变量 ”的 差分 方程 ) ,再 解 此 方程 

对 任意 :>0, 求 出 含 P, (六 的 微分 差分 方程 的 解 P, (2) , 称 为 瞬 态 解 ,或 称 为 过 渡 
状态 的 解 

车 极限 lim P, (为 一 P, 存在 , 则 称 此 极限 值 P, 为 系统 的 稳 态 解 ,或 称 为 平衡 状 
态 的 解 , 又 称 P, 为 稳 态 概率 , 求 稳 态 概率 P, 时 ,通常 不 一 定 求 一 十 oo 时 P,(z) 的 极 


pdP tt) dp 
限 ,而 只 需求 ;上 髓 令 dt 0, 


23.1.5 排队 论 中 常用 的 事件 流 的 概率 分 布 


1. 泊 松 分 布 


设 六 (6 表示 在 时 间 区 闻 [L0, 妃 内 到 达 的 顾客 数 (>0). P (21 ,ts) 表 示 在 时 间 区 间 

Lt ,tz ) (ts > ) 内 有 n(n 之 0) 个 顾客 到 达 的 概率 , 即 
Prltiste) = PINGt) — ND) =n) (fo > hn 0), 

如 果 P; (ti ,za) 满 足下 列 三 个 条 件 , 则 称 顾 客 的 到 达 形 成 泊 松 流 . 

(1) 在 厅 相 重合 的 时 间 区 闻 内 ,顾客 的 到 达 数 是 相互 独立 的 ( 称 这 种 性 质 为 流 的 
无 后 效 性 ). 

《2) 对 充分 小 的 AKCAt>>0) ,在 时 间 区 间 [Lze 十 Ab 内 有 1 个 顾客 到 达 的 概率 与 : 
无 关 ( 称 这 种 性 质 为 流 的 平稳 性 ) ,而 近似 地 与 At 成 比例 , 即 

P(t,tt Mt) = AAt ol Ml), 

其 中 0 是 常数 ,表示 单位 时 间 内 到 达 的 顾客 数 的 平均 数 , 称 为 事件 流 的 强度 . 


(3) 对 充分 小 的 AKCAt0) ,在 时 间 区 间 [sr 十 Ab 内 同时 有 2 个 或 2 个 以 上 的 顾 
客 到 达 的 概率 极 小 ,可 以 忽略 不 计 ( 称 这 种 性 质 为 流 的 普通 性 ), 即 


> P, (5 十 Ai) 一 ofAb) 


中 一 也 
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设 时 间 由 t=0 算 起 ,并 简 记 P,(0,t) = 二 =P, (2), 车 P, (tt) 满足 泊 松 流 的 三 个 条 件 ， 
则 状态 概率 P; (#) 为 


PD = We {n= 01,2,0 ,ft > 0), 
即 随机 变量 (NG 二 NCGs 十 站 一 NCs)} 服 从 泊 松 分 布 (参看 13. 2. 3). 它 的 数学 期 望 与 


方差 分 别 是 
ECN(D) = A¥; DON(D) = XX, 


2， 指 数 分 市 


设 岳 客 的 到 达 形 成 泊 松 流 , 工 表示 2 个 顾客 相继 到 达 的 间隔 时 间 , Fr 表示 工 
的 分 布 函 数 , 广 (人 9 表示 了 的 概率 密度 , 则 
Tt 一 一 Po 人 一] 一 6 (+ > 0),， 
fr OD = = 
即 间 踊 时 间 工 服从 指数 分 布 , 且 


E(T) = 二 D(T) 一 总 | xD = VD = 


Ae, (1 > 0) » 


3， 挨 尔 朗 分 布 


事件 流 可 用 时 间 轴 上 的 点" 表示, 如 采 事 件 流 是 泊 松 流 , 则 事件 间 隐 序列 区 ， 
TD 是 独立 的 服从 同一 插 数 分 布 的 随机 变量 . 

设 时 间 轴 Qt 上 分 布 着 泊 松 流 ( 图 23. 1-1). 则 称 每 隔 一 个 “点 ” 连 起 来 所 组 成 的 间 
也 时 间 序 列 T 的 分 布 为 二 阶 埃 尔 朗 分 布 .一般 , 在 时 间 轴 Crz 上 分 布 的 泊 松 流 中 ,每 隔 
上 一 1 个 “点 ” 连 起 来 所 组 成 的 间 也 时 向 序列 的 分 布 称 为 阶 埃 尔 朗 分 布 , 记 作 到 .或 
在 泊 松 流 中 ,每 隔 & 一 1 个 点 "的 "点 "组 成 的 流 称 为 上 阶 埃 尔 朗 流 . 


了 下 了 
| 时 7 中 Ts Te 7 
Tn L 了 了 3 


图 23. 1-1 


在 大 阶 埃 尔 衣 流 中 , 相 邻 事件 间隔 时 间 工 表示 由 个 独立 的 .服从 同一 指数 分 布 
的 事件 的 间隔 时 间 之 和 荆 = 之 /全 , 工 的 概率 密度 为 
六 = RE (t > 0),， 
"9812 。 


与 均 方差 分 别 为 
1 1 


二 上 上 . -上 1 
ED 一 《与 4 无 关 ) 六 (一 下 人 亏 


当 上 一 1 时 , 埃 尔 明 分 布 化 为 指数 分 布 
万 (一 有 天. 
当 > 十 co 时 ,应 (一 0,ox (9 一 0. 这 时 埃 尔 朗 分 布 化 为 确定 型 分 布 . 所 以 一 般 
阶 埃 尔 朗 分 布 可 看 成 完全 随机 型 与 完全 确定 型 之 间 的 中 间 型 . 具有 更 广泛 的 天 用 性 . 


23. 1.6 单 通 道 损 失 制 CM/M/1/0) 
1， 单 通道 损失 制 系统 的 特征 


顾客 到 达 流 为 泊 松 流 . 服务 时 间 为 指数 分 布 . 顾客 到 达 强 度 为 4. 单位 时 间 内 , 服 
务 员 不 停 地 工作 ,平均 服务 的 顾客 数 为 x( 称 py 为 服务 强度 ). 系统 内 只 有 一 个 服务 
员 . 顾客 到 达 时 , 若 服务 员 不 空 ,顾客 即 高 去 , 另 求 服务 . 


2， 系 统 状态 概率 Po (it) 和 已 (六 的 计算 公式 


Po (及 = A + ee, 


A 十 A 十 
P(t) = i 一 er 
极限 概率 为 
Po = P, -4 
3， 系 统 的 效率 指标 


(1) 相对 通过 能 力 Q@ 二 Po (2) ,在 极限 状态 Q= P。 一 


(2) 绝对 通过 能 力 4 一 MQ 一 APu(D). 在 极限 状态 4 一 ij 


(3) 损失 概率 户 一 户 ,在 极限 状态 疡 一 1 


例 1 一 条 电话 线 ,平均 每 分 钟 有 0. 8 次 呼唤 , 即 一 0. 8. 如 果 每 次 通话 时 间 平 
均 为 1,5 分 钟 . 求 该 条 电话 组 的 相对 通过 能 力 .绝对 通过 能 力 与 损失 概率 . 
解 j= 0 667. ) 一 0. 8 
四 0.667 
Q= TT 667 — 0435, 
913 。 


即 在 平稳 状态 时 有 45 叹 的 呼唤 得 到 服务 . 
4 一 六 =0.8X0.455 一 0.364， 
即 电话 线 每 分 钟 平 均 有 0. 364 次 呼唤 能 够 接 通 ， 
P=1~Q=1—0.455= 0.545, 
即 有 55% 的 呼唤 不 能 接 通 , 


23. 1.7 多 通道 损失 制 CM/M/n/0) 
1， 多 通道 损失 制 系统 的 特 竹 


该 系统 的 各 种 特征 与 单 通道 损失 制 系 统 的 特征 相同 . 当 有 个 服务 员 正 为 有 个 
颇 客服 务 时 ,服务 强度 为 妈 . 系统 内 有 ?个 服务 员 . 顾客 到 达 时 , 若 个 服务 员 都 不 
空 , 顾 客 即 离 去 ,为 求 服务 . 


2. 系统 状态 的 极限 概率 的 计算 公式 
1 


2 


上 二 和 0 


其 中 Pp 一- 称 为 服务 系统 的 负荷 


P= P, 一 全 P。 (k= 1] ,2 


3， 系 统 的 效率 指标 


[0 


(1) 损失 概率 p, 一 忆 一 所 Po 一 A 


(2) 相对 通过 能 力 Q= 二 1 一 P 一 1 一 后 Pu 


二 


(3) 绝对 通过 能 力 4 一 AQ 一 人 人 (1 一 司 忆 让 
(4) 占用 服务 员 的 平均 数 , 记 作 琴 ， 


例 2 共 电 话 总 机 有 三 条 (za 一 3) 中 继 线 . 其 余数 据 与 例 1 相同 . 试 求 ; 系 统 的 极限 
概率 .绝对 和 相对 通过 能 力 ,损失 概率 与 占用 通道 的 平均 数 . 


解 4 一 0.8, jp 一 0.667，p 一 05 一 1. 2 


" 94 * 


3 一] 
P = | 1+p+ 分 十 全 一 0.312( 所 有 通道 都 空 亲 的 概率 》 
P; = poPo 一 1.2X0.312 = 0. 374, 


四 
P; = S51P 一 0.72X0.312 = 0. 224, 


3 
P; 一 人 Pu 一 [0.288 X.0. 312 = 0. 090, 


p: = Pi; = 0.090， 
即 有 9% 的 呼唤 不 能 接 通 . 
QQ 一 1 一 已 一 1 一 0.090 一 0,91， 
即 有 91 冯 的 呼唤 可 以 接 通 . 
凡 一 如 一 0.8X0.91 一 0.728， 
即 每 分 钟 内 可 接 通 0. 728 次 呼唤 . 


yz A _ 0728 
= a 0 667 109 
即 平均 占用 1. 09 条 中 继 线 ,而 通道 的 利 几率 
K _ 1.09 


了 一 3 = 0.365. 


23, 1.8 单 通道 等 待 制 (MAM/1) 
1， 单 通道 等 待 制 系统 的 特征 


顾客 到 达 间 隔 时 间 与 服务 时 间 都 服从 指数 分 布 . 顾客 到 达 强 度 为 4. 服务 强度 为 
p. 系统 内 只 有 一 个 服务 员 , 顾客 到 达 时 , 若 服 务 员 不 空 , 则 参加 排队 等 待 服务 ,一 直 等 
到 服务 员 为 他 服务 为 止 


2. 系统 状态 的 极限 概率 的 计算 公式 


P=#(1—p) (420, 0o<p= 广 <1) 


3， 系 统 的 效 闪 指标 


(1) 队长 的 期 望 值 上 一 Te 一- 

p eA 
i 

(2) 排队 长 的 期 望 但 二, pT 一 0 一: 


-本 国 让 __ ee__ 1. 
(3) 去 留 时 间 的 期 望 值 W， MI 2 


(4) 等 待 时 间 的 期 望 信 W, 二 一 全 二 一 
pll—p 


(5) L, ,了 :W, :Wo 之 间 的 关系 
L, = AW,， L, = AW,， 


-4 
AR 一 人 


W, 二 W, 十 二， L, = ,十 4. 
+ -A 


例 3 菜单 人 理发 馆 , 顾 客 到 达 间 隔 时 间 为 指数 分 布 ,平均 到 达 间 隔 时 间 为 20 分 
钟 , 顾客 理发 平均 时 间 为 15 分 钟 , 即 车 以 小 时 为 时 间 单 位 , 则 4=3 个 顾客 /小 时 ,p= 
4 个 顾客 /小 时 , 求 P 及 系统 的 效率 指标 . 


解 站 一 p 4 0, ?75， 
P,=1—p=1—0.,75= 0.25, 
即 顾客 不 必 等 竺 的 概率 为 0, 25， 


L=—4 -= 


3 一 
HA 4—3 5 


即 理发 馆 内 顾客 数 的 期 望 值 为 3. 
, 一 工 ,一 0 一 3 一 0.75 一 2.25， 
即 理发 馆 内 排队 等 待 服务 的 顾客 数 的 期 望 值 为 2. 25 ,或 排队 的 平均 顾客 数 为 2. 25. 
bo 31h 
W, 二 1 一 3 一 1( 小 时 )， 
即 一 个 顾客 在 理发 馆 内 停留 时 间 的 期 望 值 为 1 小时. 
W = 这 = 2 二 0.75( 小 时 )， 
即 一 个 顾客 在 理发 馆 内 平均 等 待 时 间 为 0. 75 小 时 . 
23. 1.9 多 通道 等 待 制 (M/M/n) 
]. 多 通道 等 待 制 系统 的 特征 


顾客 到 达 间 也 时 间 服 从 泊 松 分 布 , 到 达 强 度 为 %, 服务 时 间 服 从 指数 分 布 ,每 个 服 
务 员 的 平均 服务 率 都 是 y. 系统 内 有 n>1 个 服务 员 , 顾 客 到 达 时 , 若 n 个 服务 员 和 都 不 
空 , 则 参加 排队 ,等待 服务 ,一 直 等 到 有 服务 员 为 他 服务 为 止 . 


2， 系统 状 态 的 极限 概率 的 计算 公式 
= I 一 1 
p,—| > + (pn), 


P, = 和 EP {Rk = 1,2,*,n)., 


sa Ol =， 


Pu =— -EiP, (7 = 1,2,"**)，, 
其 中 Pu 表示 7n 个 服务 员 都 不 空 ,有 7 个 顾客 排队 的 概率 ， 
3， 系统 的 效率 指标 


(1) 损失 概率 p= 二 0 
《2) 相对 通过 能 力 Q 二 1 一 P=1. 
(3) 绝对 通过 能 力 A 二 AQ 二 4. 


(4) 队长 的 期 望 值 L 一 一 -全 +6 


(nm 一 1)1 《Cn 一 站 
6 排 长 的 期 望 opP 
(5) 排队 值 LL p= (Cn—D! (ne—p)? 
(6) 逗留 时 间 的 期 望 值 W, 一 于 二 一 一 一 5 十 上 
A RCR 一 1)1 np pp 


| pp 
(7) 等 待 时 间 的 期 望 值 W, A An 一 1)1 《2 一 0 


(8) 占用 服务 员 的 平均 数 R= 人 ==p 


例 4 茶 车 站 有 两 个 电视 问讯 台 . 问讯 者 按 泊 松 流 到 来 ,平均 每 分 钟 有 0. 8 个 旅 
和 2 分 钟 . 求 系 统 的 效率 指标 . 


1 
解 一 2，)1 一 0.8， ,一 二 =0.5， 0 一 和 一 1.6. 
上 2 n 
如一 污 # 一 0.8<1, 极 限 存在 ， 


P= | 1+p 十 名 re 


4. 09 
一 | 1+1.6 十 1 28 十 隐 0 
绝对 通过 能 力 4=1Q=1=0. 8. 


顾客 占用 服务 员 的 平均 数 民 二 全 一 一 1. 6. 


排队 顾客 的 平均 数 一 上 501 一 2. 84 
顾客 的 平均 数 工 ,= 工 ,十 po 一 2. 84 十 1, 6 一 4. 44. 


顾客 平均 排队 时 间 多, 一 蒂 一 全- 三 一 3. 55( 分 钟 ) 


| =o%.11 


顾客 在 系统 内 平均 停留 时 间 砚 ,一 过 一 全 从 一 5. 55( 分 钟 ) 


9]17 。， 


23. 1.10 单 通 道 混合 制 M/M/1/m) 
1， 单 通道 混合 制 系统 的 特征 


该 系统 的 各 种 特征 与 单 通道 等 待 制 系统 的 特征 相同 . 顾客 到 达 时 , 若 服务 员 不 
空 , 则 参加 排队 ,每 得 服务 , 当 mm 个 排队 位 置 满 座 时 ,后 来 的 顾客 即 离 去 , 另 求 服务 ， 
这 是 排队 长 以 mm 个 为 限 的 系统 


2， 系 统 状 态 的 极限 概 津 的 计算 公式 


Pn = po"Polk = 0,1, 2 
其 中 Pi 表示 有 1 个 顾客 正 被 服务 ,有 上 (二 0,1,2,… ,mm) 个 顾客 排队 的 概率 ， 
3， 系统 的 效率 指标 
(1) 损失 概率 
pt = Pun = pp"Po = om 1 (po 天 二， 
(2) 相对 通过 能 力 
Im 一 Ji 
Qn #1 
(3) 绝对 通过 能 力 
_ mn Ad ) 
A= 六 = 1 一 7 《p < ]). 


(4) 排队 长 的 期 望 什 


人 1 一 天 (十 1 一 mp) 
工 ， Dg) (PAA). 
(5》 队 长 的 期 望 值 
_ dll(m+t+2— (mt 1)p) 
了 一 了 十 4 = (1 一 的 (一 丰 ) (p 关 1), 


(6) 各 半 时间 的 其 人 
_L ol—rmt+l1 Cm mo) 
W = = ML 一 站 人 一 pr ) wz 
《7) 逗留 时 间 期 望 值 


Q_ lt [ptm+t+2— mo 
W, Wo + WI DC on) 《o 天 ]1)， 


* 918 ， 


例 5 某 修理 站 只 有 一 个 工人 , 在 修理 站 内 除 在 修 者 外 最 多 只 能 停 三 台 修 理 的 
机 器 . 知 需 要 修理 的 机 器 超过 三 台 , 则 请 到 别 的 修理 处 去 . 设 修理 机 器 到 达 强 度 为 ) 一 
1;, 并 服从 泊 松 流 . 修理 时 间 服 从 指数 分 布 ,平均 修理 时 间 为 1. 25 分 钟 , 求 系统 的 效率 
指标 . 


P= P,=pP, = 1,25 XxX0.122 = 0.297. 
Q=1—P,= 1—0.297 = 0.703, 
A= 冯 = 1X0.703 = 0,703, 


~ 12511—1.25 (3+1—3X1.25)] _ 和 
” (1 一 1.25)(1 一 1.255) 1 56 台 )， 


了 工 : 一 十 (1 一 户 ) 一 1.56 十 0.88 = 2.44( 侣 ). 


W = = 二 1. 56( 分 钟 ). 


W, — Wt Ql 56 十 全 证 一 2 44( 分 钟 )， 


4， 若 排队 长 以 说 一 个 为 限 , 即 假设 系统 的 容量 为 m, 则 相应 的 计算 公式 分 别 为 


4 二 Al 一 PP )， 表示 总 的 有 效 到 达 强 度 . 
= 1 CLII 一 pzpo” 十 (一 Do 
Cb hp PD) ND) 
L 


L 
WW 一 一 上 WW 一 二， 
A + 9 A E 


例 6 某 洗车 设备 ,在 洗车 机 外 有 容纳 4 辆 车 的 空地 . 设 车 辆 到 达 按 泊 松 流 ,每 小 
时 平均 到 达 40 辆 . 洗车 时 间 服 从 指数 分 布 , 每 小 时 平均 洗车 60 辆 . 求 系统 的 极限 概 
率 与 效率 指标 ， 


解 A=40， k==60， p 一 之 :1 一 人 5. 


" 919 。 


Pp; = ( 卫 ) X0.365 = 0.048 


二 6x (二 ) 
L, 一 ~ /ons 一 1. 423{ 辆 ). 
1 1-() 
= 40(1— 0.048) = 38. 08， 
3 


L, = 1. 423— 二 0. 788( 辆 ). 
_ 1.423 _ . 
W., = 38 08 0.037( 小 时 )， 
_ 0788 _ 
W, = a8 08 0.021( 小 时 )， 


23. 1, 11 多 通道 混合 制 (M/M /n/m) 
1， 多 通道 混合 制 系统 的 特征 


顾客 到 达 流 为 泊 松 流 , 到 达 强 度 为 4. 服务 员 具 有 相同 的 强度 w, 服务 时 间 为 指数 
分 布 . 顾客 到 达 时 , 若 n(n>1) 个 服务 员 都 不 空 , 则 参加 排队 ,等 待 服务 , 当 mm 个 排队 
位 置 满座 时 ,后 来 的 顾客 即 离 去 , 另 求 服务 . 


2, 系统 状态 的 极限 概率 的 计算 公式 


Pi = EP (k= 1,2,0n), 


P,, = A—P, (r 一 ] ,2 , 77). 


n nl 
3. 系统 的 效率 指标 
可 十 拘 
(1) 损失 概率 Pr= Purm hi Po- 


本 十 网 

《2)》 相对 通过 能 力 Q=1—p=1— Pe 
十 mm 

(3) 绝对 通过 能 力 A=2Q=X (1—-A zi Po) 


A nm 
(4) 占用 服务 员 的 平均 数 玉 = 全 =p(1 一 Po)， 


”。 920 ， 


(5) 排队 长 的 期 望 值 
ptiP [1— mtd (2) +m(2) | 
(nO— DICn— po)? : 

(6) 队长 的 期 望 值 
L, =L,+K. 
(7) 等 待 时 间 的 期 望 值 
m mt1 

wy 一 五- p'Po[ 1~ (m+D (2) 十 zz( 全) | 
" A pn— Dl pop) l 

(8) 逗留 时 间 的 期 望 值 


W, = W, 十 上 &. 
此 


例 7 汽车 加 铀 站 上 设 有 两 条 加 油管 ,汽车 到 达 流 为 泊 松 流 , 每 一 分 钟 到 达 二 


辆 , 汽车 加 油 时 间 服 从 指数 分 布 ,每 分 钟 平均 加 油 的 汽车 数 为 0. 5 辆 . 加 油 站 上 最 多 
只 能 停 5 辆 汽车 . 如 果 汽 车 到 来 时 ,系统 满员 , 则 开 到 别 的 加 铀 站 去 . 求 系统 的 效率 指 


标 . 


解 ?一 2，A 一 2， 了 9 一 3，1 一 0.5，p 一 4 
4 (2— 2°) 
2(1 一 2) 


Pu = | 1 十 4 十 务 十 | = 0.008. 


5 
Pi = Ps = 7X0.008 一 0.512 


Q=1—P=1—0.512= 0,488, 
A= 2Xx0.488 一 0.976. 


占用 加 油管 的 平均 数 玉 一 和 人 一 1. 952. 


] _ | 4 


D2 
L, 一 2.176 十 1.952 = 4. 128. 
W, 一 么 128 一 1.088( 分 钟 )， 


2 


W,=1. 088 十 全 一 2,064( 分 钟 ). 


23. 1.12 MI/G/1 模型 
1. jM/G/1 模型 的 特征 


顾客 到 达 间 隔 时 间 服 从 指数 分 布 , 到 达 强 度 为 服务 时 间 为 一 般 的 随机 分 布 . 系 
* 21 +， 


统 内 只 有 一 个 服务 员 . 对 队长 与 顾客 源 没有 限制 . 
2、 系 统 的 效率 指标 


(1) 队长 的 期 望 值 


_ [AECDT + A DD _ 
[一 眉 ( 站 十 二 5 一 到 全 条 一， (23. 1-1) 


其 中 ECT),DD(T) 分 别 为 服务 时 间 工 的 数学 期 望 与 方差 , 且 )ME(CT) 二 1 公式 
(23. 1-1) 称 为 波 拉 茨 泽 克 -~ 辛 钦 公 式 . 
(2) 排队 长 的 期 望 值 


i ECDT +XEDD 
Ly =L -ED = 


《3) 逗留 时 间 的 期 望 什 


LL A FD + DT) 
W, = 部 一 ETD 十 一 让 [站 


(4) 等 待 时 间 的 期 望 值 
w = = MED 十 DCT)] 
”A 2[1—AECT)] 


23. 1,13 JM/D/1 模型 , M/E/1 模型 


(1) 若 服 务 时 间 工 为 一 确定 的 常数 , 则 IM/G/1 模型 化 为 M/D71 模型 ,此 时 
DC(T)==0. E( 了 T) 等 于 此 确定 的 和 常数， 


_ ET 
L = 和 CD 十 下 


2 


下 CDT 
1 — _QEDT 
+ = iECDT 
ET) 
W, 一 上 (十 2[L1 和 ET 
ED 
W, = sr ED 


(2) 若 服务 时 间 了 为 上 阶 埃 尔 记分 布 , 则 M/G/1 模型 化 为 M/Ei/1 模型 . 此 时 


ET 一 二 ， DT 一 2 
天 kp 


(+HDA (K+ Dp 
站 石 一 622 一 0 


" 922 。 


例 8 矿石 列车 到 达 治 金工 三 卸车 . 列车 到 达 间 隔 时 间 服 从 指数 分 布 , 平 均 每 陋 
2 小 时 到 达 1 次 . 每 列车 由 30 辆 车 组 成 . 卸车 时 间 是 & 一 10 阶 埃 尔 妆 分布, 平均 每 小 
时 钾 1 列车 . 求 平均 等 待 扼 车 的 时 间 与 平均 等 待 印 车 的 列车 数 . 


解 4 二 十 =0.5( 列 /小 时 )， 


jp 二 1( 列 /小 时 )、p 二 一 0,5, 
列车 平均 等 待 扼 车 的 时 间 
_ +tDo (0o+Dxo5 、 
Wah 3X10XIXC05) 二 0 55( 小 时)， 
平均 等 待 印 车 的 列车 数 


L, = AW, = 0.5 XxX 0.55 = 0.275( 列 ). 
例 9 资料 数据 与 例 8 相同 , 但 列车 到 达 间 隔 时 间 与 卸车 时 间 都 服从 指数 分 布 . 
求 W, 与 L,. 
解 Ws 一 01 一 5 也 一 1( 小 时 )， 


L, = AW, = 0.5X 1 = 0,.5( 列 ). 
由 此 可 见 , 例 9 的 W 与 ,将近 是 例 8 的 W, 与 ,的 2 偿 .这 说 明 , 对 同样 的 系 
统 负荷 ,指数 服务 时 间 比 埃 尔 朗 服 务 时 间 的 系统 差 , 因 此 ,其 效率 也 相应 地 低 . 
例 10 有 一 汽车 冲洗 台 , 来 冲洗 的 汽车 按 平均 每 小 时 18 辆 的 泊 松 分 布 到 达 . 设 
冲洗 时 间 为 工 已 知 ECT) 二 0,05 小 时 / 辆 ,DOT)==0.,01( 小 时 / 辆 )”. 求 各 运行 指标 ， 
解 4 二 18. po 二 AE(T) 二 18X0.05==0. 9， 


9 09 二 18 Xool 
L, = 0.9+ 3 0 21, 15( 辆 )， 
W, = 2 二 1.175( 小 时 ). 
L, = 21.15 一 0.9 = 20. 25( 辆 )， 
W, = 人 二 1, 125( 小 时 ). 
称 R= 和’ 为 顾客 的 时 间 损失 系数 , 因 及 一 卫 125 一 22. 5, 即 平均 等 待 时 间 是 服 


务 时 则 的 22， ;信和 ,说 明 这 个 服务 系统 的 效率 很 低 。 
23. 1. 14 排队 系统 的 最 优化 
1，M/M/1 模型 的 最 优化 


(1) 最 优 服务 率 . 设 ci 为 当 jy 二 1 时 ,服务 员 服 务 单位 时 间 的 费用 ;ci 为 顾客 在 系 
统 内 逗留 单位 时 间 的 费用 . 取 目 标 函 数 = 为 单位 时 间 的 服务 成 本 与 顾客 在 系统 内 去 
”923 ， 


留 时 间 的 费用 之 和 


z= jc1 十 Lcz 一 op 二 ea Ti 


则 最 优 服务 率 为 上 一 4 十 , 


(2) 最 少 费 用 . 设 0 为 服务 员 空 闲 单位 时 间 的 费用 ;cz 为 顾客 排队 单位 时 间 的 费 
用 ;1 一 p 为 服务 员 空闲 的 概率 . 取 目 标 菌 数 x 为 服务 一 个 顾客 的 费用 


2 
Z 一 了 cz 十 《1 一 DCl 一 人 Tot oo. 


则 当 p=p' =1 一 一 一 时 ,有 最 少 费用 ,日 最 少 费 用 为 


1 二 导 
Ce 
2min 一 AC2 WiI+a -1 


2.，M/D/1 模型 的 最 少 费 用 


对 M/D/1 模型 ,服务 一 个 顾客 的 费用 为 
z= Lc+(l— pa = 6 +p 
1 


当 pA -1 
/十 全 
Co 


时 ,有 最 少 费 用 , 且 最 少 费 用 为 


Zrmin =a(1i+ 和 名 一 1). 


3，IM/M/1/m 模型 的 最 优 服务 率 


设 系 统 的 容量 为 m, 若 系统 中 已 有 m 个 顾客 , 则 后 来 的 顾客 即 被 拒绝 ,P 表示 膨 
客 被 拒绝 的 概率 ,1 一 P。 表示 顾客 能 接受 服务 的 概率 .XC1 一 P, ) 即 为 单位 时 间 实 际 进 
人 服务 机 构 的 顾客 的 平均 数 ,在 稳定 状态 下 , 它 也 等 于 单位 时 间 内 实际 服务 完成 的 平 
均 顾 客 数 ， 

设 每 服务 一 个 顾客 能 收入 避 元 , 则 单位 时 间 收 入 的 期 望 值 为 4(1 一 P,)G 元 . 又 
设 服务 一 个 顾客 付出 成 本 为 c, 元 , 取 目 标 函 数 z 为 单位 时 间 的 纯利 润 , 则 


z= A(l— P OG~en = 0. I 一 cp 


= MG ， i — cp. 
最 优 解 u* 应 满足 关系 式 


1 ,mm (m+ 1) 十 O_o 
d Cy CG 
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式 中 po- 六 ,而 ,G,4,m 都 是 给 定 的 . 但 要 从 中 解 出 u" , 却 相当 困难 ,通常 是 通过 数 


值 计算 来 求 x* ,比如 直接 对 函数 = 使 用 25. 2. 5 的 方法 . 
$23.2 决策 论 


23.2.1 决策 模型 


在 实际 生活 与 生产 中 凡 对 同一 个 问题 ,面临 几 种 自然 情况 , 又 有 几 种 方案 可 供 选 
择 ,这 就 构成 了 一 个 决策 . 面临 的 自然 情况 , 称 为 自然 状态 ,或 称 客观 条 件 ,简称 状态 
(或 条 件 ). 对 一 个 决策 问题 ,决策 者 为 对 付 自然 状态 所 采取 的 对 策 方案 , 称 为 行动 方 
案 或 策略 . 

设 4:G 一 1,2,…zo0) 为 第 i 个 行动 方案 ,6 二 1,2,… ,nn) 为 第 j 个 目 然 状态 ,a 
表示 决策 的 收益 或 损失 , 则 a 为 A;,B 的 函数 , 记 为 a 二 F(A;, 外 ) ;这 就 称 为 决策 模 
型 ,A; 称 为 决策 变量 ;8 称 为 状态 变量 . 

设 在 某 一 决策 问题 中 ,有 rm 个 行动 方案 A1,As，…,An, 有 个 自然 状态 人 外 ， 
外,…;. 则 Ai 与 9; 的 关系 可 用 如 下 的 矩阵 来 表示 


A av 0 加 日 
Al dtl 地 12 1j “1 
入 : 人 21 U22 i Hen 
一 《ai =B 
A ii 人 这 i 们 对 
A 村 mh] Cm 昌吉 有 rj 小山 别 tr 


矩阵 B= (ai )nxn 称 为 决策 的 益 损 矩阵 或 风险 和 矩阵 ,ai (i 二 1,2,… ym3] 二 1 ,2 ,nn) 
称 为 瘟 损 值 或 风险 值 , 也 称 为 效 瘟 值 . 

根据 决策 问题 的 性 质 不 同 ,决策 问题 通常 可 分 为 确定 型 .风险 型 (又 称 统计 型 或 
随机 型 ) 与 不 确定 型 三 种 . 


23.2.2 确定 型 决策 问题 
]、 确 定型 决策 问题 的 条 件 


(1) 存在 决策 者 希望 达到 的 一 个 明确 目标 (收益 较 大 或 损失 较 小 )， 
(2) 只 存在 一 个 确定 的 自然 状态 

(3) 存在 可 人 殿 决策 者 选择 的 两 个 或 两 个 以 上 的 行动 方案 . 

《4) 不 同 的 行动 方案 在 确定 的 状态 下 的 益 损 值 可 以 计算 出 来 ， 
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2 确定 型 决策 问题 的 决策 方法 


确定 型 决策 问题 ,比较 复生 ,有 时 可 供 选择 的 方案 很 多 . 例如 有 ?= 个 产地 ,mm 个 销 
地 的 运输 问题 , 当 mx、n 较 大 时 ,运输 方案 很 多 , 右 要 决定 出 运费 最 小 的 方案 ,就 必须 
运用 线性 规划 的 方法 才能 解决 . 有 些 确 定型 决策 问题 ,还 要 运用 运筹 学 的 其 他 分 文 双 
其 他 数学 方法 并 供 助 于 电子 计算 机 才能 解决 ， 


23. 2.3 风险 型 决策 问题 
1， 风险 型 决策 问题 的 条 件 


(1) 存在 决策 者 希望 达到 的 一 个 明确 目标 (收益 较 大 或 损失 较 小 )， 

(2) 存在 两 个 或 两 个 以 上 的 上 自然 状态 . 

(3) 存在 可 供 决 策 者 选择 的 两 个 以 上 的 行动 方案 ,最 后 只 选 定 一 个 . 

(4) 不 同 的 行动 方案 在 不 同 的 状态 下 的 相应 的 益 损 值 可 以 计算 出 来 . 

(5) 在 几 种 不 同 的 自然 状态 中 究 意 将 出 现 哪 种 自然 状态 ,决策 者 不 能 断定 ,但 各 
种 自然 状态 出 现 的 概率 ,可 事先 佑 计 或 计算 出 来 ， 


2， 风 险 型 决策 问题 的 决策 方法 


(1) 最 大 可 能 法 , 因为 一 个 事件 的 概率 越 大 ,发 生 的 可 能 性 就 越 大 ,所 以 可 在 风 
险 型 决策 问题 中 选择 一 个 概率 最 大 的 自然 状态 进行 决策 ,不 考虑 其 他 自然 状态 ,这 就 
变 成 了 确定 型 决策 问题 ,这 种 方法 称 为 最 大 可 能 法 

若 在 一 组 自然 状态 中 , 某 一 个 状态 出 现 的 概率 比 其 他 状态 出 现 的 概率 大 得 多, 而 
它们 相应 的 益 损 值 差别 又 较 小 , 则 采用 最 大 可 能 法 ,效果 较 好 ;车 在 一 组 自然 状态 中 ， 
它们 发 生 的 概率 都 很 小 ,互相 又 很 接近 , 则 采用 最 大 可 能 法 ,效果 就 不 好 ,有 时 甚至 会 
引起 错误 . 

例 1 荣 厂 要 确定 产品 的 生产 批量 .已 知 产 品 销路 好 CW) 的 概率 为 PC) 二 0, 3， 
销路 一 般 (8) 的 概率 为 PC(B%) 二 0.5, 销 路 差 (8) 的 概 举 为 PC) 二 0,2, 产 品 采 用 大 批 
殿 生 产 (A1) ,中 批量 生产 (As ) 与 小 批量 生产 (4A:). 在 三 种 自然 状态 下 ,可 能 获得 的 相 
应 的 效益 值 如 表 23. 2-1 所 示 


表 23.2-1 单位 : 千 元 


Prlt )=0.5 Pd) =0.2 


12 8 
16 10 
Aat 小 批量 ) 12 12 12 
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试 确定 合理 批量 生产 ,使 企业 获得 最 大 效益 . 

解 因 了 (2%) 一 0.5 最 大 ,所 以 不 考虑 自然 状态 六 和 名, 这 就 变 成 了 只 有 一 个 目 
然 状 态 多 的 确定 型 决策 问题 . 再 比较 在 状态 & 下 三 种 行动 方案 的 效益 值 的 大 小 ,可 
知 该 企业 采取 方案 As 获 利 最 大 . 故 选取 A。 是 最 优 决策 . 

(2) 抢 阵 法 . 设 4 一 {4 AAA } 为 决策 者 所 有 可 能 的 行动 方案 的 集 
合 , 也 可 看 作 一 个 向 量 , 并 称 向 量 A 二 (Al 和,… A，… ,An) 为 行动 方案 向 量 . 2 一 
(8 由) 为 所 有 可 能 的 自然 状态 的 集合 ,并 称 向 量 0 一 (6 外， 及， 
上 ) 为 状 访 向 量 . 若 状 态 有 8 发 生 的 概率 记 作 P (6 } 一 让 (7 二 ] 2 , 则 称 回 量 呈 一 


(ps 如 ，… 力 ,…1p) 为 状态 概率 向 量 , 且 > 访 一 1 


车 对 自然 状态 ,采取 的 行动 方案 A; 的 痊 损 值 记 作 a CA;,8)==aj (Ci 一 1,2，， 
3 一 1,2 ,nn) ;A 的 益 损 期 望 值 为 


EC(A) = Dpias (i= 1,2,.",m), 
J 三 ] 


记 EC(A)=(E(A), ECA) ,ECAD) ,ECA,))T ,B= (Ca) xn; 则 


E(A) = BP'. 
涪 决 策 目标 是 收益 最 大 , 则 求 
A, = max(E(A)). 
奉 决 策 目 标 是 损失 最 小 , 则 求 


A, = min(E(A) ), 


将 状态 .方案 .概率 . 益 损 值 . 痊 损 期 望 值 的 关系 列 为 表 23, 2-2 所 示 的 一 般 决 
策 表 . 


表 23, 2-2 
站 并 益 损 期 望 值 
pr pe rr pp E(A) 


A 二 max(E(A)) 或 A, =min(E(A)) 


上 述 方 法 称 为 矩阵 法 . 
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在 矩阵 法 中 ,车 有 两 个 方案 的 期 望 值 相 同 , 比如 ECAt) 一 EC(A1), 当 B= (a )wmxo 
为 效益 矩阵 时 , 则 比较 
DCA) = EC(A) 一 Din tay ) 
与 
D(A) = E(A) 一 min (ay ) 
的 大 小 . 若 DLA)>>D(A) , 则 选取 A; 车 DCA1) 二 DCA,), 则 任 选 一 个 均 可 . 
省 下 (A 一 下 (AAA， ) ; 当 B= (Cas )wxs 为 损失 矩阵 时 ; 则 比较 
DA) = Max las }— EC(A) 
与 
D(A,) = max (a ) — ECA,) 
的 大 小 , 若 DCA1) 守 DCA,), 如 选取 A; 车 DA) 一 DA , 则 任 选 一 个 均 可 . 
矩阵 法 的 决策 步骤 : 
1 收集 与 决策 问题 有 关 的 资料 ， 
2" 找 出 可 能 出 现 的 自然 状态 8 (一 1，2，…，1)， 
3° 列 出 主要 而 且 可 行 的 行动 方案 ACT 一 1 2 ,12), 
4" 根据 有 关 资 料及 有 关 人 员 的 主观 判断 ,确定 各 自然 状态 出 现 的 概率 P(8 ) 一 
办 【7 一 1 2 人 
5° 利用 有 关 资 料 与 科技 知识 ,计算 出 每 个 行动 方案 Ai; 在 不 同 自然 状态 b 下 相 
应 的 益 损 什 et A， 0; 2 = a;; {1 二 ]， 2 2 和 一 本 ;11), 
6" 计算 出 每 个 行动 方案 的 益 损 期 望 值 


EC(A) = > PO)as = Dy pas (i= 12, ,m), 
j=1 j=1 


7” 列 出 决策 表 23. 2-2， 
8” 比较 行动 方案 的 期 望 值 的 大 小 ECA70) (==1,2,… ,1m) , 选 定 一 个 较 好 的 行动 方 


案 . 
例 2 用 矩阵 法 解 例 !. 
解 
20 12 8 
B= |16 16 | P = (0. 3,0.5,0. 2)， 
12 12 12 


E(A)= (EC(A) ,EC(A) ,EC(A)) 一 PP 
20 12 81[0.3 
16 16 10|1|0.5 


l2 12 12) (0.2 


= (13.6,14, 8,12.0)7， 
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由 于 max(13， 6,14.8,12.0) 一 14. 8. 所 以 合理 决策 应 选取 方案 42， 
例 3 菜 厂 要 对 一 个 问题 进行 决策 . 方案、 状态 ,概率 ,效益 值 如 表 23. 2-3 所 示 . 


表 23. 2-3 单位 : 目 万 元 


试 确定 该 问题 的 合理 决策 
解 ”效益 矩阵 
4 5 6 7 
2 4 §8 9 
B= 15 了 3 5|. 
3 5 6 8 
3 5 5 # 
状态 概率 向 量 P= (0., 2,0. 4,0. 1,0. 3). 
了 (AI ) 4 5 6 7 0 2 ,5 
ElA,) 2 4 6 9 0 4 5. 3 
下 (A) 一 | EAI) 一 BP7I 一 |5 7 3 5 0 1 一 |5.6 |， 
E(A,) 3 5 6 8 0 3 5.6 
F(As) 3 5 5 5 4,6 


max(d, 5,5, 3,5,6,5,.64.8) 一 5.6.- 
E(As) = 5.6, ECA) 一 5.6， 
D(A) =5.5—4=1.5, D(As)=5.3—2=3.3, 
D(As) =5.6—3=2.6, D(A) = 5.6—3= 2,6, 
D(As) = 4.6—3= 1.6， 
因 EC(A;) 二 EC(A) 二 5.6,D(Ahs)=DCA,)=2. 6. 所 以 选取 As 或 A 均 为 合理 决 
策 . 
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23.2,4 不 确定 型 决策 问题 
1. 不 确定 型 决策 问题 的 条 件 


不 确定 型 决策 问题 的 条 件 就 是 在 风险 型 决策 问题 的 五 个 条 件 中 , 仅 满足 前 四 个 
条 件 ,第 五 个 条 件 不 满足 , 即 不 知道 各 种 自然 状态 出 现 的 概率 . 


2. 不 确定 型 决策 问题 的 决策 方法 


(1) 乐观 法 ， 
夺 短 阵 BB 二 《a )wmxw 是 效益 矩阵, 则 乐观 法 的 步 又 为 : 
中 求 每 个 行动 方案 A; 在 各 种 自然 状态 b 下 的 最 大 效益 值 
b; 一 max(aa aad edn) 一 2 
他 再 求 各 最 大 效益 值 的 & 的 最 小 值 
b” = maxtb ,bos*** ,bn ). 
号 最 大 值 8 所 对 应 的 行动 方案 A" , 即 为 所 选 定 的 决策 方案 . 
上 述 方法 又 称 为 最 大 最 大 原则 . 因为 这 种 方法 总 是 对 客观 情况 , 抱 乐 观 态度 ,所 
以 称 为 乐观 法 . 
右 托 阵 B=(@; )wmxs 是 损失 和 矩阵 , 则 乐观 法 的 步 又 为 ， 
Q 求 每 个 行动 方案 A, 在 各 种 自然 状态 外 下 的 最 小 损失 值 
0 = min(an sa dy dna), t= ,2 ,Im. 
@ 再 求 各 最 小 损失 值 c; 的 最 小 值 
¢” = min(e Ca sr", Cm), 
3 最 小 值 c* 所 对 应 的 行动 方案 A" , 即 为 所 选 定 的 决策 方案 , 这 种 方法 又 称 为 
最 小 最 小 原则 ， 
(2) 悲观 法 . 
铬 矩阵 8= (av )mxr* 是 效益 矩阵 , 则 悲观 法 的 步骤 为 ; 
中 求 每 个 行动 方案 A, 在 各 种 自然 状态 9 下 的 最 小 效益 值 
b: = min(an ya2 sadyr ds) f= 12 ,7m., 
地 再 求 各 最 小 效益 值 5 的 最 大 值 
bob” = maxth ,bh ,*… ,Db,,). 
@ 最 大 值 5* 所 对 应 的 方案 A* , 即 为 所 选 定 的 决策 方案 . 
土 述 方法 又 称 为 最 大 最 小 原则 . 因为 这 种 方法 总 是 对 客观 情况 抱 翡 观 的 态度 ,所 
以 称 为 翡 观 法 ,又 称 为 保守 法 (或 称 为 瓦尔 德 决策 准则 ). 
奋 矩 阵 号 = (ov )wxn 是 损失 和 抢 阵 , 则 悲观 法 的 步骤 为 ; 
中 求 每 个 行动 方案 A; 在 各 种 自然 状态 下 9 下 的 最 大 损失 值 
ci 一 max{an yao od saan), 一 了 2 
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外 求 各 最 大 损失 值 6 的 最 小 值 


c = min(c ca eyen). 


电 最 小 值 ” 所 对 应 的 方案 A" , 即 为 所 选 定 的 决策 方案 ， 

圭 述 方法 又 称 为 最 小 最 大 原则 . 

(3) 乐观 系数 法 . 

知 矩 阵 B= {as )mxw 是 效益 矩阵 ; 则 步骤 为 ， 

QD 计算 

CUi = emax(aa sas an) 二 (1 — emintan di syd ), 

i 二 1,2,… mm, 其 中 E50,1j 称 为 乐观 系数 . 

@ 求 cw; 的 最 大 值 


CUs = MaAXCCUL co CU) 


@ cw 所 对 应 的 方案 A; ,好 为 所 选 定 的 决策 方案 ， 

当 a 二 1 时 , 则 是 乐观 法 ; 当 a==0 时 , 则 是 悲观 法 , 当 a 取 不 同 的 值 时 ,可 能 得 到 不 
同 的 决策 结果 ,到 底 a 取 什 么 值 合适 ,这 要 看 具体 情况 而 定 . 如 果 当 时 的 条 件 比 较 东 
观 , 则 zx 应 取 大 一 些 ; 反 之 ,ae 应 取 小 一 些 . 这 样 才 比 较 接近 实际 . 

若 耸 阵 3 一 (as )wmxa 是 损失 矩阵 , 则 步骤 为 : 

Q@ 计算 

evi = amintan yadies rd) (1 — oa)max(tan yaic "dn), 

i 三 ] ,2 my 0a 

@ 求 cv 的 最 小 值 

Cus 一 minCevy ys Cus CU ). 

@ cw 所 对 应 的 方案 Ai, 即 为 所 选 定 的 决策 方案 

上 述 方 法 就 是 乐观 法 乘 以 一 个 乐观 系数 e, 与 悲观 法 乘 以 系数 (1 一 c), 以 求 二 方 
法 结果 的 一 种 加 权 平 均 , 因此 称 为 乐观 系数 法 (或 称 为 胡 雷 维 奇 决策 准则 )， 

(4) 等 可 能 性 法 . 

当 决 策 者 在 决策 过 程 中 ,不 能 肯定 哪 种 状态 容易 出 现 . 哪 种 状态 不 容易 出 现时 ， 
就 认为 它们 出 现 的 梳 率 是 相等 的 ,如 果 有 # 个 自然 状态 记 休 =1, 2 则 P08) 二 


二 (j 一 1,2,…,n) ,再 按 矩阵 法 决策 即 可 . 这 种 方法 称 为 等 可 能 性 法 (或 称 拉 普 拉 斯 


法 ). 

(5) 后 悔 值 法 . 

若 和 矩阵 B= (Qs mxn 是 效益 矩阵, 则 步 又 为 : 

QO 确定 每 种 自然 状态 外 的 理想 目标 , 即 计 算 每 种 自然 状态 在 各 种 行动 方案 
A; 中 的 最 大 效益 值 

b; 一 naxkal Goesyam j= 1 27 
地 计算 未 达到 理想 目标 的 后 悔 值 
* 93]1 ， 


Co = ba;' i = 1,2 ,7 j= 1,2,"',n, 


由 此 得 后 悔 和 矩阵 


Ol C2 Ci Cl 

C2] C22 C2i CD 
C= 

Cil Ci2 Ci Ci 


Cnl Cn 申 昌 业 Cmy [| Co 


家 23. 2-4 
后 侮 全 由 名 # 0 
方 案 
及] Cl cl? Cj Cln 
A2 C21 C22 C2} Can 
A Ci Ci Co Cin 
Am Cml Cm? Cny Cm 


3 计算 每 个 行动 方案 Ai 的 最 大 后 悔 值 
ft: = MAax(cy carci cn) 1 12 ,mn, 
@ 计算 最 大 后 悔 值 c 的 最 小 值 
5 ”一 min(c ,cz yn)， 
中 最 小 值 c* 所 对 应 的 方案 A" , 即 为 所 选 定 的 决策 方案 ， 
若 最 小 值 c" 所 对 应 的 决策 方案 不 止 一 个 , 则 任 取 一 个 即 可 . 
若 和 矩阵 引 = (ar )wxs 是 损失 给 阵 , 则 步 又 为 ; 
中 计算 名 自然 状态 在 每 个 行动 方案 A; 中 的 最 小 损失 值 
b; = min(ay say yd) 7=1,2, un. 
@ 计算 未 达到 理想 目标 的 后 悔 值 
Ci =a,—b, i=1l200m; j= 1,2,.,n, 
由 此 得 后 悔 答 阵 
C 一 《ci ) in 
及 相应 的 决策 表 . 
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@ 计算 每 个 行动 方案 A, 的 最 小 后 悔 什 
Ci 一 minkci seia serch sr ) i 一 ] ,2 ,hn. 


@ 计算 最 小 后 悔 值 ci 的 最 大 值 


站 fF 上 
CC ”一 maxfclycra ysCn ). 


@ 最 大 值 c" 所 对 应 的 方案 A" , 即 为 所 选 定 的 决策 方案 . 
上 述 方法 称 为 后 悔 值 法 . 


$23.3 对 策 论 


23,3.1 基本 概念 
1 对策 问题 模型 


对 策 是 决策 者 在 某 种 竞争 场合 下 作出 的 决策 ,或 者 说 是 参加 竞争 的 各 方 为 了 自 
已 获胜 采取 对 付 对 方 的 策 咯 . 对 策 论 就 是 研究 对 策 现 象 的 理论 与 方法 . 

在 一 局 对 策 中 有 决策 权 的 参加 者 , 称 为 局 中 人 . 局 中 人 自始至终 通盘 筹划 的 对 付 
对 方 的 一 个 行动 方案 z, 称 为 这 个 局 中 人 的 一 个 策略 . 而 这 个 局 中 人 的 全 体 策略 , 称 
为 这 个 局 中 人 的 策略 集合 , 记 作 XX. 若 在 一 局 对 策 中 ,每 个 局 中 人 者 有 有 限 个 策略 , 则 
称 为 育 限 对 筑 . 否则 , 称 为 无 限 对 策 . 

设 有 个 局 中 人 . 从 每 个 局 中 人 的 策略 集合 中 各 取 一 个 策略 所 组 成 的 策略 组 
(zzz zt) 称 为 局 势 . 一 局 对 策 结 束 后 ,每 个 局 中 人 的 胜 负 , 称 为 得 失 ( 毅 得 志 损 
失 ), 而 每 个 局 中 人 的 得 失 又 是 全 体 局 中 人 所 取 定 的 一 组 策略 的 函数 , 即 得 失 是 局 势 
的 琢 数 ,这 样 的 晒 数 称 为 支付 函数 , 记 为 世人 每 个 局 中 人 
都 要 通过 选择 是 己 的 策略 来 优化 各 自 的 支付 函数 ,人 而 支 付 函 数 是 局 势 的 函数 ， 

如 果 在 任 一 局 势 中 ,全 体 局 中 人 的 支付 画 数 之 和 为 零 , 则 称 这 个 对 策 为 零 和 对 
策 ; 否 则 称 为 非 零 和 对 策 . 

如 果 在 参与 对 策 过 程 中 只 有 两 方 ,双方 的 利益 又 根本 对 立 , 且 其 中 一 方 的 并 得 等 
于 男 一 方 的 损失 , 则 称 这 类 对 策 为 二 人 零 和 对 策 , 赢得 的 数值 , 称 为 对 策 的 值 . 二 人 零 
和 对 策 在 对 策 论 的 早期 发 展 中 曾 占据 重 要 地 位 ， 

例 1 内 徒 三 境 

这 是 一 个 造 出 来 的 例子 ,但 在 对 策 论 中 却 是 经 典 性 的 , 它 可 以 作为 实际 生活 中 许 
多 现象 的 一 个 抽象 概括 , 设 两 个 嫌疑 犯 作案 后 被 警察 抓 住 ,分 别 被 关 在 不 同 的 屋子 里 
审讯 . 警察 告诉 他 们 :如 果 两 人 都 坦白 ,各 判刑 8 年; 如果 两 人 都 抵赖 ,各 判 一 年 ;如 果 
一 人 坦 日 一 人 抵赖 , 则 坦 扎 者 将 被 释放 ,抵赖 者 判刑 10 年 . 这 样 , 这 两 个 囚徒 便 进 人 
了 一 个 决策 问题 . 二 因 徒 为 局 中 人 ,分 别 记 为 1 号 与 2 号 .他们 的 策略 集合 为 XI 二 XX 
二 { 坦 日 ,抵赖 }, 即 都 只 包含 “坦白 "和 "抵赖 "两 个 策略 . 这 样 就 总 共有 4 种 可 能 的 局 
势 ,对 应 的 两 个 支付 函数 的 值 列 于 表 23. 3-1 中 ,每 一 栏 中 第 一 个 数 为 1 号 因 徒 的 所 
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得 ,第 一 个 数 为 2 号 因 徒 的 所 得 . 每 个 内 徒 都 想 使 自己 的 支付 函数 取 值 为 最 大 , 即 刑 
期 最 短 ,但 其 刑期 依赖 于 二 个 各 取决 策 所 形成 之 局 势 , 而 不 仅 是 他 自己 的 决策 ， 
这 是 一 个 二 人 人 有限 非 零 和 和 对策, 


表 23.3-1 办 徒 困境 


插 吉 
工 1 


坦白 8 0, 一 10 
2， 纳 什 均 衡 


定义 1 设 一 对 策 中 有 上 个 局 中 人 ,其 策略 集合 与 支付 函数 分 别 为 Xi 和 wi ,i 二 
1,2,，*, 尼 ,如果 局 势 xX 二 (zi x2 ze 后 一 1 2 使 得 对 于 等 个 :一 1,2， 
本 ;站 ,都 有 

J ,Tz ss TE ) > Ww (Ti ,3 ) 
对 任意 的 x, EX; 成 立 , 则 称 局 势 x 为 此 对 策 的 一 个 纳什 均衡 (Nash equilibrium). 其 
中 ;表示 (1 yi i419) 

例如 ,在 例 1 中 ,从 表 23. 3-1 可见 ,局 势 x= 二 (坦白, 坦白) 为 纳什 均衡 . 这 因为 ,对 
;一 1, 就 表 23. 3-1 栏 中 第 一 个 数 (w 的 值 ) ,对 应 于 x 的 列 中 ,以 w(x) 二 一 8 为 最 大 
值 ; 对 于 i 一 2, 就 栏 中 第 二 个 数 (z 的 值 ) ,对 应 的 行 中 ,以 wz (xX) 三 一 8 为 最 大 从 . 其 他 
3 个 局 势 邦 不 具有 这 种 性 质 . 

可 见 ,纳什 均衡 是 这 样 一 种 局 势 :处 于 此 局 势 时 ,任何 局 中 人 单方 面 改 变 其 策略 ， 
部 会 使 自己 的 支付 殴 数 值 变 坏 ;这 种 局 势 是 对 策 各 方 都 无 兴趣 去 改变 的 一 种 局 面 . 设 
想 竞 争 的 各 方 训 谈判 答 订 某 项 协议 , 谱 如 反弹 道 导弹 条 约 之 类 ,在 没有 外 在 的 强制 力 
约束 的 情况 ,只 有 这 协议 构成 纳什 均衡 ,才能 为 协议 各 方 自动 遵守 ;相反 ,不 满足 纳什 
均衡 要 求 的 协议 是 没有 意义 的 . 


3， 混合 策略 纳什 均衡 


定义 2 设 一 对 策 中 有 个 局 中 人 ,其 策略 集合 与 支付 函数 分 别 为 X; 和 wi ,i 二 
1,2,…,k. 集 合 义 ,上 的 一 个 概率 分 布 称 为 局 中 人 i 的 一 个 混合 策略 ,i 二 1,2,…,&. 
(为 区 别 起 见 , 也 称 前 面 已 引信 的 策略 概念 为 纯 策 略 . )k 个 局 中 人 各 取 一 个 混合 策略 
所 构成 的 混合 策略 组 , 称 为 一 个 混合 局 势 . 

一 个 纯 策略 可 视 为 混合 策略 的 特例 , 即 视 为 等 同 于 相应 于 该 纯 策略 的 概率 为 1， 
而 相应 于 其 他 纯 策 略 的 概率 皆 为 0 的 概率 分 布 . 

一 个 混合 局 势 给 出 集合 和 = Xi XXsX… XX 上 的 一 个 概率 分 布 . 在 各 个 XX; 都 
是 离散 集合 的 情形 ,混合 局 势 给 出 各 个 局 势 xE XX 出 现 的 概率 . 对 i 二 1,2,…, 上 ,局 中 
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人 的 支付 申 数 z (x) 的 数学 期 望 , 作 为 混合 局 势 的 孙 数 , 称 为 期 望 支 什 肾 数 , 记 作 人 
具体 说 , 设 局 中 人 ; 取 混 合 策略 户 一 《…pi…) ,ps 为 对 应 于 纯 策 略 zy E Xi 的 概率 ， 
pi 一 1 一 12 对 混合 策略 户 一 〔( 广 , 包 pe) 庆 ) 


vp) = Fz) = DCpy py, "py, ui (x)) (23. 3-1) 


其 中 X= (xry, ty, 1 ) 人， Ty. 委 从， ,表示 局 中 人 的 第 了, 个 策略 ,i 二 1,2,…， 
上 

例如 ,在 多 徒 困境 的 例子 中 ,对 任意 的 人 EL0,1], 《4,1 一 禾 都 是 因 徒 1 的 (也 是 因 
徒 2 的 ) 一 个 混合 策略 ,其 意义 为 以 概率 A 坦白 ,以 概率 1 一 4 抵赖 , 设 办 徒 1 取 混 合 策 
略 力 = 二 《4;，1 一 4), 因 徒 2 取 pr 二 (pl 一 py),A, 4 EL0,1j, 则 
(, 人 ), 1 ,给 4 种 可 能 局 势 的 概率 . 于 是 ,对 p 一 (pp:)， 

zi 六 一 一 8 十 OA(1 一 站 一 1041 一 和 一 1 一 ALE 一 加 
= 一 ]1 十 4 十 yy 十， 
ww (p) =—11 十 4 二 44 十. (23. 3-2) 

定义 3 设 一 对 策 中 有 上 个 局 中 人 ,其 策略 集合 与 支付 孙 数 分 别 为 X; 和 ,i 二 

1,2,…,k. 如 果 混 合 局 势 了 二 (p ,Pp ，…, ps) 使 得 对 于 每 个 i 二 1,2，… ,上 ,都 有 

vi (p) > vp pi) 
对 任意 的 Pi 成 立 , 则 称 此 混合 局 势 卫 为 一 个 纳什 均衡 ,为 区 别 计 , 亦 称 混 合 策略 纳什 
均衡 ,其 中 0 见 (23. 3-1) 式 ,PP-; 表 了 示 (Pi ,Dp ;Pit 办) 

例 2 求 多 徒 困境 问题 的 混合 策略 纳什 均衡 ， 

按 定义 3, 要 对 wv,《pi ,pi) 作 为 p; 的 函数 求 最 大 值 点 ,也 就 是 对 mm 作为 4 的 函数 
求 最 大 值 点 , 参照 (23. 3-2) 式 ,w 是 的 一 次 函数 ,XE[0,1j, 因 而 4 二 1 应 为 所 求 . 同 
时 ,还 要 对 w 作为 P; 的 , 即 的 函数 求 最 大 值 点 , 辣 样 得 jy 二 1. 也 就 是 说 ,混合 策略 
纳什 均衡 是 : 因 徒 缘 以 概率 1 坦白 ,以 概率 0 抵赖 . 


23. 3, 2 存在 定理 


定理 1 有 限 对 策 一 定 存在 混合 策略 纳什 均衡 . 

定义 4 设 R 为 ” 维 欧 氏 空间 ,SCR" 为 是 集 ( 见 25. 1. 4) ,上 是 定义 在 5 上 的 实 
函数 . 如 果 对 任意 的 xi ,zs ES 和 任意 *EL0,1], 有 

fOr Ar) mn{ f(x), fxe)} 

则 称 了 是 集合 S .上 的 拟 四 函数 . 

定理 2 在 有 上 个 启 中 人 的 对 策 中 ,如 果 每 个 局 中 人 的 策略 集合 X 都 是 欧 氏 空 
间 中 的 非 室 有 界 财 凸 集 ,支付 函数 上 (Cz) 是 连续 的 ,县 对 z; 是 拟 四 的 , 则 存在 纯 战 略 
纳什 均衡 . 

定理 3 在 有 上 个 局 中 大 的 对 策 中 ,如 果 每 个 局 中 人 的 策略 集合 XX; 都 是 欧 氏 空 
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辣 中 的 非 空 有 界 闭 凸 集 , 支 付 函 数 岂 (xz) 是 连续 的 , 则 存在 混合 策 赂 纳什 芍 街 . 
23.3.3 和 栓 阵 对 策 


所 谓 矩 阵 对 策 就 是 有 限 二 人 零 和 对 策 , 在 这 类 对 策 中 ,两 个 局 中 人 的 支付 函数 可 
以 用 同一 个 矩阵 来 表示 . 

设 局 中 人 1 的 策略 集 台 为 六 | 二 {a yaz yam) ;局 中 人 2 的 集合 为 二 {8 六， 
0 这 样 共 有 mm 个 可 能 的 局 势 . 设 Wi Ca; ;1B ) = a , 则 和 有 uz (0; 1B;) = 一 Qs, 于 是 ， 
矩阵 A 二 (ay)mxn 给 出 wi 的 函数 表 , 一 A 给 出 xs 的 函数 表 , 和 卸 阵 A 称 为 局 中 人 ] 的 
说 得 矩阵. 有 时 用 G 一 (Xi ,Xz;A) 来 记 此 矩阵 对 策 . 


记 2》,” 一 1x = (Xi Ta Tn) >0, > aa 一 1}) , 则 >.” 给 出 局 中 人 1 的 
混合 策略 集合 , 即 任意 x € 》'” ,都 给 出 XX 上 的 一 个 概率 分 布 . 同样 , >》，" 给 出 局 中 
人 2 的 混合 策略 集合 . 对 于 x € ”和 y € >，, 按 (23.3-1) 式 ,期 望 支付 函数 


(xy) = >, Dj asziy, =x Ay, ww(rz,y) =—H (ry) 


;= j= 


将 定理 1 用 于 和 矩阵 对 策 , 得 知 :矩阵 对 策 一 定 存 在 有 混合 策略 纳什 均衡. 
定理 4 考虑 矩阵 对 策 G= (X; ,Xi ,A). 局 势 (a ,8B ) 是 纯 策 略 纳什 均衡 的 必要 
充分 条 件 是 ,对 任意 的 1 二 1 ,2 和 7 一 1, 2 有 
a 去 Qi SR a (23. 3-3) 
而 混合 局 势 (z, 是 混合 策略 纳什 均衡 的 必要 充分 条 件 是 ,对 于 任意 的 xE 2) 和 
yE >》”, 有 
riAy CrAy Cr Ay (23, 3-4) 
即 (x,y) 是 期 望 支付 函数 wy Cz,y) 的 鞍点 ( 见 25. 2. 3). 
定义 5 如 果 和 给 阵 对 策 G 二 (Xi ,Xz,A) 有 纯 策略 纳什 均衡 (oi ,BB ), 称 Vc==a; 为 
此 对 策 的 值 . 设 (*, 力 是 G 的 混合 策略 纳什 均衡 , 称 V==x7Ay 为 G 在 混合 意义 下 
的 值 , 
定理 5 G== (Xi ,Xs ,A) 的 混合 策略 纳什 均衡 (z,y) 是 下 列 两 组 不 等 式 的 解 


Daszj; 2V (7 一 127 
1 

,xi = 1,， Ti 0 《zi = 1 ,2 7). 

i 二 1 

j=} 


VV {7 = 1],2,°" ,10)， 
pM 


Sy =1, yO0 G=1,2,,n). 
j= 


”936 。 


其 中 V=x'Ay. 

定理 6 设 (z,?) 是 抢 阵 对 策 G 一 (X ,Xs,A}) 的 混合 策略 纳什 均衡 ,V = 二 x7Ay， 
则 有 

(1) 车 工 ; 光 0, 则 2 Jayy) 一 (4Ay)， 一 了 

(2) 车 必 天 0, 则 (4 7) 一 Vi 

(3) 若 (477 过 VV, 则 | xz: = 0; 

(4) 若 (A x)) 汪 V 则 yj 二 0 

例 3 给 定 一 矩阵 对 策 C, 其 磋 得 矩阵 为 
3 
让 二 


时 


1 1 
1 5 
4 1 


求 纳什 均衡 与 值 ， 
解 ”首先 ,使 用 (23. 3-3) 式 给 出 的 判断 ,容易 判断 对 策 G 不 存在 纯 策略 纳什 均 
衡 . 考虑 混合 策略 情况 , 设 局 中 人 1 以 概率 zi ,zz zs 分 别 选取 a ez ,as ;局 中 人 2 以 
概率 yl ,yz ;ys 分 别 选 取 Bi , 访 , 访 ,于 是 ,问题 化 为 解 如 下 两 组 不 等 式 组 
3 十 ZT 十 XT 之 VV， 
Xl 二 To 十 4T3 之， 
1 二 5x7 十 XT 之 Vi 
Xi 十 TX2 十 x3 二 1， 
Ti 20 (i 二 1,2,3). 
3 二 yy3 和 VV， 
十 十 5y3 入 了 
23 和 十 439 十 y3 挝 Vi; 
Wi 十 yz 十 y3 三 1， 
yj 之 00 = 1,2,3). 
对 于 1 ,对 前 三 个 式 子 取 等 号 得 线性 方程 组 , 解 得 


1 3 3 3 13" 


对 于 2", 同 理 可 得 
3 ”113， JY》2 一 13， Ya 一 13， 
所 以 对 策 G 的 值 为 V 一 全 ,局 中 人 1 与 局 中 人 2 分 别 取 混合 策略 


一 6 3 4 AT 一 6 4 3 1 
z=( 读 ， 玄 亩 )， 3 一 《 击 ”Z 况 ) 
. * 037 + 


构成 混合 策略 纳什 均衡， 
例 4 茶 工 上 用 三 种 不 同 的 设备 a saz ,a 加 工 三 种 不 同 的 产品 名, 记 , 久 . 已 若 这 


三 种 设备 分 别 加 工 这 三 种 不 同 的 产品 ,在 单位 时 间 内 创造 的 价值 列表 如 下 : 


其 中 出 现 负 值 ,是 由 于 设备 消耗 远 远大 于 创造 出 来 的 价值 . 在 这 样 的 条 件 下 , 求 出 一 


组 合理 的 加 工 方 案 . 
解 与 例 3 类似 ,问题 化 为 解 如 下 两 组 不 等 式 组 ， 


4zi 十 3zs 之 

一 Xl 十 Sx + 37 之 VW， 
] 9x 十 3z2 十 ?x 之 Vi; 

Zt 十 十 Xx 二 1， 

0 (= 1,2,3); 

4 和 yz 二 5y SV 
nbyz 十 3ys 夺 V 
2 3y1 十 3y 十 ?3 委 悦 ; 

Yl 二 yi 二 ys 二 1， 

入 之 0 (二 1,2;3), 
对 这 两 组 不 等 式 , 若 都 取 等 号 , 则 均 无 正 数 解 . 因此 ,必须 考虑 有 的 式 子 取 等 号 ,有 的 
成 于 不 取 等 号 ,进行 试 算 . 作 如 下 的 试验 , 取 
4 十 37za 一 下， 
3 = 十 5xz 十 3z3 二 VV， 
957z1 十 3zs 十 77zi 这 VV 
dy 一 yw 十 5Yy3 之 VV， 
4 | 5yz 十 3y3 二 V， 
3 十 3y 十 ?y= 二 和 V. 
由 定理 6 可 知 ,在 这 种 情况 下 ,必须 是 
ys 一 0, 对 应 的 5z 十 3zz 十 7Ts 之 VV; 
zl 一 0, 对 应 的 47 一 22 十 53s 之 VV 
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这 样 ,方程 组 3 与 4 可 变 成 如 下 的 方程 组 
3x3 一 Y， 
5xzy 十 37ri 二 VV 
byz 二 VV， 
| 3 十 3y2 一 下 
解 得 工 ] 一 四， Zz:=0, 了 一 ]， 


2 3 
NE 罗 二 车 ， 为 二 07 一 3. 


因此 ,局 中 人 1 工厂 服务 单位 ) 的 混合 策略 
元 = (0,0,1), 
即 不 采用 设备 m 与 az 加 工 产品 , 局 中 人 2( 被 加 工 的 产品 单位 ) 的 混合 策 路 


y 一 (< 半 ,0). 


即 不 加 工 产品 久 ,而 产品 访 和 B&B 委托 加 工 的 概率 分 别 为 0. 4 和 0. 5. 这 样 构成 混合 
策略 纳什 均衡 . 


23.3.4 和 耸 阵 对 策 的 求解 方法 


定理 7 给 定 两 个 矩阵 对 策 
G = (SS A! = (ay)we), 
(人 一 {S91,52; A: = 《Ga 十 dd) mn} 3 
其 中 a 是 常数 , 则 这 两 个 对 策 的 解 不 变 , 其 对 策 值 相差 一 个 常数 a, 即 
Yaz 一 Vi 十 Ga， 
其 中 Vi 与 Vi 分 别 为 对 策 @ 与 对 策 Gz 的 值 . 
定义 6 给 定 一 矩阵 对 策 G 二 {Si ,Sz 5A}. 
S1 = aya yar An}: $2 = (Bl :应 1 
A = (a )rn. 
如 果 对 一 切 (I 二 1,2,… ,0) 均 有 
6 之 ay 
成 立 , 则 称 局 中 人 1 的 纯 策略 w 优 超 于 纯 策略 ai. 同样 ,如 果 对 一 切 i(i 二 1,2,*…',m) 
均 有 
i 安 - Qi 
成 立 , 则 称 局 中 人 2 的 纯 策 略 8 优 超 于 纯 策 略 序 . 
定理 8 给 定 和 矩阵 对 策 C 一 (9 ,SA}， 
SI 一 {lava ats} = he :2 "8 5 
A = (Qs ]mxn， 
939 * 


对 局 中 人 1 来 说 ,者 纯 策 略 m 为 其 余 另 一 纯 策 略 a; (一 2,3，……mm) 所 优 超 ,于 是 由 三 
得 一 新 的 对 策 

G = {S11S2 5A}, 
其 中 SI 一 {as + 位 3 12 2); 则 二 对 策 的 值 
相等 , 且 若 GG 有 纯 策 路 纳什 均衡 , 它 也 是 G 的 纯 策略 纳什 均衡 ,车 x 二 (x2 ,zn ) 7 
与 y 是 G' 的 混合 策略 纳什 均衡 . 则 x 二 (0,z2 ,Zn)7 与 y 是 G 的 混合 策略 纳什 均 
衡 . 

如 果 和 矩阵 对 策 G== (5) ,Ss ;A} 中 的 盛 得 矩阵 A, 不 具有 定理 8 中 所 述 的 特殊 结 
爸 , 则 求 混 全 策略 纳什 均衡 的 方法 如 下 ， 


对 局 中 人 1, 求 目标 函数 
S(x) = >》 (23. 3-5) 
i=l 
在 约束 条 件 
Dasz! 之 1 (7 = 1,2,.**,n), 
;=1 《23. 3-6) 
x0 (i = }],2, 5777 
下 的 极 小 值 , 其 中 
= 邓 (t= le 1)s 
VV 一 ex BD, Zz, 
Sz 一 二 
上 一 了 Y 
对 局 中 人 2, 求 目标 函数 
S(y) = yy (23. 3-7) 
j=] 
在 约束 条 件 
Yayy’ < 1 (t= 1 292 
j=] 《23. 3-8) 
0 (fF = 1,2, ,7) 
下 的 极 大 值 ,其 中 
Ps 一 荫 (7 = 1 ,nn), 


及 
V = min max Yasy, : 


yES, ISiKm ft 


，940 ， 


1 
Dy -上 


(23. 3-5) 一 (23. 3-8) 是 两 组 具有 不 等 式 约束 的 线性 规划 问题 . 解法 可 参看 第 25 
章 最 优化 方法 ,3 25. 1 线性 规划 . 
例 $ 给 定 一 矩阵 对 策 C, 其 赢得 矩阵 为 


Mo 上 
co | 
一 fw Co 
Was 


求 纳什 均衡 与 值 . 
解 ” 对 和 矩阵 A 的 每 个 元 素 都 加 上 一 1, 则 有 
0 1 2 
2 0 1 
1 2 0 
于 基 , 由 定理 7 和 定理 5 可知 ,问题 化 为 解 如 下 两 组 不 等 式 组 
222 十 ZT 之 
XI 十 2x;3 之 ， 
1 2zl 十 之 T; 
Xl 十 Tz 十 xz 一 1 
x0 (= 1,2,3); 
十 2y3 SSW， 
2 yl 十 JJ < 由， 
2 y+ 2ye < Vi 
二 yy=1， 
yy 之 0 Y= 1,2,3). 
每 组 前 三 个 式 子 到 等 号 , 解 得 Vj 二 1， 


A, = 


时 


1, a1, nl 
3 ， 2 一 3 ， 1 一 3 
上 1 _1 
31 3 322 3 33 3， 
所 以 对 策 G 的 值 为 V 一 Wi 一 (一 1) 一 2, 混 全 策略 纳什 均衡 为 
一 1] 1 1 一 i] 1 1 
z= (3'3'3), 3= (3'3'3) 
例 6 “给 定 一 矩阵 对 策 G, 其 赢得 答 阵 为 
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3 4 0 3 02 
5 0 2 5 9lo 
A=|?7? 3 9 5 9|o. 
4 6 8 7 6lo, 
6 0 8 8 3)pg 
BBB 


求 对 策 G 的 值 与 纳什 均衡 . 

解 因 mw 优 超 于 a sas 优 超 于 az ,所 以 由 对 策 G 可 得 一 新 的 对 策 

Gn 一 《Si ,Ss ;Al}, 
SI” = {ga va ya5)， 
7 39 5 9 
4 6 8 7 6 
6 0 8 8 3 

Bh BB BR 
对 对 策 G@; 因 访 优 超 于 BB,B 与 房 .所 以 由 对 策 G 又 可 得 一 新 的 对 策 

Ce 一 (13 ,5 ;A:}, 


立 3 


态 ! 二 


C4, 


Cs 


3 一 { 房 , 房 ) 
7 31as 
和 内; 一 | 本 68 位 二 。 
6 口 jas 

启 应 


对 对 策 GG , 因 ws 优 超 于 as ;所 以 由 对 策 Go 又 可 得 一 新 的 对 策 
G 一 人 SS 543 


SI 一 {m3 位 4 


于 是 ,问题 化 为 解 不 等 式 组 
7z3 十 424 守 Vs， 
3za 十 6r 之 Vs， 
2 十 xa 二 1， 


Ta 之 0 TT 之 0 


7 和 十 3 Vy， 

dy 十 6y2 < 妇 Y3， 

NH 入 二 1 

3 之 0 之 0 
每 组 前 两 个 式 子 取 等 号 , 解 得 凡 一 5， 


> 一 二 一 二， = 上 | 上 
了 3 ， 4 3 ! | 2 2 2 ， 


由 定理 7 可知, 对策 G 的 值 为 V 一 5. 混合 策略 纳什 均衡 为 


= (0.0, 语 ,二 ,0) 汪 = (二 , 辣 ,0.0,0)， 


$《23.4 存储 论 


23. 4.1 基本 概念 


工厂 为 了 生产 ,必须 储存 一 些 原料 ;商店 为 了 营业 ,必须 储存 一 些 商品 . 如 果 原料 
或 商品 库存 量 过 大 ,就 会 造成 资金 的 积压 ,延长 资金 的 周转 期 ;但 是 ,如 果 某 种 产品 的 
原料 库存 使 货 ,就 会 造成 这 种 产品 的 生产 停顿 ,给 生产 厂家 造成 经 济 损失 ;或 商店 因 
某 些 商品 库存 摧 货 ,形成 这 些 商品 的 脱销 ,无 疑 会 影响 商店 的 营业 额 . 因此 ,进行 科学 
的 存储 管理 ,是 提高 经 济 效益 的 重要 途径 之 一 , 研究 有 关 存 储 问题 的 方法 与 理论 的 学 
科 称 为 存储 论 , 它 是 运筹 学 的 一 个 分 支 . 通常 把 存储 物 简称 为 存储 

1. 需求, 对 存储 而 言 , 由 于 需求 ,从 存储 中 取出 一 定 的 数量 ,使 存储 量 减少 ,这 就 
是 存储 的 输出. 有 的 需求 是 间断 式 的 ,有 的 需求 是 连续 均匀 的 ;有 的 需求 是 固定 的 ,有 
的 需求 是 随机 性 的 

2. 补充 (订货 或 生产 ), 存储 由 于 需求 而 不 断 减 少 ,必须 加 以 补充 . 补充 就 是 存储 
的 输入. 从 订货 到 货物 进入 存储 所 需 的 时 间 , 称 为 拖 后 时 间 . 为 了 在 某 一 时 刻 能 补充 
存储 ,必须 提前 订货 ,这 段 时 间 称 为 提前 时 间 . 

3. 费用. 主要 包括 存储 费 、 订 货 费 、 生 产 费 与 缺 货 费 

4 存储 策略 . 决定 何 时 补充 一 次 存储 以 及 每 次 补充 的 数量 的 办 法 , 称 为 存储 策 
略 . 常见 的 存储 策略 有 三 种 类 型 ， 

(1) & 循环 策略 ,就 是 每 隔 pn 时 间 补充 存储 量 Q. 

(2) (s,S) 策 略 . 当 存储 最 z>s 时 ,不 补充 ; 当 存储 县 z<s 时 ,补充 存储 重 使 其 达 
到 S, 即 补充 量 Q 一 S 一 x 

(3) (ps,S) 混 合 策略 . 每 经 过 + 时 间 检查 存储 景 *, 当 存储 入 z>s 时 不 补充 ; 当 
存储 晤 zx<<s 时 ,补充 存储 量 使 其 达到 S. 

存储 模 现 通常 分 为 两 大 类 ; 一 类 叫 作 确 定性 模型 , 即 模型 中 的 数据 是 确定 的 数 
值 ; 别 一 类 叫 作 随机 性 模型 , 即 模型 中 含有 随机 变量 ,而 不 是 确定 的 数值 
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23.4.2 确定 性 存储 模型 


模型 1 不 允许 缺 货 ,生产 时 间 很 短 . 

假设 (1) 缺 货 费 ( 即 当 存储 供不应求 时 所 引起 的 损失 )cs 为 无 穷 大 . 

(2) 当 存 储 降 至 等 时 ,可 以 立即 得 到 补充 , 即 生产 时 间或 拖 后 时 间 很 得 ,可 近似 
地 看 作 零 . 

(3) 需求 是 连续 的 ,均匀 的 . 需求 速度 R( 单 位 时 间 的 需求 量 ) 为 常数 ,t 时间 的 短 
求 荆 为 及/， 

(4) 每 次 订货 量 Q 及 定货 费 cs 均 不 变 , 且 定货 费 c3 不 随 甸 的 大 小 而 变化 . 

(5) 单位 和 存储 费 c 不 变 . 

设 每 隔 时 间 补 充 一 次 存储 ,订货 量 Q 二 Ri, 则 :时 间 总 的 平均 费用 为 时 间 : 的 
咕 数 (平均 费用 函数 ): 


G1 
C(t) = f 十 2 0, 


当 := “ 仿 时 ,平均 费用 取 最 小 值 , 称 平均 最 优 费 用 ,为 
Oo = Cto) = minCtt) = vy200Rk, 
订货 批量 为 
(oh = Ro 二 


公式 (23. 4-1) 称 为 经 济 订 购 批 量 公 式 , 简 称 经 济 批量 公式 ,或 色 O, @& 公式 ,也 称 平 
方 根 公式 ， 

模型 2 ”不 允许 缺 货 ,生产 需 一 定时 间 ， 

除 生 产 和 需要 一 定 的 时 间 外 ,其余 条 件 均 与 模型 1 的 条 件 相同 . 


设 生产 批量 为 Q, 所 需 生产 时 间 为 T, 生 产 速度 为 P= 全 ,需求 速度 为 R(R< PP)， 
则 上 时 间 的 总 的 平均 费用 为 


CGO 一 皇 十 二 waR(1 一 二 ) 


当 一气 / 一 六 人 二 时 ,平均 费用 最 小 ,最 优 费用 为 


CG = Cl) = minCtb = 2ccR(1 一 全) 1 


P 
2c3 PR 
i rd 


2aRk (23. 4-1) 
| 


订货 批 重 为 


最 优生 产 时 间 为 
" 9d4 。 


个 _ Ko 一 | 2c3R 
9 P cP(P— RY) 


模型 3 允许 缺 货 ,生产 时 间 很 短 . 
除 允许 缺 货 外 ,其 余 条 件 均 与 模型 1 的 条 件 相同 . 
设 最 初 存 储 基 为 S, 则 1 时 间 内 总 的 平均 费用 为 


] 号 (Rt — SS) 
Clt,S) — (a B+ C2 9 了 R 十 cs )， 


/2c(c+t ec) ce | 2cecsR 
ti 二 二 acR | 六 So Ce Hes) Ca 十 加 
时 ,平均 费用 最 小 ,最 优 费 用 为 


C = CS = min CS) = /LEE 
cl 十 c2 


在 允许 缺 货 的 情况 下 ,为 满足 ts 时 间 内 的 需求 ,订货 量 为 


Qu = 记 , — /2Rr; (oc 十 ca) 
Cier 


而 加 时间 内 的 最 大 缺 货 量 为 
2ci1caR 
& cale 十 


23. 4.3 随机 性 存储 模型 


模型 4 ”需求 是 随机 离散 的 . 
假设 某 店 出 售 某 种 商品 , 每 天 的 出 售 量 > 是 一 随机 变量 , 己 知 其 概率 为 P(r)， 


yp(r) = 1 若 每 出 售 一 件 这 种 商品 , 则 赚 上 元 ; 若 该 商品 未 能 出 售 , 则 每 件 赔 广元 . 
于 是 , 当 每 天 的 订货 量 为 白 时 ,损失 的 期 望 信 为 

C(Q) = h DQ 7 PC7) tk (r— QP(r). 
当 Q-Q@ 满 是 关系 | 


Qu 一; Qu 
之 PC) < 2 PO) (23, 4-2) 


例 1 茶店 所 出 售 甲 商品 . 每 单位 甲 商品 成 本 费 50 元 , 售 价 70 元. 如 不 能 售 出 则 
必须 减 价 为 40 元 . 减 价 后 一 定 可 以 上 售 出 .已 知 售 贷 攻 7 的 概率 服从 汝 松 分 布 


P(r) = A。 (4 为 平均 售 出 数 ). 


r! 
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根据 以 往 的 经 验 , 平 均 售 出 数 为 6 单位 以 =6). 问 该 店 的 订货 量 应 为 若干 单位 , 方 可 
使 损失 的 期 望 值 最 小 ? 
解 ” 利 用 公式 (23. 4-2) ,其 中 上 丰 一 20{( 元 ) ,一 10( 元 )， 
上 20 6 


_ _€ 


a Q Q . 
PP ef FW, FQ ~ DP = > 守 人 .对 不 同 的 * 值 ,可 查 泊 松 分 布 
的 数值 表 ( 参 看 第 13 章 附 录 , 数 值 表 23. 3-1) 再 相 加 ,可 求 得 


6 


—B er 
F(6) = > 所 = 0. 6063, 


eo 


了 ~ Ar 
F(7) 一 》， 一 人 一 0. 7440. 
r= * 


因 F(6) < ti <F(?) , 知 二 ?7 满足 (23. 4-2) 式 , 取 QQ=Q@% 二 7, 故 订货 量 应 为 ? 单 


位 ,可 使 损失 的 期 望 值 最 小 . 
模型 5 需求 是 随机 离散 的 ,(s,S) 型 存储 模型 . 
考虑 某 个 阶段 (时 间 间 隔 ) ,假设 : 
(1) 原 有 存储 量 为 (在 本 阶段 内 为 常数 ); 
(2) 存储 单价 为 ,订购 费 为 cs ,订货 量 为 Q, 所 需 订 货 费 用 为 c3 十 KQ; 
(3) 单位 货物 的 存储 费 为 c: , 缺 货 费 为 cz( 指 整个 阶段 所 知 的 费用 ); 
(4) 设 需求 7 的 随机 值 为 
Ton 


且 已 知 需求 量 7 的 概率 为 PC7), 》 P(r) 一 1. 
设 本 阶段 开始 时 订货 量 为 Q, 总 存储 量 达到 $= 了 十 Q, 所 需 的 各 种 费用 为 
订货 费 : c3 十 KQ. 
存储 费 : 当 需求 ~<S 时 ,未 能 售 出 的 存储 部 分 需 付 存储 费 ; 当 需 求 之 S 时 ,不 需 
付 存 储 费 . 所 需 存 储 费 的 期 望 值 为 


PelS— P(r). 
rs 


缺 货 费 ,当知 求 >S 时 ,7 一 S 部 分 需 付 缺 货 费 , 缺 货 费 用 的 期 望 值 为 
Yeslr— SPO), 


re 


则 本 阶段 所 涯 杂货 费 、 存 储 费 及 缺 货 费 的 期 望 值 之 和 为 
C(S) = 6 KS—D+ DS—NPO + Yeslr— SSP). 
rs 入 与 


求 5 的 值 ,使 C(S) 为 最 小 . 
设 存 情 重 S 取 和 需求 随机 值 mi 记 为 Si. 
» 046 * 


ca 一 开 


Cl Co 


< | (23. 4-3) 


称 为 临界 信 ，, 
此 时 ,当选 取 使 不 等 式 


> PWN (23. 4-4) 
re5; 


成 立 的 S; 的 最 小 值 作为 S$ 时 ,订货 量 Q=S 一 了 为 最 优 , 总 费用 的 期 望 值 C(S) 最 小 . 
设 原 有 存储 量 7 达到 的 水 平 为 *, 即 当 [>s 时 可 以 不 订货 ; 当 JS<s 时 需要 订货 ， 
使 存储 量 达 到 $, 订货 量 为 Q 二 S$S 一 I. 
计算 * 的 方法 :考查 不 等 式 


Ks 二 Ya 人 一 订 有 (Cr) 十 ca (r— syP(lr), 
mes rs 


SotKS+ cS—N P+ Dezlr— SP(r), (23.4-5) 
[| rr3 


使 不 等 式 (23.4-5) 成 立 的 rlr; 夺 S$S) 的 值 中 的 最 小 者 定 为 s. 
例 2 已 知 茶 厂 对 原料 需求 量 的 概率 为 
Pir = 80)=0.1, P(r = 90) =0.2, Pt{r: = 100) = 0.3, 
Plr;, = 110) = 0.3, Ptrs = 120) = 0.1, 
订购 费 一 一 2825 元 ,天 一 850 元 . 
存储 费 避 三 45 元 (在 本 阶段 的 费用 )， 
缺 货 费 一 一 1250 元 (在 本 阶段 的 费用 ). 


求 该 厂 的 存储 策略 . 
解 《1) 利用 公式 (23. 4-3} 计 算 临 界 值 
_ 1250 一 850 _ 
N= 45 十 1250 0. 303， 


(2) 求 S. 利用 不 等 式 (23. 4-4)， 
Pir, = 80) + Plr: = 90) = 0, 3 站 0, 309， 
Pr 一 80) 十 Pr 一 90) 十 P(n = 100) = 0.6 > 0. 309, 
Per, = 80)++ P(r; = 90) ~ Plr; = 100) + Pon = 110) 
= 0.9 > 0. 309, 
使 不 等 式 (23. 4-4) 成 立 的 5; 的 最 小 者 为 S: 一 100, 所 以 S$ 一 100. 
(3) 求 ;, 利 用 不 等 式 (23. 4-5) ,将 S=100 代入 (23. 4-5) 式 的 右 端 : 
2825 十 850 X 100 十 45(100 一 80) X0.1 十 (100 一 90) X0.2 
十 (100 一 100) X0.3 十 1250((110 一 100) X0.3 
+ (120— 100) X 0. 1) = 94255. 
因 S 王 100, 所 以 作为 的 r 值 只 有 一 80, xs 二 90, 将 = 二 80 代 人 (23. 4-5) 式 的 
+ 947 ， 


汪 


850X 80 十 45X(80 一 80) XxX0.1 二 1250((90 一 80) Xx0.2 
十 (100 一 80) X0.3 十 (110 一 80) X0.3 
十 120 一 80) xX 0.1) = 94250, 
由 于 94250<<-94255, 即 六 一 80 作为 村, 不等式 (23. 4-5) 式 已 成 立 , 所 以 ;二 80. 
因此 ,该 三 的 存储 策略 为 (80,100), 即 每 当 原 存储 量 JI 委 80 时 ,补充 存储 量 使 其 
达到 100; 每 当 存储 量 [80 时 ,不 补充 存储 . 
模型 6 湛 求 为 连续 的 随机 变量 ,ts,S) 型 存储 模型 
考虑 某 个 阶段 (时 间 间 隔 ) ,假设 
(1) 原 有 存储 量 为 I( 在 本 模型 构造 中 为 常量 ); 
(2) 存储 单价 为 天 ,订购 费 为 cs ,订货 量 为 Q, 帮 订货 费用 为 03 十 KQ; 
(3) 单位 货物 的 存储 费 为 ca , 缺 货 费 为 cz; 


(4) 需求 量 > 是 连续 型 随机 变量 ,密度 函数 为 g(r) ,| ”g(r) 和 一 1， 分布 函 数 


F(a) = | pedr ,a > 0). 


订货 量 Q@ 使 期 初 存储 达到 S=I 十 Q, 本 阶段 所 需 订货 费用 ,存储 费 的 期 望 值 , 缺 
货 费 用 期 望 值 三 者 之 和 为 


Ss 十 es 
CCS) = @ 十 K(S 一 D 十 | altS—n ga + | clr— Sg 
以 使 CCS) 取 最 小 为 原则 ,来 确定 最 优 的 存储 策略 . 为 此 求解 


< = Kt+o| pdr—e|™ odr =0 
得 到 
f c 一 天 
pnd = F(S) 一 双开 二 (23. 4-6) 
记 
一 2 一 长 
Cl] 十 cs 


称 为 临界 值 , 从 FS) 一 六 解 出 3 比如 利用 分 布 梢 数 F(S) 的 数值 表 , 查 对 应 于 概率 
N 的 分 位 数 S),Q=5 一 了 即 为 使 C(S) 取 最 小 值 的 订货 量 . 
另 一 方面 ,如果 s 志 5 满足 


Ee 十 ce 
Kstal G~Dpnar to) Gr—dpd SCH, (023.4-7) 


则 当 I[ 实 :时 ,本 阶段 不 订货 ,只 当 I<s 时 才 订 货 ,这 样 又 可 以 使 总 的 费用 的 期 望 值 更 
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降低 . 于 是 得 存储 策略 ,分别 从 (23. 4-6) 式 和 (23. 4-7) 式 求 S 和 :3，,( 当 有 多 个 时 取 
最 小 的 一 个 ). 当 225 时 ,不 订货 ; 当 I<<s 时 ,需要 订货 ,订货 量 为 Q 二 9 一 I 

例 3 某 市 石油 公司 ,下 设 几 个 售 油 站 . 油 品 存放 在 郊区 大 型 油库 里 ,二 要 时 用 
汽车 将 油 送 至 各 上 售 油 站 . 该 公司 希望 确定 一 种 补充 存储 的 策略 ,以 确定 应 贮存 的 油 
量 , 该 公司 经 营 的 石油 品种 较 多 ,其 中 销售 量 最 多 的 一 种 是 柴油 , 因 之 希望 先 确 定 柴 
油 的 存储 策略 . 经 调查 后 知 每 月 柴油 售 出 量 服 从 指数 分 布 ,平均 销售 基 每 月 一 百 万 
斤 . 于 是 得 需求 量 的 分 布 密度 为 

0.000001 er0.000001Xr ， 当 > 0， 


《ry 一 
0， 当 r < 之 0. 


柴油 每 斤 0. 20 元 ,不 需 订 购 费 . 由 于 油库 归 该 公司 管辖 , 油 池 灌 满 与 未 灌 满 时 的 管理 
费用 实际 上 没有 多 少 差别 , 故 可 以 认为 存储 费用 为 0. 如 果 缺 货 就 从 邻 市 调用 , 缺 贷 
费 每 斤 0. 30 元 . 求 柴油 的 存储 策 咯 ， 

解 ”根据 例 中 条 件 知 c 一 0,c 一 0 天 一 0. 20,c 一 0. 30. 由 此 计算 临界 值 N= 


30 一 0 中 一 0. 333. 用 指数 分 布 的 分 布 画 数 公式 (参见 23. 1. 5) , 式 (23. 4-6) 成 为 


FS) 一 1 一 co 一 0.333， 


解 得 S$ 一 405000. 因为 此 例 中 cs 三 0, 所 以 由 (23. 4-7) 式 所 得 只 有 :一 5. 综合 之 得 存储 
策略 为 ,每 月 初 当 库存 低 于 405000 斤 就 应 订购 ,使 库存 补充 到 405000 斤 . 

模型 7 ”需求 与 拖 后 时 间 都 是 随机 离散 的 ， 

cl 表示 单位 货物 年 存储 费用 ;cz 表示 每 阶段 单位 货物 缺 货 费 用 ;cs 表示 每 个 订 
购 费 用 ;DD 表示 年 平均 需求 晤 . 

若 已 知 上 时 间 内 需求 量 > 的 概率 为 wm (r); 单 位 时 间 内 的 平均 需求 量 为 p, 则 上 时 
间 内 的 平均 需求 量 为 oi; 又 已 知 拖 后 时 间 的 概率 为 P(xz)， 

由 于 需求 与 拖 后 时 间 都 是 随机 的 ,因此 ,为 了 减少 缺 货 现象 必须 存储 一 定数 量 的 
货物 , 称 这 样 的 货物 存储 量 为 安全 存储 重 ,也 称 为 缓冲 存储 量 . 

B 表示 缓冲 存储 重 ;L 表示 订货 点 ;Dr 表示 拖 后 时 间 内 的 平均 需求 ;表示 平均 
拖 后 时 间 ;P 表示 因 需 求 增加 而 引起 缺 货 的 概率 ; F- (LL) 表 示 订 货 点 为 L( 即 存储 晤 
为 工 ) 而 在 z 天 内 需求 >>> 工 的 概率 . 

设 存 储 策 略 全 年 分 中 0 次 订 宽 ,每 次 订货 量 为 Qo ; 则 


Wy = E.O.Q= sD no 二 也， 
Cl Wo 
L=D,.+B= /+tB, (23. 4-8) 
F,(1) = Dp), (23. 4-9) 
ri 
Pi = YP()F, CL). (23. 4-10) 
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no 次 人 缺 货 费 的 期 望 值 为 me Pi ,维持 缓冲 存储 量 的 存储 费 为 cB, 于 是 总 存储 费 
为 
G = nocs Pr 十 cB. (23, 4-11) 
由 问题 的 具体 情况 ,适当 选取 工 的 一 系列 值 ,再 根据 已 知 条 人 忻 及 公式 (23, 4-8) 一 
(23. 4-11) ,可 计算 出 Pr 、B 和 费用 G 的 各 种 数值 . 在 这 些 数 值 中 , 取 总 费用 避 最 小 的 
数值 所 对 应 的 和 B ,就 是 所 要 求 的 订货 点 及 缓冲 存储 量 . 
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24. 控制 理论 
824.1 基本 概念 


24.1.1 系统 的 状态 


考虑 一 个 由 依赖 于 时 间 的 一 组 变量 xz; (2) (= 二 1,2,…',n) 所 描述 的 系统 , 当 这 组 
变量 的 初始 值 x; 如 习 二 1,2,…, 台 确 窟 以 后 ,对 任意 时 刻 :之 和 任意 时 刻 二 之 加, 玉 
< 由 谍 (1)( 二 1,2,"…, 和 0) 和 系统 的 输入 u(r) (rE Ea,)) 所 完全 确定 , (i 二 1， 
2 同时 该 系统 的 其 余 参量 在 :之 的 任 一 时 刻 的 值 , 均 能 用 zi (2D) (i==1,2,*…， 
nt 之 to) 来 表示 . 这 组 能 够 刻 划 系 统 性 能 特征 的 变量 z(t) Gi 二 1,2,…,n) 称 为 系统 的 
状态 变量 ,以 状态 变量 为 分 量 的 向 量 

X(t) 一 《zibo LT 表示 转 置 ) 
称 为 系统 的 状态 向 量 ( 简 称 为 系统 的 状态 ). 视 状 态 向 量 x 为 一 个 n 维 空间 中 的 点 , 则 
此 ?= 维 空间 称 为 状态 空间 . x()(t 之 lo) 给 出 状态 空间 中 的 一 条 轨 线 . 
按 一 定 目 的 给 予 系统 的 输入 u(t) 称 为 控制 ,控制 也 是 随时 间 而 变 的 一 组 变量 , 称 
为 控制 向 量 ; 
W(t) = Cu (2) ,ue 0) th (HY, 
在 具体 问题 中 ,对 控制 的 性 质 往往 有 一 定 的 要 求 . 满足 某 种 性 质 要 求 的 控制 称 为 容许 
控制 , 
系统 的 输出 也 是 随时 间 而 变 的 一 组 变量 , 称 为 输出 向 量 ,用 从 所 表示 ， 
¥02) = C0) ,yey yn Ct) (Ca 扫地) 

如 果 一 个 控制 系统 不 受 外 界 的 随机 干扰 而 只 受 输入 的 控制 , 则 称 此 系统 为 确定 

性 控制 系统 . 若 受到 外 界 的 随机 干扰 , 则 称 为 随机 性 控制 系统 , 


24.1.2 系统 的 方程 

1， 连 续 时 间 的 状态 方程 

对 一 般 的 多 输入 .多 和 输出 控制 系统 ,其 状态 方程 的 向 基 形 式 为 
| 


X(to) 一 如 ， 
其 中 X(t)= (TI (1), Xa (1) Th C2Y)T 是 六 维 状 态 向 量 ， utt) = (Ww C1), Wo C(t), Sy 
w(t))' 是 r 维 榨 制 向 量 , (x(t) ,u(t)) 二 (站 Ct; x + nn] ya ts 
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《24. 1-1) 


zirT Ti 二 )) 是 吉 维 辆 数 向 量 . 当 f(t,x(2) ,u(t)) 是 x1(2)， 
2 与 区 (区 tt 的 线性 函数 且 不 显 含 上 时 ,方程 (24. 1-1) 的 
问 量 形式 次 


| = ACDOx(D 十 BCDaCD， 
(24. 1-2) 
Xi 一 次 ， 
其 中 AD=(as (7),xs 称 为 状态 和 矩阵 (或 系数 矩阵 ) ,BG) 二 (5; (1)) xs: 称 为 输入 短 阵 
(或 控制 矩阵 ) , 且 ar (2) ,bj (1) 均 为 1 的 连续 葡 数 . 
在 方程 (24. 1-2) 中 , 痢 状 态 和 矩阵 AC2) 与 输入 和 矩阵 召 (都 是 常数 矩阵 , 刚 称 此 系 
统 为 线性 定常 ( 非 时 变 ) 系统 ;否则 , 称 为 线性 时 变 系 统 ， 
一 个 系统 的 输出 向 量 y() ,通常 是 状态 向 量 x(2) 与 控制 向 量 ul 四 的 函数 
y(t) = hx) ,ue)), 《24. 1-3) 
其 中 hixtt) ,u(t)) = Ch CTX To Tn is Ma Wr ) hs, CT Ta Tn Hl 
19" Ur)) 为 说 维 函 数 向 量 . 当 系 统 为 线性 系统 时 ,(24. 1-3) 式 为 
yC0) = Hx) + DO ut), (24, 1]-4) 
其 中 所 (三 (人 9)wxo 称 为 输出 矩阵 (或 观测 矩阵 ) ,DC 一 (du (1))wxy 称 为 输入 - 输 
出 矩阵 , 且 hy (4) ,ds (四 拘 为 1 的 连续 阐 数 ， 
方程 (24. 1-1) 或 424. 1-2) 称 为 控制 系统 的 状态 方程 ;方程 (24, 1-3) 或 (24. 1-4) 
尔 为 系统 的 输出 方程 (或 量 测 方程 ). 系统 的 状态 方程 与 输出 方程 合 在 一 起 , 称 为 系统 
的 方程 ， 
2， 离散 时 间 的 状态 方程 


在 离散 时 间 的 情形 , 设 在 二 时 刻 ,系统 相应 的 状态 向 最 为 x (8) ,控制 同 量 为 
zk) , 则 系统 的 状态 可 由 向 基 形 式 的 差分 方程 来 描述 
x( 开 十 1) = fk rk) uk)) (k=0,1,2,."%,N—1), 
x(0) 一 局 ， 
其 中 XRD 一 (Ti (C8), x RCR 是 六 维 状 态 向 量 , 本 下) 一 (四 【全 ) ze 天) 
utk))7 是 7 维 控 制 向 量 , f(zCR) ,uC8))= 二 (CTT Ta ) 
;1 是 维 殉 数 问 量 , 当 (Rx(R) wt)) 是 x (8)， 
rz (Ta( 丰 ) 与 (此) ,wo ()，… ,ww(k) 的 线性 函数 且 不 显 含 上 时 ,方程 (24. 1-5) 
的 向 量 形式 为 
X(E 十 1) = ACIxXCR) + BUR 《下 一 0 1 2 及 一 1)， 
(24. 1-6) 
x(0) = x ， 
其 中 A(8) 与 BC 分 别 为 nXn 与 nXr 什 阵 . 
在 方程 (24. 1-6) 中 ,者 状态 入 阵 A4(8) 与 输 人 和 矩阵 BCE) 均 与 上 无关, 则 称 此 系统 
为 线性 定常 系统 ,否则 , 称 为 线性 时 变 系 统 . 
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一 个 离散 时 间 系 统 的 输出 向 量 yY(k&) ,通常 是 状态 向 量 x(8) 与 控制 向 量 wu() 的 嫩 
数 
VE) = hxCk) uk)) Ck = 0,1,2,.), (24. 1-7) 
其 中 h(xCk) ,wR)) = Ch (Cri 和 Todt Ha hn CT Ta Tn Hl 1 M2 
… ,WW )) 为 m 维 师 数 向 量 . 当 系统 为 线性 系统 时 ,(24. 1-7) 式 为 
yKR) = HORYXCE) + DO uCR) Ck = 014 2，…)， (24, 1-8) 
其 中 五 ( 了 与 D&D) 分 别 为 mXn 与 天 Xr 抵 阵 . 
方程 (24. 1-5) 或 (24. 1-6) 称 为 控制 系统 的 状态 方程 ;方程 (24. 1-7) 或 (24. 1-8) 
称 为 系统 的 输出 方程 (或 量 测 方程 ). 


24.1.3 间 优 控制 问题 
1. 确定 性 系统 的 最 优 控制 问题 


(1) 连续 时 间 系 统 ， 

对 连续 时 间 系 统 的 最 优 控制 问题 ,必须 首先 确定 下 列 内 容 的 数量 形式 ，; 

1 被 控 对 象 的 状态 方程 , 即 (24. 1-1) 式 ; 

2 状态 问 量 x( 四 的 初始 条 件 与 终端 条 件 , 通 常 初 始 状 态 世 二 x(to) 是 一 已 知 向 
量 , 终 映 状 态 xGn)ES,S 是 状态 空间 的 一 个 子 集 , 称 为 目标 集 ; 

3 一 组 控制 变量 u(t) 的 约束 条 件 , 即 容许 控制 集 2 

4 一 个 性 能 指标 (目标 滋 画 ) 


J = 十 看) 《24. 1-9) 
oo 


最 优 控 制 问题 要 求 确定 控制 向 基 四 (2) ,使 其 满足 下 列 条 件 : 
l uu (DEN, telio ,ti); 
2 x* (fo)= ,x (HES, 


3°J* = | folasx* CD ou CO 4 gh sx C1)) 
过 


一 (| ful x ult) d+ gn ,rt)) ), 


其 中 x* (2) 是 状态 方程 (24, 1-1) 中 w() = 二 ww* (2) 时 满足 初始 条 件 x(i6) 二 x 的 解 . 这 
时 称 wu" (四 为 系统 (24. 1-1) 关 于 性 能 指标 (24. 1-9) 的 最 优 控 制 ,与 a* (1) 相 对 应 的 
x" (1) 称 为 最 优 轨 线 . 
春 被 控 对 象 的 状态 方程 为 线性 方 程 (24. 1-2) ,性 能 指标 为 
J = CP Fu HQ) d+ x Ca) Ren), 


其 中 PO) ,R 是 nXn 非 负 定 矩阵 ,QO) 为 rXr 正 定 和 矩 阵 , 且 
x POOxXCOD Fu QO uD 5 x (Rr) 
* Yo3 * 


均 为 二 次 的 , 则 称 此 控制 问题 为 线性 二 次 最 优 控制 问题 . 

(2) 离散 时 间 系 统 . 

对 离散 时 间 系 统 的 最 优 控 制 问题 ,必须 首先 确定 下 列 内容 的 数量 形式 ， 

1 被 控 对 象 的 状态 方程 , 即 (24. 1-5) ; 

2 状态 向 量 x(6 的 初始 条 件 与 终端 条 件 , 通常 初 始 状态 六 = 二 x(0) 是 一 已 知 向 
有 量 , 终 端 状态 xCN)ES,S 为 目标 集 ; 

3 一 组 控制 变量 x(k) 的 约束 条 件 , 即 容许 控制 集 0 

4 一 个 性 能 指标 (目标 泛 孙 ) 


N—l 
J = G(x) ak)) + GN Cxr(N)). (24. 1-10) 


k=0 
最 优 控制 问题 要 求 确 定 控制 向 量 已 (有 ) (二 0,11,2,… ,NN 一 1) ,使 其 满足 下 列 
条 件 ， 
lu EN (k=0,1,2,,N—D); 
2 x (0 一 加 (NE Si 
Nl 
3° 1° = DO G(r (ka (8)) + Gn Cx’ (N)) 


=0 
| 
= min( 2/G (xCk) ,uk)) + GuCxCN))), 
4 二 笑 


其 中 x (RR) CE 一 0,1],2,… ,NN 一 1) 是 方程 (24. 1-5) 中 utk)=u" (Rk)(E=O, ,2,**, 
N 一 1) 时 满足 初始 条 件 x(0)=x 的 解 . 这 时 称 u” (此 ) (让 二 011,2,… NN 一 1) 为 系统 
(24. 1-5) 关 于 性 能 指标 (24. 1-10) 的 最 优 控 制 . 


2. 离开 随机 线性 系统 的 最 优 控制 问题 


(1) 离散 随机 线性 系统 的 模型 ， 
设 离散 随机 线性 时 变 控 制 系统 的 方程 为 
xX(R 十 1) = BE 1 Dr(R) 十 再 (有 (到 ) 十 TR) OE) 
| (k=0,1,2,.…,N— 1), (24. 1-11) 
zk) = HORYxC(E) + vk) (k=1,2,3,.,N), (24, 1-12) 


其 中 (24. 1-11) 式 为 系统 的 状态 方程 , (24. 1-12) 式 为 系统 的 输出 方程 ,x(k) 为 x 维 状 
态 向 量 ,u(tk) 为 7 维 控 制 向 量 ,z(8) 为 m 维 输 出 向 量 ,w(%) 为 p 维 随 机 扰动 向 量 ， 
J 二 ) 为 m 维 量 测 代 声 ,@,B,T, 玉 分 别 为 n XnynXr,nXpmXn 和 矩阵 ,它们 一 般 应 是 
二 的 了 栈 数 , 如 果 这 些 和 矩阵 与 无关 , 则 (24. 1-11) 式 与 (24. 1-12) 式 所 表示 的 系统 称 为 
定常 系统 ,否则 称 为 时 变 系 统 ， 

(2) 随机 线性 二 次 最 优 控制 问题 , 

设 离散 随机 线性 系统 由 (24. 1-11) 式 与 (24, 1-12) 式 所 描述 . 如 果 目 标 泛 函 是 二 
次 型 的 随机 变量 
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Nl 
T= > xT CRACK + RODE uk)) + xT CN)ACN) X(N), 
上 一 各 


(24. 1-13) 


其 中 A(&) 是 nXn 非 负 定 矩阵 ,D(&) 为 rXr 正定 矩阵 , 则 随机 线性 二 次 最 优 控制 问 
E{ 了 为 最 小 (或 最 大 )， 


24. 1.4 闭环 控制 与 开 环 控制 


设 控制 系统 的 状态 方程 为 (24. 1-1) 式 ,目标 泛 函 为 (24. 1-9) 式 , 如 果 所 求 出 的 控 
市 向 量 w(t) 是 1 时刻 的 状态 向 量 x 0) 的 函数 ult) 二 alx(2),?), 即 最 优 控制 ww" (四) 是 
系统 的 反馈 控制 , 则 称 此 控制 为 闭环 控制 . 

若 系 统 的 输出 向 量 对 系统 的 控制 作用 没有 影响 , 即 若 求 出 的 控制 向 量 ua(z) 仅 是 : 
的 函数 而 与 上 时 刻 的 状态 向 量 x(2) 无 关 , 则 求 出 二 六 之 后 ,每 一 时 刻 的 控制 参数 也 就 
给 定 , 不 管 当时 系统 处 于 什么 状态 ,控制 规律 都 按 函 数 wl) 执行 , 这 种 控制 方式 称 为 
开 环 控制 ， 

在 确定 性 最 优 控 制 过 程 中 ,闭环 控制 与 开 环 控制 的 效果 一 样 ; 而 在 随机 性 最 优 控 
制 过 程 中 ,两 种 控制 的 效果 却 不 同 . 


3 24. 2 ”线性 状态 方程 的 解 


24.2.1 时 变 系 统 的 解 
设 线性 时 变 系 统 的 状态 方程 为 


DD -- ACDXtD) + Bu(t), 
di (C24. 1-2) 
XCto) 一 Ew, 
对 应 的 齐 次 方程 为 
ct 一 ALDxLt), 
dt (24. 2-1) 
加) 一 这 
现 取 nn 组 初始 值 
x'l! (to 一 《1 并， x (to) 一 (0,1, 0)T ,+., 
xm (ft0) = 0,0, ,1)T, (24 2-2) 


方程 (24. 2-1) 对 应 于 初始 值 (24. 2-2) 的 nn 个 解 向 量 记 为 


x 《tt 好 《人 (t,to). 


阁 定 义 短 隆 
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~ Bisto) = Cx (to) x Eto) sr xX" Cf, to)), (24. 2-3) 
则 


人 人 ty 一 A(D BD, to), 
ut (24, 2-4) 


$lio,to) = 1,， 
1, 表示 n Xn 单位 矩阵 . 于 是 对 任 一 初始 值 x(#6) ,方程 (24. 2-1) 的 解 向 量 可 表示 为 
X(t) = P(t, to x(to). (24. 2-5) 
方程 (24. 1-2) 的 解 向 量 为 


xD) — Bliss0) xCto) 十 | B,D B Oud. (24 2-6) 
Ei 


24.2.2 转移 矩阵 


由 (24, 2-6) 式 可 见 ,方程 (24, 1-2) 的 解 向 量 z() 由 两 部 分 琶 加 而 成 :第 一 项 是 由 
初始 状态 转移 而 来 , 即 由 于 初始 能 县 的 激励 而 产生 的 反应 ;第 二 项 则 由 当时 的 输入 作 
用 所 引起 , 再 (5) 与 下 (恰好 形象 地 表现 它 在 上 述 两 情形 下 所 起 的 转移 作用 ， 

由 (24, 2-3) 式 所 定义 的 矩阵 惠 (tz) 称 为 转移 和 矩阵， 

转移 矩阵 B(i,to) 具 有 下 询 性 质 . 

1， 对 任何 ,BCi,to) 总 是 非 奇 异 的 ; 

2 对 任意 的 ,ty ,8 ,有 

Dlls yt Blt 01) = Bash); 

3， 对 任意 的 二 ,i 有 

Blt2 hi) = $B 1 ,12))} 
4. 外 《ti 加 ) 满 足 矩 阵 微分 方程 


—1 
| —— @1 (AG), 
o (to to) = 1,; 


5， 当 且 仅 当 AD) 与 | ACDdr 可 交换 时 ,有 


Bt,to) = exp(| A(nar ). 
名 


24.2.3 连续 状态 方程 的 离散 化 


利用 解 向 量 (24. 2-6) 式 ,可 将 一 个 连续 状态 方程 化 为 与 之 对 应 的 离散 状态 的 
方程 ， 
假设 系统 的 采样 时 刻 为 和 去 在 去 正二 和 < 和 乓 而 在 (二 HT) 内 ,控制 问 量 本 站 为 
常 向量 wt&), 记 作 ww(8); 则 对 (6 ,+1) 用 公式 (24. 2-6) 便 得 
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0 一 Bt shi rt) 十 | Bm ,BO dr » Hk). 


£ 
蒜 


令 
XB = RR) Bristi) = Bk 1,k), 
| gm ,7 Birjdr = DUR), 
i 
则 得 差分 方程 
Xt 二 1) = BR RxCE) TF DRukR) (k=0l21 Nol), 
xX(0) = xlto), 


这 就 是 连续 状态 方程 (24. 1-2) 离 散 化 后 的 差分 方程 . 
24.2.4 离散 状态 方程 的 解 
1. 线性 定常 系统 的 解 


设 线性 定常 系统 的 状态 方程 为 
x(k+1) = Ar(k) Buk) (k= 0,1,2,."), 
x(0) = Y¥， 
输出 方程 为 
区 站 = HxCk)+ uck) (=0,1,2,%). 
利用 迭代 法 得 求解 公式 : 
x(A) = Atx' 十 SA Bu 人 (k = 1,2，…)， (24. 2-7) 
| 二 1 
yk) = HAtx® 十 > HAC1Ba( 让 十 De 人 各 (24. 2-8) 
(8 = 1,2) 
《1) 知 状 态 矩 阵 4 是 对 角 拖 阵 ， 
A 
az QD 
A= ， 
0 
An 
则 


sa OPTF 。 


对 
4 一 
及 


《2) 若 状态 矩阵 4 具有 ? 个 不 同 的 特征 根 ,1 ，…, 则 可 求 得 一 个 可 逆 的 变 
换 和 矩阵 了 ,使 


A 
1iz OO 
PAP = 
0 
A 
于 是 
对 
入 0 
At=P Pp” 
QO 
Pe 
若 状 态 和 矩阵 A 为 上 述 两 种 特殊 形式 之 一 , 则 求解 公式 (24. 2-7) 与 (24. 2-8) 变 得 
比较 简单 . 


例 设 状态 方程 为 
x(k 十 1) 一 Ax(k) (一 0,1;2)》 ， 


其 中 
1 0 0 100) (0 0 0 
A= 1 -ool 0 0/=1+G. 
0 一 1 1 001 lo —10 


由 公式 (24. 2-7) 得 
Xi 一 Ar = (T+ Or?" 
= (+( jc+( pcd++( Jern+Tejm， 
1 2 k—1 
可 以 验证 学 = 二 0 《之 3) ,所 以 
x( 提 一 【7 十 有 十 全 辣 G ) x 
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1 0 0 0 0 0 0 0 0 X10) 


= ||o 1 ol o ol 0 0 0| | | ,00) 


0 0 1 0 一 点 0 2 Za (0) 


] 0 0 X10) 


-一 】 0 2 C(O) 


一 TD) 
Tx1(0) 
kT1(0) + ze (0) 


一 二 — 1)zx1(0) 一 上 rt0)y + zx3(0) 


2. 线性 时 变 系 统 的 解 


设 线 性 时 变 系 统 的 状态 方程 为 
xf(R 十 ]) 一 BR 二 1) xCk) 十 万 (有 7 下 (二 ) (k= 0,1,2,**:), 
XCO) 一 2 ， 
利用 和 迭代 法 得 求解 公式 ， 
上 
x( 有 ) = BE OW SD BEDDG— Duad—1) (一 1,2，). 


/一 1 


3 24.3 线性 系统 的 完全 能 控 性 与 完全 能 观测 性 


24.3.1 连续 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 
给 定 线性 时 变 系 统 


dt (24. 3-1) 
y(t) = HI)x(t), 

其 中 x( 四 是 nn 维 状 态 向 量 ,wt2) 是 7 维 控制 向 量 ,y() 是 mx 维 输出 向 量 . 时 间 的 变化 
范围 记 作 ,8, 一 般 可 取 [0, 十 oo0) ,表示 容许 控制 集合 ,通常 可 以 认为 是 一 个 分 段 连 续 

陋 数 类 . 
定义 1 如 果 线 性 时 变 系 统 C24. 3-1) 对 时 刻 wo 的 任意 初始 状态 xft) 一 如, 可 相 
应 找到 一 个 容许 控制 a EDN, 以 及 茶 个 时 刻 二 后 不 直人 > 加) 使 得 < 一 0 即 二 在 
uD(tE Lio1t1)) 的 作用 下 ,在 & 时 刻 转 移 到 状态 空间 的 原点 , 则 称 线性 时 变 系 统 
《24. 3-1) 在 时 刻 是 完全 能 控 的 . 如 果 在 系统 有 定义 的 时 间 区 间 内 的 任 一 时 刻 都 是 

»* U39 ， 


{2 = A(Dx(t) + But), 


完全 能 控 的 , 则 称 此 系统 为 完全 能 控 系 统 . 

定理 1 由 方程 (24. 3-1)? 所 描述 的 系统 在 时 刻 为 完全 能 控 的 必要 充分 条 件 
是 ;存在 时 刻 各 ELE >t0) ,使 得 由 转移 矩阵 (t,t) 及 控制 矩阵 BC 如 所 构成 的 nXn 
能 控 性 矩阵 ， 


Whiio ti) = | Plto rT) BC) BT (rE (po, r) dr 
0 


为 满 秩 矩阵 , 即 rankW (wo ,1) 二 n. 当 系 统 (24. 3-1) 为 定常 系统 时 ,该 系统 完全 能 控 的 
必要 充分 条 件 是 
rankQ. = rank(B | AB | A:B| .| AT!'B)S= nn. 
例 1 如 图 24. 3-1 所 示 的 一 连通 水 箱 系 统 , 其 所 有 参数 取 单 位 值 ,并 设 相 邻 两 个 
水 箱 之 间 的 流 重 与 相 邻 水 位 差 成 正比 , 如 果 输 入 uC) 是 注 人 第 一 个 水 箱 的 流量 ,这 时 
状态 方程 是 否 能 控 ? 若 将 输入 改 为 注 人 第 二 个 水 箱 , 情 况 又 如 何 ? 


解 ” 连 通 水 箱 系 统 的 状态 方程 为 


1 一 2 1 0 Xl 1 
z=|1 —3 1 ||zx|+ |0lu(t), 
Ta 0 1 —2] zs 0 
一 2 1 0 1 
A=|]1 —3 11|,B= |0| ,n= 3; 
0 1 一 ? 0 
5 一 5 1 一 2 5 
42 一 | 一 5 11 十 AB=|1 1， wo- -| 
1 —5 5 0 1 
1 一 2 5 1 0 0 
(B|ABI1AB)=|0 1 一 5 |10 1 0|， 
0 0 1 0 0 1 


即 rank( 有 1AB1A4 8B) 三 3 所 以 在 第 一 种 输入 条 件 下 ,系统 是 完全 能 榨 的 ， 
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在 第 二 种 输 人 条 件 下 ,只 需 将 输 人 和 失 阵 改 为 B= 二 {0,1,0)7 ,此 时 


0 1 一 ? 0 1 0 
‘(BIAB|AB)= |1 —3 11|—=il 0 0|， 
0 1 一 5 0 0 0 


即 rank(BIAB|AB)==2, 所 以 在 第 二 种 输入 条 件 下 ,系统 就 不 是 完全 能 控 的 . 

定 光 2 如 果 线 性 系统 (24, 3-1) 对 时 刻 以 及 已 知 的 起 站 人 衬 和 ) 可 以 相应 地 
确定 时 刻 tf, € fn 之 wo) ,使 得 根据 [io ,ty ] 上 的 量 测 值 y(2) ,就 能 唯一 地 确定 系统 在 时 
刻 6 的 状态 x(t0) 二 世 , 则 称 系 统 (24. 3-1) 在 时 刻 是 完全 能 观测 的 . 如 果 在 系统 有 
定义 的 时 间 区 间 内 的 任 一 时 刻 都 是 完全 能 观测 的 , 则 称 此 系统 为 完全 能 观测 系统 

定理 2 由 方程 (24. 3-1) 所 描述 的 系统 在 时 刻 to 为 完全 能 观测 的 必要 充分 条 件 
是 ;存在 时 刻 nn EZt 之 to) ,使 得 由 转移 算 阵 (r,t) 及 观测 矩阵 果 (r) 所 构成 的 nXn 
能 观 性 矩阵 


M(t 1) = 站 BT to HT HO GC, to de 
0 


为 满 秩 矩阵 , 即 rankMwo ,)= 二 n. 当 系 统 (24. 3-1) 为 定常 系统 时 ,该 系统 完全 能 观测 
的 必要 充分 条 件 是 
rankt% 一 rank(H' | ATHYT | CAD? HT | 72 | (CADTIHT) = n, 


例 2 卡尔 曼 问 题 

如 图 24. 3-2 所 示 的 电网 络 中 ,vl) 是 输入 电压 ,i( 四 是 输出 电流 ,状态 变量 取 电 
容 C 上 的 电压 降 z1() 及 电感 L 上 的 电流 x2 (2). 问 该 系统 是 否 完 全 能 控 与 完全 能 
观测 ? 

解 ”根据 基 尔 埠 夫 回路 定律 ,可 得 该 系统 的 状态 方程 为 ; 


1 1 
| 
Xz 


EC 0 Xl RC i(D) Xx2(D) 
| + vt) . 人 ~ 
Fk, 


24. 3-2 
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1 1 
RIC (RIC)’ 
1 也 1 _Ek 
L Ls RI 


由 此 可 得 : 当 且 仪 当 RRC 关 L 时 ,系统 完全 能 控 且 完全 能 观测 
24. 3.2 离散 系统 的 能 挖 性 与 能 观测 性 


给 定 线性 时 变 系统 
XR 1) = BE REx) BCRYnCk), 
yk) = HOEYxCE) + DR) uCE), 
其 中 x(4) 是 nn 维 状 态 癌 量 ,wu(&) 是 7 维 控制 向 量 , y(8) 是 mr 维 输 出 向 量 ,@,B,H,D 
分 别 为 nXn,nXrmXn,mXr 和 矩阵 .假定 控制 向 量 ua(8) 与 输出 向 量 y(8) 均 为 已 知 . 
定义 3 如 果 线 性 时 变 系统 (24. 3-2) 对 时 刻 的 任意 初始 状态 x(10) 二 x(0), 存 
任 正 整数 入, 使 得 只 要 选取 适当 的 控制 信号 序列 (0) 一 &a EC) 一 中 (三 ) 
UN 一 1 一 Et ) ,就 可 使 x(0) 转 变 为 x(N) = 二 0, 即 回 到 状态 空间 的 原点 , 则 称 线性 
时 变 系 统 (24. 3-2) 在 时 刻 i 是 完全 能 控 的 . 如 果 在 系统 有 定义 的 时 间 区 间 内 的 任 一 
时 刻 都 是 完全 能 控 的 , 则 称 此 系统 为 完全 能 控 系 统 . 
定理 3 由 方程 (24. 3-2) 所 描述 的 系统 在 时 刻 % 为 完全 能 控 的 必要 充分 条 件 
是 :存在 正 整 数 N, 使 nxn 能 控 性 和 矩阵 
W(0,N) =(B(N—1) | GN,N— DB(N—2) | BON,N— 2)BCN— 3) | … 
| BCN, 1) BCO)) 
为 满 秩 矩阵 , 即 rankW(0,N) 二 n, 当 系 统 (24. 3-2) 为 定常 系统 时 ,该 系统 完全 能 控 的 
必要 充分 条 件 是 
rankQ. = rank(B| BB | BB|-.…|6™B)=n. 
定理 4 系统 (24, 3-2) 在 时 刻 to 为 完全 能 控 的 必要 充分 条 件 是 ,存在 正 整数 N， 
使 ” 久 ? 矩 阵 


OY 
~ 


1 
下 
[ 
1 


(24. 3-2) 


Nl 
SO,N) = DBON,i+ DBOOBT ODN,i+1) 
1 一 站 


为 满 秩 算 阵 , 即 rankSC0,N)==nn. 

定义 4 如 果 线 性 系统 (24. 3-2) 对 时 刻 ,存在 正 整 数 N, 使 得 由 输出 

yto) = yO Ya) = yD) ylty) = yCN) 

便 能 唯一 地 确定 系统 在 i 时 刻 的 状态 x(0), 则 称 线性 系统 (24. 3-2) 在 时 刻 加 是 完全 
能 观测 的 . 如 果 在 系统 有 定义 的 时 间 区 间 内 的 任 一 时 刻 都 是 完全 能 观测 的 , 则 称 此 系 
统 为 完全 能 观测 系统 . 

定理 5 系统 (24. 3-2) 在 时 刻 & 为 完全 能 观测 的 必要 充分 条 件 是 :存在 正 整数 
N, 使 nxm(lN 十 了 矩阵 
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NO0,N) 一 (所 (0) | @ (1,0), HM) | ®@ 7 (2,0)HT(2) | … | BT CON,0) HT CN)) 
为 满 秩 和 矩阵 . 当 系 统 (24. 3-2) 为 定常 系统 时 ,该 系统 完全 能 观测 的 必要 充分 条 件 是 
rank@y = rank(H? | BHT | (BY) HT | | (B"H) 一 
定理 6 系统 (24. 3-2) 在 时 刻 加 为 完全 能 观测 的 必要 充分 条 件 是 :存在 正 整数 
NN, 使 nxn 算 阵 


RO,N) = D870 HT DH G0) 
为 满 秩 抢 阵 , 即 rankR(0,NN) = 二 nn, 
24.3.3 能 控 性 与 能 观测 性 的 对 偶 关 系 


对 给 定 的 连续 线性 时 变 系统 (24. 3-1) , 作 另 一 系统 


| =— AT()XC) + HT Oa), 
sy (24, 3-3) 


y0) = BT(AxCE). 
定义 5 由 方程 (24. 3-1) 所 描述 的 系统 与 由 方程 (24, 3-3) 所 描述 的 系统 , 称 它 们 


互 为 伴随 系统 . 
定理 7 连续 线性 系统 为 能 控 ( 能 观测 ) 的 必要 充分 条 件 是 ; 它 的 伴随 系统 为 能 
观测 (能 控 ) 的 . 
定义 6 定理 7 所 陈述 的 连续 线性 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 的 关系 , 称 为 对 偶 关 
系 . 
对 给 定 的 连续 线性 定常 系统 
dr) _ 
| 一 人 (从 十 Bu(D， L243) 
yi) = Hx(), 
作 男 一 系统 
(24. 3-5) 


| 一 Arz( 四 十 ro(D)， 


w(t) = 吾 (2). 
定义 7 由 方程 (24. 3-4)? 所 描述 的 系统 与 由 方程 (24. 3-5) 所 找 述 的 系统 , 称 为 互 
为 伴随 系统 ， 
定理 8 连续 线性 定常 系统 为 完全 能 控 ( 能 观测 ) 的 必要 充分 条 件 是 它 的 伴随 系 
统 为 完全 能 观测 (能 控 ) 的 ， 


3 24.4 动态 规划 方法 


24. 4.1 用 动态 规划 解 离散 型 最 优 控制 问题 的 方法 


给 定 离散 时 间 系 统 的 状态 方程 
+ 963 ， 


Xt 二 1) 一 大 有 区 (到 ) HR)) (k=0,1,2,." ,NO—1), 


{24. 1-5) 
xX(0) = x 

与 一 组 约束 条 件 

HX) 0 《z 一 l ,2 p). (2d. 4-1) 
满足 约束 条 件 (24. 4~1) 的 容许 控制 集 记 作 2. 设 性 能 指标 (目标 泛 孙 ) 为 

j= SCx(0), (uk):k = 0,1,2,. ,No 1}) 
Nl (24. 1-10) 
= > ,GeCx(Ce ,uk)) + Gn (x(N)), 

人 

其 中 Cn (xtk) ER 为 与 第 kk 次 控制 ulk)tE=0,] 2 sn ;NN 一 1) 相 应 的 价格 (效益 或 


损失 ). 
用 动态 规划 解 离散 型 最 优 控制 问题 的 步骤 : 
1. 令 fo(x(N))= 二 Gn (x(N)), 其 中 
xtN) = f(N—1,x(N— 1) ,uN 1)); 
2， 对 和 任 --- 状 态 x(N 一 1), 册 
Atx{N—1)) 一 ,In CON (x(N— 1) ,uN—1)) + fo (x N))) 
求 出 使 右 端 取 最 小 值 的 wu* CN 一 1) ,是 x(N 一 1) 的 函数 ,于 是 得 
fi(x(N—1))= Gyi(x(N—1),， wu (ND—1)) 
二 fotf N11), xCN—1), wu’ (NO 1)); 
3. 对 任 一 状态 xCNN 一 2) ,由 
fr(x(N—2)) = nin (Gn (xCN— 2 .Nm 2)+ F(XN Oo— DD)) 
求 出 使 右 端 取 最 小 值 的 凤 (N 一 2), 它 是 xCN 一 2) 的 函数 ,于 是 得 
f(x(N—2))= Gyz (x(N—2),u° (N—2)) 
十 (FCN 一 2),xC(N— 2),u" (NO— 2)); 
4. 一 般 地 ,车 已 求 出 fw-crp (x(i 十 了 )), 则 对 任 一 状态 x( 引 ,由 
fw-: (xX(2)) = nin (Gi (x(i), WC2)) 十 faery (X(t 1))) 


求 出 使 右 端 取 最 小 值 的 w* ( 引 , 它 是 xC 站 的 晃 数 ,于 是 得 
fn (xD) = Gx CD) fry Cf iy TCD) 
5. 重复 步骤 4, 算 到 ;一 0 为 止 , 便 得 最 优 控 制 策 略 
ui” (CN—1) nn (Ne—2),°u" (1) ,wu" (0) 

及 目标 泛 苑 的 最 小 值 fy (x(0)). 

在 这 里 ,将 离散 最 优 控制 问题 的 离散 时 间 & 一 0,1，… 六 一 1, 作 为 动态 规划 模型 
中 的 阶段 ,整个 问题 成 为 一 个 N 阶段 的 过 程 . 一 个 容许 控制 就 是 动态 规划 模型 中 的 
容许 策略 ,最 优 控制 就 是 最 优 策略 . 此 外 ,对 于 任意 的 阶段 ,过 程 处 于 状态 x(&) ,从 
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此 开始 的 N 一 个 阶段 的 子 过 程 ,其 控制 称 为 子 控制 ,其 轨 线 称 为 子 轨 线 . 使 用 这 些 
术语 ,可 以 将 动态 规划 理论 中 的 最 优 性 原理 ,结合 离散 型 最 优 控制 问题 的 情形 叙述 
如 下 ， 

定理 1( 最 优 性 原理 ) ”最 优 控制 必须 具有 如 下 性 质 :不 论 过 程 如 何 进 入 到 状态 
Zz 人 ) ,此 后 的 子 控制 必定 构成 最 优 子 控制 , 或 者 说 ,最 优 控 制 可 以 仅 由 最 优 子 控制 来 
形成 , 

设 初始 状态 为 z(0). 如 果 gw (0) ,wr' (1),……,w"《N 一 1) 是 最 优 控 制 ; (与 之 相应 
的 x(0) ,x (1),…,x* (NN) 是 最 优 轨 线 ), 那 么 对 于 任意 ,wu" (CR (Ck 十 1)，**， 
8 CN 一 1]) 必 须 是 从 状态 xp 的 起 的 最 优 子 控制 ,( 相 应 地 x (8) ,x (二 十 1) ww， 
x* CN)) 构 成 从 x" (&) 起 的 最 优 子 轨 线 )， 


24. 4.2 离散 型 随机 线性 二 次 最 优 控 制 问题 的 解法 


给 定 系 统 的 状态 方程 为 
xCk 二 1) = Bk 1 Rx) + BO) uCE) (24. 4-2) 
Ck 一 0,1,2, ,NCO— 1), 
二 次 目标 泛 函 为 
Nl 
J = SxTORACR) YR + wT ADORE) + xT (NACN) XCN). 


(24. 1-13) 
定理 2 若 线 性 系统 的 状态 方程 为 (24. 1-2) 式 ,日 标 泛 陋 为 (24. 1-13)? 式 , 则 使 目 
标 泛 函 /达到 最 小 值 的 最 优 控制 为 线性 负 反 馈 控 制 : 
和 (天 ) =— LR)xCk) (一 0 ;2 人 一 1)， 


其 中 
LC(E)= (DER) + BT OR)SCE + 1) BE) 
。 BTCR)YSCkT DDE RY (=0,1,2,.…,N—1). 
S(k) 由 下 列 递 推 公 式 计算 
SC(h)= ACkR) + BT Rl RISE 1 BE 1,k) 
— Bk 二 1,k) SC 1) BE) 


(DA) + BT ORISCR + 1) BORED) « BTOR) SC 1) (RE 1,k) 
(k= No—1N—2,.…,1,0)., 
初始 值 为 SCN)= 二 ACN). 目标 汽 函 的 最 小 值 为 
riny = x (0)S(0)xt0). 


24.4.3 和 连续 系统 的 哈密 顿 - 雅 可 比 - 贝 尔 曼 方 各 


给 定 连续 系统 的 状态 方程 为 
* 965 ， 


| 全 一 - 人 HE ) 和 


《24. 1-1) 
xtto) 一 和 ， 
性 能 指标 (上 月 标 泛 酌 ?为 
了 一 | folt XH) HD Dd + gh xt) ), (24.1-9) 
其 中 天 是 其 变 元 的 连续 晃 数 ， 


定理 3 车 连续 系统 的 状态 方程 为 (24. 1-1) 式 ,目标 泛 函 为 (24. 1-9) 式 ,容许 控 
制 集 为 只, 定义 


V(tx(D) = ai 人 (| falrsx(D ult) dr + gl x(h)))) 
因而 
Yo ,ea) = min(| folrsxCn) sun) adr + gh ,x(n))), 
各 tp 
则 哨 数 V(t,x(2) ) 满 足 偏 微分 方程 


T 
— EE min( fle x uD)) + (FEEL) fl,x60) sD))). 
(24. 4-3) 
边界 条 件 为 V(t x(n ))= gi XE )) ;其 中 
(EL) = E24 aV av ) 
dx gr Ox” “dr 


方程 (24. 4-3) 称 为 哈密 顿 - 雅 可 比 - 贝 尔 曙 方程 . 在 一 般 情况 下 这 个 方程 的 求解 
二 分 困难 ,甚至 无 法 求 得 解析 解 ， 


24.4.4 连续 型 线性 二 次 最 优 控 制 问题 的 解法 
给 定 系统 的 状态 方程 为 


A = AG)x(t) + BOOuG), 
(24. 1-2) 
X(to) 一 怠 ， 
工 次 目标 沙 因为 
J 一 | 1 xT (QO xO 4 ur ORC uC) + 2uT C0) PO YO) 
D (24. 4-4) 


+ 2x (al) 十 28 COC a + x (1) SC ) z(t ), 
其 中 x() 为 nn 维 状 态 同 量 ,w(f) 为 7 维 控制 向 量 ,A0) QO) SG) 为 nXn 组 阵 , BO) 
为 nXr 知 阵 ;ROD) 为 rXr 答 阵 ,PO) 为 rxXn 短 阵 ,a( 四 为 nl1 和 矩 阵 ,b(t) 为 rX1 算 
阵 , 其 元 素 都 是 i 的 连续 函数 , 且 尺 ( 刀 为 正定 矩阵 ,Qi ,S02) 为 对 称 和 矩阵 . 
定理 4 大 连续 系统 的 状态 方程 为 (24. 1-2) 式 ,目标 泛 晓 为 (24. 4-4) 式 ,容许 控 
”966 ， 


制 集 为 2 则 目标 泛 晃 的 最 小 值 为 
Vito ,X(to)) = min 7 = Kolto) + 2x (10) Ki (to) tx (to) Ks (to)xtto), 
其 中 Ko 人 ,Ki ,Kz (1) 由 下 列 微分 方程 确定 ， 
Kolt) = (b+ BKI)TRT b+ BIK), Koln) = 0; 
Ki(Q) = (P+BIK)TR D+BKR) —a— AK,Ki (ln) = 0; 
Ks(t) = (P+BIKTRTICP+BIKR) —Q— KiA— ATK,, Klti) = SC). 


3 24.5 最 小 值 原理 
24,5,1 连续 系统 的 最 小 值 原理 


给 定 系 统 的 状态 方程 为 
ED 一 fl x2) uCD)》， (24. 1-1) 
目标 泛 隧 为 
j= 上 fx ud + gh xn)). (24. 1-9) 


容许 控制 集 为 2,0 为 R" 中 的 出 子 集 , 在 许多 实际 问题 中 它 还 是 有 界 闭 集 . 
引进 一 组 辅助 变 其 (或 称 共 态 变量 ) ， 
AC2) = CAD As CD As (1))!, 
向 量 4( 四 又 称 为 协 变 向 量 . 
定义 1 晴 数 
HO XC WA) = A FO XO HD) — fo Ct x ult)) 
称 为 哈密 顿 中 数 . 
定理 长 最 小 值 原理 ) 设 系统 的 状态 方程 为 (24. 1-1) 式 ,目标 泛 函 为 (24. 1-9) 
式 ,容许 控制 集 为 只, 并 设 Fix, 四 的 各 个 分 量 fi Gyx;y 习 及 
Er ,sks ,ee (i, = 1,2300 sn) 
Tt 
关于 变量 1,zx,w 都 是 连续 的 . 车 u" (1) ED 为 最 优 挖 制 ( 使 目标 泛 函 J 达到 最 小 )， 
Xx" (四 为 对 应 于 wu" (的 最 优 轨 线 , 则 必 存 在 一 个 连续 协 变 向 重 1” (2) ,使 得 


(1 xz” (如 与 A" () 满 足 正则 方程 组 {或 称 哈密 顿 方程 组 ) 
dr (ty _ aH 。 。 : 
一 (人 (3 
(24. 5-1) 


a0) __3aH 。 。 ， 
= Fp dh (uM” CF A” C(t)). 


(2) 哈密 顿 晒 数 互 G x" (02) ,wl ,4" (1)) 作 为 ww(7) 的 隙 数 , 在 uci) = 二 ww” (t) 时 达 
* QB67 。 


到 霹 小 值 , 即 对 :E€1Lz ,ti] 有 
H(tyx” Ct) ou (i) A’ (t)) = mnl (tx 《有 下 (1)), 


(3) 边界 条 件 如 下 确定 : 
1] 若 已 给 定 x(5) = 六 ,xD) 一 六 , 即 为 固定 端点 的 控制 问题 , 则 正则 方程 组 
《24. 5-1) 的 边界 条 件 为 
Xt) = PR, x) = wx; 
2 车 已 给 定 x( 加 ) 一 如 ,但 xi) 是 自由 的 , 即 为 自由 终端 控制 问题 , 则 正则 方程 
组 (24. 5-1) 的 边界 条 件 为 
x(to) = HW, A(t) = 0; 
3 着 初始 时 刻 to 给 定 , 终 端 时 刻 志 是 肌 由 的 , 即 为 自由 终端 时 间 控 制 问题 ,这 时 
多 了 一 -个 独立 参数 ,为 了 确定 参数 ,还 希 附 加 一 个 条 件 . 对 于 1 ,2 两 种 情况 ,只 
要 在 相应 的 边界 条 件 中 添加 关系 日 C4 yx yu(h) ,A(n)) 二 0, 即 可 确定 参数 4. 


24.5.2 离散 系统 的 最 小 值 原理 


给 定 系 统 的 状态 方程 为 
《大 1) 一 k， ? — Vriesly™ 9 
FD = fx ke0 2 ND, ,1.8) 
xX(0) 一 刀 ， 
目标 沁 消 为 
| 
J= DG x(k) ,uk)) + Gn (xCN)), (24. 1-10) 
£0 
容许 控制 集 为 2 


引进 一 组 辅助 向 入 序列 ( 称 为 协 变 向 量 序列 )， 
{ACR) :R= 1,2,..,N). 
定义 2 因数 序列 
H(E)= HR, x Ck) ,wk) AR 十 1)) 
= AT{k 二 1) FOE XR) , uk)) — GO CxCk) ,wk)) 
(k= 0,1,2,.",N— 1) 

称 为 哈密 其 函 数 序列 ， 

定理 2 最 小 值 原 理 ) 设 系统 的 状态 方程 为 (24. 1-5) 式 ,目标 泛 函 为 (24. 1-10) 
式 , 容 许 控制 集 为 吕 . 春 te" (ER 为 最 优 控制 (使 目标 泛 画 了 达到 最 小 ),{x” (此)) 
为 对 应 于 (wu”《&)} 的 最 优 胃 线 , 则 必 存 在 一 个 协 变 向 量 序列 {4" (8k)) ,使 得 

(1) x* (与 (满足 正则 方程 组 

x (有 十 1) 一 太 (Ex (ER (ER 一 012 一 1)， 


寺 9 玛 得 T 二 
A* (k) = 3 ks CR) su” Ck)) ) 4 (k++ 1) 


__30_ EN 9 ， 
了 CR CR) uk)) (k= N—1,N—2,,2,1); 


* 968 。 


(2) 了 哈密 顿 熙 数 序列 态 (k x(k) ,utk) ,XA(k)) 对 每 一 个 Ck==0,1,2,…, NN 一 1)， 
最 优 控制 na* () 或 者 满足 


aH , , 


或 者 使 HC(k,x" C8) ,wk ,A* (让 十 1)) 在 wt) 二 w* (kk) 时 达到 局 部 最 小 值 (相对 于 几 
中 的 控制 向 量 而 言 ); 
(3) 边界 条 件 如 下 确定 ， 
1° 若 已 给 定 x(0) 二 忒 ,x(N)== 熙 , 则 边界 条 件 为 
xX(0) = ,xXCON) = Yi, 
2 若 给 定 x(0) 二 名, (和 二 x 让, 则 边界 条 件 为 
x(0) = 如 (CN) = x ; 
3 若 给 定 x(0) 二 x ,而 x (CN) 未 给 定 , 则 边界 条 件 为 


_ 3Gw (x(N)) 


x({0) 一 如 Aj CIN) 一 az (CN) 


Y《24.6 随机 系统 的 最 优 控制 


24.6.1 基本 概念 


定 关 1 设 {x(&)) 二 {Cx CR), (Re 一 0,1,2,…) 是 一 工 维 省 机 
向 量 序列 (参看 13. 3. 1) ,如 果 在 {x(&)} 中 任意 取出 有 限 多 个 向 量 构成 一 个 随机 向 
其, 而 此 向 量 的 联合 密度 匡 数 为 正 态 分 布 (参看 313. 3. 1) 则 称 此 序列 为 正 态 随机 序 
列 ， 

十 头 2 人 设 ix(k)} 是 一 维 随机 向 喇 序 列 ; 如果 该 序列 的 协 方 差 和 矩阵 ( 参 看 
9 13, 5, 2) 具 有 下 列 性 质 ， 

cov 一 0 【 圳 和 矩 阵 ) 全 尖 门 ， 

则 称 此 随机 序列 为 白 噪 声 序 列 ,否则 , 称 此 随机 序列 为 有 色 隅 声 序列 或 相关 噪声 
序列 . 

定义 3 如 末 一 个 随机 向 量 序 列 既 是 白 品 声 序列 又 是 正 态 随 机 序列 , 则 称 此 序 
列 为 正 态 白 嗓 声 序列 . 


24. 6.2 卡尔 曼 滤 波 方 法 


定义 4 设 x(k) 表 示 状 态 向 盘 x( 和 ) 的 估计 值 ,如 果 x () 满 足以 下 两 个 条 件 ， 
(01) x(&) 是 观察 值 01) ,z(2),…,z00) 与 w(1) ,wu(2),… (人 的 线性 函数 ; 
(2) 最 优 的 统计 意义 是 指 估计 误差 的 协 方差 乞 阵 的 迹 ( 和 参见 5, 5, 3) 为 最 小 , 妈 
trC(E{ x Ch) — xCR)) CXCE) — x(k)) TY) = min, 
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则 称 估计 x (&) 为 极 小 方差 线性 估计 ,或 称 x(&) 为 最 优 线性 滤波 
定理 1( 卡 尔 曼 滤波 定理 〉 设 
(1) 随机 系统 的 状态 方程 为 
x(k 二 1) = BR 1, Rr) + TR WE) 
(k= 0,1,2,.…), 
输出 方程 为 
zk) = HEYXCE) vk) (k= 1,2,); 
(2) 初始 状态 x(0) 的 均值 向 量 为 E{x40)} 二 pw ; 协 方差 矩阵 为 
var{xC0)} = E{(x(0) ~ po) Cx(0) — p00)T} = P, 
有 x(0) 与 Ww) ;wv(k) 均 不 相关 ; 
(3) 白 品 声 序 列 {w(&))} 与 {ov(8)} 满 足 
E{wk)} = 0,E{v(k)} = 0,E(wk)v (0)} = 0, 
QR)， 当 有 = 二 j 时 (Q(R) 宕 人 0)， 
0， 当下 关 了 时 ， 
REDJ， 当 开 一 7 时 (RCR >>0)， 
0， 当 太 天 了 时 ， 


E{wlg)}w' (7)} = | 


E{v(k}v (7)} = | 


则 有 下 列 滤 波 与 顶 测 公式 ; . 
(1) 状态 回 基 x() 的 最 优 线性 滤波 x (8) 由 下 式 北 推 计算 
x(k 二 1)= BET AXE + KI (k+l) 
— HG DE 1,k) x(k)) 
Ck = 0,1,2,"°). 
初始 值 为 x C0) 二 jw ,其 中 
天 (十 JJ 一 PETI/DHT E+) 


+ CHOCE+ 1)P(ET LI/R) HT RE , 


【天 < 一 0 1 2 
Plk+ 1/k) = BR 1 REPO CR 1,k) TOE QR TT CE) 
{Rk = 0,],2,*). 
而 站 流 的 误差 方差 矩阵 P(E) 满 足 


Plg+1) 一 (一 天 (下 十 瑟瑟 起 十 1)PCR 十 1 
(k= 0,1,2,-…), 
初始 值 为 Po0)=P, 


(24, 6-1) 


(24. 1-12) 


(24. 6-2) 


(24, 6-3) 


(24.6-4) 


(24.6-5) 


(2) 状态 向 量 x() 的 估计 值 x (&) 的 最 优 线性 预测 x(& 十 1/ 妈 由 下 式 计算 
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xY(k 十 1AR) 一 DET EX (k=0,1,2,..), 
或 由 下 式 递 推 计算 
XRF1/E)= GET1R) RCE/ LT— 1) 
+ KOE) C2) 一 HOR) x Ck— 1)) 
(2 二 1,2,…). 初始 值 取 x (1/0)= 二 (1,0)ypw. 式 中 的 KK( 如 由 (24..6-3) 式 、(24. 6-4) 式 
与 (24. 6-5) 式 递 推 计算 ,初始 值 为 
P(t1/0) = B(1,0)P® (1 ,0) + T(0) QO TT (0). 
定理 其 卡尔 受 滤 波 定理 ) 设 
《1) 随机 系统 的 状态 方程 为 
(上 十 1) = BE 1 RX) + BOWCE) + TOR) rwCk) 
(k = 0,1,2，…)， (24. 6-6) 
输出 方程 为 
zk) 一 HOR)xXCE) cok (k= 1,2,.). (24. 1-12) 
(2),(3) 与 定理 1 的 条 件 (2),(3) 相 同 . 则 有 下 列 滤波 与 预测 公式 ; 
(1) 状态 向 量 x 的 最 优 线性 一 步 预测 公式 为 
XE/ = BE 1 RCR) + BC uk) 
(k= 0,1,2,.), 
(2) 状态 向 量 x(8) 的 最 优 线性 滤波 公式 为 
rk 二 = x(k 二 1/k) + K+ 1) 
+ (z(t+ DD) — HR+DXE+ 1/R)), 
(3) 状态 向 量 x(k) 的 最 优 滤波 递 推 公式 为 
x 二)= BT AXE + K+ 1) 
* (ztk+1)— HE IB 1,k) (CR)) 


(24.6-7) 
+ (I— KCE+1)HG+1) BE))u(R) 
(k= 0,1,2,."*), 
其 中 KC) 由 公式 (24. 6-3) 式 、(24. 6-4) 式 与 (24. 6-5) 式 计算 . 初始 值 为 
x{0) = E{x(0)} = po , P(0) = varfx(0)) = Pu (24. 6-8) 


24. 6.3 随机 控制 系统 的 分 离 定 理 


给 定 随 机 控制 系统 的 状态 方程 与 输出 方程 分 别 为 (24. 6-6) 式 与 (24. 1-12) 式 , 初 
始 状态 x(0) 是 正 态 N(po ,Po 随机 问 量 ,Ca 一 Ex(0)) ,Po 二 var{x(0))),{w(k)}) 与 
(8 分别 为 户 维 与 普 维 的 零 均 值 正 态 白 噪声 序列 , w(E) ,wv (8) 除 满足 (24. 6-2) 式 


* O71l 。 


E{x(O)w (k)} =0, Ef{x(0)v (&)}) 一 0. (24, 6-9) 

定义 $ ”如果 在 由 方程 (24. 6-6) 与 (24. 1-12) 所 描述 的 随机 系统 中 ,所 能 得 到 的 

有 效 信息 是 量 测 值 
i= (x 1) ,rT 2), CR)) 
与 初始 状态 分 布 xt0) ,但 每 个 z() 中 含有 量 测 嘻 声 ,因而 系统 的 确切 状态 无 法 得 知 ， 
则 称 此 系统 为 非 完 全 状态 信息 系统 . 如 果 输 出 方程 (24. 1-12) 中 ， 
H=1,v(k) 三 0 

从 而 z(8) 二 x() ,因此 由 盟 测 值 即 可 得 知 系统 的 确切 状态 , 则 称 此 系统 为 完全 状态 
言 息 系 统 . 

定理 3( 非 完全 状态 信息 系统 的 分 离 定 理 ) 设 系 统 的 状态 方程 与 输出 方程 分 别 
为 (24.6-6) 与 (24. 1-12), 且 WwCk) ,vw(8) 满 足 (24. 6-2) 式 与 (24. 6-9) 式 . 若 控 制 系统 
的 目标 泛 函 为 


只 一] 
J= > CxT EA YE) Fu Ck DC uCE)) 
£0 


+xT(N)ACN)xCN), (24. 1-13) 
上 鞭 中 A(k) 之 0,DL&) 之 0,NN 为 任 一 指定 的 正 整数 , 则 使 ElJ)} 达 到 最 小 值 的 最 优 控 
市 为 
HU" (Ck) =— LR) ECER)Y (R=0,l1,2, NO—1), 
其 中 x(&) 为 状态 向 量 x(%) 的 卡尔 曼 滤波 ,由 定理 2 中 的 (24. 6-7) 式 (24. 6-8) 式 与 
定理 1 中 的 (24. 6-3) 式 (24.6-4) 式 (24. 6-5) 式 计算 ;L(8) 由 下 列 递 推 公式 计算 
LCk) = (DCR) + BT OR)SCGE+1) BR) » BTOE)SCE + DD B+ 1,k) 
(k=0,1,2,.…,N— 1). (24. 6-10) 
SC(k) 由 下 列 递 推 公式 计算 
S(k)= ACKR) TB E11, SE 1) BE 1,k) 
— LT (DG) + BT OR) SC 1) BCR))LCE) 
(k= N—1,N—2,..,1,0). (24, 6-11) 
初始 值 为 SCN) 一 A(CN). 目标 泛 函 的 最 小 值 为 
minE{J}= pa SC(0)po + tr(SC0)Po) + SS 二 DTCOQOTT ED)) 


=D 


hn 广 ] 
+ Dtr (POLT CE) CDCOR) 十 BTCE)SCGE 十 1)BCR))E(CE) 


(此 处 的 符号 trA 表示 和 扼 阵 A 的 迹 , 定 义 为 4 的 主 对 角 线 上 元 案 之 和 )， 
定理 4( 完 全 状态 信息 系统 的 分 离 定 理 ) ” 设 具 有 完全 状态 信息 的 随机 系统 的 状 
人 态 方 程 为 (24, 6-6) 式 ,系统 的 初始 状态 x(0) 与 {wt%)} 中 的 任 一 向 量 都 不 相关 . 若 控 
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制 系统 的 目标 泛 晃 为 (24. 1-13) 式 , 则 使 E{J} 达 到 最 小 值 的 最 优 控制 为 
uu” (RkR) =— LExCR) (k= 01,2,.",N— 1), 

其 中 上 L(&) 仍 由 (24. 6-10) 式 与 (24. 6-11) 式 计算 . 目标 滋 国 的 最 小 值 为 
minE{J}= po SCO)p + tr(S(0) Po ) 


Tt 


全 一 1 
十 DtrCSCE+ DTC QE TT Ck)). 


点 二 习 
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25. 最 优化 方法 
825.1 线性 规划 


25.1.1 线性 规划 问题 的 一 般 形 式 


求 线性 目标 函数 在 具有 线性 等 式 或 线性 不 等 式 的 约束 条 件 下 的 极 值 ( 极 大 值 或 
极 小 值 ) 问 题 , 称 为 线性 规划 问题 ， 
具有 mm 个 不 等 式 约束 条 件 与 n 个 变 基 (这 样 的 变量 称 为 决策 变量 ) 的 线性 规划 
门 题 的 一 般 形 式 为 求 目标 晃 数 z 的 最 小 值 
minz = Cz 二 care 十 十 czn， 
其 约束 条 件 为 
QI 十 CT2 十 十 Qnrn 寺 1， 
a2iT1 十 Go2T2 十 十 anTa 和 
nt [25. 1-1) 
am Xl 二 ams 十 十 dmx 扫 世 ， 
十] 之 [0， Tn > 0 ra > 0, 
若 用 向 量 与 矩阵 的 符号 , 则 (25. 1-1) 式 可 简 记 为 
minz 一 CTx， 
Ax 去 
YX 之 0， 
其 中 xx 一 (zzeeotr 和 了 zi 人 一 1,2……2) 为 决策 变量 ,ec 一 (clycz ycn) 蕊 
R",c, (07 一 1 2 4,n) 称 为 价格 系数 ,b= 二 (5 ,2 并 E 于 ,4 一 (ai )nxo 称 为 系数 
短 隆 (n>m). 
符 某 线性 规划 问题 中 的 变量 只 受 等 式 约束 的 限制 , 则 其 一 般 形 式 为 
minz 一 elx, 
Ax = b, 
二 之 0， 
其 中 x 二 (x yxeyyT) ER ye =(eyct co) ER ,b= ,6b ,0 bn) ER", 
A= Ca, jnxn Cn >). 
背景 问题 举例 ” 设 一 经 济 系统 , 消 耗 m 种 资源 ,生产 种 产品 . 假设 每 生产 第 ; 
种 产品 一 个 单位 ,获得 效益 为 一 ,而 消耗 资源 ii 二 1,2,*…* ,710) 为 个 单位 . 又 设 资 
源 让 的 拥有 最 为 访 单位 G 一 1,2, ,mm). 一 个 生产 计划 方案 为 ,对 于 j 二 1,2,…,n, 生 
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(25, 1-2) 


产 产 品 了 共 c 个 单位 . 这 样 ,为 寻求 总 效益 最 大 的 生产 方案 ,就 导致 如 (25. 1-1) 式 的 
线性 规划 问题 . 其 中 的 目标 函数 =, 一 z 为 对 应 于 生产 方案 z 一 (zlyzz，……z) 的 总 
效益 ,第 ;个 约束 不 等 式 的 左 端 为 实施 方案 . z 时 对 第 i 种 资源 的 总 消耗 量 , 因 而 不 能 
大 于 己 , 约 束 之 0 意义 自明 . 此 例 中 特别 称 矩 阵 A 二 (Cas )x* 为 消耗 矩阵 . 

车 某 线性 规划 问题 中 有 ! 种 资源 受 等 式 约 束 的 限制 ,有 mm 一 ! 种 资源 受 不 等 式 约 
束 的 限制 , 则 其 一 般 形式 为 


minz = eix, 


jas =b {t= 1,2,,0), 
j=1 


>》 7a6zj 之 外 (并 一 了 7 十 1 十 2 和 Mi)， 
j=1 
Li 之 0 (1 = 1 2 人 
其 中 Cl =(c Cac ) ER, x=(x ,res TZ,) EER", 
25. 1.2 化 线性 规划 的 一 般 形式 为 标准 形式 


《25.1-2 式 称 为 线性 规划 的 标准 形式 . 因为 任何 其 他 形式 的 线性 规划 问题 ,经 过 
形式 上 的 改变 ,都 可 化 为 (25. 1-2) 式 的 形式 . 
(1) 阁 第 个 约束 为 不 等 式 


Da, > 
则 引进 非 负 变量 ( 称 为 松弛 变量 ) 
zak 一 > ouzi —h& > 人 0， 
使 原 不 等 式 约束 化 为 等 式 约束 
$s ih 
(2) 其 第 & 个 约束 为 不 等 式 

则 引进 非 负 变量 ( 称 为 松弛 变量 》 

ae, 
使 原 不 等 式 约束 化 为 等 式 约束 和 

Do th 
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(3) 若 对 变量 x 没有 非 负 限制 ( 称 为 自由 变量 ), 则 可 引进 两 个 非 负 变量 必 之 0， 
已 交 0, 且 令 
Xj = Xi— Xj 
代入 等 式 约束 Ax 二 B 中 , 即 可 化 为 具有 非 负 要 求 的 标准 形式 . 
(4) 若 目 标 函 数 为 极 大 化 
maxz 一 CIY， 
则 只 需 将 目标 函数 乘 以 (一 1), 即 可 化 为 等 价 的 极 小 化 问题 
min(— z) =—=— ex. 
例 1 将 下 列 线性 规划 问题 化 为 标准 形式 
maxz = 2z] — Xs 十 Zs. 
Xl1 二 3x; 一 2 20, 
22 一 Xz 十 XI 之 12， 
Xl 一 4za 一 4za 之 2， 


TiT 0 2 过 交 运 人 


约束 条 人 


解 ” 标 准 形式 为 
min(— z) =—2z1 + zx — zt Oz + Ozxs Oxs 十 0zr， 
zi 十 3zs 一 za 十 x 一 22， 
2zi XT 二 x xs = 10, 
约束 条 件 。 zl 一 4zz 一 4z3 一 xs 二 10， 
好 十 冯 二 44， 

Ty Ta TI 9 Ta 9 Ts TE 9 之 0, 
注意 因 变 量 xz; 有 上 下 界 ,2 筷 6. 所 以 用 二 x3 一 2 代替 x, 有 昌 0 才 z3 寺 6 一 2 二 和 
并 用 新 变量 xs 替换 目标 函数 与 约束 条 件 中 所 有 的 原 变 量 zx; ,再 将 上 限 约束 列 为 新 
的 约束 条 件 并 化 为 等 式 . 由 于 目标 函数 加 -常数 项 不 会 改变 最 优 甫 (注意 会 影响 最 优 
值 ) ,此 处 去 掉 了 将 xs 代 人 目标 函数 而 产生 的 常数 项 . 


25. 1,3 线性 规划 问题 解 的 概念 
给 定 线 性 规划 问题 的 一 般 形 式 为 


minz = ci x, 
Ax =b, (25. 1-2) 
之 小 
设 
A = (a Jnxn = CP ,Ps P,P,), 
式 中 
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PP 一 (ay aa 和 am (= 1,2,,n), 
且 
有 天 0 (= ,dn). 
于 是 (25. 1-2) 式 中 的 约束 可 表 为 
(> 十 Px 十 十 Pr 十 … 十 Px, 二 上 b， 
这 0, 

设 rankA=m,m<n, 目 P,P,,,P, 线性 无 关 ， 并 记 B= (P,P,,,P,). 则 B 
为 ;Xm 的 非 奇异 矩阵 ,因而 其 道 矩 阵 B™' 存 在 . 

定义 1 满足 线性 规划 问题 (25. 1-2) 式 中 约束 条 件 Ax 二 b,x 之 0 的 解 += (zi， 
zz》 , 称 为 线性 规划 问题 的 可 行 解 ; 所 有 可 行 解 的 集合 称 为 可 行 域 , 记 作 DD 二 
{x:Axr=b,r>0 xXEF'). 

定义 2 设 zED, 才 对 任意 的 xED 都 有 

Cx er, 

则 称 到 为 线性 规划 问题 (25. 1-2) 的 最 优 解 ， 

定义 3 给 定 线性 规划 问题 (25. 1-2). 设 A= (aj)wxs 一 (Pi,P;,…,P;,…,P,). 
车 rank4 一 六 ,其 和 勾玉 子 和 矩阵 了 一 (Pi :P: ;7 P, ,Pp; ) 是 非 奇 异 的 , 昌 也- 之 
0, 则 线性 规划 问题 (25. 1-27? 的 可 行 解 关 三 ( 忆 , 台 ,… ,za)' ,其 中 

HO= 0 (ii 
殉 二 (区 区 ,区 1 二 BB 1b 

称 为 基本 可 行 解 . 这 时 , 方 阵 B 称 为 相应 于 该 基本 可 行 解 x” 的 基 矩 阵 (或 称 基底 ). 基 
矩阵 召 的 列 向 量 下 :Pi, 3 :Pe 称 为 基 向 量 . 变量 2 ,Zr, 2 下 称 为 相应 于 基 生 阵 
B 的 基 变 量 , 其 他 的 变量 z (7 关 关 一 1,2，…m) 称 为 非 基 变 是. 

若 基 本 可 行 解 如 又 是 线性 规划 问题 (25. 1-2) 的 最 优 解 , 则 称 ww? 为 基本 最 优 解 . 

例 2 求 约束 为 


Zi 十 Xz 十 Xa 二 1， 
1 1 二 二， 
2 
TI 207z 之 073 之 0 
的 所 有 基本 可 行 解 . 
解 


因为 (Pi,P.) 一 (” ,为 非 奇 异 方 阵 , 且 


1 
.977 ， 


了 了 引 
2 2 
(P,P;) 1!= 
1 _l1 
2 2 
1 1 3 
2 2 时 4 
‘P, ,P,) b= 1 > 0， 
1 1 1 1 
2 2 4 
所 以 
) 3 1 aT 
x 二 (二 ,二 :0 
为 -个 基本 可 行 解 . 
同 理 , 对 应 于 基 托 阵 CP, , 声 ) ,有 基本 可 行 解 
1 1 \T 
x 一 (地,0; 志 ) 
_1 
至 于 矩阵 (P,P,) ,虽然 也 是 非 奇 异 的 ,但 因为 (P,P )-b 二 » 不 是 非 负 的 . 所 
2 
以 
] 3YT 
CR 
不 是 基本 可 行 解 . 


此 例 中 m=2,n 王 3. GG 二 3, 可 能 为 基 和 矩阵 的 矩阵 只 有 上 述 3 个 ,因而 x 和 > 就 
是 全 部 的 基本 可 行 解 ， 。 


25. 1,4 线性 规划 的 基本 理论 

1. 西 集 及 其 极点 和 极 方 向 

定义 4 设 训 ,和 ,x 是 R" 中 的 下 个 点 . 设 有 实数 思 hz， 满足 4; 之 0(i 二 
1,2,.",&)， > 二 1, 使 


xX 二 加 辐 十 axz 十 十 和 x 
则 称 x 为 Xi: (对 于 ALsA2 44) 的 凸 组 合 ， 
显然 ,两 点 式 与 xz 的 凸 组 合 , 可 以 写作 一 ir: 十 (1 一 妨 和 ,其 中 0 委 委 1. 同 时 
指出 ,Rr" 中 以 两 点 xl 与 x 为 疾 点 的 线段 上 的 点 , 同 两 点 间 与 x; 的 凸 组 合 ,( 也 就 是 
同 满足 0 科 1 委 1 的 实数 妇 成 一 一 对 应 . 
定义 5 设 S 是 n 维 欧 几 里 得 空间 R" 中 的 一 个 点 集 . 如 果 由 两 点 xi 与 x 属于 
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集合 S, 和 x 是 x 与 x 的 凸 组 合 ,就 得 出 交 也 属于 集合 S, 则 称 点 集 S 为 凸 集 . 也 就 
是 说 , 凸 集 是 包含 所 有 的 以 集合 的 点 为 两 端点 的 线段 的 点 集 . 

定义 6 设 $S 为 凸 集 ,x'€S. 若 x 不 能 表示 为 S 中 其 他 任意 两 个 不 同 点 x) 与 x 
的 凸 组 合 , 即 不 存在 ES 和 xsES 且 x; 才 x; ,使 得 x = 二 ti 十 (1 一 和 x (0 委 1 委 1)， 
则 称 点 x 为 S 的 极点 . 

定义 7 设 SCR ,为 凸 集 . 设 向 量 4€ER". 如 果 对 任意 的 点 xE S 和 任意 实数 1> 
0, 都 有 xz 二 MAdE S, 则 称 4 为 凸 集 S 的 一 个 方向 . 设 心 和 ds 是 S 的 两 个 方向 . 如 果 不 
存在 正 实数 0, 能 使 di =4d; , 则 称 二 方向 di 和 是 不 同 的 , 设 4 是 凸 集 5 的 方 
向 ,如 果 不 存在 $ 的 两 个 不 同 的 方向 d 与 心 , 和 两 个 正 实数 wm >0 与 w>>0, 使 得 d 一 
adi 十 azd2 ,也 就 是 说 4 不 能 表示 成 S 的 两 个 不 同 的 方向 的 正 系数 线性 组 合 , 则 称 4 
是 凸 集 S 的 极 方向 . 


2， 有 关 线 性 规划 的 基本 定理 


定理 1 车 凶 二 (2 如 ,2 如 ) ”是 规划 问题 (25. 1-2) 的 可 行 解 , 则 
x 是 基本 可 行 解 的 必要 充分 条 件 为 
(1) x 二 人 此 时 5 二 站 ,或 
(2) 世 考 0, 而 x 的 所 有 非 零 分 量 双 所 对 应 的 向 量 P) 线 狂 无 关 , 即 铬 
HO >0, A 二 "二 二 0， 
则 P,P ，,…,P, 线性 无 关 . 
定理 2 线性 规划 问题 (25. 1-2) 的 可 行 解 集 
D= {xiAr=bh,r>0,rEe rE) 
是 凸 集 ,点 必 ED 是 DD 的 极点 的 必要 充分 条 件 是 x? 为 问题 (25. 1-2) 的 基本 可 行 解 . 
定理 3 若 线 性 规划 问题 (25. 1-2) 有 可 行 解 , 则 必 有 基本 可 行 解 . 换 句 话说 , 非 
空 凸 集 忆 必 有 极点 ， 
定理 4 对 于 线性 规划 问题 (25. 1-2) 的 可 行 解 集 
D= {x:Ax =b ,x0xE FR}. 
向 量 dz 关 0 是 DD 的 方 同 的 必要 充分 条 件 是 
Ad =0 以 到 dd 守 0. 
而 方向 4 是 极 方向 的 必要 充分 条 件 是 它 可 以 用 如 下 的 方式 表示 出 来 , 即 存 在 A 矩阵 
的 mx 个 线性 无 关 的 列 构成 的 给 阵 BB, 和 另外 的 某 个 列 PP, 有 3 号 委 0, 记 e 为 n 一 m 
维 的 坐标 向 量 ,其 相应 于 P; 列 的 位 置 的 分 量 为 1, 其 余 分 量 皆 为 0, 有 
— BP. 
a= |] 
其 中 a>0， 
定理 5 兰 线 性 规划 问题 425. 1-2) 的 可 行 解 集 
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D= {xr:Axr = b,x 之 0,x € RR'). 
的 极点 为 Tl 2 二 , 极 方向 为 Cd , 则 有 


是 
上 t A: 让 Di 二 1 zr， Ah: 一 1， 
p= Daixit Dwdj, | 2 | 
i=1 


人 ww 0 = 1,2,0 ,1 

推论 线性 规划 问题 (25. 1~2) 的 可 行 解 集 DD 有 极 方向 的 必 变 充分 条 和 件 是 DD 为 
无 界 集合 . 

定理 6 考虑 线性 规划 问题 (25. 1-2). 如 果 可 行 解 集 为 有 界 集 , 则 问题 一 定 有 最 
优 解 ;如 果 可 行 解 集 闪 有 极 方向 di ,好 ,… 吃 , 则 问题 有 最 优 解 的 必要 充分 条 件 是 

eTad; > 0,) = 1,2,..°°,1. 

而 震 问 题 有 最 优 解 , 则 一 定 存 在 可 行 解 集 的 一 个 极点 是 最 优 解 , 即 一 定 有 基本 最 优 
解 . 


25. 1.5 单纯 形 法 
单纯 形 法 的 步 台 
]， 确定 初始 基本 可 行 解 


给 定 线性 规划 问题 (25. 1-2). 设 A= (Cas)wxs== (P,P ,Pj;,'',P,),rank A= 
mB 是 mXm 的 基 答 阵 , 不 妨 设 B= (及 ,已 ,PP 将 变量 YX 一 (并 
Xmt1s""* Ta) 分 为 对 应 于 基 B 的 基 变 量 xs 二 (zi) zs，"… ,zm)' 与 非 基 变 量 如 一 
Cxm+rlsXTmt2r""" sn)! 两 部 分 :x* 一 (大 码 )T, 矩 阵 4 也 相应 地 分 为 两 块 上 一 (有 ,N)， 
其 中 六 = (PP 则 约束 方程 组 可 写 为 


即 Bxs 十 Nxn 二 5b, 两 问 左 习 B” 得 


xa+B' Nr» = Bb,. (25. 1-3) 
记 虽 5 一 (相交 加) ,将 上 式 用 分 量 的 形式 写 出 , 即 为 
XI 十 Bnemn 十 如 ,mt2Zogz 十 十 机; 十 十 如 srn 二 吏 
To 二 BoastiTmtl 十 名 Tri 二 十 Bess 十 十 bar 二 


生生 同和 是 


| 


mm 十 Borel Tmtl Ee 十 " 十 二 w 工 ， 十 ” 十 bmTn 一 名， 
{25, 1-4) 
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于 是 ,得 到 对 应 于 基 和 矩阵 B 的 一 个 所 谓 基 本 解 为 
xs = Bib,xry = 0, 

即 x = (8, ,0,0 ,0)T 
(括号 中 0 的 个 数 为 n 一 mw 个 ). 若 名 宇 0(t= 二 1,2,mm), 则 得 一 个 基本 可 行 解 , 称 为 初始 
基本 可 行 解 , 记 作 

x 一 (前 琢 ， 疫 00，50)7( 及 芝 0 一 1 29yzo). 
若 邦 (i 二 1,2,… ,mm) 中 有 非 正 数 的 值 , 则 选 另外 的 mXm 阶 的 非 奇 异 和 矩阵 作为 基 逢 
阵 , 用 上 述 同 样 的 方法 求 初始 基本 可 行 解 . 


2， 判别 初始 基本 可 行 解 是 否 为 最 优 解 


设 上 一 (cc 和 cnoycotly yc 一 (0 ce 其 中 ch = (0 ,Cass Cm) ,ch 一 


(cmtl r Cmt2+""" ;Cn ) 则 目标 曙 数 Z 一 cx 可 表 为 


XB 
Z= (c,d) ( )= cxs + hxn, 
XN 


再 由 C25. 1-3) 式 可 得 
Z = ehB bt (ch — chB™ ND)xN， 

定理 7 对 可 行 基 B, 若 xg 二 B16 之 0,xn 二 0 且 BB :A 一 ce7 扎 0, 则 对 应 于 基 8B 
的 基本 可 行 解 + 二 (zB xh) 便 是 最 优 解 , 旦 为 基本 最 优 解 ,这 时 的 基 B 称 为 最 优 基 ， 
而 cB 1A—e 称 为 基 B 的 检验 数 ， 已 公有 4 一 = (bo » bo2 »*** ,Bos »*** » Don ). 

铬 所 有 的 检验 数 bo; <0(0 一 1 2 ; 则 得 最 优 解 ,求解 终止 5 若菜 些 检验 数 为 
正 数 , 则 不 能 判定 初始 基本 可 行 解 是 否 为 最 优 解 ,这 时 就 需要 找 出 具有 较 佳 目标 函数 
值 的 另 一 基本 可 行 解 ,这 一 步骤 称 为 换 基 选 代 . 


3， 换 基 选 代 


设 约 束 方程 组 已 化 为 (25. 1-4) 式 的 典范 型 方程 组 , 取 zi ,XT ，… ,zm 为 林 变 量 ， 
Tarl Tmt2 "9Tss* Tn 为 非 基 变量 . 者 初始 基本 可 行 解 x 不 是 最 优 解 : 即 检验 数 
bo 0 一 1 2 2) 中 出 现 正 数 , 则 需 进 行 换 基 选 代 . 为 使 换 基 迭代 简便 清晰 ,把 基 变 
莉 , 非 基 变 量 ,检验 数 . 基 矩阵 等 列表 如 表 25. 1-1. 

表 中 :xm 列 是 基 变量 x yar Tm 

z=~bwo=cBB- hb 是 对 应 于 基 B 的 基本 解 的 吓 标 因数 值 ; 

外 (i 二 1,2,…,m) 是 对 应 于 基 B 的 基本 解 中 基 变 量 的 值 ; 

bo tj 二 1,2,"…,n) 是 对 应 于 基 B 的 检验 数 ， 

二 120 Mj 二 十 1 ,wt 十 2，,… ,nn) 是 典范 型 约 来 方程 组 中 用 非 菇 变量 表示 
基 变 量 后 x; 的 系数 . 

表 25.1-1 称 为 对 应 于 基 B 的 初始 单纯 形 串 . 
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Tm 十 1 下 小 二 恒生 Ts [| 站 


Th 名 ,mL bomt2 ' Pos ‘* pon 
工 1 由 1,m+1 Hm+ta oo bls oe bs 
Zo bamty Damt2 1 be bon 
Xr br,mt1 Pr,mt2 2 br 机 bm 
Xi Brnom+t1 bnmie Drs bm 


定理 8 如 果 检 验 数 加 ;二 1,2;*,n) 中 ,有 些 为 正 数 , 但 其 中 某 正 数 ;比如 所, 守 
0 所 对 应 的 列 同 量 的 所 有 分 量 都 非 正 数 : B87'P, 二 (Bba，… ,bx ) 所 0, 则 该 线性 规划 
问题 没有 有 有限 的 最 优 解 (也 称 无 解 ). 


— ml] 
事实 上 , 因 B-1P<0 而 有 极 方向 a 一 [ ”| ,下 恰 有 


cid = ce — ehB iP, =—bo, 一 0. 

这 辐 定 理 6 的 结论 相 一 致 . 

专 检 验 数 加 (二 1,2,… ;中 ,有 些 为 正 数 , 且 这 些 正 数 所 对 应 的 列 向 量 中 都 有 
下 分 若 , 则 需 进 行 换 基 迹 代 , 迁 代 后 一 般 还 能 改善 目标 洋 数 的 值 , 

以 初始 单纯 形 表 25. 1-1 为 起 点 换 基 选 代 的 步骤 为 ， 

(1) 求 轴 心 项 . 

在 所 有 如 ;之 0 的 检验 数 中 , 选 最 左边 的 一 个 , 设 为 bo, ,其 对 应 的 非 基 变量 为 zx;， 
x, 对 应 的 列 向 量 为 B71P, 二 (bbor 5 ss brs )'， 


用 B-1P 的 正 的 各 分 惹 6 ,分 别 去 除 久 ,取经 中 最 小 者 (车 同时 有 几 个 最 小 者 ， 
则 取 其 中 对 应 的 基 变 量 的 下 标 最 小 者 ) , 设 为 此 , 即 


bs > 0)= 和 


min( 外 


称 6b 为 轴 心 项 ,并 将 妃 记 为 地 中 
(2) 进 基 .出 基 . 
确定 5 为 轴 心 项 后 ,把 6 所 在 列 对 应 的 非 大 变量 换 为 基 变 县 , 称 为 “ 进 基 ”， 
x 对 应 的 列 向 量 为 B71P,=(b,, bo，* ,bm )7 ;bs 所 在 行 对 应 的 基 变 基 工 , 换 
出 为 非 基 变量 , 称 为 "出 基 ”, 而 zx, 所 对 应 的 全 为 B 一 C0,0,…… ;1,0)T, 于 
是 得 一 新 的 基 手 阵 , 记 为 Bi , 即 
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B; = (P,P ,P,P.,), 
(3) 作 新 基 Bi 的 单纯 形 表 . 
对 初始 单纯 形 表 中 的 数值 所 构成 的 矩阵 ,进行 初等 行 变 换 ,将 列 向 量 化 为 第 
行 的 分 量 为 1 .其 余 各 行 的 分 量 为 0 的 单位 向 量 , 由 此 得 新 基 B 的 单纯 形 表 25. 1-2, 


表 25. 1-2 
"pp Tm mm 十 1 Tm 证 可 
XB "dor :dom | domrl domte * dos ** don 
x1 dumtl dimt? oo 0 1 din 
ZT2 amt!l amte *" 0 don 
Tp dr.m+tl rm “1 ] dn 
| dm m+] dm m+ sie 0 "nn dnn 


天 中 ;xs, 列 是 基 蛮 量 zi yzs rr 

dw 是 对 应 于 基 B; 的 基本 解 的 目标 吗 数 值 ; 

(i 二 1],2,…,m) 是 对 应 于 基 Bi 的 基本 解 中 基 变 量 的 值 ; 

du (7 二 1;2,… ,7) 是 对 应 于 基 B, 的 检验 数 . 

(4) 重复 步骤 (2), (3) ,经 过 有 限 次 迭代 后 , 必 能 得 到 最 优 解 ,或 判定 无 最 优 解 ， 
例 3 求 maxz 一 2zxl 十 3z ;满足 


271 十 272 委 12， 
Zz] 十 2x2 所 8， 
dz < 妇 16， 
4zs 过 12， 
1153 -之 0. 
解 (1) 先 化 为 标准 型 线性 规划 问题 ,从 而 确定 基本 初始 可 行 解 ， 
min(— 2) 一 一 221 一 32z2， 
2T1 十 2r2 十 z3 一 12， 
Xl 十 Zr TT 二 8， 
约 丙 条件 <4 4x1 十 zs = 16， 
4zz 十 z6 = 12， 
2 0 一 1234,5,6)， 
取 zx3 ,zyTs ,6 为 基 变 量 , 它 们 的 系数 列 回 量 构成 一 个 基 和 矩阵 
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B= (P,P,,P;,P;) = 


OO OO 
DO 
Le 避 
二 


(2) 作对 应 于 基 吕 的 单纯 形 表 . 

c=(—2,—3,0,0,0,0) ,ch=(0,0,0,0) ,eh =(—2,—3), 
b={12,8,16,12)' ,z=cBB b=0, 

xp=B 15 一 (12,8,16,12)7， 

eB iA~e'=(2,3,0,0,0,0), 


由 此 得 初始 单纯 形 表 ， 
Tl 并 2 T3 Ta TXT5 6 
XB 0 2 3 0 0 0 0 
工 3 12 2 2 ll 0 0 0 
Xs 8 1 2 0 1 0 0 
zs 16 0 0 0 1 0 
6 12 0 0 0 0 1 


因 bl 二 2>>0,Boe 二 3 之 0, 且 了 中 二 (2,1,4,0)', 忆 二 (2,2,0,4)' 都 有 正 分 量 , 需 换 
基 选 代 ， 

(3) 换 基 迁 代 ， 

因 min( 院 , 工 , 共 ) 一 4, 将 mn 换 人 为 基 变量 ,zx 换 出 为 非 基 变 量 . 于 是 基 变量 


3 二 4 sl sh 的 系数 列 向 量 构成 一 个 新 的 基 B= (P,P, ,P,P:). 换 芝 迫 代 得 其 B, 
的 单纯 形 表 : 


用 同样 的 方法 继续 迭代 得 ， 


工 ] IL2 | 站 5 工 [6 
3 JL 
0 0 2 0 了 0 
1 1 
0 l 2 0 0 
1 
0 0 i 1 加 0 
1 
1 0 0 0 4 0 
0 0 一 上 0 ] ] 
| 2 ak | 二 5 6 
y 加 1 
B。 14 0 0 -人 方 -1 0 0 
1 
Ta 0 1 | 0 D 
.5 0 中 | 一 生 4 1 
工 1 1 0 】 一 二 0 0 
TE 0 0 2 一 #4 0 1 


这 最 后 的 一 张 表 中 ,所 有 的 检验 数 缘 非 正 数 ,因而 求解 已 经 完成 . 从 该 表 可 读 出 
标准 型 问题 的 最 优 解 为 
Xi = 4, Xs 一 2 Xa = x = Ts = 0, xs = 4， 
而 相应 的 上 日 标 函数 值 为 一 14. 回 到 原 问 题 , 有 最 优 解 
Xl 二 4; Xr 二 2 以 及 maxz 一 14， 


松弛 变量 的 值 表明 前 3 个 约束 在 最 优 解 处 以 等 式 成 立 ,第 4 个 约束 不 等 式 左 端的 值 
较 右 端 为 小 , 差 为 4. 者 对 此 例题 赋 以 如 背景 问题 举例 中 的 经 济 学 意义 , 则 得 知 实施 
最 优生 产 方案 (4,2) ,得 最 大 效益 为 14, 前 3 种 资源 耗 用 完 , 第 4 种 资源 剩余 4 单位 . 


25.1.6 求 初始 基本 可 行 解 的 人 工 变 量 法 
1. 大 MM 法 


给 定 线性 规划 问题 : 
， 985 。 


minz = cixi 十 czze 十 … 十 Cx,， 
AWA 十 QTe 十 十 QlnT, 二 认 ， 
Ci 十 G23T2 十 十 Qtnzn 一 入 ， 
(25. 1-35) 
Gal T1 ame Tt? 十 … 十 Comnzs = bm 
Ti 之 0, Te 之 0 Tu 20， 
贞 之 0 by 之 0; 0 
若 上 述 问题 的 初始 基本 可 行 解 不 易 求 出 , 则 考虑 如 下 形式 的 问题 : 
minz 一 Cz 十 czzz 十 十 coxr 十 MOy 十 yz 十 … 十 yn)， 
QZ]1 十 clzZzs 十 十 AnTn 二 = hh， 
221QZ] 十 G22 To 十 十 aanr 十 入 = bh, 
ami Tl 十 Qam2 Tz 十。 十 Gomy 十 ym = Bn， 
ZI 之 07 之 0 站 Oy) 守 0y 守 Oy 0， {25,1-8) 
其 中 新 变量 yi ,ye ，… ,ym 称 为 人 工 变 量 . NMf>0 是 一 个 足够 大 的 数 . 

定理 9 (1) 者 问题 (25. 1-5) 有 最 优 解 , 则 存在 M2>0, 使 得 当 M 之 M 时 ,对 其 任 
意 基 本 最 优 解 x, 只 要 令 y 二 《yy ,… ;ym) "二 0, 即 得 (x ,y")” 为 问题 (25, 1-6) 的 
基本 最 优 解 . 

(2) 若 对 某 个 好 >0, (5 六 六 为 问题 (25. 1-6) 的 基本 最 优 解 ,其 中 7 一 0, 则 并 
即 为 问题 (25. 1-5) 的 基本 最 优 解 ， 

由 于 规划 问题 (25. 1-6) 已 给 出 了 一 个 初始 基本 可 行 解 (0,0,…,0;b ,ba，*…， 
各) ,因此 可 按 25.1.5 中 的 单纯 形 法 进行 迭代 . 如 果 和 迭代 结果 为 得 到 了 问题 
(25. 1-6) 的 最 优 解 ,比如 为 (xz 大) , 则 若 ?一 0, 问 题 (25. 1-5) 有 最 优 解 x; 若 y 关 0， 
问题 (25. 1-5) 无 可 行 解 , 如 果 和 迭代 结果 为 问题 (25. 1-6) 无 有 限 的 最 优 解 , 设 迭代 过 程 
是 在 点 (其 只) 得 此 结论 , 则 若 如 二 0, 问 题 (25. 1-5) 无 有 限 的 最 优 解 ; 若 录取 0, 问 题 
(25. 1-5) 无 可 行 解 . 

另外 ,者 问题 (25. 1-5) 的 系数 矩阵 A 中 已 有 个 单位 列 向 量 , 则 内需 引入 zm 一 上 
个 人 工 变量 

例 4 解 下 列 线性 规划 问题 

maxz 一 351 十 2zz 二 x; — XTi. 
3xl 十 27xs 十 3 一 15， 
5zl 十 Tz 十 22s 一 20， 
ZI 十 2xze 十 zs 十 24 二 190， 
20 一 123)4). 


《25. 1-7) 
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解 ”把 目标 函数 极 小 化 : 


rinz” 一 min( 一 Z) 一 一 3z1 一 dT 一 3 十 工 ， 
3 2 1 0 
而 一 5 1 2 0 一 《PP ,PP ,P: ,P., ). 


1] 2 1 1 
P, =(0,0,1)! 是 单位 列 向 量 , 只 和 需 引 人 两 个 人 工 变 量 Ys yz, 考虑 问题 
minz” 一 一 3zl 一 22z — Zs 二 z+ My + ye). 


371 十 2X2 十 蔗 a 十 y 一 15， 
571 十 Zs 二 24 十 ye 二 20， 
Xx] 十 2 十 Ty 十 工 ， = 10， 


Zz 0 二 1 2, 3, 4; yi 守 0, yw 宇 0. 
问题 (25. 1-8) 有 一 个 初始 基本 可 行 解 

(0, 0, 0, 10, 15, 20)7, 
以 za 1y1 ,yz 为 基 变 量 , 对 应 的 堆 为 


0 1 0 00 1 
1] 0 0 0 1 0 
作对 应 于 基 B 的 单纯 形 表 
c=(—3,—2,—1,1,M.MD, cd=(1,M,MD. 
5 一 (15,20,10)7， 
Z=chB b=35M+10. 
xs=B ‘b=(10,15,20)". 
cBB liA—el=(8M+4,,3M+T4,3M+2,0,0,0). 
之 ] a 吃 3 4 1 2 
8M+4 3M+4 3M+2 0 0 0 
六 15 3 2 1 0 1 0 
y2 20 1 2 0 0 1 
Ts 10 l 2 ] 1 0 


(25. 1-8) 


由 于 M 是 足够 大 的 正 数 , 所 以 如 果 检 验 数 中 含有 M, 则 检验 数 的 符号 将 由 其 中 M 的 
系数 符号 所 决定 , 基 甩 的 单纯 形 表 中 , 非 基 变 量 的 检验 数 缘 为 正 , 需 换 基 迁 代 . 根据 换 


基 先 代 的 方法 ,zc! 换 为 基 变 量 ,y 换 为 非 基 变量 , 得 新 基 B, 的 单纯 形 表 : 


“987 ， 


| Ta 3 工 4 2 32 


4 3 0 -二 0 1 于 
工 | 4 1 万 去 0 二 
4 6 0 二 1 0 -三 


工 ] 2 水 | Y] 3 
90 6 16 
9 了 3 _3 
Xx? 0 ] 了 0 7 7 


7 
2 


3 _1 2 
| - 1l 好 了 0 7 了 
4 
x 六 0 0 1 -六 5 
将 zs 换 入 ,zs 换 出 ,得 新 基 B， 的 单纯 形 表 
Xx! 2 IT Ta 31 Ye 
rp, 一 15 0 0 0 一 1 一 所 一 ] 一 RAY 
5 1 I 1 
Ta 全 0 1 性 6 人 3 
5 二 1 
工 1 2 1 0 0 7 2 0 
5 了 3 2 
工 3 本 0 0 1 6 2 3 


由 于 最 后 一 个 表 中 所 有 检验 数 都 非 正 ,所 以 得 问题 (25. 1-8) 的 最 优 解 为 
n,m, ,0 


及 最 优 值 为 一 15. 于 是 原 问 题 (25. 1-7) 的 最 优 解 为 
5 5 5 


阅 二 六， Ty m0. 
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目标 函数 的 值 为 maxz 一 15. 
上 述 方 法 称 为 大 M 法 ,又 称 为 人 造 基 法 . 


2. 两 阶段 法 


者 问题 (25, 1-5) 没 有 明显 的 初始 基本 可 行 解 , 则 考虑 如 下 形式 的 问题 ， 
minz’ 一 Yl 十 六 十 … 十 加， 


2117] 十 alt 十 十 azn 十 纺 一 甸 ， 
C21 01 十 G02 Ti 十 十 Goozn 十 3 一 pb:， 

《25. 1-9) 
CQml 工 ] Tam2 Te 十 十 mT 十 加 = ban, 


TOT= ,20 0 (= 1,2,",m), 

首先 ,用 单纯 形 法 求解 问题 (25. 1-9). 如 果 求 得 ( 冶 , 见 关 为 问题 (25.1-9) 的 基本 
最 优 解 且 见 =0, 则 冶 为 问题 (25. 1-5) 的 基本 可 行 解 ;然后 ,由 关 出 发 ,利用 单纯 形 
法 求解 问题 (25. 1-5), 这 种 方法 称 为 两 阶段 单纯 形 法 . 求解 问题 (25. 1-9) 的 过 程 称 为 
第 一 阶段 , 当 在 第 一 阶段 求 出 了 基本 最 优 解 ,是 y; 二 00 二 1,2,… ,7m) 时 ,再 进行 第 二 
阶段 ,此 时 将 在 第 一 阶段 所 得 基本 最 优 解 中 的 人 工 变 贡 都 删 掉 ,作为 问题 (25. 1-5) 的 
基本 可 行 解 , 由 此 用 单纯 形 法 进行 迷 代 , 如 果 问 题 (25. 1-) 的 基本 最 优 解 C(x, 奖 )7 中 
六 六 0, 则 问题 (25. 1-5) 无 最 优 解 . 

例 5 用 商 阶 段 单纯 形 法 解 例 4. 


解 ” 先 将 问题 化 为 
minz =— 3zx1 一 2zs 一 2 十 力 ， 
3z1 十 27z 十 2 一 15) 
maT 7 (25. 1-10) 
zl 十 27z 十 十 x 二 10. 
x 0 (= 1,2,3,4). 
引 人 人 工 变 量 yi ,ys ,先进 行 第 一 阶段 ， 
minz 一 yy. 
3ZX1 十 ZT2 十 工 3 二 >y = 15， 
5X1 十 Xa 十 2xza 十 y= 二 20， (25. 1-11) 


2 十 2rs 十 Ta 十 思 = 10. 
zi0 GG=1,2,3,0); y 0 (=1,2). 
问题 (25. 1~117 的 基 和 矩阵 为 
D 1 0 
0 0 | 
1 0 0 


B= 


+ 989 。 


用 单纯 形 法 求解 问题 (25. 1-11) ; 


| 站 3 站 3 4 1 V2 
Y1 15 3 1 0 1 0 
y2 20 1 2 0 0 1 
I 10 l 2 1 1 0 D 
了 | 8 
芷 - -上 一 
7 _1 _3 
Yl1 3 D 图 0 1 5 
1 2 1 
工 | 4 1 到 0 0 5 
3 3 _1 
.下 二 6 0 5 l 0 5 
0 0 0 0 一 一 ] 
_ -5 ES, 
0 1 7 0 7 7 
3 _.l 2 
l 0 ? 0 了 了 
6 9 4 
0 0 7 l 7 7 


得 最 优 解 ( 芋 , 点 ,0, 总,0,0) ,其 中 人 工 变量 全 为 夫 
再 进行 第 二 阶段 . 将 人 工 变量 y% ,y 去 掉 , 由 上 述 最 后 一 表 中 ,zi ,zz ,xs ,zt 所 在 
列 的 数值 作为 约束 方程 组 的 系数 矩阵 , 于 是 ,该 问题 化 为 求解 (25. 1-12). 


minz” 一 一 37 一 2zy — Za 十 工 ， 
1 1 
7 3 7? 
工 ] 十 壮 a 一 学 ， 
(25, 1-12) 
十 — 字 


rH > Ci -一 1],2,3,4). 


问题 (25. 1-12) 有 明显 的 初始 基本 可 行 解 : 
25 15 _ 15 


TT 二 0， TT 


“1 7 
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用 单纯 形 表格 进行 选 代 : 


Xl] Xx 工 4 
LI? 0 1 -也 
Xl 1 0 方 
， ” 国 
Xa 一 15 0 0 0 
| 5 
工 ] 1 0 0 
LX3 六 0 0 1 


上 述 最 后 一 表 中 的 检验 数 全 非 正 . 因而 得 原 问题 的 最 优 解 为 


] 9! 2 pA 有 9 3 4 时 


25. 1.7 线性 规划 的 对 偶 理 论 
1]， 线性 规划 的 对 惕 问 题 
定义 8 对 于 标准 型 线性 规划 问题 (25. 1-2), 即 


minz 一 CT 工 ， 
Ar = b, 
XxX 之 0 
将 由 同样 的 参数 A,b,c 所 构成 的 另 一 个 线性 规划 问题 
max w= b'y, 
A'y 之 ce 
称 为 它 的 对 偶 问 题 . 与 此 称谓 相对 应 , 称 (25. 1-2) 为 原 问 题 . 


(25, 1-127 


(25, 1-13) 


对 任意 一 个 具体 的 线性 规划 问题 ,通过 化 为 标准 型 和 使 用 定义 8, 都 可 以 构造 出 
它 的 对 偶 问 题 . 比如 , 若 将 (25. 1-13) 作 为 诛 问 题 , 先 令 r= 二 c 一 ATy,y 二 s 一 t,s 守 0,1 之 


0 而 化 为 标准 型 


”991 。 


min 一 世 一 一 b'stb'itior. 
A's— ATt+r=e, 
人 
再 按照 定义 8 求 其 对 偶 问 题 , 得 到 
max 一 z 一 《IE 
A <— $b, 
| 之 上 b， (25, 1-14) 
uu 0 
注意 徊 侵 一 了 且 Au 之 一 b 等 价 于 An 二 一 b, 令 x 二 一 4 代 人 (25.1-14), 即 得 
(25, 1-13) 的 对 偶 和 问题 为 


minz = CTx， 
作 一 上, 
之 0， 


即 回 到 了 问题 (25. 1-2). 
按照 定义 8 所 规定 的 对 偶 关 系 , 所 有 的 线性 规划 问题 被 两 两 配对 . 这 种 关系 可 以 
公式 化 为 表 25. 1-3. 利用 此 表 可 以 很 容易 地 写 出 任意 线性 规划 问题 的 对 侦 问题 ,如 
下 例 . 
例 6 试 求 下 述 线 性 规划 问题 的 对 惕 问题 
minz 一 2 二 3x2 一 573 十 4. 
TI 十 好 一 32 十 2 守 59， 
271 十 27s 一 TU 之， 
2z2 十 zs 十 2 一 6. 
Xx 0za 207 之 0. 
解 ” 利 用 家 25. 1-3, 可 直接 写 出 对 偶 问 题 为 
max 一 5Y 十 4 十 6y3， 
3 十 2 > 
1 十 y3 3， 
一 3 十 2 和 十 妨 迄 一 5， 
人 1 一 网 十 ys 二 1. 
力 之 0， 和 加 0. 
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表 25. 1-3 


原 问 题 5 对 个 问题 ) 对 惕 问题 ( 原 问 题 ) 
目标 函数 minz 目标 函数 maxw 
变量 :nm 个 结束 条 件 :a 个 
之 0 
0 之 
无 非 负 , 非 正 限制 一 
之 之 0 
EE 0 
一 无 非 负 、 非 正 限 制 
目标 函数 中 的 系数 约束 条 件 右 端 项 
约束 条 件 右 端 项 目标 呈 数 中 的 系数 
系数 和 矩阵 互 为 转 锭 


2 对偶 问题 的 基本 性 质 


定理 10 原 问 题 是 对 侦 问 题 的 对 偶 问 题 . 

定理 11( 弱 对 侦 定 理 ) ” 设 原 问题 和 对 偶 问 题 的 目标 函数 分 别 为 minz 一 c x 和 
maxrt 一 加 3y, 若 x 是 原 问题 的 可 行 解 ,y 是 对 偶 问 题 的 可 行 解 , 则 恒 有 c' x 之 b' y. 

推论 ”如 果 原 问题 和 对 偶 问 题 分 别 有 可 行 解 x 和 3y ,满足 cx=bry, 则 x 是 原 间 
题 的 最 优 解 ,y 是 对 侦 问 题 的 最 优 解 . 

定理 12( 对 侦 定 理 ) 关 原 始 规 划 问 题 与 对 侦 规 划 问 题 之 一 有 最 优 解 , 则 为 一 个 
也 有 最 优 解 , 且 它 们 的 目标 函数 的 最 优 值 相等 . 

定理 13( 松 紧 定 理 》 对 于 原 问 题 (5. 1-2) 和 对 候 问 题 (5. 1-13) ,如 果 x 和 3 分 别 
是 它们 的 可 行 解 , 则 x 和 y 是 最 优 解 的 必要 充分 条 件 是 

(ec— ATy)T™x = 0, 《25. 1-15) 
设 A=[Pi,Pi,-…,P,], 则 (25,1-15) 式 为 
> 一 PE = 0. 
因为 x 实 0,c 一 A'y 之 0, 所 以 对 任意 ?有 (6 一 Piy)x; 之 0. 因而 (25.1-15) 式 昔 涵 
(ci — PTYyx; = 0, j= 1,2,n, 


若 x 是 基本 最 优 解 ,有 最 优 基 B, 且 xs = 二 B15>>0, 则 有 cg 一 B'y==0 由 此 得 
y' = ehBT. (25. 1-16) 


如 果 和 矩阵 和 A 有 一 单位 矩阵 子 块 1, 则 从 检验 数 cBB™ A 一 ce ,可 知 有 por 一 ciB 
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“一 cf 二 J 一 0 ;从 而 y= 二 B61 十 e]. 这样 可 以 从 求 得 最 优 解 的 单纯 形 表 上 得 到 对 侦 
问题 的 一 个 解 . 

例 7 试 求 例 3 中 问题 的 对 俑 问题 的 最 优 解 . 

解 ” 例 3 标准 型 的 系数 矩阵 之 LP;P,P;Ps]== 了 而 ci 二 0, 因 而 有 3 二 Boi. 在 例 3 


的 最 后 -- 张 表 上 , 声 一 (一 记 , 一 1,0,0) , 据 此 可 得 未 但 要 注意 ,此 例 中 在 化 标准 型 


时 ,将 目标 蚂 数 由 maxz 变 为 min 一 z, 从 而 将 参数 变 作 一 c. 单纯 形 法 的 运算 是 针对 
标准 型 ,也 就 是 针对 参数 一 c 进行 的 ,因而 用 公式 c8B 寻求 的 解 了 便 多 了 一 个 负 号 . 
鉴于 此 ,对 偶 问 题解 为 


25, 1.8 对 偶 单 纯 形 法 
给 定 原 问题 为 


maxz = cix, 
Ar =b, 
X 之 0 

设 基 号 = (P,P ,… ,PP ) 对 应 的 基 变 量 为 XH 一 《yy ' ,zm)'， 当 非 基 变量 
xxv 一 0 时 ,xa 一 B 玉兰 在 下 中 至 少 有 一 个 负 分 量 , 设 为 并 = 二 (B87' 扣 ;过 0, 上 月 在 站 
B 的 单纯 形 表 中 的 检验 数 孝 非 正 . 即 对 偶 问 题 有 可 行 解 , 它 的 各 分 量 是 

(1) 对 应 基 变 量 zi ,zs ，… ,zn 的 检验 数 为 

bo 一 6 一 个 有 Pi 一 0 (Gi= 1,2,,m), 
(2) 对 应 非 基 变 量 zt+lyzntz，……z 的 检验 数 为 
bo; = cj; — ehBP, O00 一 天 十 1 十 2…)7). 

每 次 迭代 是 将 其 变量 中 的 负 分 量 x 取出 ,去 替换 非 基 变量 中 的 ,经 基 变 换 , 所 
有 检验 数 仍 都 保持 非 正 . 当 原 问题 得 到 可 行 解 时 , 便 得 到 了 最 优 解 . 

对 偶 单 纯 形 法 的 计算 步 又 ， 

第 一 步 , 根 据 线性 规划 问题 , 列 出 初始 单纯 形 表 , 检验 5 列 的 数字 , 潜 都 为 非 负 ， 
义 检验 数 都 为 非 正 , 则 已 得 最 优 解 , 停 止 计 算 .车 5 列 中 至 少 还 有 一 个 负 分 量 ,又 检验 
数 都 为 非 正 , 则 转 人 十 一步. 

第 二 步 ,确定 换 出 变量 . 

以 min( (BT ;1(B7 ,<0) 二 (BT) 对 应 的 基 变量 之 , 为 换 出 变量 . 

第 三 步 ,确定 换 入 变量 . 

在 单纯 形 表 中 检查 z 所 在 行 的 各 系数 B55 (二 1,2,… ,nn). 者 所 有 站 衬 0, 则 无 可 
行 解 , 停 止 计 算 . 若 存 在 5 过 0, 则 计算 

fc — cLB!P, 
9 min( 


box 
Du 


by < 0)= min( 名 by <0)= 


以 8 所 对 应 的 列 的 非 基 变 量 x 为 换 入 变量 . 这 样 才 能 保持 得 到 的 对 偶 问题 的 解 仍 为 
可 行 解 , 即 检验 数 仍 为 非 正 . 
第 四 步 ,以 ba 为 轴 心 项 , 按 厌 单纯 形 法 在 表 中 进行 迭代 运算 ,得 新 的 单纯 形 表 . 
重复 第 一 到 第 四 的 步骤 . 
例 8 用 对 偶 单纯 形 法 求解 下 列 问 题 
minz 一 1271 十 8xr 十 16z3 十 12, 
4z1 十 To 十 4z3 之 2， 
| 十 27y 十 474 之 3， 
Ty 2 3 4 > 0. 
解 ” 先 将 原 问 题 化 为 标准 形 ,然后 改变 约 东 条 件 两 边 的 符号 ,以 便 得 一 个 初始 
基 , 即 
maxz 一 一 ]2zl 一 8zrz — 16x3 一 12z4， 
— 271 — Xz — drs 十 工 s =— 2， 
| 2Z1 一 272 一 4zi 十 xXx: = 一 3， 
x0 (i= 1,2,.,6)., 


取 zs ,6 为 其 变量 , 作 基 B= (P; ,P)=(. ? 


] 的 初始 单纯 形 表 |， 


Co 
-一 


检验 数 为 ci 一 chB ”1A=( 一 12, 一 8, 一 16, 一 12,0,0). 

6b 列 中 的 数 b10 二 一 2，bwo 二 一 3，min( 一 2, 一 3) 二 一 3, 一 3 对 应 的 基 变 量 为 xs， 
则 xs 为 换 出 变量 . xs 所 在 行 的 数字 都 非 正 . 用 这 些 负 数 去 除 检 验 数 , 取 其 中 最 小 者 

9 = min(=2,=8,=!12)~ 3 

0 一 3 对 应 的 列 为 zz 为 换 和 变量. xs 所 在 行 与 x 所 在 列 的 交叉 元 素 一 4 确定 为 轴 
心 项 . 以 一 4 为 轴 心 项 在 单纯 形 表 中 进行 迭代 运算 ,得 新 基 的 单纯 形 表 
重复 上 述 步 骤 , 直 到 45 列 的 数字 都 是 正 数 为 止 ， 

因 最 后 一 表 中 65 列 的 数字 全 为 正 ,; 又 检验 数 都 为 非 正 , 故 得 最 优 解 次 

1 


3 
TI 一 DT 一 一 ) Tg X41 = 0. 


2 
目标 畏 数 的 值 为 minz 二 14. 
» 999 。 


25.1.9 内 点 法 


眼 单纯 形 法 从 可 行 集 的 一 极点 开始 沿边 界 趋向 最 优 极点 解 不 同 ,内 点 法 是 通过 
可 行 集 内 部 直接 趋向 最 优 解 . 产生 于 1984 年 的 Karmarkar 法 是 内 点 法 的 第 一 个 算 
法 . 此 后 ,内 点 法 成 为 最 优化 方法 最 活跃 的 研究 领域 之 一 ,发 展 迅速 ,内 容 丰 富 , 对 于 
线性 规划 的 求解 ,已 取得 与 单纯 形 并 立 的 地 位 . 此 处 只 介绍 Karmarkar 法 的 算法 . 


1. 主 算法 
主 算法 适用 的 问题 为 


minz = clx. 


Ax = 0, 
eTx 一 1, (25, 1-16) 


x 这 0， 
其 中 = 二 (1,1,…,1)., 同时 假设 最 优 值 minz 一 0, 以 及 x 一 二 0 一 (Tl) 
为 可 行 解 ， 

主 算法 步骤 ; 

0D) 给 加 一 二 e, 慎 k=1 


+ 096 » 


(2) 如 果 ec 六 充分 接近 于 0 则 停止 , 为 最 优 解 ; 否 则 转 43)， 
(3) 对 于 Xb 一 《al 证 2 ran)! ,作对 角 阵 


Al | 
p=| | . (25. 1-17) 
O gn 
计算 
p= (一 ) 
eT 
5 一 [LT 一 已 CPP 一己 je， 
人 一 l C0», 
| e, 
yy 二 上 eT 一 rE ， 其 中 7 二 一 一 一 一 ， 
站 ~ n(n— 1) 
Xi 二 zDD 
置 《一 上 十 1 , 转 (2). 


当 取 0 二 子 时 ,该 算法 保证 收敛 到 最 优 解 
2 将 标准 形式 变 撞 为 主 算法 适用 的 问题 
考虑 标准 形式 的 线性 规划 问题 (25. 1-2). 假设 有 xo 满足 二 计 0 和 Axo = 二 4b. 设 
Yo = {a #2 on) 则 作对 角 阵 如 (25. ]-17) 式 ,构造 变换 
7 Dix 
( x YT 1+eD x 


Te Fr 
Tm 11+eD x 
变换 工 将 {zE 诺 :xz 之 有 上映 为 单纯 形 
六 一 | ( ” je R™! :x 2 由， Tm > 0， eTx 十 X41 二 ] 
村 | 
并 且 是 一 一 对 应 的 . 其 北 变 换 为 


x=T( )= Dx = 床 . (25. 1-19) 


+ 省 9 


和 


记 z=( ， ) ,有 [AD 一 可 orosp， ?一 | ; |. 杰 工 将 (25. 1-2) 的 可 行 集 {zE 
二 1 1 


KR',Axr=b, x 之 0) 误 为 
= 997 。 


N= {ERt.Ar Om OErF= 10}, 
即 (25.1-16) 在 n 十 1 维 情形 的 可 行 集 ,并 且 有 Tx 一 二, 是 可 行 解 
但 是 ,目标 丽 数 cx 一 这 , 变 为 非 线性 西数 了 . Karmarkar 法 的 理论 分 析 提 
供 了 如 下 结果 : 记 cr 一 c7D. 在 最 优 值 minz=~crx=0 的 假设 下 ,函数 crx 任意 要 求 的 
F 降 量 , 可 通过 函数 f(x) 一 人 5 + 的 充分 下 降 来 达到 ,而 要 使 /(x) 下 降 ,可 通 
过 将 cx 在 9 上 的 以 > 于 1e 为 中 心 , 以 8r 为 半径 的 球 上 求 最 小 来 实现 ,其 中 -一 
-天 一 二 是 S 的 内 切 球 半径 . 这 样 便 导 出 了 附 有 两 条 假设 的 问题 (25. 1-16)( 写 成 了 


v ntn i 
n 维 情 形 ) ,并 且 主 算法 中 ?就 是 c "x 在 球 上 的 最 小 点 ， 
如 何 求 可 行 点 zo 半 0 呢 ? 
任 取 这 0, 如果 Axo 关 5, 则 引信 人 工 变 数 ,构造 标准 形式 的 线性 规划 问题 
minA 
人 一 少 ， 
《20. -19) 
大 之 0, 4 之 0 


问题 的 变 基 为 | ， | 对 此 问题 ,有 | "|>0, 于 是 可 以 化 为 问题 (25. 1-16) 的 形式 ,并 用 


主 算法 解 之 , 如 果 解 得 最 优 值 4 二 0, 则 最 优 解 中 的 * 即 有 >0 且 4 一天 如 果 10， 
则 原 疝 题 (25. 1-2) 无 可 行 解 . 


3.， 关于 假设 minz 二 0 
如 果 已 知 minz= 二 z, 则 令 e = 二 一刀 ,新 目标 西数 cr 有 最 小 值 0. 


如 采 minz 为 未 知 , 则 使 用 如 下 的 所 谓 " 滑 动 目标 函数 法 ”: 
(1) 给 区 间 (2, 四 使 minzE (4,w)， 


(2) 计算 /= 十 寺 (一 0 w=! 十 所 Cu 一 1)， 令 c 一 ce 一 如 ,使 用 主 算法 , 一 当 所 


得 xv 使 cx 之 wi 时 (这 说 明 minz<w), 即 给 出 新 区 间 (,w) ,重新 执行 (2); 又 当 可 
判定 上 <minz 时 ,以 (7 ,ww) 为 新 区 间 , 重 新 执行 (2). 
此 外 ,因为 此 时 使 用 主 算法 ,ec 7x 之 最 优 值 不 为 0, 有 可 能 出 现 cx 过 0 情形 . 为 


防止 此 情况 出 现 ,对 主 算法 作 如 下 修正 ,在 每 步 迭 代 中 , 当 出 现 c7y<z 时 , 取 一 e 和 
y 的 某 个 凸 组 合作 为 了 , 即 了 =p et+(1— Ky，0Sul 使 eTy = 


这 样 会 使 区 间 长 度 按 -4 的 宕 减 小 
“998 。 


3 25.2 非 线 性 规划 


25.2.1 问题 与 解 的 概念 
1， 非 线性 规划 问题 


设 为 n 维 欧 氏 空 间 ,DCR". 一般 情况 下 都 假设 D 为 联通 集 . 设 f:R" 一 R, 即 
为 n 元 实 值 函数 . 非 线 性 规划 问题 的 一 般 形式 是 
minf (Cx), 
stxE 已 


其 中 x 二 (zi ,zz To), 称 为 决策 变量 ;f(x) 称 为 目标 函数 ,min 表示 求 最 小 ;xED 
称 为 约束 条 件 ,s.t 为 “subject to” 的 缩写 ;D 称 为 可 行 集 或 可 行 域 ,集合 中 的 每 一 点 
称 为 可 行 解 . 

特定 问题 常 以 不 同方 式 具 体 界定 集合 D. 非 线 性 规划 问题 也 因此 得 到 一 种 分 类 
法 , 如 果 D=R' ,问题 成 为 


(25. 2-1) 


minf Cx) 《25. 2-2) 
称 为 无 约束 问题 , 设 
gi:R"—R, i = 1 2 
或 以 向量 形式 央 示 作 8 一 (g ,gz en) 
a: 
如 果 和 集合 DD 二 {xE ,g(x) 志 0} ,问题 (25,2-1) 成 为 
人 
st gi(x) < 和 0 一 1 2 m, 
称 不 等 式 约束 问题 , 而 当 D={xER' :h(x)= 二 0) ,其 中 hh 二 (hi yh, ,hh 语 一 及 
7 三 1,2,…*y4 亦 即 当 口 为 ! 张 曲 闸 的 交集 时 , 则 有 所 谓 等 式 约束 问题 


(25. 2-3) 


mmf (x), 
S. t, h, (x) = 0， 2 一 l,l ,ld, 
更 为 一 般 一 些 的 是 同时 含有 等 式 和 不 等 式 约 束 的 问题 , 即 
mnfitx), 
St gilxr)0, 1= 1,2,. 7 (25,. 2-5) 
jz) = 0, j= 1,2,0,1. 


线性 规划 是 非 线性 规划 的 特例 , 这 是 按 目 标 郊 数 和 约束 条 件 中 的 晃 数 的 复杂 程 
度 的 一 种 分 类 , 如 果 目 标 函 数 f(x) 是 二 次 廿 数 ,约束 条 件 如 同 线性 规划 一 样 都 是 线 
性 约束 , 则 称 为 二 次 规划 . 
999 。 


2. 非 线性 规划 问题 解 的 概念 


定义 1 设 F=( 厂 ,三 ,… ,元 ) ED. 若 对 任意 xED, 都 有 C(x) 之 了 CY). 则 称 x* 
为 问题 (25. 2-1) 的 最 优 解 . 其 最 优 解 的 集合 记 为 D". 

定义 2 设 * 一 (二 过 元)7EDD, 若 存在 x 的 一 个 邻 域 NG) 二 {x| | x 一 x 过 
ere>0}, 使 得 对 任意 xE DN NC) ,都 有 x) 之 (x), 则 称 x 为 问题 (25.2-1) 的 局 
部 最 优 解 . 

定义 3 在 定义 1 和 定义 2 中 ,如 果 以 严格 的 不 等 式 

fx) > fr) 

代替 F(x) 之 f(x) 来 作 规定 , 则 分 别称 为 严格 的 最 优 解 和 严格 的 局 部 最 优 解 . 而 若 
入 在 x 的 邻 域 N.(x) ,使 得 在 N(x) 内 除 x 以 外 不 存在 其 他 的 最 优 解 (定义 1 情形 ) 或 
局 部 最 优 解 ( 定 义 2 情形 ), 则 x 分 别称 为 珀 立 的 最 优 解 和 孤立 的 局 部 最 优 解 ， 

显然 ,最 优 解 一 定 是 局 部 最 优 解 . 反之 却 不 成 立 . 孤立 的 最 优 解 ( 或 局 部 最 优 解 ) 
一 定 是 严格 的 ,反之 也 不 成 立 , 而 且 孤 立 的 最 优 解 不 一 定 是 孤立 的 局 部 最 优 解 . 

例 1 设 一 元 昂 数 


< 十 日 > 0， 
flz) -1 bi 
0, 当 工 二 0. 


. 1 
YIn 一 
I 


考虑 无 约束 问题 
minftz). 
显然 一 0 是 最 优 解 , 且 是 严格 的 最 优 解 和 严格 的 局 部 最 优 解 ,但 是 因为 对 于 任意 的 


4 一 1,2,…, 必 一 寺 - 都 是 局 部 最 优 解 ; 而 limzi 一 ,所 以 三 不 是 孤立 的 局 部 最 优 解 
孤立 解 的 概念 在 参数 规划 和 随机 规划 中 常 有 涉及 . 
25.2.2 上 函数 和 是 规划 
1、 西 函数 


定义 4 设 作 x) 为 定义 在 非 空 串 集 XCR" 上 的 实 值 函 数 , 荷 对 任意 xEX,yEX 

以 及 数 4E [0,1j, 导 有 
fr 二 DDRAOO 人 二 DAY, 

则 称 大 zx) 为 在 和 上 的 凸 函 北 . 茬 上 式 恒 以 严格 不 等 式 成 立 , 则 称 了 为 严格 凸 范 数 ， 

定义 5 设 非 空 集合 XCR" 为 凸 集 . 若 一 fCX) 为 卫 上 的 出 酉 数 , 则 称 (x) 为 在 
X 上 的 叮 庙 数 . 同样 以 一 上 严格 凸 定 义 大 为 严格 止 函 数 ， 

定理 1 XCR" 为 非 空 开 凸 集 , Fa 在 X 上 可 微 , 则 F(x) 在 了 基 上 为 是 区 数 的 必 
要 充分 条 件 是 :对 任意 xEX,yEX, 恒 有 

fr) fF + VFO (x y), 
: 1000 ， 


其 中 VD 一 (2 旺 ,2 ,2422 ) ,为 f 在 点 y 的 梯度 


dx 
定理 2 者 藉 为 开 凸 集 , f(x) 在 上 二 阶 可 微 . 则 大 zx 在 天 上 为 凸 函 数 的 必要 
充分 条 件 是 :对 一 切 xEX, 海 赛 炬 阵 
af) fr) 9 Fx) 


dx! dl Ee| a xs QT dT, 


of Fx fx) 


v2 f(x) 一 10X90r1 Spek dx DZ。 


二 xz) 3 人 Of) 
dX oT TOT OT 
为 学 正定 (参看 5.7, 4), 而 若 所 有 的 9 ?f(x) 丝 为 正定 阵 , 则 是 严格 两 涌 数 . 
定理 3 乔 了 为 凸 函数 , 则 对 于 任意 实数 ,集合 
S, 一 人 ER a) 
为 凸 集 . (集合 5S. 称 为 水 平 集 . ) 
定义 6 设 XCR',xEX. 设 dER',d 关 0. 如 果 存 在 9 >0, 使 得 对 任意 1E (0,6)， 
恒 有 x 十 dEX, 则 称 4 为 集合 XX 在 点 x 的 可 行 方向 . 
定理 4 是 集 关 上 的 凸 函数 六 具有 下 列 分 析 性 质 ; 
(1) 了 在 和 的 内 点 上 是 连续 的 ; 
(2) f 在 和 上 几乎 处 处 可 微 ( 即 不 可 微 点 集 为 零 测 度 集 ). 
(3) 方向 可 和 定性 :对 任意 xEX, 沿 半 在 x 点 的 每 一 个 可 行 方 向 d,f 具有 方向 导 
数 (x;4),( 包 括 为 十 co 值 ). 如 果 在 x 点 为 可 微 , 则 有 产 (x;4) 二 VfCx) Td. 此 处 
方 间 导数 定义 为 
i , Fr Aid) fx) 
fed) = lm PE . 


2， 西 规划 


对 于 非 线 性 规划 问题 (25. 2-1), 如 果 其 可 行 集 忆 为 凸 集 , 目 标 函 数 了 为 凸 芳 数 ， 
则 称 为 办 规划 . 据 此 , 因为 全 空间 为 凸 集 ,所 以 只 要 了 为 凸 函 数 , 无 约束 问题 (25. 2-2) 
即 为 凸 规划 . 不 等 式 约束 问 题 (25. 2-3) ,根据 定理 3, 以 及 凸 集 的 交集 仍 是 凸 集 , 当 f 
和 gi4i 二 1,2,… ,ms 都 是 凸 冰 数 时 ,为 凸 规划 ， 至 于 等 式 约 束 问 题 ,排除 D 为 空 集 或 
单 点 集 这 种 退化 情况 , 当 各 个 h(z) 篆 为 一 次 函数 时 ,可 行 集 为 凸 集 . 可 见 , 与 问题 
(25. 2-5) 相 当 的 较 一 般 些 的 凸 规划 可 以 是 


minf tx), 
| t, gr Di 一 12 100, (25. 2-6) 
Axr=b. 
其 中 人 A 为 IXn 答 阵 ,bER ,和 gi ,i 二 1,2,…,m, 则 为 凸 卫 数 . 
» 1001 ， 


线性 规划 是 凸 规划 . 

定理 5 西 规 划 间 题 的 局 部 最 优 解 一 定 是 最 优 解 . 又 如 果 目 标 函 数 是 严格 凸 函 
数 , 则 凸 规划 的 最 优 解 有 了 唯一 性 , 

定理 6 设 问题 (25, 2-]1) 为 凸 规划 . 点 xED 是 最 优 解 的 必要 充分 条 件 是 对 于 记 
在 x 点 的 所 有 的 可 行 方向 dd, 都 有 了 (x;q) 空 0, 如 果 在 x 点 为 可 微 , 则 此 条 件 可 表 
述 为 对 于 任意 的 xED 都 有 VfOOTCx 一 x) 守 0. 

应 当 指 出 ,定理 6 的 “必要 条 件 ” 部 分 ,不 依赖 于 十 规划 假设 . 


25, 2,3 最 优 性 条 件 和 对 偶 
1]， 一 阶 条 件 


定理 7 考虑 无 约束 问题 (25.2-2). 如 果 上 是 局 部 最 优 解 , 且 f 在 x 为 可 微 , 则 有 
Vfi(x)=0. 

定理 8 设 无 约束 问题 (25. 2-2) 为 凸 规划 . 点 x 是 最 优 解 的 必要 充分 条 件 是 对 任 
意 dER",d 关 0, 有 f(x;d) 之 0. 而 若 了 在 zx 为 可 微 ,此 条 件 成 为 VfCx) ==0. 

定义 了 对 于 含有 不 等 式 约 束 的 问题 ,如 (25. 2-3) 和 (25. 2-5) ,指标 集 

FE 一 E(x) = (2: gi CX) = 0} 

称 为 点 x 的 起 作用 约束 集 , 称 约束 条 件 g; (x) 志 0,iE E(x) ,为 此 点 的 起 作用 约束 ， 

定理 9( 下 ,了 条 件 ) 考虑 不 等 式 约 束 问 题 (25. 2-3). 如 果 x 是 局 部 最 优 解 ,函数 
和 gj;1wiE ECx), 在 x 为 可 微 ,g;,iEE, 在 x 连续, 则 存在 不 全 为 0 的 ww 实 0,w 实 0， 
i E(x) ,使 得 

w Vf(X) + > ui Vgi (x) = 0. (25. 2-7) 
IE 


(25. 2-7) 式 称 为 ,J 条件. 如 果 g,,i€EE, 在 x 也 可 微 ,此 条 件 可 等 价 地 表述 为 
存在 ww 之 0,uER" ,wu 之 0, 使 得 


fr Vf + Du Vei(x) = 0, 
‘1 (25. 2-8) 
ui gx) = 0. 
其 中 二 (Ga yu yun) g(x) 一 (gi(X) ;gz (CX), 司 ' ,go (xX))T. 条 件 (25,2-8) 中 的 第 
2 式 称 为 互补 松弛 条 件 . 因为 u 宇 0,g(x) 记 0, 所 以 内 积 gx) 的 mr 个 项 皆 为 非 正 , 从 
而 由 总 和 为 0 而 知 各 项 丝 为 0. 于 是 ,对 任意 iEE, 由 g; (xX) 之 0 而 必 有 = 二 0. 

定理 10 ( 库 央 - 塔 克 条 件 , K-T 条 件 , KKT 条 件 ) 考虑 不 等 式 约束 问题 
(25. 2-3). 如 果 * 是 局 部 最 优 解 ,函数 和 g;,i€E(xX), 在 x 为 可 微 ,gi,iEEE 在 x 为 
连续 ,又 坝 

Vgi(X) ,i € EE(X) ,线性 无 关 ， (25. 2-9) 
则 存在 去 之 0,1EE, 使 得 
* 1002 。 


VAX) + > Vegi (x) 一 0 (25. 2-10) 
i 全 下 


叉 若 & ,iE€EE 在 x 也 可 微 , 则 存在 xER" ,zz 宇 0, 使 得 


f FF 十 Di vg lx) = 0, 
= (25. 2-11) 
ui' gx) = 0, 

定理 的 结论 称 作 K-T 条件 或 KKT 条 件 . K-T 条 忻 中 的 系数 & 称 作 拉 格 朗 日 妮 
子 ,或 简称 胶 子 , 满足 K-T 条 件 的 点 称 作 K-T 点 . 

定理 中 的 假设 (25. 2-9) 称 作 CQ 假设 (约束 规格 假设 ). 下 面 的 例子 表明 ,没有 
CQ 假设 ,定理 将 不 成 立 . 

例 2 考虑 问题 


min~— Xl 
3. t. zz — (1— zr) 过 0， 


一 Xs 0. 
显然 了 = 0 为 最 优 和 解 .在 二 =0,E={1,2}. Ve1(0) 二 (0,1)T7,Ygz(0) 二 (0, 一 1)7 ,线性 
相关 . 而 YA0) = 二 (一 1,0)7 ,可 知 任何 坟 守 0,w 实 0, 都 不 可 能 使 Vf(0) 十 uw Vg 人 0) 十 
us Vg2 (0)=0, 
CQ 假设 可 以 弱化 . 可 使 定理 10 的 结论 成 立 的 较劲 的 CQ 假设 有 如 (依次 减弱 )， 
(1) MFCQ; 不 存在 不 全 为 0 的 元 实 0,iEE, 使 得 2 Vg (x) = 二 0( 称 为 不 半 正 


相关 ). 此 CQ 的 等 价 形式 是 集合 
(dERIVECGDTE< 0 €E EC)) A 
(2) 集合 fF={ad:d 是 DD 在 的 可 行 方向 ), 即 所 谓 的 可 行 方向 锥 ,与 集合 
G= {d € FR",Vg (TTd 0, € EC(X)}, (25, 2-12) 
满足 财 包 ciF=G. 
《3) 也 在 x 的 切 锥 定义 为 
了 一 ttE :存在 一 ,六 天 ED, 存在 之 0, 使 (25. 2-13) 
d= lima (x CO— Xx) 1, 
CQ 假设 为 T=G. 
(4) 最 器 的 CQ 假设 为 了 T" = 二 G* . 其 中 
TT 二 {z€R"';zid 坟 0, 对 任意 dE T) 
称 为 了 的 极 锥 ,G" 与 此 同 义 . 此 处 所 谓 “ 最 弱 ”, 意 指 如 果 集 合 D=={xE R" ;g(x) 护 0， 
:二 1,2,… ,mm) 在 点 xED 不 满足 此 假设 , 则 一 定 存在 一 个 函数 ,以 之 为 目标 函数 ,与 
所 B82， ;Em 物 成 不 等 式 约束 问题 ,以 x 为 局 部 最 优 解 ,但是 不 满足 K-T 条件. 
如 果 约 束 条 件 中 的 晴 数 都 是 一 次 隙 数 , 比 如 问题 
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minf(x), 
st Arb 
这 称 为 线性 约束 问题 . 对 此 ,CQ 假设 (2) 或 (3) 自 然 满 足 . 于 是 ,对 于 线性 约束 问题 ， 
K-T 条 件 就 是 局 部 最 优 解 的 必要 条 件 . 
定理 11 设 问题 25, 2-3)? 为 凸 规划 . 如 果 工 是 可 行 解 ,又 满足 K-T 条 件 , 即 存在 
4 疡 0,wW EE(x) 使 
VFX) + 之 4 Vg (xz) 一 0， 
1 
则 x 是 最 优 解 . 
事实 上 ,即使 问题 不 是 凸 规划 ,只 要 函数 上 和 gpiE 王 ,为 凸 函 数 ,定理 就 成 立 , 
对 于 同时 含有 不 等 式 和 等 式 约 束 的 问题 (等 式 约 束 问 题 为 其 特例 ), 有 与 上 述 相 
平行 的 定理 . 
定理 12(F,J 条 件 ) 考虑 问题 (25.2-5). 如 果 x 是 局 部 最 优 解 , 隙 数 fg;,iE 
ECx), 和 六 ,7 一 1, 2 在 xx 的 某 个 邻 域内 连续 可 微 ,8 ,i 全 F(x) 在 x 连续 , 则 存在 
0 ,uw 守 0,7E EC 和 ,7 二 1,2,…' ,1 不 全 为 0, 使 得 


uo Df) YuiVg (x) 十》 本 Vi) 一 0， (25. 2-14) 
rEE | 
又 若 g;siEE 在 x 也 可 微 , 则 可 以 写作 
m 1 
ww Df Ou VER) Dw Th lx) = 0, 
i=) j=1 


wo 之 0 之 0 (25, 2-15) 
(sw 1 ) A 0, 
TRY = 0. 
定理 13( 库 恩 - 塔 克 条 件 ,K-T 条 件 ,KKT 条件 ) 考虑 问题 (25. 2-5). 如 果 x 是 局 
部 最 优 解 ,函数 f,g; ,iEE(X), 和 所,j 二 1,2,…, 如 ,在 x 的 某 邻 域 连续 可 微 ,g; ,i EE， 
在 x 连续 ,又 作 约 束 规 格 假设 (CQ 假设 ), 如 Ve, (Cx) ,iEE,Vh; (x) ,j= 二 1,2，… ,4 为 线 
性 无 关 , 则 存在 元 之 0,iEE, 及 十 ,I 二 1,2,… 2, 使 得 


+ 
VAR) + 2 i Vg (X) + SD;Vhj x) = 0, (25. 2-16) 
iEE JJ 一 
若 又 有 8,iE 巨 ,在 x 可 微 , 则 可 写作 


VFO OW VE DT Vh(x) = 0, 
i=) ;二 1 


i > 0, (25. 2~17) 


u' g(x) = 0. 
关于 CQ 假设 ,同样 有 更 器 的 形式 ,比如 相当 于 不 等 式 约 束 问题 (3) 的 是 
» 1]004 。 


T=G H,, (25. 2-18) 
其 中 于 二 {dER" .VvVh (x)Td 二 0,7 二 1,2,…, 引 .此 假设 在 线性 约束 的 情形 肯定 蚌 浦 
足 的 . 
定理 14 考虑 问题 (25. 2-5). 如 果 x 是 可 行 解 , 且 满 足 K-T 条件 (25. 2-17), 如 
果 f 和 g,,i€EE(LXY), 是 凸 函 数 ; 函 数 霹 中 ,对 应 于 书 渤 0 者 为 凸 隆 数 , 对 应 于 十 之 0 者 
为 吓 隔 数 , 则 x 是 最 优 解 , 特别 是 ,如 果 问 题 (25.2-5) 是 吓 规 划 , 则 满足 K-T 条件 的 可 
行 解 必 为 最 优 解 . 
例 3 考虑 标准 型 的 线性 规划 问题 (25, 1-2). 因为 它 既 是 西 规划 ,又 是 线性 约 
束 ,所 以 ,点 * 为 K-T 点 就 是 最 优 解 的 必要 充分 条 件 . 此 处 K-T 条 件 为 存在 区 ER"， 


v ER" ,使 得 
c 十 4 万 一 元 一 吕 ， 
全 0, ix = 0, 
Ax = b,x 0. 
若 将 顽 解 出 并 消去 , 则 可 写成 
5 十 和 二 六 0 十 可 六 一 0， 
(i -b,x 0. ‘25. 2-19) 
2. 二 阶 条 性 


定理 15 考虑 无 约束 问题 (25. 2-2). 如 果 x 是 局 部 最 优 解 ,在 x 二 次 可 微 ; 则 
有 了 Fr)==0 和 VY? (x) 半 正 定 . 
定理 16 考虑 无 约束 问题 (25. 2-2). 如 果 点 x 满足 
Vf(x) = 0, V2? f(x) 正定 
则 x 是 孤立 的 局 部 最 优 解 ， 
定理 17( 二 阶 必要 条 件 ) 考虑 兼 有 等 式 和 不 等 式 约束 的 问题 (25.2-5), 如 果 x 
是 局 部 最 优 解 , 函 数 f,gi ,i1E EC 和 万 一 1, 2 在 xz 点 二 次 可 微 ,函数 g;, iE 
E, 在 x 连续, 并且 
Vg Cx), i EE FEC, Vh (ri 一 1 2 线性 无 关 
则 K-T 条 件 (25. 2-16) 成 立 ,进而 有 范 数 
L(x) 一 A(X) 十 > iigi (x) 十 Sah (x) (25, 2-20) 
i 区 了 一 
满足 :对 任意 4EG 门 Ho ,有 
div ?L(x)a > 0, 
其 中 
Go = {dE€ RVg(x) ad = 0,1E€ E(x)}, 
Ho={(d€ER.,Vh (x d=0, j= 1,2,,1). 
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注意 定理 中 也 作 了 线性 无 关 CQ 假设 . 这 一 假设 同样 可 减弱 ,但 不 是 如 一 阶 条 件 
情形 的 结 冬 ， 
定理 18( 二 阶 充分 条 件 ) 考虑 问题 (25. 2-5). 设 x 是 可 行 解 , 满 足 K-T 条件, 并 
上 且 对 于 某 一 组 使 上 了 工 条 件 成 立 的 乘 子 过 和 , 按 (25. 2-20) 式 构成 的 硝 数 L(x) ,有 
div ?L(x)d > 0. 
对 任意 d 关 0,4EGN Ho 站 {d:VfC(x) Td 二 0} 成 立 , 则 x 是 问题 的 严格 的 局 部 最 优 解 ， 
如 果 又 有 线性 无 关 CQ 假设 成 立 , 则 是 孤立 的 局 部 最 优 解 . 


3， 对 偶 理 论 


定义 8( 沃 尔 夫 对 侦 ) 考虑 问题 (25. 2-6). 设 函 数 三 和 有 st 二 | ,2 了 生生 为 凸 基 
数 , 妈 问题 为 凸 规划 . 设 fF 和 g; y=] 2 71 为 可 微 . 称 下 述 以 人 2 为 变量 的 问 
题 
maxf (lx) i+ ugtx) + v' (Ax —b), 


st Vf Drm TE +ATY = 0, (25. 2-21) 
i 一 1 


u > 0. 

为 问题 (25. 2-6) 的 沃 尔 夫 {Wolfe) 对 偶 问 题 . 相应 地 , 称 (25. 2-6) 为 原 问题 

定理 19( 沃 尔 夫 对 偶 定 理 ) 考虑 凸 规划 (25.2-6) 及 其 活 尔 夫 对 侦 问 题 
(25.2-21). 如 果 原 问题 有 解 , 比 如 为 *, 在 x 点 有 定理 13 中 的 某 种 CQ 假设 成 立 , 则 
对 偶 问 题 也 有 和解, 且 目 标 肾 数 最 优 值 相等 ;反之 如 果 有 x 及 (4,v) ,分 别 是 原 问 题 和 对 
侦 问 题 的 可 行 解 , 且 有 wi'glx) 二 0, 则 它们 分 别 是 原 问 题 和 对 偶 问 题 的 最 优 解 . 

定义 9( 拉 格 妆 日 对 偶 ) 考虑 问题 (25. 2-5), 称 问题 

max (u,v), 


(25, 2-22) 
st tt 0, 


为 其 拉 格 朗 日 对 偶 问 题 , 其 中 
Bu) = in{f{ fx) + ur etx) Tv h(x))} 


称 为 拉 格 朗 日 对 性 函数 . 称 (25. 2-5) 为 原 问 题 . 

定理 20( 弱 对 偶 定 理 ) ”对 于 (25. 2-5) 的 任意 可 行 解 x 和 和 对偶 问题 (25. 2-22) 的 
任意 可 行 解 (#,v5), 恒 有 f(x) 守 u,v)., 

推论 ”如 果 有 问题 (25, 2-5) 的 可 行 解 x 和 wu ER",u 宇 0,v EER, 满足 f(x) 志 
Qu,0) ;1 则 x 和 (u,v) 分 别 是 问题 (25, 2-5) 和 (25. 2-22) 的 最 优 解 . 

定理 21( 强 对 偶 定 理 ) 设 问题 (25. 2-6) 为 凸 规划 ,并且 满足 CQ 假设 : 

存在 点 如 使 可 (mo)<0i 一 1 2 及 Ar 一 (25. 2-23) 

考虑 对 贫 问 题 (25.2-22) ,注意 此 时 SCu， 0)=in{{ f(x) Tw g(x) tv CAx 一 5)}. 如 果 


(25. 2-6) 有 最 优 解 , 记 为 x, 则 对 偶 间 题 也 有 最 优 解 , 记 为 u,v ,并 且 有 f(x) 一 8(u,v) 
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及 wu g(x)=0. 

定义 10 设 SiCR",S;CR, 殉 数 g:Si XS 一 R. 如 果 点 (x,y)ESX5S, ,使 得 对 
任意 的 xE S 和 yE 9: 都 有 

PXIY) ES PX Y) ES p(x y), 

则 称 (x,y) 为 函数 9 的 鞍点 . 

定理 22( 和 鞍点 定理 ) 考虑 问题 (25. 2-5). 如 果 (x,u,v) 是 沙 数 ( 称 为 拉 格 朗 日 函 
数 ) 

Llxsuv) = fOr tu gx) tv hr), uu 0 (25. 2-24) 

的 鞍点 , 则 x 和 (u,v) 分 别 是 问题 (25. 2-5) 及 其 拉 格 朗 日 对 偶 问题 的 最 优 解 , 并 且 有 
UTg《X) 二 0. 反之 , 设 (25.2-5) 为 凸 规划 ,并 满足 (25.2-23) 式 的 CQ 假设 . 如 果 x 为 最 
优 解 , 则 存在 wv zz20, 使 (xzsp) 为 工 的 鞍点 . 

定理 23( 鞍 点 与 K-T 条 件 的 关系 ) 考虑 问题 (25. 2-5) ,可 行 集 为 DD 

(1) 设 xED 满 足 K-T 条 件 , 乳 子 为 u,v. 又 设 f ,gi ;i 二 1,2,…,m; 为 症 枉 数 ， 
hx) 二 Ax 一 5, 即 为 凸 规划 , 则 (x ,u,v) 为 (25. 2-24) 式 的 拉 格 朗 日 函数 工 的 鞍点 . 

(2) 设 (x,4,v) 为 工 的 鞍点 , 则 xED 且 满足 K-T 条件, 乘 子 为 &,v. 

例 4 标准 型 线性 规划 问题 (25. 1-2) 是 杞 规划 ,其 活 尔 去 对 偶 问 题 , 按 定 义 8 为 

max clix—ulxt+vu' (Ar—b), 
| t 《一 大 十 由 和 一 小 ， 
nu 之 0. 
消去 ;并 令 y= 二 一 v, 则 可 已 为 
人 py, 
st ATy 过 cc. 
即 间 题 (25. 1-13). 为 导出 拉 格 朗 日 对 侦 问 题 先 求 对 候 孙 数 
Bu) 一 inffte x—w x v' (Ax CO—b)} 


=— biv+inf{tc+ ATv— wx), 


( 妆 c 十 AP 一 下 六 0 
一 ce， 当 存 在 cc 十 piv 一 志和 之 0 
可 见 ,问题 (25. 2-22) 在 此 处 等 价 于 
max b' (— v),， 
人 t AT(—v) ee. 
令 y 二 一 v ,同样 得 到 (25. 1-13). 


25.2.4 数值 最 优化 方法 的 一 般 概念 


数值 最 优化 方法 中 的 算法 ,都 是 一 个 迭代 过 程 . 除 个 别 情况 (如 下 --- 段 中 的 
”1007 ， 


0. 618 法 ) 外 ,都 是 从 一 个 初始 近似 解 开 始 ,每 选 代 一 次 ,更 新 一 次 近 做 解 ,从 而 生成 
-个 近似 解 序 列 . 


]， 收 仇 性 与 收 化 速度 


非 线性 规划 问题 的 最 优 解 常常 不 具有 唯一 性 . 实际 的 最 优化 问题 又 常常 不 追求 
得 到 准确 的 最 优 解 ,而 只 求 得 到 一 个 可 以 接受 的 可 行 解 .因此 ,算法 的 收敛 性 分 析 , 首 
先 要 认定 所 希望 要 用 算法 求 到 的 点 的 集合 ,此 集合 称 作 解 集 . 

定义 11 如 宁 一 个 算法 经 有 限 步 迭代 即 得 到 解 集 的 点 ,或 者 所 产生 的 无 穷 序 列 
的 每 一 个 极限 点 都 是 解 集 的 点 , 则 称 此 算法 是 收敛 的 . 

可 见 , 一 个 收 伍 的 算法 所 产生 的 近似 解 序列 ,不 一 定 是 如 微 积分 学 中 的 收敛 序 
列 , 但 它 的 每 一 个 收敛 子 序列 者 以 解 集中 的 点 为 极限 . 

至 于 收敛 速度 的 概念 ,是 当 每 个 收 敏 子 序列 具有 如 18. 1. 3 所 定义 的 某 种 收敛 速 
度 时 , 称 算法 具有 此 种 收 伊 速度 . 


2， 二 次 终结 性 


一 个 算法 , 知 在 用 于 二 次 函数 的 无 约束 问题 时 ,经 有 限 次 和 欠 代 就 得 到 最 优 解 ,就 
称 此 算法 有 二 次 终结 性 质 . 

定义 12 设 1n 宇 2,C=(c)sxs 为 对 称 正定 矩阵 ; pip;p" (m7) 为 m 个 n 
维 问 量 , 乔 

《piDICp 一 0 0 天 1 一 1 2 72)， (25. 2-25) 

则 称 向 量 组 p! , 户 ,…,p” 关于 矩阵 上 为 共 力 向 量 , 或 称 关 于 矩阵 CC 为 共 罗 方向 . 

定理 34 ” 共 鲁 回 量 是 线性 无 关 的 . 

定理 25 设 C 是 xnXn 对 称 正定 矩阵 ,函数 


f(x) = 加 TCx + bx (25. 2-26) 


设 dd ,ds ,dnER' ,mn, 是 关于 C 共 示 的 , 设 义 为 初始 点 ,对 于 二 1,2,… mm， 
各 -1 一 欣 十 AQ ;其 中 入 为 问题 
min fxs t+ Adi) 
的 最 优 解 . 则 zn+1 是 问题 
(™ FX), 
5st, teEM. 


的 最 优 解 ,其 中 M= (x€ R":x=xi 十 dsp R) 
据 定理 24, 共 锯 方 向 是 线性 无 关 的 . 据 定理 25, 当 mw 二 n 时 ,从 任意 的 出 发, 依 


次 沿 n 个 共 卉 方向 求 最 小 ,最 终 将 求 得 无 约束 问题 minf(x) 一 本 zxTGr 十 bx 的 最 优 
解 
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3， 可靠 性 和 效率 


数值 最 优化 的 算法 的 生命 力 ,取决 于 用 以 实际 求解 间 题 的 表现 , 即 称 数值 经 验 的 
结果 ,一 个 新 的 算法 能 否 存 活 下 来 ,取决 于 它 是 否 在 数值 经 验方 面 优 于 已 有 的 算法 ， 
有 专门 设计 出 的 试验 题目 ,用 来 考验 算法 和 在 不 同 算法 间作 比较 . 数值 经 验 的 指标 主 
要 有 两 项 , 即 可 午 性 和 效率 . 

这 里 说 一 个 算法 的 可 靠 性 ,是 指 它 以 合理 的 精度 ,求解 它 那 类 问题 中 大 多 数 问题 
的 能 力 . 所 谓 它 那 类 问题 ,是 指 设计 这 个 算法 时 ,所 针对 要 解 的 那个 问题 种 类 . 用 专门 
设计 出 的 试验 题目 ,统计 能 成 功 求解 的 百分数 ,可 以 得 到 算法 可 靠 性 的 经 验 估 计 . 

算法 的 效率 ,可 以 用 解 题 所 需 完成 的 工作 重 来 度量 . 人 们 用 许多 指标 来 表现 工作 
量 , 诸 如 消 数 和 梯度 的 求 值 次 数 ,迭代 次 数 ,CPU 时 间 等 . 但 这 些 指 标 单独 任何 一 个 
都 不 是 令 人 满意 的 ;而 用 多 个 指标 时 , 如 何 综合 地 加 以 评价 ,也 需要 一 个 为 人 公认 的 
方法 . 执行 一 个 算法 所 需要 的 机 器 时 间 ,不 仅 依 赖 于 算法 的 效率 ,而 且 依 赖 于 所 用 机 
器 的 类 型 ,以 及 程序 编码 的 好 坏 . 迭代 次 数 不 能 单独 用 作 算 法 效率 的 度量 ,因为 对 于 
不 同 的 算法 ,一 次 迭代 所 花 工作 量 会 十 分 不 同 . 单 用 函数 和 梯度 求 值 次 数 也 会 导致 错 
误 的 评价 ,因为 这 忽略 了 其 他 一 些 也 很 花 时 间 的 计算 ,如 和 矩 阵 乘 法 ,和 矩阵 求 道 等 . 此 
外 , 晒 数 的 求 值 与 梯度 的 求 值 ,以 及 有 时 要 作 的 海 赛 矩阵 的 求 值 , 也 是 很 不 相同 的 . 但 
是 , 几 个 算法 解 同 一 批 题目 , 按 一 项 或 者 多 项 指标 作出 统计 ,对 于 这 些 算 法 在 某 个 方 
面 的 优 秒 ,可 以 经 验 地 给 出 大 体 上 的 比较 . 


25.2.5 一 维 搜索 法 


求 一 元 枉 数 在 全 数 轴 上 ,在 正 半 轴 上 ,或 在 一 有 限 区 间 上 的 最 小 值 点 的 数 从 方 
法 , 称 为 一 维 搜索 法 . 它 可 以 用 于 求解 一 元 一 数 的 最 优 问题 ,更 多 地 则 是 内 艺 于 各 种 
数值 最 优化 方法 中 . 由 于 这 时 它 是 一 个 挝 代步 的 构成 部 分 , 随 迭 代 过 程 被 重复 执行 ， 
因而 其 优 劣 对 算法 效率 影响 巨大 . 


1. 0. 618 法 与 中 点 法 


定义 13 设 函数 gp:R->R, 在 区 间 [a, 有 上 有 最 小 点 ,如果 对 于 任意 ,2 E [ao 
8, 且 属 < ,都 有 

《1) 落 js 生 1, 则 pCD) Pei 

(2) 若 和 2 , 则 gl) 之 plA2). 
则 称 g 在 Le;8j 区 间 上 是 强 单 峰 的 , 又 若 对 任意 说 ,h2 ELay 有 请; 且 为 过 glA1) 关 
pA) ;pl ) 天 gt4) ,而 成 立民 ) 和 (2), 则 称 @ 在 [a;8j 区 间 为 单 峰 的 . 

定理 26 设 y:R~R, 在 区 间 [La, 有 站 上 是 单 蜂 的 . 设 4,x€ELay 有 j, 且 4 过 yp. 如 
Jp 则 对 任意 的 poELa ij 用 om 如 果 gl) 和 gb , 则 对 任意 的 pE 
[£2 有 ,有 po) 六 po(A). 

算法 1(0. 618 法 ) 

。，1009 ， 


(1) 给 初始 楼 索 区 间 [a ,BJ. 置 容 差 (容许 误差 )e>0. 置 :二 W5 一 1)/2. 计算 

= 二 (一 站 (Bi 一 21), pi 二 十 ti(B 一 1). 计 算 pl41) ,pla). 置 k==1. 

(2) 车 太一 m 之 e; 则 停止 ;区 间 [os ,8&] 上 任 一 点 可 作为 近似 解 ; 否 则 , 当 wx) 盖 
eof) 时 转 (3), 当 p(he) 委 pe ) 时 转 (4). 

(3) 站 ori 三 入 B+ 一 良 ，A+1 一 有 PC+i = g (yn ). 计算 H+] 一 Det+l1 十 上 
(B+ | ) ;计算 pp ), 转 (5)， 

(4) 置 gti 二 a ) Bt 二 pa pa 二 A p+) = pA ). 计算 + 二 ort1 十 (1 一 2) 
(和 B41 一 ox+t1) ;计算 p43). 转 (5). 

(5) 置 & 一 上 十 1, 转 (2)， 

0. 618 法 的 搜索 区 间 按 0. 618 的 和 宪 减 小 , 取 区 间 中 任 一 点 为 近似 解 ,有 (0. 618 ) 
的 收 伍 速度 .《 见 18. 1. 3) 

算法 2( 中 点 法 ) 

(1) 给 初始 搜索 区 间 [om ,Bi ], 置 容 差 e>0. 置 二 1. 

(2) 计算 入 二 (ax 十 访 )/2; 计 算 gg CG). 如 果 g G4) = 二 0 则 停 上 上 ,4 为 解 ; 如 果 
2 (4) 之 0, 则 转 (3) ;如果 2 7<0, 则 转 (4). 

(3) 置 wu 一 上 ;成 + 一 个 ; 转 (5). 

(4) 置 w+1 一 公 :+1 二 六 ; 转 (5). 

(5) 如 蛇 所 +1 一 os, 则 停止 ,Las ;B+1 中 的 任 一 点 都 可 作为 近似 解 ; 否 则 9 
置 上 一 上 十 1， 转 (2)， 

中 点 法 的 搜索 区 间 按 0. 5 的 疾 减 小 有 OCO. 5 ) 的 收 俩 速度 《 见 18. 1. 3) 


2. 牛顿 法 与 强 线 法 


算法 3( 牛 顿 法 ) 

(1) 给 1,. 置 容 差 e>0. 置 有 =1. 

(2) 如 果 |g G2) | 过 se; 则 停 目 , 解 为 入 ,否则 , 当 y G4) 二 0, 算 法 失败 ; 当 y G4) 关 
0, 转 (3). 

(3) 计算 +1 = gy. 如 果 

| AH — hb |< es (25. 2-27) 

出 停止 ,; 解 为 让 ti ;否则 ,; 置 k= 二 十 1 , 转 (2). 

牛顿 法 的 收敛 性 质 参 见 25. 2. 6. 

此 处 的 牛顿 法 是 以 gt) 在 点 的 二 阶 泰 勒 多 项 式 的 最 小 值 点 作为 A4+i 而 导出 
的 . 这 与 将 18. 7. 1 的 牛顿 法 施 于 非 线性 方程 py 0) ==0, 结 果 是 一 致 的 . 

以 下 的 弦 线 法 也 可 以 看 作 是 将 18, 7. 1 的 弦 线 法 用 于 方程 g (4) 二 0 的 结果 . 

算法 4( 弦 线 法 ) 

《1) 给 加 ,使 g Cu)p (<0. 置 容 差 se>>0. 置 一 1， 

《2) 计算 
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A 一 到 一 人) -人 一 AL ， 


PCA) — PCA) 
如 果 g Gh) 二 0, 则 停止 , 解 为 +. 否则 , 当 g Gir)g (4) 过 0 时 转 (3); 当 gg G4+1) 
p (0 时 , 署 信 一 人 -1 转 (3)， 
(3) 如 果 [an 一 入 | 过 se; 则 停 直 , 解 为 + ;否则 置 &==& 十 1, 转 (2)， 


3. 不 精确 一 维 搜索 法 


无 约束 最 优化 方法 的 许多 等 法 ,要 在 到 达 x 和 求 出 搜索 方向 后 ,求解 一 维 搜 
索 问 题 
(™? pA) = fx ta), 
st 之 0 
以 产生 mr 这 里 的 不 精确 一 维 搜索 法 仅 用 于 此 . 它 以 求 满足 如 下 条 件 ( 称 沃 尔 夫 - 鲍 
威 尔 准 则 ?的 1, 代 蔡 (25. 2-28) 的 最 优 解 , 即 
js fx td) Fm) od VY Fxs)'d, 


(25. 2-28) 


(DY fox td) dPY fr) "dad, 《25. 2- 29) 
(Cc) 4 = 三 1 优先. 


其 中 a€ (9, 过), BE (a,1). 这 样 的 和 虽然 会 与 最 优 解 甚至 局 部 最 优 解 相去 甚 远 ,但 


却 使 算法 的 效率 大 大 提高 ,并 使 有 的 算法 有 很 好 的 收敛 性 质 ， 

算法 5 

(1) 置 4 二 1. 计算 fm) 与 Vf(x) "4d. 

(2) 计算 fx 十 44), 如 果 (25. 2-29) 的 (8) 成 立 , 则 转 (3); 否 则 , 置 4 二 4/2, 重 复 
执行 (2). 

(3) 计算 YA 十 1d) "Td. 如 果 (25. 2-29) 的 (b) 成 立 , 则 停止 ,X 即 为 所 求 ; 否 则 置 
4 一 34/2, 转 (2). 


25.2.6 无 约束 最 优化 的 数值 方法 
本 段 的 算法 用 于 求解 问题 (25. 2-2). 
i. 最 速 下 降 法 与 牛顿 法 


算法 6 最 速 下 降 法 》 
(1) 给 初始 近似 解 x1. 置 容 差 e 守 0. 置 & 二 1], 
(2) 计算 VFCx). 如 果 有 YCw) < 之 e, 则 停止 ,以 x 为 所 求 近 似 解 ;否则 上 置 
d 一 一 Y f(x ) ,用 某 种 一 维 搜索 法 (不 可 用 算法 5) 求 解 问题 (25. 2-28) 得 入, 置 Xi+1 一 
,Ad. 
(3) 置 上 一 上 十 1, 转 (2)， 
。 1011 。 


最 速 下 降 法 在 某 种 假设 下 可 以 证 明 收 敏 到 梯度 0 点 ,为 线性 收 敏 . 数值 经 验 结果 
是 收 伍 缓慢 ,效率 很 差 , 且 常常 因 早 停 而 不 能 求 得 梯度 0 点 的 好 的 近似 点 . 
算法 7( 牛 顿 法 ) 
(1) 给 初始 近似 解 x1, 置 容 差 se>0, 置 有 一 1. 
(2) 计算 VfCm). 如 果 YFfCxe) <e 则 停 上 上 ,以 六 为 所 求 近 似 解 ;否则 计算 
Y ?2 了 f(x) ,求解 方程 组 ( 称 为 牛顿 方程 组 )》 
Vi f(x)s =~— VAC;) (25. 2-30) 
得 解 5 趾 Xri1 二 入 十 $5， 
《3) 如 果 | mr 一 总 上 二 gs, 则 停止 ,以 xiti 为 所 求 近似 解 ;否则 置 ==& 十 1, 转 
(2), 
牛顿 法 用 于 二 次 函数 ,只 需 一 步 即 得 梯度 0 点 . 这 也 是 具有 二 次 终结 性 . 
定理 27 设 目标 函数 二 次 连续 可 微 . 设 点 衬 使 得 VCxz)=0,V2FY) 为 可 道 
阵 . 如 果 5== 上 一 x 完 分 小 ,使 得 对 任意 的 xE Ns (C(x) 二 {xER" ;|x 一 x ‖ <8) ,有 
| VAD <a 和 Vf VF Selx—*l, 
并 且 cicz8<2, 则 和 牛顿 法 产生 的 点 列 {x ) 有 limz 二 x, 并 且 收 合 的 阶 至 少 是 2. 


像 牛顿 法 的 收敛 性 这 样 , 只 有 当初 始点 x 充分 接近 于 要 求 的 解 x 时 ,收敛 狂 才 
成 立 , 这 叫 作 局 部 收 敏 性 ,相对 立 的 ,不 论 x 如 何 取 ,都 有 收 合 性 成 立 , 称 为 全 局 收 
效 . 


2. 牛顿 法 的 改进 


收 敏 的 阶 董 少 为 2, 这 种 快速 收敛 性 质 ,是 牛顿 法 的 难得 的 优点 . 但 牛顿 法 的 许 
多 缺点 ,诸如 仅 有 局 部 收敛 性 ,要 求 二 阶 导数 答 阵 Y ?fCx) 可 道 ,每 步 迭代 要 计算 矩阵 
VV? fx), 以 及 求解 方程 组 (25, 2-30) 所 带 来 的 巨大 计算 量 等 ,使 得 牛顿 法 不 是 一 个 
实际 可 用 的 算法 , 于 是 ,产生 了 对 牛顿 法 的 种 种 改进 方案 ,如 以 所 谓 LM 法 为 代表 的 
称 作 修正 的 牛顿 法 的 一 类 方法 ,又 如 近年 来 多 有 研究 的 所 谓 牛 顿 -PGCG 法 等 ,方案 多 
多 . 其 意 缘 在 尽量 保留 和 少 损失 快速 收 伍 性 质 的 情况 下 ,改进 成 为 实用 的 好 方法 ， 


3. 变 度 量 法 


算法 8CDFP 法 ) 

(1) 给 初始 近似 解 和 初始 对 称 正定 矩阵 不, 置 容 差 e>0. 计算 Vflx). 置 k=1 

(2) 如果 | YFCz) | 过 8,; 则 停止 ;以 为 所 求 近似 解 ;否则 求 方向 d= 
— HY f(x), 

(3) 用 算法 5 解 一 维 搜索 问题 (25. 2-28) 得 人 , 置 hn 一 十 Ad. 

(4)》 和 如果 二 一 总 |‖<e 则 停止 ,以 站 为 所 求 近 似 解 ; 否 则 计算 YAFCxzstr)， 计 
算 y= 二 VOW 一 Y/N ) 5 一 区 一 ， 


一 SS _ Hyy H _ 
Hi H. 十 sy vy Hiy 四 《25。 2 31) 
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置 有 《一 上 十 1, 转 (2)， 

算法 9CBFGS 法 ) 

(1),(2),(3)， (4) 各 步 除 再 + 的 公式 之 外 各 与 算法 8 的 DFP 法 相同 ， 以 公式 

Hen = Hi + (1+ 7 ) 车 - -时 卫 十 本 
了 /ss'y sy 

取代 (25. 2-31) 式 而 置 人 算法 8, 就 是 BFGS 法 . 

BFGS 法 的 另 一 实现 方案 是 在 (1) 中 给 初始 对 称 正 定 矩 阵 Bi 取代 太 ;在 C2) 中 
用 求解 方程 组 

Bd 一 一 VAN) 

来 求 搜索 方向 &, 在 (4) 中 用 公式 


Bn = B + 各 5 (25. 2-32) 


产生 新 矩阵 Biti. 这 样 看 似 用 计算 量 为 DG 交角 性 方程 组 取代 仅 需 Ow ) 计算 
量 的 矩阵 向 量 来 ,来 生成 搜索 方向 &, 是 不 利 的 , 但 在 实际 的 实现 中 ,通过 在 人 1) 中 给 
已 知 其 LDL 分 解 (参见 3 18.8) 的 B) 矩阵 (比如 单位 矩阵 7 和 在 (4) 中 在 分 解 B= 
LiDiLs 的 基础 上 ,用 工 ,DD 和 和 syy 产 生 Liti 和 Dn ,从 而 完成 (25.2-32) 式 计算 的 
方法 ,使 得 (2) 的 线性 方程 组 的 求解 在 O(C2 ) 计 算 量 内 完成 . 
DFP 法 和 BFGS 法 在 用 于 二 次 函数 (25.2-26) 时 , 如果 在 步 (3) 中 所 求 4 是 
(25. 2-28) 的 精确 的 最 优 解 , 则 所 产生 的 乙方 向 系列 是 关于 和 矩阵 C 共 轿 的 . 也 就 是 说 ， 
DFP 和 BFGS 法 具有 二 次 终结 性 
定理 28 设 f 是 是 函数 ,二 次 连续 可 微 , 设 对 任意 的 加 ,水平 集 {xER .DEf 
(xo)}) 为 有 界 集 , 则 对 任意 的 x 和 孔 ,用 算法 9(BFGS 法 ) 所 产生 的 点 别 {%} ,有 
lim fx) = f, (25. 2-33) 
其 中 f 为 最 优 值 . 如 果 再 假设 六 一 x,，V ?f(x) 正 定 ,并且 存 在 常数 KK 沁 0, 使 得 在 x 的 
某 个 邻 域 内 有 
| ?fF — Vf) SRK)xr—x|, 
则 x 一 x 的 收 伍 是 超 线性 的 . 
(25.2-33) 式 保证 {的 每 个 极限 点 都 是 最 优 解 . 
定理 29 设 了 是 凸 函 数 ,二 次 连续 可 微 . 设 对 任意 x E Rr" ,水 平 集 {(xER， 
Xf(xo)) 为 有 界 集 . 如 果 用 算法 8 的 DFP 法 ,但 要 变 步 (3) 为 所 求 的 都 是 
(28. 2-287 的 精确 的 最 优 解 , 则 对 任意 的 和 理 ,; 点 列 {mw} 有 (25.2-33) 式 的 收 伐 
性 ， 
定理 30 设 了 二 次 连续 可 微 ,并 且 存 在 e>0, 使 得 对 任意 的 xER'",V ?f(x) 的 最 
小 特征 信和 不 小 于 e. 则 无 论 DFP 法 还 是 BFGS 法 ,只 要 将 步 (3) 变 为 求 出 的 A 是 一 维 
搜索 问题 (25. 2-28) 的 精确 的 最 优 解 ,就 有 对 任意 的 x 和 日; ,所 生成 的 点 列 {x4) 有 
limx; = 工 ， (25. 2-34) 
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其 中 至 是 问题 (25.2-2) 的 唯一 的 最 优 解 . 如 果 再 假设 存在 常数 多 >>0, 使 得 对 任意 的 
x 人 ES ,有 
| Tif — YF) KI x—xi, 
其 中 5 为 水 平 集 { 信 侍卫 :Fo 安庆 0) 则 (25.2-34) 式 的 收 伍 是 超 线 性 的 ， 
数值 经 验 显示 , 当 维 数 不 太 高 时 ,BFGS 法 是 最 好 的 无 约束 最 优化 方法 . 


4. 共 示 方 向 法 


本 段 中 的 方法 , 当 用 于 二 次 函数 时 ,所 产生 的 搜索 方向 为 共 罗 方 向 . 从 而 方法 具 
有 二 次 终结 性 . 
算法 10( 共 斩 梯 度 法 ) 
《1) 给 初始 近似 解 x . 置 容 差 e>>0, 计算 砚 三 一 Van ). 置 有 一 1. 
《2) 如 果 1 中 YAa) | < 之 gs, 则 停止 ,以 x 为 所 求 近似 解 ;否则 求解 一 维 搜索 问题 
(25. 2-28) 得 精确 的 最 优 解 ,局 xi0) 二 x 十 4d 
(3) 计算 wm .计算 
b= ry (25. 2-35) 
置 ds 一 一 VYFCmr) 十 Ba 置 上 k= 十 1, 转 (2).， 
算法 10 可 以 有 许多 变化 , 一 种 是 被 称 作 n 步 重 开 始 的 共 示 梯 度 法 , 其 变化 为 ， 
在 (1) 中 增加 置 * 值 . 
改 (3) 为 ;如 果 上 二 n); 置 上 二 1 ,x 二 Xn s VARVARA = YO ) , 转 
(2) ;否则 计算 如 公式 (25.2-35), 置 d+1 二 一 9 了 CRU+1) 十 Bdi;, 置 上 =& 十 1, 转 C2). 
男 一 种 变化 是 8 的 计算 公式 , 如 上 按 (25. 2-35) 式 计算 8 称 为 事 法 , 按 公式 
—— Vv kr 上 “7 | _ 
Rs 
计算 8 的 共 思 梯 度 法 , 称 为 PRP 法 .还 有 其 他 的 8 公式 , 这 些 不 同 的 公式 ,在 用 于 二 次 
遇 数 时 是 等 同 的 ,用 于 非 二 次 函数 ,会 导致 产生 不 同 的 搜索 方向 . 但 数值 经 验 表 明 各 
个 方法 差别 不 大 . 
共 斩 梯 度 法 有 全 局 收敛 性 的 性 质 ,但 未 得 到 是 超 线性 收 伍 的 ; 数值 经 验方 面 , 其 
可 靠 性 和 效率 都 没有 BFGS 和 DFP 的 好 ;但 是 , 它 有 一 个 很 大 的 优点 ,就 是 存储 要 求 
小 , 从 算法 10 可 见 , 只 需要 存 3 个 : 维 向量 , 就 可 运行 算法 ,不 像 变 度量 法 和 牛顿 法 ， 
因为 要 存储 矩阵, 而 要 OCxw ) 级 的 存储 量 . 


25.2.7 约束 最 优化 的 数值 方法 
1、 可 行 方向 法 


可 行 方 向 的 概念 见 定 理 6. 定理 6 已 经 提示 了 一 种 数值 方法 ,在 可 行 点 x ,如 果 
沿 所 有 可 行 方向 Q 的 方向 导数 V(x)'qd 和 丝 非 负 , 则 停止 ,对 于 凸 规划 ,此 % 为 最 优 
* IO014 * 


解 ; 非 凸 ,此 x 也 是 一 个 满足 必要 条 件 的 点 ,如 同 无 约束 问题 的 梯度 点 . 如 采 存 在 
可 行 方向 d, 有 VfCx)'d<0, 则 4d 是 使 f 值 下 降 的 方向 ,从 x 出 发 沿 a 作 一 维 搜索 ， 
注意 不 要 出 可 行 集 , 得 最 小 点 作为 x+1. 这 便 构 成 一 个 迭代 步 , 这 就 是 可 行 方向 法 的 
一 般 模型 , 事实 上 ,线性 规划 的 单纯 形 法 ,就 是 一 种 可 行 方向 法 . 在 25. 1, 5 的 方法 中 ， 


检验 数 bj 之 0 给 出 可 行 下 降 方向 ,而 正 是 经 给 出 一 维 搜索 的 结果 . 对 于 非 线性 规划 ， 


问题 在 于 如 何 确定 使 了 值 下 降 的 可 行 方向 ,又 如 何 完成 一 维 搜索 呢 ? 
算法 11( 既 约 梯度 法 ) 


适用 问题 ， 
min 六 xD)， 
|: t， Ax 一 已 (25, 2-37》 
x 之 0, 
作 非 退化 假设 : 


(a) Awxn ,其 任意 mm 个 列 都 是 线性 无 关 的 ; 
(b) 可行 集 的 每 一 个 极点 (参见 25. 1. 4) 都 有 m 个 正 分 量 ， 
算法 步骤 ， 
(1) 给 初始 可 行 点 Xl1， 置 k= 二 1, 
(2) 求 指标 集 J 和 和 矩阵 也,N: 
J 一 {ij :x 是 x， 的 m 个 最 大 的 分 量 之 一 }， 
B=[%a… jE Rl 和 N= Ea,j € J 
其 中 aj 为 矩阵 4 的 第 7 列 
计算 VFCGxD RN 一 Na 一 Year 有 N 
ri? 当 7 E Ji,Br; 0, 
Tr jE LBr;>0, 
dN = Cd jf EE 由， 
如 果 dw 二 0, 则 停止 ,此 x% 为 K-T 点 ,作为 求 得 之 解 , 相 应 的 弱 子 为 碟 二 0,un 二 
ru 一 一 (了 ao; 否则 ,计算 


di 一 


ds 二 — B'Ndy, 
d= (dB dh).. 
(3) 计算 
， (- CX ); | 
min Sid; < 0), 当 d 守 0， 
Ao 一 d; 
十 ceo， 当 d 完 0. 
求解 一 维 搜索 问题 


(™ xs 十 2)， 
s.t 0 过 4 N0, 
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得 解 作为 丸 . 置 Hi 一 环 十 和 sd, 置 天 一 上 十 1. 转 (2). 

可 以 证 明 , 如 算法 所 构造 的 方向 gd, 如 果 ad 关 0, 则 a 是 可 行 方向 , 且 有 Vf 了 (x) Td 
0, 而 =0 的 必要 充分 条 件 是 zx 为 K-T 点 . 

步 (1) 中 初始 可 行 解 的 给 出 ,可 以 使 用 线性 规划 的 人 人工 变 基 法 (参见 25. 1. 6). 

定理 31 考虑 问题 (25. 2-37). 设 了 函数 连续 可 微 ,并 设 非 退 化 假设 (a) (hb) 成立 
算法 11 的 既 约 梯度 法 所 产生 的 点 列 {zi) ,每 一 个 极限 点 都 是 K-T 点， 

算法 12(GRG 法 ,广义 既 约 梯 麻 法 ) 


适用 问题 ， 
min fCx), 
s, t. h(x) = 0, (25, 2-38) 


a 区 Xb. 
其 中 有 =(h hey,h1)T ,hj 二 1,2,…,4 都 是 连续 可 微 的 . 
作 非 退化 假设 :对 任意 可 行 解 x, 存 在 分 解 x 二 (y  ,z')' ,使 得 yER ,z€R"“, 相 
应 地 有 a 二 (aT ,al)7 ,6b 二 (8b1 ,61)7 ,使 得 a, 过 7y<<b, 和 
V hx) 一 [Vi 天 (XRD 
为 可 北 ， 
算法 步骤 : 
(1) 求 初始 可 行 点 x ,并 分 解 和 一 ( 距 ,z)7 使 之 满足 非 退 化 假设 的 要 求 . 置 
k=1. 
(2) 计算 大 总 )》 及 
re 一 中 (和 一 六 CO)LY hr) Vf xr) 
构造 和 : 记 J={j:zj = 二 a 且 (人 0 或 性 三 广 且 (7<0 
0， 当 j 了 EJ 
(d.); = (25. 2-39) 
一 (7r.))， 当 7 EI. 
如 果 二 = 二 0, 则 停止 ,x% 为 K-T 点 :; 取 作 所 求 近似 解 . 否则 转 (3). 
(3) 计算 
d, = (V hx) V.h(x) Td,, 
d = (dT dT). 
计算 ho: 
| 3 :d >0), 当 d 鞍 0， 
十 co， 当 4 扫 0. 
， 上 di < 0| ， 当 了 王将 0， 
02 


十 co， 当 d 守 0. 
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ho 一 InintAol 1A02 }, 
(4) 解 一 维 搜索 问题 
fmin fm 二 Ad), 
S, t. 0 ho, 
各 果 得 不 到 有 界 的 解 , 则 办 更 小 的 值 ,重新 求解 一 维 搜索 问题 如果 得 解 为 , 则 导 
Ziti = hd, ;Vit 一 Yt +Ad,. 
(5) 以 + 为 初始 点 ;用 牛顿 法 (参见 § 18. 7) 解 方程 组 
hl(y,zi) =0 
如 果 方 程 组 无 解 , 则 置 二 %/4, 转 (4) ;如果 得 解 4, 则 转 (6). 
(6) 如 果 a， yri<b, ; 则 转 C(8) ;否则 转 (7). 
(7) 选 出 (yn) 二 a 或 5 的 分 量 , 将 之 并 人 + 中 . 从 原 +1 选 同样 个 数 的 分 量 
归 人 yt1 中 , 转 (5). 
(8) 置 到 + 一 人? 且 1 ZA ) ,重新 分 解 总 41 二 Ct ;281) ; 置 上 =& 十 1, 转 (2). 
步 (1) 中 求 初始 可 行 点 Xl 的 方法 如 下 ; 任 取 XER , 司 有 ox Eb. 如 果 h(x ) 一 
0, 则 得 所 求 ; 否 则 , 令 二 三 生 辣 ) 生 天 0, 以 ( 红 , 红 六 为 初始 可 行 点 ,用 算法 12 求解 畏 


助 问 题 
min fit, 
s,t, h(x)—t= 0， 


过 让 
得 最 优 解 (xi ,1) 1, 当 t==0 时 ,x 就 是 步 (1) 所 要 求 的 轿 ; 当 1 关 0 时 ,由 辅助 问题 的 构 
造 可 知 问题 (25. 2-38) 无 可 行 解 . 
可 以 证 明 , 如 果 非 退化 假设 成 立 , 当 前 点 & 为 天 -了 点 的 必要 充分 条 件 为 该 点 的 

r: 满足 下 述 条 件 ， 

当 2 Oa) 时 ,Cr,); > 0} 

当 z 一 已 时 ,Cr 所 0) 

当 a < 之 i 时 ,7 = 0, 


这 等 价 于 按 (25.2-39) 式 所 构造 的 dd. 二 0, 从 而 d=0. 
数值 经 验 表 明 ,GRG 法 是 最 好 的 约束 最 优化 方法 之 一 


2. 到 肖 数 与 夹子 法 


在 1960 年 ,求解 约束 最 优化 问题 的 主要 方法 , 曾 是 所 谓 的 罚 函 数 法 . 对 于 等 式 约 
束 问题 (25. 2-4), 罚 天 数 法 将 之 转化 为 无 约束 问题 


i 
minf(x) 十 >， | h(x) |?, (25. 2-40) 
1=1 


其 中 目标 函数 的 第 二 项 为 惩罚 项 :jy 是 一 个 很 大 的 正 数 , 如果 x 不 满足 约束 条 件 
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上 (一 0, 这 一 项 将 很 大 ,对 于 求 最 小 来 说 ,无 异 于 一 种 惩罚 . 事实 上 ,在 一 定 条 件 下 ， 
(25.2-40) 的 解 作为 参数 p 的 函数 x(D), 当 jp 一 十 co 时 , 按 定 义 11 的 意义 收 伍 到 
(25. 2-4) 的 解 , 因而 在 实际 操作 中 ,是 对 一 单调 上 升 趋 于 十 oo 的 序列 ,来 求解 一 系 


列 的 无 约束 问题 (25, 2-40), 以 实现 对 (25.2-4) 的 求解 .惩罚 项 中 的 之 / h(x) 1 就 


是 所 谓 的 罚 函 数 (penalty function). 六 之 1. 常 取 思 =2, 得 所 谓 二 次 罚 函 数 . 对 于 不 等 式 
约束 问题 (25. 2-3) ,一 是 取 


DY (max{0, g(x)})? (25. 2-41) 
tl 


作为 刹 函 数 , 来 产生 如 {25, 2-40) 那 样 的 无 约束 问题 , 男 一 种 方法 是 在 {x| gi; (x) 二 0， 
i 二 1,2y ,12) 关 $9 的 条 件 下 ,构造 所 谓 闸 函数 (barrier function) ,或 称 障碍 图 数 


B(x) = 3 pe) 2 In(~— gpg; CX)) 
而 转化 为 无 约束 问题 


min f(x) 十 去 B(a， (25. 2-41)’ 


同样 要 对 一 系列 j 一 十 co 而 求解 (25, 2-41) . 曾经 有 较 广 泛 应 用 的 SUMT(sequential 
unconstrained minimtzation me 本 


minf (x) 十 As > CX) Te = Ey 


来 求解 问题 (25. 2-5). 这 些 方法 统称 瑞雪 法 ,其 吉 全 的 泣 点 是 因为 必须 要 所 一 十 co， 
而 使 问题 成 为 严重 的 病态 的 ,这 使 得 它们 在 1980 年 以 后 已 逐渐 被 淘汰 . 但 是 , 罚 函 数 
的 思想 仍 是 很 有 用 的 概念 , 它 渗 透 到 了 最 优化 数值 方法 的 许多 方面 .下 述 的 银子 法 承 
是 为 避免 要 从 一 十 ce 而 对 蚀 函 数 法 加 以 改造 醒 形 成 的 重要 方法 . 数值 经 验 表明 , 当 维 
数 较 高 时 (比如 ”>50) , 乘 子 法 是 效率 最 好 的 约束 最 优化 方法 . 

算法 33( 箭 子 法 1) 

适用 问题 (25. 2-4) , 即 等 式 约束 问题 . 

下 述 二 定理 是 飞 子 法 的 理论 依据 . 

定理 32 考虑 等 式 约束 问题 (25. 2-4), 如 果 * 为 可 行 解 , 满 足 二 阶 充分 条 件 ( 见 
定理 18) ,相应 的 习 子 为 ER 民 , 则 存在 向 量 pg ER',p 实 0,, 使 得 对 任意 的 HE> , 藻 
数 


i t 
BX3VIH) = f(x) 十 DO Dh;(x) + DV ph? Cx) (25. 2-42) 
J 二 1 j=1 


在 点 (x,v ;上 ) 的 对 三 的 二 阶 导数 矩阵 为 正定 阵 ,x 是 下 (xz 各 ) 的 孤立 的 局 部 最 小 点 ， 
定理 33 考虑 等 式 约束 问题 (25.2-4). 设 ,有 ,7 二 1,2,…,i 都 可 微 . 对 于 给 定 
的 vER 和 jER ,如 果 x 是 无 约束 问题 
minPtx iv, 1) 
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的 最 优 解 (或 局 部 最 优 解 ) ,并 且 有 h(x) 二 0, 则 x 是 (25.2-4) 的 最 优 解 (或 局 部 最 优 
解 ) ,并 且 v 不 是 K-T 条 件 中 的 乘 子 w. 其 中 函数 旬 见 (25. 2-42) 式 . 

算法 步骤 : 

(1) 给 初始 点 党 ]， 给 vy :ERi,uxiER',H Hi>0. 置 容 差 tg>0, 计算 og= 
maxt h(x)|}. 置 =]. 

(2) 以 坟 为 初始 点 ,求解 无 约束 问题 

minD(lx; vi sph ), (25. 2-43) 

其 中 函数 囊 几 (25， 2-42) 式 . 将 所 得 最 优 解 作为 Mitls 计算 了 1 = maxt [hk; (+1 2 | 上 如 
果 吕 过 8; 则 停止 ;以 避 +1 为 所 求解 ,以 vs 作为 对 应 的 K-T 条 件 中 的 鞭子 ;否则 转 (3)， 

(3) 贮 (vp); 二 Co) 二 20 DR; CXR) 7 =1,2,." ,Lb, 

(4) 对 7 了 王 112, 呈 如 果 | (at1) | 之 0.250; 则 置 (www); 二 10(44);; 否 则 置 
(Wr) = 

(5) 置 & 一 上 十 1,a 一 ao. 转 (2). 

对 于 上 述 算 法 ,已 建立 的 收 全 性 结果 说 明 , 在 一 定 条 件 下 ,有 一 FT 和 Zz 一 并 
且 {w) 的 收 全 是 超 线性 的 . 

算法 中 步 (3) 的 wi 公式 ,局 自如 下 事实 :如果 吉 , 1 是 (25.2-43) 的 局 部 最 优 解 ， 
则 有 


t 
V (Xi ;Us 1 2 一 VYf(xXrr) 十 SLCw); 二 2p (x ) J Vhs (Xrl ) = 0， 


J=l 


步 (4) 中 的 系数 0.25, 是 基于 数值 经 验 选 定 的 ,目的 是 保证 算法 中 的 收 合 关系 h(xi) 一 
0 为 线性 收 合 , 且 Q@ 因子 Qi 所 0. 25. 

对 于 含有 不 等 式 约束 的 问题 ,通过 引 人 和 人 松弛 变量 (如 线性 规划 问题 化 标准 型 那 
样 ) 将 不 等 式 约 束 化 为 等 式 约束 ,使 用 较 算法 13 稍 广 一 些 的 理论 和 运算 步骤 ,导出 如 
下 算法 ， 

算法 14( 腰 子 法 2) 

通用 问题 425. 2-5), 即 兼 有 等 式 和 不 等 式 约束 的 问题 ， 

算法 步骤 ， 

(1) 给 初始 感 训 . 给 出 ER ER 由 记 0. 给 EnER", 且 my >0, 置 容 差 


e>0. 计算 了 一 max| |h, Cx1)|} ‘df =max (max{& (x1) ,了 | ) :0 二 maxtg dz), 置 


k=1, 
(2) 以 己 为 初始 点 ,求解 无 约 东 问题 
min BOxy Vhs Hes Wh 2, 


其 中 旺 数 
{ { 
Bry vo up 9) =F) 十 Dvhi Cr) 十 > 后天 x) 
J 一 1 j=} 
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+ 二 》) [Cmax{0,u + 2wg: C7) —w] 
一 1 


4 去 
以 所 得 最 优 解 为 nati. 计算 的 一 mpxt GarD 1 性 一 max( max(gCurD ,误区 车] )， 


1 二 max{01101). 如 果 m<e 则 停止 ,以 六 +1 为 所 求解 ,以 故 , 作为 对 应 的 K-T 条 
件 中 的 乘 子 ; 否 则 转 (3)， 

(3) 置 

CU ); = (vw ) 二 2(p0 07h; (X037 = 12 
(tm)i = max{0, Ch);: 2H NE Xe) i = 1,2,,m 

(4) 对 ;二 1,2， … ,如果 hi (xet1) >0. 250; 则 置 (jr )j; 一 10 (Cp); ;否则 和 痪 
(p41 ); = Cj. 

(5) 对 i 王 1,2,* ,ms 如 果 gi;(xit1)>0. 25c, 或 者 


es 


— (1 ): 
2(W) 


->0. 25g; 则 置 (wri ); 二 


10{y) ;如 果 同 时 有 Eri (V+ ) EO. 25g 和 三 <0, 25g; 则 置 Cyt1); 二 (Wi)j. 
(6) 置 &= 二 十 11,9 二 a , 转 (2)， 
3， 约束 变 度量 法 


算法 15( 拉 格 朗 日 -牛顿 法 ) 

适用 于 等 式 约束 问题 (25. 2-4)， 

鉴于 K-T 点 x 及 相应 的 乘 子 o 构成 拉 格 朗 日 暗 数 L(x,v) 二 了 f(x) 十 v h(x) 的 二 
元 的 梯度 O 点 ,可 以 将 无 约束 问题 的 牛顿 法 (算法 7) 用 于 函数 工 (x,v) 而 同时 求 得 
和 vw. 此 时 的 牛顿 方程 组 为 


VC 
| ; | 四 = 一 A (25. 2-44) 
Ni 0 VU h(x ) 
迁 代 得 点 tl 一 十 9， Vit 二 其 中 
W, = vx) 十 Dy viv hj (x), NN 一 [LVh Cr) ,Vhs Cx ) |, 
一 1 


(25, 2-451 
下 述 定理 表明 ,方程 组 (25, 2-44) 的 求解 等 价 于 解 一 个 二 次 规划 . 
B NN 
定理 34 设 B 是 nXn 短 隆 ,N 是 nX! 矩阵 , 设 矩阵 { \n ，) 为 满 秩 . 如 果 二 
次 规划 问题 
1 pp 十 g's 十 了 f， (25. 2_46) 
s.t. bh+ N's= 0. 
有 解 , 则 此 二 次 规划 同方 程 组 
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(GO)=- 人 (人 cs 


按 下 列 意义 为 等 价 : 二 次 规划 (25, 2-46) 的 解 s 和 相应 的 到 -人 条 件 中 的 乘 子 w，, 是 方 
程 组 (25. 2-47) 的 解 ; 反 之 ,(25, 2-47) 的 解 (s,5) 中 ,s 为 (25.2-46) 的 解 ,v 为 相应 的 
乘 子 . 
矩阵 也 正定 和 和 矩阵 N 满 秩 , 可 保证 (25.2-46) 有 解 和 (25. 2-47) 的 系数 矩阵 满 
秩 ， 
算法 步 又; 
(1) 给 初始 点 x EV 和 wi ER'. 置 容 差 es>>0. 置 有 二 1. 
(2) 求解 二 次 规划 问题 
MM eT Wis+v fom)s, 2d 
s,t. hr) + Nis = 0. 
其 中 Wi 和 Ni 见 (25. 2-45) 式 . 得 解 ? 和 相应 的 乘 子 , 置 zti 二 各 十 5 ,vitl 二 v， 
(3) 如 果 | 1 | 十 | Dr Uh | 三 g; 则 停止 ， 以 K+l 为 所 求解 ， Dk 十 1 为 相 
对 应 的 习 子 . 否则 置 有 一 & 十 1. 转 (2). 
定理 35 考虑 问题 (25. 2-4). 设 x 是 可 行 解 , 设 f 和 各 个 h; 二 次 连续 可 微 ,并 且 
存在 常数 KK, 使 得 对 任意 的 了 及 hj, 住 意 的 x 有 
| YF — VADON SEKIx—xl, 
| vik — Vih)N KI|x—xl, 
又 设 x* 满 足 二 阶 充分 条 件 ( 见 定理 18) ,相应 乘 子 为 m, 设 wj (x) ,Vhs (x)，***，V h(x) 
线性 无 关 . 如 果 x 充分 接近 x, 并 有 目 和 矩阵 
( 
Ni 
为 可 逆 , 则 算法 15 所 产生 的 (x ;vi) 收 化 到 (x,v) ,并且 收 敛 的 阶 至 少 是 2. 
算法 15 也 可 以 用 于 不 等 式 约束 问题 (25.2-3). 此 时 步 (2) 中 的 二 次 规划 
(25, 2-48) 要 改 为 


2 


和 rw,s VY fr)'s, 
st gO)+Ns EO. 


其 中 Wi 和 NN; 要 改变 为 
Wi = ?f(x) + DWV ?gum), 
i 呈 ] 


N,; = [Ye (ve) Ym CX ) 
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对 改变 后 的 算法 有 与 定理 35 相 类 似 的 收敛 性 质 ,当然 定理 中 关于 Yh 的 假设 要 改 
为 对 VV ?g; ,二 阶 充 分 条 件 要 改 为 关于 问题 (25. 2-3) 的 氢 述 ,线性 无 关 假设 要 改 为 起 
作用 约束 的 梯度 : 
Vgix), iEE= {i:g(x) = 0}, 

此 外 还 要 作 所 谓 的 严格 互补 假设 , 即 对 于 :下 有 元 >>0， 

算法 16( 约 束 变 度量 法 ) 

适用 于 兼 有 等 式 和 不 等 式 约 束 的 问题 (25. 2-5)， 

算法 大 步骤 ， 

(1) 给 初始 点 名 人 巨 记 , 初 始 nXn 正定 矩阵 卫 . 置 容 差 e>>0. 置 类 一 1 

(2) 用 总, 有 ,构造 一 个 二 次 规划 问题 并 求解 ,得 解 为 屿 ,相应 乘 子 为 册 ,vi. 

(3) 以 而 为 搜索 方向 从 习 出 发 作 一 维 搜索 ,得 x+1， 

(4) 如 果 |‖ as 一 下 下 <e, 则 停止, 以 总 + 为 所 求解 ;否则 修正 矩阵 Bi 得 Bu+l， 
置 有 一 上 十 1, 转 (2). 

细 述 步 (2). 二 次 规划 问题 为 


min FdBd + v fom)d, 


st gx) 十 Nids 委 0， (25, 2-49) 


hx) + Nid=0. 

其 中 N= [Ve (XL) s,s"? VEm Cx )] ,IN2 一 [LVAhi (GE ) 上 |. 要 求 LJNi 3 N; 为 满 
秩 阵 . Bi 的 正定 性 由 B! 的 正定 性 和 步 (4) 中 的 修正 公式 保证 . 求解 二 次 规划 有 许多 
方法 , 算法 11 的 婚约 梯度 法 可 以 用 于 解 这 种 约 性 约束 的 问题 , 参照 线性 规划 的 化 标 
准 型 的 方法 可 以 将 约束 条 件 化 为 算法 的 适用 形式 . 

细 述 步 (3). 

这 里 跟 无 约束 问题 的 情形 不 同 . 一 维 搜索 求 得 的 x+1 ,不 仅 要 求 使 六 x) 的 值 有 
所 下 降 , 而 且 还 要 使 z+1 满 足 约束 . 这 两 方面 的 要 求 目 然 导 致使 用 罚 疫 数 概念 , 这 里 
的 一 维 搜 索 ,其 目标 晃 数 不 是 f(x 十 入 ,) ,而 是 带 有 和 您 罚 项 的 如 下 的 辅助 菠 数 g() 二 
BOT Ai ps ) ,其 中 


BX = fA) Dpmaxt0,g, (2) 十 2 | hk; Cx) |， 
(1 )i， k=1, | 
ee 当 上 之 ]， 
:一 1, 2 了 得 自 步 (2) 中 对 应 于 (25, 2-49) 的 不 等 式 约束 的 乘 子 . 


| Cv); |， 当 于 一 1， 
{wh ); 一 
mex{l Co dso) tl (oD D)), Bh>1, 
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7 一 1 2 区 得 目 步 (2) 中 对 应 于 (25. 2-49) 的 等 式 约 东 的 滋 子 . 
一 维 搜索 法 可 采用 所 谓 的 两 点 二 次 搬 值 法 . 步骤 为 
《i) 置 4=1. 计算 53; 如 果 gy (在 [0 1] 连续 , 则 6 二 g (0) ;和 否则 
6 = p(1) — w(0). 
(ii) 如 果 gp 人 0) 志 gL0) 十 0. 1 了 2, 则 停止 ,得 xe4i 二 总 十 和 家; ;否则 转 (iii) 
(iii) 计算 
一 以 : 
“一 了 和 二 WO 二 wp 
团 1 一 max{0. 14,4) , 转 (ii， 
注 . (25. 2-50) 式 是 以 p00)= 二 pC0),p (0)= 二 8,0) 二 g(t) 三 个 数据 ,插值 求 二 次 


三 项 式 p(z) 二 ar 十 br 十 c, 然 后 取 其 最 小 点 一 妃 一 X 而 得 . 
细 述 步 (4). 修正 公式 用 BFGS 公式 ( 见 (25. 2-32) 式 ) 


(25. 2-50) 


gq _ Biss'B, 
Cn slg siBs 
其 中 S$ 二 一 让 ， 


一 名 十 (一 六 房间 GE (0,1), 
y= VL 一 双人 
Lixyuyv) = Fx) tu' glx) + v hx), 
以 3 取代 y 是 为 了 保持 Bi 正定 .9 中 的 8 什 的 选取 为 


1 ， 当 5Ty 之 0.28TB4s， 
二 了 
es 二- ” 当 3 < 人 0. 2sl! B,s. 


约束 变 度 朋 是 约束 最 优化 的 最 重要 的 方法 之 一 , 数值 经 验 表 明 , 在 ”不 太 大 时 ， 
以 函数 求 值 次 法 效率 的 度 一 ,约束 变 度 且 法 是 效率 最 好 的 方法 ， 

GRG 法 , 乘 子 法 和 约束 变 度 手法 是 约束 最 优化 的 三 类 最 重要 的 方法 . 各 类 都 有 
各 种 各 样 变型 ,此 处 叙述 的 仅 是 各 类 的 一 种 算法 方案 . 
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26. 数学 建 模 
$ 26. 1 数学 模型 和 数学 建 模 


数学 模型 (Mathematical Mocdeb 是 用 数学 符号 对 一 类 实际 问题 或 实际 系统 中 发 
后 的 现象 的 (近似 ) 摘 述 . 而 数学 建 模 (Mathematical Modeling) 则 是 获得 该 模型 .求解 
坊 模 型 并 得 到 续 论 以 及 验证 结论 是 否 正 确 的 全 过 程 . 数学 建 模 不 仅 是 了 解 系统 的 基 
本 规律 的 强 有 力 的 工具 ,而 且 从 应 用 的 观点 来 看 更 重要 的 是 预测 和 控制 所 建 模 系统 
的 行为 的 强 有 力 的 工具 . 许多 重要 的 物理 现象 ,常常 是 从 某 个 实际 问题 的 简化 数学 模 
型 的 求解 中 发 现 ,并 给 予 明 确 的 数学 表述 ,例如 ,混沌 .孤立 子 .奇异 吸引 子 等 ， 

数学 建 模 本 身 并 不 是 什么 新 东西 . 纵 观 科学 技术 发 展 史 ， 我 们 可 以 看 到 数学 建 
模 的 思想 和 方法 自古 以 来 就 是 天 文学 家 ,物理 学 家 数学 家 等 用 数学 作为 工具 来 解决 
各 种 实际 问题 的 主要 方法 . 不 过 数学 建 模 这 个 术语 的 出 现 和 频繁 使 用 是 20 世纪 60 
年 代 以 后 的 事情 . 很 重要 的 原因 是 ,由 于 计算 的 速度 、 精 度 和 可 视 化 手段 等 长 期 没 
有 解决 , 以 及 其 他 种 种 原因 , 导致 有 了 数学 模型 , 但 是 解 不 出 来 , 算 不 出 来 或 不 能 及 
时 地 算出 来 , 更 不 能 形象 地 展示 出 来 ,从 而 无 法 验证 数学 建 模 全 过 程 的 正确 性 和 可 
用 性 ,数学 建 模 的 重要 性 逐渐 被 人 “ 淡 起 "了. 然而 ,恰恰 是 在 20 世纪 后 半 时 ,计算 
机 、 计 算 速 度 和 精度 ,并 行 计算 \ 网 络 技术 等 计算 技术 以 及 其 他 技术 突飞猛进 的 飞速 
发 展 , 给 了 数学 建 模 这 一 技术 以 极 大 的 推动 , 不 仅 重 新 焕发 了 数学 建 模 的 活力 , 更 
是 如 席 漆 器 地 显示 了 数学 建 模 的 强大 威力 . 而 且 , 通 过 数学 建 模 也 极 大 地 扩大 了 数 
学 的 应 用 领域 . 现在 数学 建 模 以 及 相伴 的 计算 和 模拟 (Simulation, 有 人 也 译作 “ 仿 
真 ”) 已 经 成 为 现代 科学 的 一 种 基本 技术 一 一 数学 技术 ,在 各 种 研究 方法 ,特别 是 与 
应 用 电子 计算 机 有 关 的 研究 方法 中 , 占有 主导 地 位 . 甚至 在 抵押 贷款 买房 和 商业 谈 
判 等 日 首 生 活 中 都 要 用 到 数学 建 模 的 思想 和 方法 . 人 们 越 来 越 认识 到 数学 和 数学 建 
模 的 重要 性 . 在 大 ,中 学 的 教材 中 经 常 出 现 各 种 各 样 的 数学 模型 ， 因 此 , 学 习 和 初步 
应 用 数学 建 模 的 思想 和 方法 已 经 成 为 当代 大 学 生 , 甚 至 生活 在 现代 社会 的 每 一 个 人 ， 
必须 学 习 的 重要 内 容 ， 在 我 国 ,数学 建 模 的 思想 和 方法 正在 有 机 地 融入 大 学 的 主干 
数学 课程 ; 很 多 大 学 ,其 至 部 分 中 学 ,都 开设 了 数学 建 模 课 ; 自 1992 年 开始 举办 的 
“中 国 大 学 生 数 学 古 模 竞赛 (China Undergraduate Mathematical Contest in Modeling， 
缩写 为 CUMCM) 已 经 成 为 我 国 大 学 生 课 余 最 大 的 科技 活动 . ( 想 了 解 CUMCM 更 
多 细节 的 读者 可 以 访问 网 站 http://mem. edu. cn). 创建 于 1985 年 “美国 大 学 生 数学 
建 模 竞赛 (Mathematical Contest in Modeling， 缩 写 为 MCND ”以 及 于 1999 年 起 开始 
增加 的 “美国 大 学 生 跨 学 科 建 模 竞 赛 (Interdisciplinary Contest in Modeiing， 缩 写 为 
ICM) ”也 是 我 国 大 学 生 非 常 乐 于 参加 的 数学 建 模 竞赛 , 近年 来 这 两 个 竞赛 有 一 半 以 
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上 的 参赛 队 来 自 中 国 . ( 想 了 解 MCM 和 ICM 更 多 的 细节 的 读者 可 以 访问 网 站 
http:; / /comap, com), 

对 实际 现象 的 定量 研 究 的 重要 性 和 挑战 在 于 怎样 去 建立 能 够 葛 好 地 了 解 该 现 
象 ,并 且 可 以 应 用 数学 方法 来 解决 的 数学 模型 (数学 问题 ). 实际 现象 通常 都 是 极为 
复杂 的 , 不 经 过 理想 化 和 简化 是 很 难 进 行 定量 研究 的 . 因此 , 数学 建 模 的 全 过 程 大 
体 上 可 归纳 为 以 下 步骤: 

1， 对 某 个 实际 问题 进行 观察 .分 析 ( 是 否 抓 住 主要 方面 ); 

2， 对 实际 问题 进行 必要 的 抽象 .简化 ,作出 合理 的 假设 (往往 是 很 不 容易 的 ); 

3， 确定 要 建立 的 模型 中 的 变量 和 参数 ， 

4,， 根据 某 种 “规律 ”( 已 知 的 各 学 科 中 的 定律 ,甚至 是 经 验 的 规律 ) 建 立 变量 和 参 
数 间 确 定 的 数学 关系 (明确 的 数学 问题 或 在 这 个 层次 上 的 一 个 数学 模型 ), 这 可 能 是 
一 个 非常 具有 挑战 性 的 数学 问题 ， 

5， 解析 或 近似 地 求解 该 数学 问题 .这 往往 涉及 复杂 的 数学 理论 和 方法 ， 近似 方 
法 和 算法 ; 

6. 数学 结果 能 否 展示 、 解 释 甚 至 预测 实际 问题 中 出 现 的 现象 ,或 用 某 种 方法 ( 例 
如 ,历史 数据 .实验 数据 或 现场 测试 数据 等 ) 来 验证 结果 是 否 正 确 或 合理 , 这 也 是 很 
不 容易 的 ; 

?7. 如 果 第 6 步 的 结果 是 肯定 的 ,那么 就 可 以 付 之 使 用 ; 如 果 是 否定 的 , 那 束 要 回 
到 第 1 一 6 步 进 行 仔细 分 析 , 重 复 上 述 建 模 过 程 . 

因此 ,如 果 要 对 数学 建 模 下 一 个 定义 的 话 , 那 就 是 : 数学 建 模 就 是 上 述 7? 个 步 又 
观察 、 分 析 宰 际 问题 


抽象 、 简 化 ， 确 定 变量 和 参数 


利用 某 种 “定律 ”建立 变量 
和 参数 间 的 确定 的 关系 {数学 . 


问题 ,这 个 层次 上 的 一 个 数学 
模型 ) 


| 


解析 或 “近似 ”地 求解 该 
数学 问题 {数学 模型 ) 
| 
解释 、 验 证 


通 不 过 
通过 


可 应 用 该 数学 模型 
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的 多 次 执行 的 过 程 . 或 用 1025 页 的 框图 来 表示 ， 

由 此 可 见 ， 数 学 建 模 过 程 中 最 重要 的 三 个 要 素 , 也 是 三 个 最 大 的 难点 是 : 

1， 怎 样 从 实际 情况 出 发 作出 合理 的 假设 ,从 而 得 到 可 以 执行 的 合理 的 数学 模 
型; 

2， 怎 样 求解 模型 中 出 现 的 数学 问题 , 它 可 能 是 非常 困难 的 问题 ; 

3. 怎样 验证 模型 是 正确 可行 的 

所 以 ， 当 你 看 到 一 个 数学 模型 时 , 就 一 定 要 问 问 或 者 想 一 想 它 的 假设 是 什么 ,是 
否 合 理 ? 模型 中 的 数学 问题 是 否 很 难 , 数学 上 是 否 已 经 解决 ? 怎样 验证 该 模型 的 正 
确 与 可 行 性 ? 当 你 亲自 参加 数学 建 模 时 牢记 这 三 条 , 一 定 会 受益 腓 浅 . 

在 建 模 过 程 中 还 有 一 条 不 成 文 的 原则 :“ 从 简单 到 精细 ”, 也 就 是 说 ,首先 建立 
一 个 比较 季 单 但 尽 可 能 合理 的 模型 ,对 该 模型 中 的 数学 问题 有 可 能 解决 ， 从 而 能 够 
做 到 人 包 仅 通过 实验 观察 不 可 能 做 到 的 事情 ， 甚 至 发 现 重 要 的 现象 . 如 果 在 求解 该 模 
型 的 结果 不 合理 , 甚至 完全 销 误 , 那么 它 也 有 可 能 告诉 我 们 如 何 改进 的 方 阿 . 

要 想 比 较 成 功 地 运用 数学 建 模 去 解决 真正 的 实际 问题 , 还 要 学 习 “ 双 向 翻译 ”的 
能 力 ， 即 能 够 把 实际 问题 用 数学 的 语言 表述 出 来 ,而且 能 够 把 数学 建 模 得 到 的 (往往 
是 用 数学 形式 表述 的 ) 结 果 ， 用 普通 人 (或 者 说 要 应 用 这 些 结 果 的 非 数学 专业 的 人 
土 ) 能 够 懂 的 语言 表述 出 来 . 

人 们 常常 按照 问题 的 性 质 出 发 把 数学 模型 分 为 : 确定 性 模型 和 随机 模型 ， 离 向 
和 连续 模型 ; 按照 从 机 理 还 是 经 验 ( 数 据 ) 出 发 来 建 模 ,分 为 机 理 模 型 和 经 验 模 型 ; 
按照 模型 中 出 现 的 数学 问题 ,分 为 : 优化 模型 ， 图 论 模型 ， 微 分 方程 模型 ， 概 率 模型 
等 等 . 还 可 以 论述 : 怎样 从 子 模型 构造 总 体 模型 ,抽象 成 为 数学 问题 的 种 种 手段 . 方 
法 和 技巧 .各 行 各 业 的 数学 模型 和 建 模 技巧 千 寺 万 万 , 在 本 手册 中 是 不 可 能 面 面 俱 
到 的 ,实际 上 , 本 手册 中 第 21 到 25 章 都 和 数学 建 模 直 接 相 关 . 基础 数学 的 许多 部 
分 在 数学 建 模 的 过 程 中 也 要 用 到 . 我 们 只 想 从 非常 有 限 的 几 个 例子 来 说 明 : 数学 建 
模 的 全 过 程 ( 开 普 勒 三 定律 .牛顿 的 万 有 引力 定律 和 行星 运动 规律 ), 在 这 个 例子 中 
我 们 将 详细 氢 述 合理 的 简化 假设 是 什么 , 在 当时 困难 的 数学 问题 是 什么 , 模型 是 怎 
么 验证 的 ;两 个 重要 的 建 模 方法 ( 重 网 分 析 和 模拟 ); 从 简单 模型 中 发 现 的 重要 , 普 适 
的 现象 (气象 学 中 的 Lorenz 模型 和 蝴蝶 现象 ); 以 及 若干 与 我 们 的 日 常生 活 密切 相关 
的 可 以 应 用 的 数学 模型 . 


s 26. 2 开 普 勒 三 定律 牛顿 万 有 引力 定律 和 行星 运动 的 规律 


26. 2.1 引言 


牛顿 的 万 有 引力 定律 的 发 现 无 疑 是 科学 史上 最 伟大 的 事件 之 一 ， 也 是 数学 建 模 

的 最 辉煌 的 范例 之 一 . 为 了 充分 体会 在 数学 建 模 过 程 中 最 主要 的 三 个 困难 : 怎样 做 

出 合理 的 假设 , 怎样 解决 在 当时 可 能 是 很 难 的 数学 问题 ,怎样 验证 数学 建 模 得 到 的 

结果 是 正确 的 . 我 们 在 这 一 节 里 要 详细 地 讲述 牛顿 是 怎样 通过 数学 建 模 的 方法 来 导 
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出 万 有 引力 定律 的 , 以 及 又 是 怎样 从 万 有 引力 定律 导出 开 普 勒 三 定律 的 . 

牛顿 的 万 有 引力 定律 (或 者 说 万 有 引力 理论 ) 很 大 程度 上 要 归功 于 第 谷 (Tycho 
Brahe，1546，12，14 一 1601 ，10，24, 丹 麦 天 文学 家 ),， 特别 是 , 开 普 勤 (Johannes 
Kepler, 1571, 12, 27 一 1630, 11, 15, 德国 天 文学 家 ) 的 研究 工作 . 第 谷 很 赏识 开 普 
勒 于 1596 年 出 版 的 6 衬 宙 的 神秘 }? 一 书 ， 邀 请 开 普 勒 到 布拉格 附近 的 天 文 台 做 研究 
工作 ,1600 年 开 普 勒 成 为 第 谷 的 助手 . 次 年 , 第 谷 去 世 , 在 第 谷 最 后 的 日 子 里 ,他 把 
自己 一 生 积 累 的 观测 资料 赠 给 了 开 普 勒 ， 开 普 勒 成 为 第 谷 事业 的 继承 人 . 开 普 勒 继 
续 进 行 观测 和 研究 ， 他 仔细 分 析 和 计算 了 第 谷 对 行星 特别 是 火星 的 长 时 间 的 观测 资 
料 , 终于 总 结 出 了 行星 运动 的 三 大 定律 ， 即 开 普 款 三 定律 , 第 一 .二 定律 是 在 1609 
年 出 版 的 《新 天 文学 ) 一 书 中 提出 的 . 第 三 定律 是 在 1619 年 出 版 的 另 一 著作 《宇宙 和 
谐 论 》 中 提出 的 . 

开 普 勒 第 一 定律 : 所 有 行星 的 运动 轨道 都 是 椭圆 ， 太阳 位 于 椭圆 的 一 个 焦点 ; 

开 普 勒 第 二 定律 : 行星 的 向 径 ( 太 阳 中 心 到 行星 中 心 的 连 线 ) 在 相等 的 时 间 内 所 
扫 过 的 面积 相等 ， 即 面积 定律 ; 

开 普 勒 第 三 定律 ; 行星 围绕 太阳 运动 的 公转 周期 的 平方 与 它们 的 轨道 长 半 轴 的 
立方 成 正比 例 . 

这 三 条 定律 为 牛顿 万 有 引力 定律 的 发 现 葛 定 了 基础 . 


26. 2.2 从 开 莹 勒 三 定律 妇 出 牛 颇 万 有 引力 定律 


当时 ， 人 们 知道 所 有 的 行星 都 围绕 太阳 运动 , 但 是 为 什么 行星 的 运动 轨道 都 是 
椭圆 ， 是 什么 力量 (太阳 对 行星 的 作用 力 或 它们 之 间 的 相互 作用 力 ) 造 成 的 ,这 种 力 
量 遵从 什么 规律 是 人 们 迫切 想 知 道 的 . 牛顿 正 是 从 开 普 勤 三 定律 以 及 他 已 经 发 现 的 
微 积分 方法 出 发 ， 用 数学 推演 的 方法 导出 了 这 种 力量 的 具体 数学 表示 ,， 即 牛顿 万 有 
引力 定律 . 我 们 用 现代 的 数学 记号 来 重 述 其 推导 . 

首先 要 说 明 在 以 下 的 模型 推导 中 所 做 的 简化 假设 : 

假设 1: 假设 太阳 和 行星 都 可 以 简化 为 只 有 质量 的 质点 , 即 开 普 勒 所 说 的 太阳 
中 心 和 行星 中 心 . 如 果 太 阳 和 行星 都 是 均匀 球体 或 由 均匀 球 壳 层 组 成 的 球体 , 那么 
可 以 证 明 这 样 的 球体 在 吸引 球 外 一 质点 时 ， 所 作用 的 力 等 价 于 质量 全 部 集中 在 球 心 
的 质点 对 球 外 一 质点 的 作用 力 . 

假设 2: 只 考虑 太阳 和 某 个 行星 的 相互 作用 , 即 忽略 其 他 行星 对 他 们 的 作用 
从 两 方面 看 , 这 个 假设 也 有 一 定 的 合理 性 ,因为 行星 间 的 距离 比较 远 以 及 行星 的 质 
景 比 太 阳 的 质量 要 小 得 多 . 

当然 , 假设 的 合理 性 最 终 要 由 数学 建 模 的 结果 来 验证 . 

由 第 一 定律 , 我 们 可 以 把 行星 闭 绕 太阳 运动 的 平面 取 为 zy 平面 . 在 直角 坐标 
系 中 椭 贺 的 方程 为 


2 
写 十 秒 =1,a>5>0， 
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其 中 4 为 该 视图 的 长 半 轴 , 5 为 短 半 轴 .太阳 位 于 焦点 SCc，0) 处 . 兰 十 择 一 az 行星 
位 于 椭圆 上 的 点 P(x,， yy). 在 以 S 为 极点 的 极 坐 标 中 把 椭圆 表示 为 ( 见 本 书 p. 70) 


一 一 ep 一 
” ] — ecost” (26., 271) 


其 中 二 SP 一 (reosb, rsing),r 一 1S|,9 为 纺 和 正 z 轴 之 间 的 夹 角 ,e 一 二 一 


\/ 和 -志和 ,op 一 乞 . 极 坐标 表示 和 直角 坐标 表示 之 间 的 关系 为， 


I 二 reo ec, y= rsing. 
Try171 旭 均 为 时 间 4 的 蚂 数 ， 即 x(2),y(2) ,rr() ,802). 


26. 2-1 


第 三 定律 的 数学 表 示 为 
dA ls 1 


= £， (26. 2-2) 


dt 2 dad: 2 
其 中 dA 表示 当 8 增 大 到 8 十 dg 时 太阳 到 行星 的 连 线 所 扫 过 的 面积 ,5 一 0 一 表示 
角速度 ,上 是 常数 . 因此 有 
mb = | dA =| td 一 肛 ， ru 一 中 至 4， (26. 2-3) 
其 中 ra2 是 杭 圆 的 面积 ,了 是 行星 围绕 太阳 公转 的 周期 . 
可 以 计算 得 到 (参见 本 书 p. 583) 
a =r = (rr)e, (rw ro)e, (26. 2-4) 
其 中 & 一 [一 (cosg,sing) ,的 一 (一 Singcosp). 2: * 6 二 0, 由 牛顿 第 二 运动 定律 下 = 


matm 是 行星 的 质量 ) 知 道 太 阳 作 用 在 行星 上 的 力 在 其 连 线 上 , 但 方向 与 + 相反 . 
此 (2zw 十 ra) 一 0, 太阳 对 行星 的 作用 力 为 

F= ma = m(r— nw’)e,. (26. 2-5) 

现在 来 证 明 该 引 为 满足 平方 及 比 定律 , 即 验 证 ?Cw 一 ?) 为 一 常数 , 由 燃 贺 的 极 


坐标 表示 7r 一 一 上 一 对 * 求 二 阶 导数 ,并 利用 2 一 2eb 及 开 普 勒 第 三 定律 2 二 
A a—ceosd | 下 i 下 — TY A 
* 1]028 。 


二 常数 ,y 是 和 该 行星 无 关 的 常数 . 计算 得 到 
下 一 ma =— da my, 


rs 
六 


上 应 该 和 太阳 有 关 ， 内 而 进一步 可 以 表示 为 


Cm 站 T 一 — Sr. (26, 2-6) 


这 就 是 著名 的 牛顿 万 有 引力 定律 ， 其 中 M 是 太阳 的 质量 ,|r| 一 > 表示 太阳 中 心 到 行 
星 中 心 的 距离 ,G 就 是 万 有 引力 常数 . 如 果 用 千克 表示 质量 的 单位 , 牛顿 表示 力 的 音 
位 , 米 表示 旺 离 的 单位 , 那么 G 大 约 等 于 6, 6726X10-" 牛顿" 米 :， 千克 . 


26. 2.3 从 万 有 引力 定律 导出 开 兽 勒 三 定律 


我 们 令 行 星 运 动 的 平面 为 坐标 平面 .太阳 的 质心 在 原点 . 如 图 26. 2-2 所 示 放 
置 > 轴 , 使 坐标 系 为 右手 系 . 行星 逆 时 针 运 动 . 我 们 假设 行星 在 近日 点 的 时 刻 为 起 
始 时 刻 :二 0. 图 26. 2-2 于 是 ,我 们 就 有 行星 运动 的 下 列 初始 条 件 ， 


站 = ma 一 一 -一 Er 一 一 
r 


图 26. 2-2 


ti 二 0 时, 7 二 mo 是 最 小 向 径 ; 
. t 二 0 时 ,+ 二 0, 因为 这 时 + 有 最 小 值 ; 
. ft 二 0 有 时 ,8=0， 
, i 二 0 时 , 初速 度 已 知 , 即 |r| 二 w; 
ft 二 0 时 ,Ww 二 w (由? 的 公式 , 令 t= 二 0 即 可 得 到 ). 
开 莹 勒 第 一 过 面积 定 人] 的 证 


因为 rXr==0,rXr=0， 所 以 所 7(rXr)=rXrirXr= 0. 因此 有 rrXxr= 二 C= 常 向 
量 , 而 对 ti 之 0 有 ， 
C=rXr=re,X (remie) = rie, Xe)+ni{e, Xe) = ne,, 


一 0 得 到 C= [rr0j.-oe: 二 rowée:， 从 而 有 
r= row. (26. 2-7) 


在 极 坐 标 系 里 ,面积 元 的 公式 为 dA 地 rd0， 于 是 有 


nN 
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- 7 -~ 言 mm， (26, 2-8) 


(26, 2-8) 就 是 开 普 勒 第 二 定律 . 
开 普 勒 第 一 定律 (行星 运动 定律 ) 的 证 朋 
由 (26. 2-5) 和 {26. 2-6) 得 到 


一 加 —— (26. 2-9) 
叉 有 9=w 以 及 (26.2-8), 有 
.六 
一 2 (26. 2-10) 
这 是 一 个 关于 的 一 阶 常 微分 方程. 由 ;一空 = 空 实 一 实 一 于 上 ， 
必 : 214 相 2CGM _ 
dr 和 村 2 3 《26. 2 11) 
积分 后 得 到 
7 -一 一 4 2M Tc 3 
利用 初始 条 件 r(0) 二 nn , 求 出 局， 
7 l ] 
2 =$(1 一 吾 )+2GM (二 一 均 )， (26. 2-12) 


为 解 这 个 方程, 青 做 变换 ;一空 一 绵 )， 9 一" 人 ,六 二 ( 姑 ) 瑟 加 ,于 是 ， 


卫 ( 灾 让 一 ( 款 一 去 计 吕 (一 一 一 ) 天 一 全， (26.2-13) 


人 二 十 (ww 一 h) (uh):, (26. 2- 14) 


我 们 知道 8 是 严格 增加 的 , 即 = 3 0, 而 且 至 少 在 t=0 附近 有 rr 守 ro yr 宇 0， = 


7 du___1 dr 
望 之 0499 一 六 6 信 0. 所 以 (26.2-14) 根 号 前 面 应 该 取 负 号 , 即 


-1 d 
Vw — RIT— Cu— hy) do 


积分 之 ,得 到 cos (和)=0tG ;因为 ze 一 zcos (1) 一 0 所 以 Go 二 0. 于 是 
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一 1]， {26. 2-15) 


u—h 一 cosg, Loh (aw — hecosg, (26, 2-16) 
uo 一 此 r 
所 以 有 
1 (1l 二 er - 
”hh 二 Cw hcosd 1ecosg’ 站 
其 中 
wh 1 1_ nwm_ - 
c= 1 = A 1 ， (26. 2-18) 


(26. 2-17) 和 (26.2-18) 表 明 行 星 的 运动 轨道 是 一 条 太阳 位 于 一 个 焦点 处 的 圆锥 曲线 
(26.2-17), 其 离心 率 由 (26. 2-18) 给 出 . 这 就 是 开 普 勒 第 一 定律 的 现代 表述 . 

开 普 勒 第 三 定律 的 证 明 

设 行星 的 长 半 轴 和 短 半 轴 分 别 为 a 和 45. 由 


了 TI] 了 ] ， 7 1 1 
mab = | dA =| 7d =| 二 天 tt =| rovadt = srow!, 
0 o 2 0 2 oz 2 


对 于 椭圆 有 5 二 a v1 一 2 ， 所 以 有 
2rme 2m 


T= l1—e. (26,. 2-19) 
ro Th Fo th 
i 门 _ 四 1 十 e 
车 8 二 x， 则 由 (26.2-17) 有 一 六 1] 一， 从 而 
2 = nr = 24 (26. 2-20) 


平方 (26. 2-19) 式 ,并 利用 (26. 2-20)， 就 得 到 


五 一 各 (26, 2-21) 
这 就 是 开 普 勒 第 三 定律 ，(26. 2-21) 厂 端的 带 数 只 和 和 太阳 有 关 , 而 与 行星 无 关 . 
例 1 地 球 的 轨道 参数 
天 文学 家 可 以 根据 牛顿 的 万 有 引力 计算 出 九 大 行星 的 轨道 参数 长 半 轴 4, 离心 
率 e 和 周期 了. 这 里 只 写 出 关于 地 球 的 有 关 和 参数 ， 
a 一 149.57 百 万 公里 ,e 二 0.0167, 全 一 365. 256 天 . 


牛顿 的 万 有 引力 理论 适合 于 任何 遵从 平方 反比 定律 的 力 所 驱 使 的 物体 ,包括 对 
哈雷 蔡 星 名 .月 球 绕 地 球 . 字 宙 飞 船 .人 造 卫 星 和 小 行星 的 轨道 的 研究 ; 对 潮汐 起 因 的 
解释 等 ， 

特别 要 所 及 的 是 海王 星 和 冥王 星 的 发 现 ， 


四 Edmond Halley, 1656, 11, 8~1742, 1, 14, 英国 天 文学 家 和 数学 家 . 他 对 观 宕 数据 运 
用 万 有 引力 理论 , 指出 1531，1607，1682 年 出 现 的 直 星 可 能 症 同 一 个 圭 星 的 三 次 回归 ,并 预言 
它 将 于 1758 年 重 现 ,由 于 他 的 预言 得 到 证 实 , 后 人 便 把 这 颗 彗 是 命名 为 哈 骨 芷 量 . 
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例 2 海王 星 和 忱 王 星 的 发 现 . 

在 开 普 勒 的 时 代 ， 人们 都 已 经 知道 太阳 系 有 6 颗 行 星 , 在 某 种 意义 上 “太阳 系 有 
而 且 只 有 6 颗 行星 "成 了 一 种 定式 . 因此 ， 当 开 普 勤 死 后 150 年 , 替 歇 尔 (Frederick 
William Herschel, 1738, 11, 15 一 1822, 8,，25, 英国 数 家 天 文学 家 ) 于 1781 年 3 月 
在 天 主星 的 位 置 上 偶然 几 次 观测 到 天 王 星 时 ,由 于 这 种 定式 的 影响 而 不 认为 这 是 一 
里 行星 .其 至 赫 软 尔 本 人 第 一 次 解释 他 的 发 现时 也 认为 天 王 星 是 一 颗 顽 星 而 不 是 行 
性 ， 因 为 天 王 星 有 一 个 可 匈 的 光盘 , 好 几 个 月 后 , 经 过 继续 的 观察 和 研究 ,科学 界 才 
得 出 结论 :天 王 星 是 一 颗 行 星 ， 天 王 星 的 发 现 突破 了 "太阳系 有 而 且 只 有 6 颗 行 星 ” 
的 定式 ， 即 太阳 系 可 以 有 多 于 6 颗 的 行星 ， 

然而 ， 观 察 到 的 天 王 星 的 轨道 和 牛顿 模型 的 预测 并 不 相符 ， 这 频 新 行星 的 运动 
中 有 -- 些 无 法 解释 的 不 规则 性 , 有 人 认为 天 王 星 外 还 存在 一 颗 行 星 , 正 是 由 于 它 的 
仔 任 使 天 王 星 受 到 报 动 而 改变 了 其 位 置 当时， 多 数 天 文学 家 赞成 这 种 假说 . 英国 
数学 家 天 文学 家 亚当 斯 (John Couch Adams，1819，6，5 一 1892，1，2) 于 1844 年 后 
研究 天 王 星 的 观测 资料 ,计算 影响 天 王 星 运动 的 那 颗 未 知行 星 的 轨道 要 素质 量 和 日 
心 黄 经 等 , 他 于 1845 年 9 一 10 月 分 别 向 剑桥 大 学 天 文 台 台 长 查理 士 和 格林 威 治 天 

台 台 长 英里 报告 了 他 的 计算 结果 , 但 未 受 重 视 . 而 在 差不多 间 时 , 法 国 天 文学 家 

前 威 耶 (CUrbainrJean-Joseph Le Verrier，18]1，3，11~1877，9，23) 也 在 研究 则 样 的 
问题 ,他 利用 牛顿 模型 在 天 王 星 轨道 的 基础 上 运用 牛顿 的 万 有 引力 理论 用 数学 方法 
推算 出 海王 旦 的 轨道 并 确定 了 它 在 空中 的 位 置 , 并 于 1846 年 8 月 31 日 预告 了 他 的 
结 采 . 他 把 他 的 发 现 写 信和 告诉 了 柏林 天 文 台 的 台 长 伽 蒜 (Johann Gottfried Galle， 
1812, 6, 9 一 1910，7，10) 说 在 1846 年 9 月 23 日 夜间 可 以 观察 到 这 颗 行 星 . 据说 这 
封 信和 是 1846 年 9 月 23 日 伽 勒 才 收 到 的 ， 当 天 晚上 伯 勒 把 望远镜 对 准 勒 威 耶 预告 的 
位 置 搜 索 ， 果 然 在 不 到 一 小 时 内 在 所 指出 的 位 置 不 超过 1 的 范围 内 观察 到 了 这 颗 行 
电 . 之 后 这 颗 行 星 的 质量 和 轨道 也 被 确定 ,并 和 勤 威 耶 的 预测 一 致 . 这 颗 行星 就 是 
海王 星 ! 用 数学 建 模 的 话 来 说 ,这 是 对 太阳 系 中 行星 运动 的 数学 建 模 的 一 个 伟大 范 
例 , 也 正 是 在 这 个 意义 上 我 们 可 以 说 海王 星 是 算出 来 的 

海王 星 发 现 后 , 天 文学 家 又 发 现 其 运动 轨道 的 不 规则 性 . 于 是 有 人 就 认为 这 种 
不 规则 性 是 由 于 海王 星 外 述 存 在 一 颗 行 星 引 起 的 , 有 些 天 文学 家 就 仿照 勒 戌 耶 和 亚 
当 斯 的 方法 ,用 天 王 星 和 海王 星 的 轨道 去 推算 这 颗 未 知行 星 ， 直到 1930 年 2 月 18 
日 本 由 美国 天 文学 家 汤 博 (Clyde William Tombaugh，1906，2，4 一 1997，1，17) 发 
现 . 这 就 是 昊 王 星 ， 

亚当 斯 被 公认 为 是 海王 星 的 共同 发 现 者 . 勒 威 耶 和 亚 当 斯 也 因此 而 成 了 天 文学 
的 权威 ， 勒 威 耶 经 过 长 期 的 研究 ,发 现 水 星 近 日 点 的 异常 进 动 . 他 把 这 种 现象 归 之 
于 -一 个 未 知行 星 的 摄 动 . 可 惜 的 是 这 颗 行 星 一 直 没 有 找到 . 当 1915 年 爱 因 斯 坦 的 
广义 相对 论 发 表 后 , 才 给 以 一 种 合理 的 解释 , 即 在 太阳 那么 大 的 质量 附近 时 空 是 查 
曲 的 , 水 星 近日 点 的 异常 进 动 就 是 因为 这 种 时 空 的 弯曲 造成 的 . 现在 我 们 知道 , 爱 
因 斯 坦 的 相对 论 描述 天 文 尺度 的 宇宙 ， 而 量子 力学 理论 则 描述 原子 尺度 的 宇宙 ， 
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综 上 所 述 ,我 们 知道 海王 星 的 发 现 是 一 个 漫长 数学 建 模 的 过 程 , 它 实 际 上 是 科学 
史上 数学 建 模 的 一 个 光辉 的 范例 , 著名 数学 家 A, H. Tnxokos 为 原 苏 联 从 1977 年 到 
1986 年 历时 10 年 编写 出 版 的 4 数学 百科 全 书 并 从 1994 年 到 2000 年 出 版 了 5 卷 的 中 
译本 ) 册 所 撰写 的 条 目 “ 数 学 模型 "中 把 太阳 系 模型 作为 数学 建 模 的 典型 例子 决 不 是 
偶然 的 . 


$26.3 量 纲 分 析 


重 纲 分 析 (Dimensional Analysis) 是 经 常 应 用 于 物理 .化 学 和 工程 等 问题 中 的 一 
种 数学 工具 , 它 通 过 把 变量 数目 减少 到 最 小 数目 的 “实质 性 ”参数 来 简化 问题 . 基 纲 
分 析 也 是 数学 建 模 中 一 个 重要 的 方法 ,因为 即使 对 要 分 析 的 现象 的 知识 很 少 的 情况 
下 , 它 也 是 一 种 可 以 利用 的 方法 ,有 广泛 的 可 应 用 性 . 它 是 在 经 验 和 实验 的 基础 上 ， 
利用 物理 定律 的 重 纲 齐 次 化 原理 来 确定 各 物理 量 之 局 的 关系 的 一 种 方法 . 量 纲 分 析 
的 基础 就 是 所 谓 的 白金 汉 x 定理 (Buckingham r Theorem, 也 称 为 x 定理 ,或 Pi 
定理 ). 据说 ([1j]) 是 由 英国 数学 家 辛普森 (Thomas Simpson, 1710 一 1761, 参见 本 书 
p. 720) 首 先 提出 , 然后 由 羡 国 科学 家 白金 汉 (Edgar Buckingham，1867 一 1940) 于 
1914 年 详细 曾 明 的 ({[ 21). 

在 一 个 实际 问题 或 现象 中 ,， 有 许多 变节 ,参数 和 常数 , 变量、 参数 是 有 其 网 的 ， 
而 常数 通常 认为 是 无 重 岗 的 . 医 纲 有 基本 基 岗 (或 称 独立 重 纲 ) 和 导出 量 岗 之 分 , 基 
本 和 量 岗 之 间 不 能 互相 表示 ， 导 出 量 网 一 定 可 以 用 基本 量 纲 表 示 . 基本 重 网 与 量 网 单 
位 的 选取 (例如 ,尺度 取 米 , 厘米 ) 无 关 ， 

假设 在 所 研究 的 系统 或 现象 中 有 nn 个 变量 和 参数 Qi ,全 ，…,&,, 它们 之 间 的 关 
系 可 以 表 为 

fl 0 或 昌 二 gl))， 《26. 3-1) 
我 们 不 一 定 知 道 f 的 具体 形式 . 还 有 严 个 基本 量 网 X ;Xi ,…, 久 ,.m&n. 久 的 量 纲 
[Q] 可 表 为 


[Q] = Xt: Xl Ker = TX ;i= 1,2, sn (26. 3-2) 


je1 
逢 阵 A= (as )nxm 称 为 量 纲 和 矩阵 . 
自 金 汉 丰 定理 (Buckingham x Theorem) 如 果 和 矩阵 4 的 秩 Rank(A) 一 "那么 可 
以 从 (26. 3-]) 得 到 2 一 了 ?个 互相 独立 的 无 量 纲 组 {r mm， 和 rm ，(26. 3-1) 可 表 为 


“数学 模型 ",《 数 学 百科 人 全书) 第 三 卷 ， 科学 出 版 社 ，1997. pp. 647 ~ 648, 厌 为 
MaT™maTHyECKAN SHHMKNAONeIMA, Vv. 1 ~ 5 1. M. Beorparoa 主编 ，HanaTencTeo 4 CopeTrckan 
3hunkmonerray 出 版 ,1977 一 1986; 英 译 本 名 Encyclopaedia of mathematics ,an updated and an- 
notated translation of the Soviet Mathematical Ecyclopaedia, ( Hazewinkel, Mochiel )，v 3， 
pp, 784 一 ?785.《 共 6 着 ). Dordrecht; Boston, Kluwer Academic Publishers, 1995. 
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F(A + XT? 7 一 0, 或 nl 一 Crrz JI 《26， 3-3) 
或 者 说 (26. 3-1) 和 (26. 3-3) 是 等 价 的 . 其 中 


m= [| ez， (26. 3-4) 
ji 二 | 


pi = (bn + br 是 
Aib’' = 0,8= (hbar bn) (26. 3-5) 
的 n 一 ;个 基本 解 . 
日 金 汉 x ”年 理 也 给 出 了 怎么 做 的 步骤 ， 
例 1 单 摆 运 动 的 周期 
质 熏 为 启 的 小 球 凯 ， 系 在 长 度 为 1 的 细 线 下 端 , 细 线 上 端 固 定 .小 球 稍微 偏离 
其 平衡 位 置 后 , 在 重力 mglg 为 重力 加 速度 ) 的 作用 下 做 往复 摆动 , 求 摆动 周期 二 
根据 白金 汉 r 定理 , 本 问题 中 共有 4 个 变量 m,i,g,t. 它们 之 间 的 关系 写作 
fimtrgst) = 0 (26. 3-6) 
我 们 取 质 量 M, 长 度 上 和 时 间 人 为 基本 量 岗 , 于 是 有 
[m=M, [=L, [j=T, [gj=LTi,n=4d,m=s= 3,n—s= 1, 
所 以 只 有 一 个 无 量 纲 常 数 区 


1 0 0 
0 1 h 十 0*D 十 0:ba O06 二 人 0， 
及 二 0 0 TI 一 0, 即 ， 0: 十 二 十 0:b 二 外 一 0， 
QB 十 0:Bo 二 一 206 = 0, 
0 ] 9 1 be | 4 


(26, 3-7) 
取 乓 二 1 解 得 六 一 0,b== 一 1/2,5 = 二 1/2. (26.3-7) 的 基本 解 为 
b= (0, CO— 1/2,1,1/2), 《26. 3-8) 


zl = tp 一 区 /| 1 一 rn /到 ， (26, 3-9) 


ril 是 一 个 常数 . 从 而 有 


于 是 


F(x) = 0, (26, 3-10) 
当然 可 以 用 更 为 智 巧 的 方法 来 得 到 同样 的 结果 、 
根据 物理 的 洞察 或 者 实验 可 以 证 明 下 只 有 一 个 零点 , 事实 上 x 二 2 
例 2 1945 年 原子 弹 爆 炸 的 能 量 
英国 的 G. I. 泰勒 稻 士 (Sir Geoffrey Ingram Taylor, 1886,， 3, 7~1975， 6，27， 


中 这 里 的 mr 表示 质量 ,不 要 和 白金 汉 定理 中 基本 量 纲 的 个 数 m 混同 . 
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英国 的 物理 学 家 .数学 家 , 流体 动力 学 和 波动 理论 专家 ) 在 1941 年 曾经 利用 其 网 分 
析 来 估计 原子 弹 爆 炸 所 释放 的 能 量 .1945 年 7 月 16 日 全 世界 第 一 颗 原 子弹 在 美国 
新 墨西哥 州 的 南部 城市 阿拉 莫 戈 多 (Alamogordo) 西 北 97 公里 的 “ 特 里 尼 蒂 试验 场 ” 
引爆 成 功 . 之 后 在 《生活 (Life)》 的 封面 登载 了 一 组 原子 弹 爆 炸 的 照片 . 泰 甚 恬 士 想 
知道 爆炸 的 能 量 是 多 少 . 他 打 电 话 给 他 在 Los Alamos 的 同事 ,询问 此 事 . 得 到 的 回 
答 是 , 这 些 信 息 是 保密 的 ， 所 以 他 求助 于 量 纲 分 析 . 

他 认为 有 5 个 变量 , 即时 间 ,起 爆 时 空间 单个 点 处 的 能 量 E, i 时 刻 冲击 波 的 
半径 尺 , 它 随 时 间 而 扩大 ，, 初始 大 气 ( 或 周转 大气 的 ) 压 力 po 以 及 初始 大 气 ( 或 周围 
大 气 的 ) 密 度 m 其 中 只 有 3 个 基本 量 网 , 即 质量 .长 度 和 时 间 [mj=M, [ij 二 4， 
[站 = 了 工 , 它 们 之 间 的 关系 可 写作 


FR,tyE,m;po) = 0, 或 R= g(t,E,p, po) {26. 3-11) 
而 
[RJ=L, (j=T, [Ej=MiT™?, [pj=M”, [pj=MIL TT 
(26. 3-12) 
所 以 
0 1 0 
0 0 1 
A=|] 2 —2|, 68= (6 ,b,,b), 
1 一 3 0 
1 一 1 一 ?2 
bs 二 b+bs = 0， 
ATbT 一 sa 二 263— 3b—b = 0, (26. 3-13) 
bs — 2bs — 26s = 0. 


车 令 和 三 0, 包 一 1] 则 有 上 三 (0,675 ,一 275, 一 3/5,1) ,于 是 有 
一 (去 1) (26. 3-14) 
1 po En 3 , 


若 令 护 二 1,b% 一 0, 则 有 如 二 (1, 一 2/5, 一 1/5,1/5,0), 于 是 有 


175 
mm 一 R( 系 (26. 3-15) 
由 7 定理 知 
2 、 1:5 
x 二 Glm), 或 RR 二 ( 池 ) Glm). (26. 3-16) 


在 cgs 厘米 - 克 - 秘 ) 制 下 ,mm 二 1.25X107? (g/cm ), po 二 10* (g/cm' sec ). 预计 原子 
弹 在 起 爆 点 释放 的 能 量 是 非常 大 的 . 可 以 估计 , 如 果 1 不 超过 1 秒 , 那么 x 是 小 的 . 
所 以 《26. 3-16) 可 以 近似 表示 为 
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R= (EE) Goes, (26. 3-17) 
这 就 是 泰勒 导出 的 公式 ([,341). 利用 少量 炸药 的 实验 可 以 确定 G00) 守 1. 所 以 
(26. 3-17) 也 可 以 写成 


Slogw (R) = log(D 十 志 jogn 人 )， (26. 3-18) 
1945 年 起 炮 时 拍 的 电影 和 稍 后 解密 的 照片 为 泰勒 提供 了 验证 (26. 3-18) 的 必要 信 
息 , 他 由 此 估计 了 第 一 次 原子 弹 爆 炸 所 释放 的 能 量 . 后 来 解密 的 实际 爆炸 的 能 量 非 
常 接近 他 的 估计 . 有 意思 的 是 泰勒 在 1945 年 之 前 就 从 理论 上 得 到 了 这 个 公式 . 从 此 
以 后 , 志 网 分 析 在 爆炸 问题 中 越 来 越 有 用 ， 
我 们 看 到 在 数学 建 模 过 程 中 如 果 能 够 结合 有 关 学 科 的 实验 和 专家 的 洞察 的 话 ， 
世 纲 分 析 能 得 到 非常 重要 的 结果 ,， 量 网 分 析 在 各 种 问题 的 数学 建 模 中 有 重要 的 
应 用 ， 
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$ 26.4 日 常生 活 中 的 数学 模型 


26.4.1 复 利 、 年 金 


假设 一 开始 的 投资 (或 价款) 本 金 总 额 记 为 A ,单位 时 间 ( 可 以 是 天 、 月 或 年 , 称 
为 一 期 ) 的 利率 记 为 r%( 用 十 进位 数 来 表示 ) ,7 个 单位 时 间 后 的 总 金额 记 为 A, 
单 利 我 们 把 钱 存 人 银行 , 银行 就 是 这 么 付 给 我 们 利息 的 . 其 数学 模型 为 


A, = As(1+w), Au = 订 各 亲 ， "一 士 (全 一 1). (26.4-1) 


复 利 “我们 问 银 行 价钱 , 银行 就 是 这 么 向 我 们 收 钱 的 ， 其 数学 模型 为 


_ aA _ lnLA,/Ao| 
入 一 和 十 ro 二 二 二 6 ln = Inf 1 十 rj} 


(26. 4-2) 
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年 金 ” 持 续 收 取 定 额 款项 叫做 年 金 . 

假设 傅 球 额 为 Ao ,每 期 利率 为 r, 每 期 的 还 球 额 为 x,As 表示 第 & 期 结束 时 尚 下 
的 借款 ， 总 借 期 为 = 期 ( 即 ， 到 第 = 期 结束 时 还 清 全 部 借款 ， 即 A, 二 0). 其 数学 模型 
为 


A, = ALi(l 二 rr)— zx, =0,1l,:…,n, (26, 4-3) 
求解 (26. 4-3) 得 到 
Au = AotI 十 一半 [(1 十 一 1 (26. 4-4) 
从 A 二 0 可 得 
0 一 和 (十 六 一 [十 六 一 菇 ， (26.4-5) 
从 中 可 以 解 得 A, 二 0 时 的 Tn Ao 和 r 
Aor(tl 二 rn _ 
= (26. 4-6) 
| 一 和 一 | 
ir Ar _ 
”nd (人 
或 
站 
— tog| | (28, 4-7Y’ 
" log(tl+r) . 
_ zd 二 +nD"—1} _ 
Ap ~ 一 六 -十 7 * (26. 4 8) 
为 求 A 一 0 的 7 和 要 求解 下 面 的 代数 方程 式 
A 十 7 下 一 Co 十 xT)(1 十 ?十 二 0， (26. 4-9) 


以 下 的 计算 都 可 以 使 用 数学 软件 或 可 编程 序 计算 器 . 

例 1 一 位 使 用 工商 银行 国际 信用 卡 的 张 姓 用 户 , 2004 年 12 月 用 工商 银行 的 信 
用 卡 , 刷卡 消费 39771. 52 元 ,由 于 记 错 了 还 款额 ,他 在 还 蒜 日 期 (2005 年 1 月 25 日》 
到 期 之 前 , 分 多 次 共计 还 款 39771. 28 元 ， 少 还 了 0. 24 元 (事后 才 发 现 ). 但 就 是 这 区 
区 0. 24 元 , 工商 银行 在 他 1 月 份 的 账单 里 记 账 两 笔 共计 853 元 的 利息 ， 张 先生 从 网 
上 查 到 账单 后 , 立即 致电 工商 银行 95588, 得 到 的 答复 是 最 新 的 国际 信用 卡 章 程 已 
将 原来 只 对 逾期 没有 还 的 欠 款 部 分 收取 利息 改 为 对 消费 款 全 部 从 消费 发 生日 起 收取 
每 日 万 分 之 五 的 利息 . 

我 们 先 不 说 张 先 生 是 香 及 时 知道 新 的 章程 , 这 种 收费 是 否 合理 . 这 里 , 我 们 只 
问 一 个 问题 : 工商 银行 按 多 少 天 来 站 的 利息 ? 


_ _ lnLA, /Ao | __ 
解 ” 由 (26. 4-2) 中 的 #2 二 nF 1 十 ;已 知 Ao 一 39771.52, 4 一 39771.28 十 853 
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一 40624. 52,r 一 0. 0005, 代 人 计算 得 n=42. 46 天 . 

例 2 根据 报纸 报道 , 中 国人 民 银 行 宜 布 个 人 住房 贷款 (采用 等 额 本 息 还 款 法 ) 
年 利率 从 5. 31%(0.0531) 调 高 到 6.12%(0.0612). 以 10 年 期 20 万 元 的 房贷 为 例 ， 
调整 前 每 月 还 款 为 2151, 74 元 . 调整 后 每 月 还 款 为 2232. 48 元 . 每 月 多 还 80. 74 元 . 
即便 银行 对 借款 人 实行 5. 51 始 的 优惠 年 利率 ,每 月 还 款 2171, 51 元 ; 党 多 还 19. 77 
JL. 

问题 : 这 是 怎么 算出 来 的 ? 

解 ”上述 三 种 情况 的 月 利率 > 分别 为 0.0531/12= 0. 004425，0. 0612/12 一 
0. 0051,0. 0551712<0. 004592. 由 (26. 4- 介 知道 ,Ao 二 200,000,n 二 120, 因此 可 以 分 
别 求 得 zx 为 :2151.74，2232.48 和 2171. 56(《 如 果 r== 0.0551/12, 则 为 2171. 52)， 

例 3 根据 报道 , 错 先 生 向 银行 贷 了 22 万 元 ， 贷 款 期 限 是 2003 年 9 月 一 2013 
年 9 月 共 120 期 , 采用 等 额 本 息 还 款 法 , 月 供 2338 元 , 目前 , 已 还 16 期 ,还 剩 104 
期 ,贷款 余额 为 198155 元 . 

乔 先 生 手 头 正 好 有 5 万 元 可 用 , 因此 提出 申请 提前 还 款 5 万 元 . 如 果 提 前 还 款 
5 万 元 ,得 到 批准 , 乔 先 生 又 想 保 持 贷款 期 限 不 变 ， 即 再 继续 105 期 ， 那 么 按照 新 的 
利率 他 的 月 还 款 是 多 少 ? 

问题 ; 该 报道 中 没有 说 月 利率 7 为 多 少 , 因此 我 们 首先 要 求 7. 

因为 入 二 220,000, n= 二 120, x 二 2338, 解 方程 (26. 4-9)， 即 解 

220000(1 十 P200 一 (Ao 十 2338) (1 十 1! 十 2338 一 0， 
rs0. 00420197, 或 者 re0. 004202, 年 利率 为 0.050424. 再 由 C26.4-4), 分 别 令 &= 
16 和 上 一 15 计算 之 ,分 别 计算 


1s = 220000{1, 004202) 2338 


0.004202 


[<1. 004202)* C1] 


is 2338 15 
Ai = 220000(]., 004202) D004200 2205L1. 004202) 1 ] ， 


得 到 的 结果 分 别 为 :， 196656 和 198161. 如 果 报 道中 的 198155 没有 错误 ， 那么 
198161 非常 接近 198155. 这 就 说 明报 道 有 误 .实际 上 , 乔 先 生 只 还 了 15 期 , 还 有 
105 期 杰 还 . 
现在 的 Ao。 = 二 148,155,n 二 105 ,利用 (26. 4-6) 按 照 新 的 月 利率 0.0051 计算 , 他 的 
月 还 款 是 1825. 86. 如 果 他 不 还 5 万 元 ， 继 续 还 105 期 的 话 ， 他 的 月 还 款 是 2442. 06. 
综 上 所 述 ， 如 果 我 们 能 应 用 (26, 4-3) 到 (26. 4-9) 的 话 , 我 们 可 以 解决 许多 相关 
的 问题 . 


26.4.2 人 只 问题 的 数学 模型 


在 人 口 增长 或 单 种 群 群体 增长 的 简单 数学 模型 中 ,假设 时 间 记 为 :, ; 时 刻 的 人 
口 数 NCt) ， 人 口 的 自然 增长 率 一 5 一 gd 其 中 5 是 出 生 率 ,4 是 死亡 率 ， 一 般 说 ,= 
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rlt 1 ), 
马尔 萨 斯 {Malthus) 模 型 
其 简化 假设 为 r= 常数 . 因此 , 在 [i,t, 十 Az] 时 间 间 隔 内 的 人 口 的 平均 增长 率 为 


MTA DA 人 At~>0, 得 到 下 面 的 微分 方程 模型 


di (26. 4-10) 
N(0) 一 No 已 知 . 
其 中 二 0 表示 初始 时 刻 ,， 它 的 解 为 
N(#) = Noer ， (26. 4-11) 
当 No 小 时 , 这 个 模型 有 一 定 的 合理 性 ， 某 些 实际 数据 也 表明 其 合理 性 . 但 是 当 1 一 
十 ceoy Nb 一 十 ceo. 这 是 不 合理 ,也 是 不 可 能 的 ,因为 地 球 和 资源 都 是 有 限 的 ,不 可 能 
养活 无 限 多 的 人 . 因此 , 假设 r= 常数 不 合理 , 模型 需要 改进 ， 马尔萨斯 模型 也 称 为 
指数 增长 模型 ， 
逻辑 斯 蒂 (Logistic) 模 型 
假设 环境 的 有 限 资源 (水 .食物 等 ) 能 供养 的 最 大 人 数 为 久 , 称 为 生存 极限 数 . 又 


设 r=&(1 一 六 ) ,k= 常数 . 即 当 凡 增 大 时 ,> 变 小 , 即 增长 率 下 降 . 所 以 , 也 可 以 称 
之 为 自 限 模型 . 我 们 同样 可 以 得 到 下 面 的 征 分 方程 模型 


| 二 rN,i > 0， 


dN N 
一 一 一 TV 1] 一 一 9 0O, 
| rN ( R) 一 (26. 4-12) 
N(0) = 二 Neo 计 0 已 知 
它 的 解 为 
ND=— ， (26. 4-13) 


《26. 4-12) 有 两 个 平衡 点 ;N 一 0,K. 所 以 当 No 一 天 时 ,人 >>0, NG) 是 增 的 :No 之 K 


时 ,全 <0, NC) 是 减 的 ; 0, NO KK. 


Logistic 模型 是 由 比利时 数学 家 和 社会 统计 学 家 Pierre Francois Verhulst 
(1804，10，28 一 1849，2，15) 提 出 ， 并 用 于 比利时 和 潜 国 的 人 口 增长 问题 , 有 成 功 
的 , 也 有 不 成 功 的 . Logistic 模型 比 马 尔 萨 斯 模型 要 合理 , 是 一 个 在 其 他 方面 也 有 很 
多 应 用 的 数学 模型 . 但 是 Logistic 模型 也 有 缺陷 ， 主 要 是 没有 考虑 不 同 的 性 别 和 年 
龄 结构 ,此 外 7 与 KK 和 很 多 因素 有 关 , 难以 确定 , 应 用 起 来 有 困难 . 

考虑 年 龄 结构 的 人 口 发 展 方程 

为 了 研究 任意 时 刻 不 同 年 龄 段 人 口 的 数量 及 其 演变 , 引 人 和 人 人口 的 分 布 函数 和 密 
度 靖 数 .上 时刻 年 龄 小 于 xz( 守 0) 的 人 口 称 为 人 口 分 布 隧 数 ; 记 为 ,Flzr,t) (之 0),t 时 
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刻 的 人 口 总 数 , 仍 记 为 N(D); 最 大 的 年 龄 记 为 mm ,理论 上 我 们 可 以 允许 mw 十 co 
于 是 有 
FC0,D = 0, F(x,t) = NGO), (26. 4-14) 
人 口 密度 消 数 定义 为 
p(xst) = ， (26. 4-15) 


p(x,1)dz 坟 示 上 时 刻 年 龄 在 范围 Lz,z 十 azj 内 的 人 数 .用 mA(z, 蚊 表示 上 时 刻 年 龄 为 z 
的 人 的 死亡 率 , 因 此 ,xz,botpzbdz 就 表示 上 时 刻 年 龄 在 范围 Lz,z 十 dz] 内 的 死亡 
人 人 数 , 1 时刻 年 龄 在 范围 Lz,z 十 az) 内 的 人 数 到 十 dt 时 刻 还 活着 的 人 的 年 龄 在 [十 
dl 十 dz 十 cd) ,在 [yt 十 Qi 死亡 的 人 数 为 x(z,t) plx,t)dxat, 于 是 有 
pirtdr— pr ddr, t+ ddr = u(rt)plr, tdrdi dr = dt, 
《26. 4-16) 
重 写 (26. 4-16) 
[Cplzdt dristt ad}— prett ad) tp(rti+ de) — pxst) Jar 
—— (zt) plr, tdrdt, 
再 次 利用 dz 一 必 ,就 得 到 


ap ,9 
t+ =— (r,t) p(x,t), (26. 4-17) 


如 果 死 亡 率 jCz, 引 已 知 , 初始 人 口 密度 晃 数 p(x,0)= po (zx) 已 知 , 它 可 以 通过 
人 口 调 查 得 知 ; 单位 时 间 出 生 的 婴儿 数 记 为 pC(0,2) 二 go (0 , 称 为 婴儿 出 生 率 ， 它 对 
顶 测 和 控制 人 口 起 着 重要 作用 ,这样 我 们 就 得 到 了 由 下 面 的 一 阶 双 曲 型 方程 的 初 边 
值 问题 表示 的 数学 模型 


如 a 
+ =— (zp(r,t), rT>0Ot 0V, 


pl(r0) = po tx) rz 之 0， 《26. 4-18) 


pl0,t) = go (lt) 之 0. 


数学 上 ' 这 个 问题 不 难 求解 ' 问题 是 不 容易 获得 准确 的 站 工交 ， Po (x) * {0 C1). 当然 ， 
还 可 以 进一步 考虑 生育 率 和 生育 模式 等 来 改进 模型 ， 


26.4.3 传染 病 流 行 的 数学 模型 


SI 模型 
假设 在 传染 病 流 行 地 区 的 总 人 数 N 不 变 ， 既 不 考虑 生死 ， 也 不 考虑 进出 的 迁 
移 . 人 群 分 为 易 感染 者 (Susceptible) 和 已 感染 者 (Infective) ， 以 下 简称 健康 人 和 病 
人 .tt 时 刻 易 感染 者 和 已 感染 者 在 总 人 数 中 占 的 比例 分 别 记 为 ;C2 和 i(). 病人 的 增 
加 与 每 个 病人 每 天 能 接触 到 的 多 少 健康 人 有 关 ， 因此 , 单位 时 间 内 病人 能 感染 的 人 
数 在 总 人 数 中 占 的 比例 与 :和 i( 引 的 习 积 成 比例 ,比例 系数 4 称 为 日 接触 率 . 数 
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学 模型 为 


di 

一 -一 Pp £ 0， 

{4 : > (26. 4-19) 
1(0) = i s(t = 1. 


由 于 5s(2)= 二 1 一 i{2f), 我们 有 
| 一 Ai(1 一 六 ， 上 >0， 0 
i{0) 一 io, 

再 次 得 到 Logistic 模型 ， 

SIR 模型 

有 些 传 染病 治愈 后 会 有 很 强 的 免疫 力 , 他 们 既 非 病人 , 也 不 是 易 感 染 者 , 他 们 
实际 上 已 经 退出 了 传染 病 流 行 的 系统 , 我 们 把 他 们 简称 为 移出 者 (Removed) ,他 们 在 
总 人 数 中 占 的 比例 , 记 为 rC(. 因此 ,i(2) 十 5 十 7G2)= 二 1. 

记 日 治愈 率 为 &. 我 们 得 到 下 面 的 数学 模型 


i pi i1(0) 一 加， 
《26. 4-21) 
元 一 一 437， s(t0) = go. 


虽然 求 不 出 (26. 4-21) 的 解析 解 ， 但 是 通过 理论 证 明和 数值 分 析 有 以 下 重要 结论 : 
1. 可 以 证 明 lim i() 二 iw， 并 且 i ==0, 即 病人 数 最 终 会 趋 于 零 . 
2. 可 以 证 明 lim st) 二 so ,并 有 


jo 十 $0 一 se 十 一 二 jn 衬 一 0 一 全 (26. 4-22) 
二 站 + 
3. 若 % 之 十 , 则 i?) 先 增加 ， 并 在 % 一 二 时 ， 达到 最 大 值 


2 一 10 so 一 二 (1 十 Ingso)， (20. 4-23) 
然后 ,it 和 Seo. 
4. 东信 一 > , 则 i( 罗 单调 减 小 趋 于 零 ， s(?) 单 调 碱 小 趋 于 se， 
这 些 结论 给 我 们 重要 的 启示 . 二 是 一 个 门槛 值 ， 或 称 为 阅 值 . 只 有 当 易 感染 者 
s% 在 总 人 数 中 占 的 比例 超过 该 病 值 时 ,传染 病 才 会 流行 . 因此 ， 当 发 现 某 种 传染 病 
时 ， 如果 能 降低 接触 率 并 提高 治愈 率 ,从 而 一 就 变 大 ， 即 门槛 高 了 ,该 传染 病 就 不 
会 莫 延 流行 . 即使 w 之 二 ,小 变 大 ,ss 增加 ,is 喊 少 , 也 就 控制 了 传染 病 的 族 延 各 


度 . 二 二 女 ,说 明 卫 生 水 平 越 高 ,日 接触 率 就 越 低 ; 医疗 水 平 越 高 , 日 治愈 率 就 越 
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大 , 从 而 门 覃 二 ,就 越 高 ,所 以 说 提高 卫生 水 平和 医疗 水 平 有 助 于 控制 了 传染 病 的 蔓 
延 . 
26.4.4 ”减肥 的 数学 模型 


减 { 增 ) 肥 的 数学 模型 

医生 和 生物 学 家 都 认为 所 谓 的 减肥 就 是 “燃烧 ” 掉 人 体内 多 余 的 脂肪 . 

假设 入 体 在 t 时 刻 的 脂肪 的 等 价 热 量 为 A(t) ,时 间 :的 单位 ,例如 , 取 作 天 . 又 设 
每 天 吸 人 热量 为 e, 单位 时 间 内 由 于 锻炼 消耗 的 热量 与 A(z) 成 正比 , 记 作 58A(#), 单 
位 时 间 新 陈 代谢 需要 消耗 的 热量 也 与 Ab 成 正比 , 记 作 cA(2).a,5, <c 均 为 非 负数 . 
于 是 ,在 时 间 区 间 [z,: 十 dt] 上 利用 热量 守恒 定律 ， 有 

AQt Td) —AQ) = [a BAQ) cA)d, 

令 di 一 0，, 得 数学 模型 


{2 =a— +OAG), > 0, 
本 (20. 4-24) 
A(0) 二 4o 已 知 


(26. 4-24) 的 解 为 


—_4 4t 一 他 He - 
A(D = (hp )e (26. 4-25) 


我 们 从 (26. 4-25) 来 分 析 一 些 极端 情形 ， 并 看 看 它们 告诉 我 们 什么 ? 
1. 当 三 十 co 时 ,AGO 一 5 于 < 由 于 我 们 可 以 调节 a,6b,c, 使 得 > 千 -等 于 任何 非 负 
数 ， 即 理论 上 讲 ， 你 要 减 ( 增 ? 肥 到 多 重 都 是 可 能 的 ,只 要 你 能 适当 调整 饮食 .锻炼 和 
新 陈 代 谢 , 即 调整 a,5,c 就 可 以 了 . 但 任意 改变 新 陈 代谢 , 锻炼 过 度 并 不 可 取 . 
2. 不 进食 是 危险 的 ,因为 这 时 a 二 0,(26., 4-24) 的 解 为 
AW) 一 EC 
t— oo0,A(1) — 0. 
体重 (脂肪 ) 都 没有 了 ,当然 命 也 没有 了 ! 而 且 指 数 函 数 的 衰减 是 很 快 的 , 用 不 了 多 
长 时 间 ， 人 就 受 不 了 了 . 其实, 对 减肥 问题 的 数学 建 模 远 没有 那么 简单 ! 至 少 我 们 不 
呆 能 天 天 吃 一 样 的 食物 , 一样 的 银 炼 ， 也 就 是 a, 8, c 一 般 都 随时 间 变 化 , 即 是 1 的 
函数 ， 数 学 模型 应 该 是 


| = a(t) — [80) +e()]A, > 0 


at 
A(0) = 4n， 
从 数学 上 讲 , 我 们 会 解 这 个 问题 , 但 怎样 确定 a,5,c 或 者 Ga( 世 ,2(Dc(9 又 是 一 个 不 
容易 的 数学 建 模 问 题 ! 
* 1042 * 


$ 26.5 气象 学 中 的 Lorenz 模型 和 确定 性 混沌 


20 志 纪 60 年代 初 , 麻 省 理工 学 院 (MIT) 的 气象 学 家 党 伦 兹 (Edward Norton 
Lorenz, 1917,5,23 一 ) 在 研究 大 气 对 流 问 题 的 数学 建 模 时 ,通过 截断 高 阶 项 ， 忽 略 高 
阶 看 合 ; 取 模 型 中 三 个 最 低 Fourier 模 态 , 他 得 到 了 下 面 看 似 简单 的 非 线 性 常 微分 方 
程 组 


7 or 十 ay， 

a = y—x, (26. 5 -1) 
尼 _ 

J 一 二 xy 


用 来 反映 平 的 流体 层 在 下 面 被 加 热 ， 而 在 上 面 被 冷却 的 情况 : 这 表示 地 球 的 大 气 被 
吸收 了 阳光 的 地 面 加 热 , 在 空中 散失 掉 热 量 . 在 对 流 运 动 中 , = 表示 对 流 运动 的 速 
率 ，y 和 z 分 别 表示 水 平和 垂直 方向 的 温度 变化 . 控制 参数 c 与 Prandti 数 成 比例 ,> 
与 Rayleigh 数 成 比例 , 5 与 用 (26. 5 -1) 来 近似 流体 运动 行为 的 区 域 的 大 小 成 比例 ， 
参数 rc, r 和 5 都 是 正 的 . (26. 5 -1) 就 是 著名 的 Lorenz 方程 或 Lorenz 模型 山 . 
当 7 之 1 时 ,原点 O=(0,0,0) 是 全 局 吸引 的 , 当 r>>1 时 ,(26.5 -1) 有 三 个 平衡 
点 ，; 
O= (0,0,0), Ct= (bp Vr—l,b vr—l,r—1) 
C= br-1,—b vr—1,r—1) 
原点 是 不 稳定 的 . 存在 + 的 值 ry 二 LoCo 十 5 十 3) /le 一 5 一 1), 在 该 值 处 在 6 产生 得 
普 夫 CHeop 人 分歧 (Bifurcation). 车 o 一 5 一 1 之 0, 则 对 任何 7 守 0, 不 会 发 生 吉 莹 去 分 
歧 , 而 且 对 所 有 的 >1,C* 都 是 稳定 的 ; 否则 的 话 (o 一 6 一 1 宕 0) ,在 1<r<rp 中 CC* 
是 稳定 的 ,而 在 ”rn 中 C* 是 不 稳定 的 . 
对 ogo 二 10,5 二 8/3,r 从 1 开始 增加 ， 对 Lorenz 方程 的 数值 模拟 展现 了 以 下 的 行 
为 
(1) 对 TI<r<13.926， 所 有 数值 计算 得 到 的 轨道 都 螺旋 地 赵 于 稳定 平衡 点 C 


D Lorenz, E. N, , Deterministic non=periodic flows, J. Atmos. Sci, ，20，130 一 141(19637). 
据说 (见效 简易 克 霜 ames Gleicl0 《混沌 六 Chaos) 一 书 )1961 年 冬季 某 天 , 洛 伦 兹 希望 缉 短 打印 气 
象 图 的 时 间 , 因此 从 中 间 开 始 打 印 .为 了 让 计算 机 知道 初始 状况 ,第 一 次 输入 的 是 小 数 点 后 5 
位 数 ，0, 56127; 第 二 次 输入 的 是 四 会 五 人 的 小 数 点 后 2 位 数 ，0. 56. 他 发 现 两 次 输出 的 气象 图 
截然 不 同 . 开始 他 以 为 是 计算 机 故障 . 之 后 , 他 突然 想到 , 计算 机 没有 问题 , 问题 出 在 他 输 人 
计算 机 的 小 数 点 后 位 数 不 同 . 他 蛛 以 为 千 分 之 一 的 差 列 不 会 有 实际 的 影响 ,但 是 , 他 错 了 .于 
是 他 就 开始 研究 这 个 问题 . 
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原点 的 不 稳定 流 形 的 右 分 支 螺旋 地 趋 于 C7 ,其 左 分 支 趋 于 C ， 

(2) 在 13.926， 有 一 条 同 宿 轨道 . 对 ”13.926， 原 点 的 不 稳定 流 形 的 右 分 
支 螺旋 地 趋 于 C  ， 其 左 分 支 螺 旋 地 趟 于 C1. 

《3) 13. 926 一 <24. 06. 所 有 数值 计算 得 到 的 轨道 最 终 螺旋 地 趋 于 C 或 C ,但 
是 某 些 轨道 在 趋 于 C 或 C 之 前 会 在 奇异 不 变 集 ( 它 是 由 了 通过 其 同 宿 值 时 发 生 的 
分 歧 生 成 的 ) 附 近 游 荡 很 长 的 时 间 ， 

(4) r>>24. 06. 某 些 轨道 永远 在 奇异 不 变 集 附近 游荡 ， 这 个 奇异 不 变 集 就 变 成 
了 -- 个 奇异 吸引 子 (strange attractor). 对 r<<24. 74, 仍 可 能 有 某 些 轨道 螺旋 地 趋 于 
C+ ,但 是 ,在 > 一 24.74 时 ,C+ 失 去 稳定 性 ， 当 ”>>24.74 时 , 所 有 数值 计算 得 到 的 轨 
道 都 永远 在 奇异 吸引 子 附近 游荡 ， 


图 26.5-1 对 7 二 28.0,5 一 8/3,g=10 时 数值 计算 的 轨道 . 
轨道 是 投影 在 x 一 x 平面 上 的 , 它 不 会 封闭 起 来 . 


这 就 是 著名 的 确定 性 混沌 ， 即 对 于 一 个 完全 确定 的 非 线 性 常 微分 方程 组 , 它 的 
解 可 以 对 初始 条 件 极其 敏感 而 造成 的 混沌 现象 ; 有 时 也 称 为 党 伦 兹 奇异 吸引 子 . 更 
通俗 一 点 讲 ， 就 是 蝴蝶 现象 ， 在 南美 洲 , 例如 说 , 在 巴西 的 一 只 蝴蝶 扇 动 它 的 起 
膀 ， 可 能 会 引发 一 系列 事件 ， 最 终 导致 德 克 萨 斯 的 龙卷风 (甚至 全 球 气 象 模式 的 全 面 
改变 ). 真 所 谓 “ 差 之 毫 厘 ， 失 之 千里 ”. 

尽管 洛 伦 兹 的 工作 的 重大 意义 在 当时 并 没有 被 认识 到 ,只 是 在 十 年 后 才 引 起 更 
多 人 的 重视 ,并 开展 了 大 量 的 研究 工作 ， 人们 用 混沌 现象 解释 了 许多 过 去 不 能 解释 
的 现象 . 而 且 在 更 多 的 数学 模型 中 发 现 了 混沌 现象 . 

数学 上 对 混 祁 的 定义 有 很 多 讨论 , 我 们 不 槐 涉及 . 但 是 所 有 的 定义 中 必须 包含 
-条 : 对 初始 条 件 的 敏 最 依赖 性 , 
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从 学 习 数 学 建 模 的 角度 来 看 , 我 们 不 能 轻易 忽视 简化 的 数学 模型 ， 因 为 它 可 能 
揭示 出 极其 重要 .本 质 的 现象 , 它 可 能 给 我 们 带 来 认识 上 的 飞 翘 和 应 用 上 的 扩展 , 洛 
伦 兹 发 现 的 确定 性 混沌 (奇异 吸引 子 ,“ 蝴 旦 现象 ”) 表 明 , 混沌 的 产生 库 不 是 因为 外 
部 的 影响 ， 也 不 是 由 于 描述 系统 所 需要 的 变量 的 数目 (自由 度 ) 过 于 庞大 ,也 不 是 由 
量子 力学 的 统计 特征 为 基础 的 不 确定 性 产生 的 . 它 就 是 确定 性 系统 内 在 固有 的 性 
质 . 
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3 26.6 模拟 方法 建 模 


模拟 CSimulation, 也 译 为 “仿真 ”) 的 意思 就 是 模拟 、 重 现 , 特别 是 通过 计算 机 来 
模拟 所 研究 现象 的 行为 . 可 以 有 各 种 各 样 的 模拟 方法 , 包括 随机 模拟 一 蒙特 卡 罗 
(Monte Cario) 模 拟 的 方法 ， 

蒙特 卡 罗 模 拟 的 主要 优点 是 ， 它 有 时 能 相对 容易 地 近似 很 复杂 的 随机 系统 ， 而 
且 蒙 特 卡 罗 模 氢 可 以 在 更 广泛 的 条 件 下 估计 候选 方案 的 性 能 . 还 有 ， 蒙 特 卡 罗 模 拟 
中 特定 的 子 模型 可 以 相当 容易 地 改变 , 所 以 存在 着 进行 敏感 性 分 析 的 潜力 . 过 特 卡 
罗 模 拟 的 男 一 个 优点 是 , 建 模 者 可 以 在 不 同 层次 的 水 平 上 进行 控制 . 最 后 , 现在 有 
许多 很 有 效 的 、 高 水 平 的 模拟 语言 可 供 利 用 , 因此 在 建立 模拟 模型 时 能 够 排除 掉 许 
多 烦 珊 的 工作 . 

均匀 随机 数 的 生成 几乎 是 所 有 模拟 方法 和 算法 的 基础 . 因为 它 有 以 下 的 理论 作 
为 依据 : 只 要 有 了 某 种 具有 连续 分 布 的 随机 数 , 就 可 以 通过 某 种 方法 生成 其 他 任意 
分 布 的 随机 数 . 由 于 (0, 1) 区 间 上 的 均匀 分 布 是 最 简单 .最 基本 的 连续 分 布 , 所 以 通 
常 都 以 (0，1) 上 均匀 分 布 的 随机 数 为 基础 , 用 它 来 生成 其 他 分 布 的 随机 数 . 有 时 候 
把 均匀 分 布 的 随机 数 简称 为 随机 数 ， 

我 们 先 讲 随机 数 的 生成 方法 ， 再 举 两 个 例子 分 别 说 明 怎 样 用 蒙特 卡 罗 方 法 来 模 
拟 确 定性 和 随机 行为 ,最 后 讲 一 个 比较 实际 的 数学 建 模 问 题 - 港 口 船只 排队 问题 ， 


26.6.1 随机 数 的 生成 方法 


这 里 说 的 随机 数 的 生成 方法 指 的 是 在 计算 机 上 生成 随机 数 的 方法 ,大致 可 以 分 
为 三 类 : 利用 随机 数 表 , 利用 物理 随机 数 发 生 器 , 利用 数学 方法 . 我 们 主要 讲 随 机 
数 生 成 的 数学 方法 ， 

均匀 随机 数 的 生成 . 确定 性 随机 数 发 生 器 产生 固定 长 度 的 数列 , 使 得 前 个 数 
决定 下 一 个 数 , 因为 这 组 数 是 由 计算 机 来 生成 的 , 在 一 年 次 数 的 选 代 后 就 会 变 成 局 
期 数列 ，， 
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生成 随机 数 算法 的 一 般 形式 可 以 由 下 列 初 值 为 zo 的 递归 程序 zi 二 (xai， 
zn-24" zt 来 描述 , 这 里 假定 f 是 从 {0,1,…,m 一 1 到 {0,1,…' ,mm 一 1} 的 映射 ， 
对 大 多 数 随机 数 发 生 器 来 说 ,二 1， 这 时 递归 关系 简化 为 具有 单一 初 从 z 的 
2 一 (zl)，zo 称 为 发 生 器 的 种 子 . 现在 是 从 {0,1,…,m 一 1} 到 自身 的 映射 ， 
在 某 种 意义 上 ，, 计算 机 不 能 生成 随机 数 ， 因 为 如 上 所 述 , 计算 机 采用 的 是 确定 
性 算法 , 然而 我 们 可 以 生成 伪 随 机 数 序列 , 使 得 在 实际 问题 中 其 行为 看 起 来 是 随机 
的 . 
产生 随机 数 的 目标 是 获得 一 数列 w ,wz ，… ,wun ,使 其 看 起 来 像 是 来 自 于 (0, 1) 上 
均匀 分 布 的 独立 同 分 布 随机 变量 的 观测 值 ， 
产生 随机 数 的 数学 方法 很 多 , 例如 , 平方 取 中 法 ,乘积 取 中 法 ,指令 位 移 法 , 加 
同 余 法 等 , 但 目前 应 用 最 多 的 是 线性 同 余 法 ， 特 别 是 乘 同 余 法 . 
线性 同 余 发 生 关 (Linear Congruential Generators，LCG) 
用 线性 同 余 法 产生 随机 数 , 使 用 如 下 的 递 推 公式 
TA 一 2 十 cmod (Cn = 0,1,2,**), (26, 6-1) 
其 中 zo 为 初 值 (初始 种 子 ), 4 是 有 习 子 , c 是 增 量 ，M 是 模 , 它们 都 是 非 负 整数 ,而 且 
Arc， 和 Cn 二 0;1,2，…) 都 小 于 MM 上 式 的 zo+1 是 zs 十 c 被 M 整除 后 的 余数 , 称 为 
xn+1 与 An 十 c 对 模 同 余 . 由 于 六 <M,， 从 而 有 


一 Xn - 


就 是 [0,1] 区 间 上 的 数列 . 例如 , 当 zo 二 4=c 二 7,M=10 时, 得 到 如 下 的 重复 循环 的 
数列 
{zro} = 7,6,9,0,7,0,9,0,*， 


《20. 6-3) 
{mn } 一 0. 7 0， 6,0.9,0,0. ?0,0,0.9;0,"**， 
循环 的 长 度 称 为 周期 , 这 是 一 个 周期 为 4 的 周期 序列 ， 
Tn 一 了 (zol0， (26, 6-4) 


只 要 满足 条 件 0 所 zo ,zati 达 MM, 则 由 它 所 产生 的 数列 一 定 具 有 周期 性 , 其 周期 记 为 
T. 因此 , 对 于 一 个 随机 数 发 生 器 来 说 ,只 要 其 产生 的 随机 数 的 周期 充分 长 , 那么 全 
就 能 够 具有 在 (0，1) 上 均匀 分 布 以 及 相互 独立 随机 变量 所 需 的 各 种 统计 性 质 . 从 统 
计 模 拟 来 看 , 可 以 把 它们 当 作 真正 的 随机 数 使 用 . 但 是 长 周期 不 是 一 个 随机 数 发 生 
器 所 要 的 唯一 性 质 ， 一 个 好 的 随机 数 发 生 器 必须 同时 在 理论 /结构 上 和 经 验 / 统 计 上 
都 能 中 过 所 有 的 检验 ,目的 是 检查 其 与 均匀 性 或 独立 性 或 均匀 性 独立 性 的 偏差 . 

最 优 线性 同 余 随 机 数 发 生 器 也 许 是 Park 和 Miller 的 “最 低 标 准 ” 发 生 器 ,其 取 
法 如 下 : 

A=75 =16807, M= 2 —1°= 214748 637，c 一 0， 
初 值 z 的 选取 方法 ; 在 c= 二 0 时, 为 了 保证 有 最 大 周期 zo 须 取 奇数 ， 有 时 取 
。1046 ， 


1. 每 个 随机 数 发 生 器 都 有 一 个 设 定 的 zo， 使 用 者 在 使 用 之 前 应 该 检查 一 下 . 
下 面 我 们 来 讲 几 个 蒙特 卡 罗 方 法 应 用 的 例子 . 


26, 6.2 确定 性 行为 的 模拟 :曲线 下 的 面积 


我 们 以 求 连续 ,. 非 负 曲线 下 的 面积 为 例 来 说 明 蒙特 卡 罗 模 拟 在 确定 性 行为 的 建 
模 中 的 应 用 . 
设 y= 二 fz) as 委 z0,0 委 YY 芝 AM 是 连续 函数 ( 见 图 26. 6-1)， 


y 位 于 曲线 y=/ (x) 
上 的 点 不 计数 


! 位 于 曲线 下 
< 的 点 计数 
下 


I 
' e Plx,y) 
在 ps 


图 26.6-1 区 间 a 志 zpb 上 非 负 曲 线 y= 二 Az) 下 的 
面积 包含 在 高 M. 长 5 一 a 矩形 域 中 


我 们 从 求 该 曲线 下 面积 的 近似 值 开始 . 由 上 图 知 , 所 求 面积 完全 包含 在 高 M 长 
b 一 a 的 矩形 域 中 ， 

从 矩形 域 中 随机 地 选 一 点 P(x,y)，, 做 法 是 产生 两 个 满足 < 魏 z 委 吕 0 委 ?>SM 的 
随机 数 z，y 并 将 其 视 作 坐标 为 x,， y 的 点 P. 一 旦 P(x,y) 选 定 , 就 问 : 它 是 否 在 曲 
线 下 的 域内 ， 即 坐标 y 是 否 满足 0 志 y 记 f(r)? 若 回答 是 , 则 向 计数 器 中 加 1 以 计 人 
点 P. 需要 两 个 计数 器 :一 个 计 产 生 的 总 点 数 , 另 一 个 计 位 于 曲线 下 的 点 数 . 由 此 可 用 
下 式 计算 曲线 下 面积 的 近似 值 : 

曲线 下 的 面积 /和 矩形 面积 二 曲线 下 的 点 数 /随机 点 的 总 数 . 

下 面 的 算法 给 出 了 用 蒙特 卡 罗 方 法 求 曲 线 下 面积 的 计算 机 模拟 的 计算 格式 . 

莹 特 卡 罗 法 计算 面积 的 算法 

输入 模拟 中 产生 的 随机 点 总 数 

输出 4RFA4 三 给 定 区 间 a 委 z 委 8 上 曲线 y= (x) 下 的 近似 面积 , 其 中 0 委 

f(TIEM. 

第 1 步 ”初始 化 ;COUNTER=0. 

第 2 步 对 i 二 1,2,…,n, 执行 第 3 一 5 步 . 

第 e 步 计算 随机 坐标 Lt 和 Mis 满足 QT, ph, 0 y, MM. 

第 4 步 对 随机 坐标 zi 计算 f(zxi)， 

第 5 步 车 yy 所 f(x), 则 COUNTER 加 1 否则 COUNTER 不 变 ， 

第 6 步 计算 AREA 二 Mb 一 a) COUNTER/n, 
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第 7 步 输出 (AREA) 
停止 
表 26. 6-1 给 出 了 区 间 一 r/2 委 xz 委 x/2 上 曲线 y 二 coszx 下 面积 的 若干 不 同 的 模拟 
结果 . 


囊 26.6-1 区 间 一 ml 2 过 x 生 mA2 上 曲线 ?一 cosx 下 面积 的 蒙特 卡 罗 近 似 


点 数 面积 近似 值 点 数 ”面积 近似 全 
100 2. 07345 2000 1. 94465 
200 2. 13628 3000 1. 97711] 
300 2, 01064 4000 1. 99962 
400 2. 12058 5000 2. D1429 
500 2. 04832 6000 2. 02319 
600 2. 09440 8000 2. 00669 
700 2 DOc857 10000 2. 00873 
800 1. 99491 15000 2. 00978 
900 1. 99668 20000 2. 10193 
1000 1, 99664 30000 2. 01186 


在 给 定 区 间 上 曲线 ?一 cosz 下 面积 的 准确 值 是 2 平方 单位 . 注意 到 即使 对 于 产 
生 的 相当 多 的 点 数 , 误差 也 是 可 观 的 . 对 一 元 函数 , 一 般 说 来 ,蒙特 卡 罗 方 法 无 法 与 
在 数值 分 析 中 学 到 的 积分 方法 相 比 , 没有 误差 界 以 及 难以 求 出 函数 的 上 界 M 也 是 它 
的 缺点 然而, 从 上 面 的 程序 可 见 ,蒙特 卡 罗 方 法 不 难 推广 到 多 元 函数 的 情形 , 例如 
求 曲 面 下 的 体积 , 痊 那 里 它 变 得 更 加 实用 , 


26. 6.3 随机 行为 的 模拟 


概率 可 以 看 作 长 期 的 平均 值 , 例如, 若 一 个 事件 5 次 中 出 现 1 次 ,那么 长 期 看 
该 事件 出 现 的 机 会 是 1/5. 从 长 期 来 看 ,一 个 事件 的 概率 可 以 视 为 比值 
有 效 的 事件 数 / 事件 的 总 数 
据 一 枚 正规 的 硬币 
设 工 为 [0， 1j 内 的 随机 数 , f(z) 定义 如 下 : 
Head, 0 过 TO.S, 
f(r) 一 
- Tt， 05 过 了 工 生 1]. 
丘 一 枚 正规 硬币 的 营 特 卡 罗 算 法 
输入 ”模拟 中 生成 的 随 视 抛 正规 硬币 的 总 次 数 7. 
输出 抛 硬 币 时 得 到 头像 (Head) 的 概率 . 


* 1048 。 


第 1 步 初始 化 .COUNTER=0. 

第 2 步 ” 对 于 i 二 1, 2,…, n, 执 行 第 3,4 步 ， 

第 3 步 ” 得 到 [0, 1j 内 的 随机 数 . 

第 4 步 若 0 志 zxz 志 0.5, 则 COUNTER 二 COUNTER 十 1. 否则 ,COUNTER 不 
变 ， 

第 5 步 计算 P (头像 ) =COUNTER/n. 

第 6 步 输出 头像 的 概率 P (头像 ) 
停止 

表 26. 6-2 给 出 了 对 于 不 同 的 ”由 随机 数 zx, 得 到 的 结果 , 随 着 n 的 变 大 正 芝 出 现 

的 概率 为 0. 5, 即 次 数 的 一 半 ， 


表 26.6-2 搜 一 枚 正规 硬币 的 结果 


掷 硬币 的 次 数 出 现 头像 的 次 数 出 现 头像 的 百分比 
100 49 0. 49 
200 102 0.51 
500 252 0. 504 
1,000 492 0. 492 
5,000 2469 0. 4930 
10,000 4993 0. 4993 


26. 6.4 港口 船只 排队 问题 


问题 ”考察 某 城市 的 一 个 小 港口 ,任何 时 间 仅 能 为 一 盘 船 只 务 货 . 进 港 印 货 的 
相 邻 两 稻 船 到 达 的 时 间 间 隔 在 15 分 钟 到 145 分 钟 之 间 变 化 . 一 盘 船 只 印 货 的 时 间 
让 所 印 货 物 的 类 型 和 货物 总 量 决 定 , 在 45 分 钟 到 90 分 钟 之 间 变 化 ,需要 回答 以 下 
问题 ， 

1, 每 仍 船 只 在 港口 的 平均 时 间 和 最 长 时 间 是 多 少 ?” 

2. 知 一 稻 船 只 的 等 待 时 间 是 从 到 达到 开始 印 货 的 时 间 , 每 友 船 只 的 平均 等 待 时 
间 种 最 长 等 待 时 间 是 多 少 ? 

3. 逢 货 设备 空闲 时 间 的 百分比 是 驳 少 ? 

4. 船只 排队 最 长 的 长 度 是 多 少 ? 

假设 ”为 了 得 到 一 些 合理 的 答案 , 利用 计算 机 来 模拟 港口 的 活动 . 假定 相 邻 两 
艘 船 到 达 的 时 间 间 隔 和 每 佣 船 只 卸货 的 时 间 在 它们 各 自 的 时 间 区 间 内 均匀 分 布 ， 例 
如 两 艇 船 到 达 的 时 间 间 隔 可 以 是 15 到 145 之 间 的 任何 整数 ; 而 且 这 个 区 间 内 的 任 
何 整数 以 相同 的 可 能 性 出 现 . 在 给 出 模拟 这 个 港口 系统 的 一 盘算 法 之 前 , 先 考虑 只 
有 5 艘 船只 的 简单 情形 . 
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对 每 艘 船只 有 以 下 数据 ， 


船 1 船 2 船 3 船 4 船 5 
相 邻 两 稻 般 到达 的 时 间 间 也 20 30 15 120 25 
纯 货 时 间 55 45 60 75 80 


因为 船 1 在 时 钟 于 二 0 分 开始 计时 后 20 分 钟 到 达 ， 所 以 港口 务 货 设备 在 开始 
时 空 闪 了 20 分 钟 . 船 1 立即 开始 仓 货 , 仓 货 用 时 55 分 , 其 间 , 船 2 在 时 钟 开 始 计时 
后 t= 二 20 十 30==50 分 到 达 , 在 船 1 于 1:=20 十 55=75 分 印 货 完毕 之 前 ， 船 2 不 能 开始 
印 货 ,这 意味 着 船 2 在 种 货 前 必须 等 待 ?5 一 50==25 分 . 对 于 船 2. 船 3. 船 4 和 船 5， 
可 以 做 类 似 的 分 析 . 图 26. 6-2 总 结 了 5 艘 到 达 船 只 中 每 一 盘 的 等 待 时 间 和 和 件 货 时 
间 . 表 26. 6-3 总 结 了 5 稻 船 只 整个 模拟 的 结果 .注意 ,5 艘 船 总 的 等 待 时 间 是 130 
分 , 这 种 等 待 时 间 对 船主 来 说 代表 一 笔 费 用 ,也 是 顾客 对 码头 设备 不 满意 的 来 源 之 
一 . 另 一 方面 , 港 区 设备 总 共 只 有 25 分 钟 的 空闲 时 间 , 在 模拟 的 340 分 钟 内 有 315 
分 钟 , 即 大 约 93% 的 时 间 , 设 备 是 在 利用 中 . 
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图 26. 6-2 船只 和 码头 设备 的 空 曾 和 外 货 时 间 


设想 港 区 设备 的 所 有 者 关心 他 们 提供 服务 的 质量 ,并 且 要 评价 各 种 管理 模式 以 
确定 改善 服务 是 否 是 增加 费用 的 理由 . 做 一 些 统计 可 以 帮助 对 服务 质量 的 评价 , 例 
如 , 果 在 港口 时 间 最 长 的 船只 是 船 5, 果 了 130 分 钟 ,而 平均 是 89 分 钟 ( 表 26. 6-3)， 
通常 顾客 对 等 待 时 间 的 长 短 非 常 在 乎 , 例 中 最 长 的 等 待 时 间 为 55 分 钟 ， 而 平均 是 
26 分 钟 ， 如 果 排 队 太 长 有 些 顾客 会 改 到 别处 去 做 生意 , 例 中 最 长 的 排队 长 度 是 2 
用 下 面 的 蒙特 卡 罗 模 拟 算法 可 以 做 这 些 统计 ,对 各 种 管理 模式 进行 估价 . 
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船只 序号 


Le 


总 计 ( 如 果 合适 的 话 ) 
平均 (如 果 合 通 的 话 ) 


表 26,6-3 港口 系统 模拟 概要 
相 邻 两 稻 船 ”到达 开始 排队 等待 印 货 在 潮 区 设备 空闲 
到 达 间 隔 时 间 ”服务 长 度 时 间 时 间 的 时 间 时间 
20 20 20 0 0 59 59 20 
30 50 75 25 45 10 0 
15 65 120 539 60 115 0 
120 185 185 ?5 75 5 
25 210 260 50 80 130 0 


EJ 
i 


26 63 89 


注 :时 钟 于 ==0 开始 计时 后 , 给 出 的 所 有 时 间 都 以 分 计 ， 


港口 系统 算法 术语 一 览 


between, 船 i 与 i 一 1 的 到 达 时 间 间 隔 ( 在 15 和 145 分 之 间 变 化 的 一 个 随 
机 整数 ) 

arrive, 从 时 钟 :二 0 分 开始 计时 , 船 i 到 达 港 口 的 时 间 

unload, 船 ; 在 港口 印 货 所 需 的 时 间 ( 在 45 和 90 分 之 间 变 化 的 一 个 随机 
整数 ) 

start 船 i 开始 印 货 的 时 间 

idile, 怡 在 船 i 开始 秃 货 之 前 码头 设备 空 闪 的 时 间 

wait, 船 i 到 达 后 开始 印 货 前 在 码头 的 等 待 时 间 

finish, 船 i 印 货 完毕 的 时 间 

harbor, 船 i 果 在 港口 总 的 时 间 

HARTIME 每 艘 船 果 在 港口 的 平均 时 间 

MAXHAR 一 盘 船 水 在 港口 的 最 长 时 间 

WAITIME 每 稻 船 印 贷 之 前 的 平均 等 待 时 间 

MAXWAIT ”一 舰 船 的 最 长 等 待 时 间 

IDLETIME 外 货 设备 空闲 时 间 占 总 模拟 时 和 间 的 百分比 

港口 系统 模拟 算法 

输入 模拟 中 的 船只 总 数 = 

输出 HARTIME, MAXHAR, WAITIME, MAXWAIT 和 IDLETIME 

第 1 步 随机 生成 between; 和 unloadi , 令 arrivel = betweenm 

第 2 步 全 部 输出 初始 化 : 
HARTIME= unloadi, MAXHAR= unload;, 
WAITIME=0, MAXWAIT=0, DLETIME= arrive, 

第 3 步 计算 船 ] 和 卸货 完毕 的 时 间 ， 
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第 4 步 
第 5 步 
第 6 步 
第 7 步 


第 8 步 


第 9 步 


第 10 步 


第 11 步 


第 12 步 
第 13 步 


第 14 步 

第 15 步 

第 16 步 
第 17 步 


第 18 步 


按照 上 面 的 算法 , 表 26. 6-4 给 出 每 次 有 100 笨 船 ， 共 进行 6 次 独立 模拟 的 结 


果 . 


现在 , 假设 你 是 码头 设备 拥有 者 的 顾问 ,如果 能 够 雇 贫 更 多 的 劳动 力 , 或 者 获 
得 更 好 的 卸货 设备 ， 使 印 货 时 间 减 少 到 每 艘 船 35 一 75 分 钟 ， 对 模拟 结果 会 有 什么 影 


finish) = arrive 十 tnjload: 

对 于 i 二 2， 3,…… ,ns 执行 第 5 一 16 步 
在 各 自 的 时 间 区 间 上 生成 一 对 随机 整数 between, 和 unload 
假定 时 钟 从 t= 二 0 分 开始 计时 ,计算 船 i 的 到 达 时 间 

arTive, —= arrive;-1 十 between， 
计算 船 i 到 达 与 船 1 一 1 印 货 完毕 的 时 间 之 差 ， 

timedif{f=arrive; — {inish; 

若 timediff 非 负 , 则 即 货 设备 空闲 ， 

idle:.=timedif{f 且 wait;=0 
若 timediff 为 负 , 则 般 :在 匈 货 前 必须 等 待 ， 

waikt 一 一 timedi 攻 Bidle=0 
计算 船 :开始 卸货 的 时 间 
start; = arrive; | waits 
计算 船 i 爷 从 完毕 的 时 间 : 
finish, 一 start 二 unload, 
计算 船 ; 呆 在 港口 的 时 间 : 
harbor =wait 十 upload 

将 harbor 加 入 总 的 港口 时 间 HARTIME , 供 平均 用 
若 harbor, 汪 MAXHAR, 则 令 MAXHAR 一 harbor ， 
否则 MAXHAR 不 变 
将 wait 加 入 总 的 等 待 时 间 WAITIME, 供 平均 用 
将 idle 加 入 总 的 空 闪 时 间 IDLETIME 
若 wait >>MAXWAIT, 则 令 MAXWAIT 一 wait ; 
否则 MAXWAIT 不 蛮 


令 HARTIME 二 HARTIME/n, WAITIME 二 WAITIME/n, 且 


IDLETIME= DLETIME,/ finish, 
输出 (HARTIME,MAXHAR,WAITIME, MAXWAIT,， 
IDLETIME) 
停止 


响 ? 表 26. 6-5 给 出 了 基于 模拟 算法 的 结果 . 
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表 26.6-4 100 蟹 船 港口 系统 的 模拟 结果 


第 几 次 模拟 ] 2 3 4 5 6 
一 稻 船 果 在 港口 的 平均 时 间 106 85 101 116 112 94 
一 般 船 果 在 港口 的 最 长 时 间 287 180 233 280 234 264 
一 稻 船 的 平均 等 竺 时 间 39 20 35 50 44 27 
一 稻 船 的 最 长 等 待 时 间 213 118 172 203 167 184 
印 货 设备 空闲 时 间 的 百分比 0. 18 0,17 0.]5 020 014 031 


注 , 所 有 时 间 以 分 钟 计 . 相 邻 两 稻 船 到 达 的 时 间 间 隔 为 15 一 145 分 . 每 租 船 序 货 时 间 为 
45 一 90 分 . 


表 26.6-5 100 稻 船 港口 系统 的 模拟 结果 


第 几 次 模拟 1 2 3 4 5 8 
一 稻 船 果 在 港口 的 平均 时 间 74 62 64 67 67 73 


一 般 船 果 在 港口 的 最 长 时 间 161 116 167 178 173 190 
一 稻 船 的 平均 等 待 时 间 19 6 10 12 12 16 
一 稻 船 的 最 长 等 待 时 间 102 58 102 110 104 131 

秃 货 设备 空 亲 时 间 的 百分比 ”0.25 0. 33 0. 32 0, 30 0. 31 0. 27 


注 ; 所 有 时 间 以 分 钟 计 . 相 邻 两 航船 到 达 的 时 间 间 隔 为 15 一 145 分 . 每 笨 船 印 赁 时 间 为 
35 一 75 分 . 


从 表 26. 6-5 可 以 看 到 ,每 笨 船 的 印 货 时 间 减 少 15 一 20 分 钟 ,使 得 船只 条 在 港口 
的 时 间 ， 特 别 是 等 待 时 间 缩 得 了 . 然而 设备 空闲 时 间 的 百分比 却 增 加 了 近 一 倍 . 船 
主 对 此 是 满意 的 ,因为 这 提高 了 长 期 行驶 时 每 艘 船 运送 货物 的 效率 . 这 样 ， 人 港 贸 
易 可 能 会 增加 ,如果 贸 易 莉 增加 使 得 相 邻 两 笨 船 到 达 的 时 间 间 陋 缩 短 到 10 到 120 
分 钟 之 间 , 模拟 结果 如 表 26. 6-6 所 示 . 从 这 个 表 可 以 看 到 , 随 着 贸易 量 的 增加 ， 船 
只 叉 要 花 更 多 的 时 间 呆 在 港口 ,但 设备 空闲 时 间 少 多 了 ， 再 说 , 船主 和 设备 拥有 者 
都 会 随 着 贸易 量 的 增加 而 受益 ， 


家 26.6-6 100 稻 船 港口 系统 的 模拟 结果 


第 几 次 模拟 1 2 3 4 5 6 
一 起 船 呆 在 港 日 的 平均 时 间 114 79 96 88 126 115 


一 般 船 果 在 港口 的 最 长 时 间 248 224 205 171 371 223 


一 稻 船 的 平均 等 竺 时 间 57 24 41 35 71 61 
一 艘 船 的 最 长 等 待 时 间 175 152 155 122 309 173 
策 贷 设备 空前 时 间 的 百分比 0. 15 0. 19 0, 12 0, 14 0.17 0. 06 


注 : 所 有 时 间 以 分 钟 计 . 相 邻 两 瑶 船 到 达 的 时 间 间 隔 为 10 一 120 分 , 每 舰 船 气 货 时 间 为 
35 一 75 分 ， 
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现在 假定 我 们 对 两 艘 船 到 达 的 时 间 间 隔 和 每 艘 船 的 印 货 时 间 分 别 在 15 委 betwe- 
en 魏 145 和 45 专 unloadi 志 90 内 均匀 分 布 的 假设 不 满意 的 话 , 我 们 可 以 直接 收集 港 
口 系统 的 经 验 数 据 ,， 并 将 结果 融入 我 们 的 模型 ,进行 模拟 计算 . 进一步 的 随机 模拟 参 
见 [ 2]. 
参考 文献 
[1j 蒙特 卡 罗 法 ,编者 ;和 孙 嘉 阳 , 石 坚 、 从 树 铮 、 徐 映 波 , 审 校 者 ; 郑 忠 国 ,《 现 代数 学 手 
册 》 随机 数学 眷 ,第 10 篇 《现代 数学 手册 编纂 委员 会 ,华中 科技 大 学 出 版 社 ， 
2000， 
[21F. R. Giordano; M. D, Weir, W. P, Fox, A First Course in Mathematioalt Moaeling， 
Third Edition，Chapter 5, Brooks/Cole,2003. 中 译本 :数学 建 模 , 叶 其 孝 . 羔 启 源 
等 译 ,机械 工业 出 版 社 , 第 5 章 ,2005. 
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C 
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D 
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格拉 斯 最 “Grassmann, H, G. 
格 里 文科 TopeHko, 有 只 于 
格林 “GreenyG. 
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斯 带 尔 切 斯 ”Stieltjes, 本. 了 
斯 米尔 诺 夫 ”Capoag, H. B. 
斯 特 林 Stirling,J. 
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叶 戈 洛 夫 EropoB' 卫 中 
4 


信 忆 ZOrn 4 ML 


A 


Abel,N, H，。 阿 贝 尔 
Adams,JC 亚当斯 
Adini,L 阿 地 尼 
Aitken, A.C， 攻 特 肯 
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Bendixsony1L OO， 本 迪克 松 
Bernoullis 人 努 利 家 族 
Bertrangqg, 工 贝 特 朗 
”Bessel,F. W.。 贝 塞 尔 
Bianchi,L， 比 安 基 
Binet,J.P. M. 上 比 内 
Biot,J. BR 比 典 
Bochner,S， 博 赫 纳 

Rohr, NN. H. D， 玻 尔 
Bolzano,B 波 尔 查 庄 
Bonnet,P. O.、 博 内 
Boole,G.， 布尔 

Borel,E， 博 雷 尔 
Bouquet,]. -C.。 布 凯 


数学 家 译名 表 
(原名 -中 译名 ) 


Cantor,G， 康 托 尔 
Carathéodory,C， 卡拉 泰 澳 多 里 
Cauchy, A.L， 柯 西 

Cayley, A. 央 莱 

Chapman,S 查 普 坚 
Charpit,P.， 沙 比 

Chomsky,N， 乔 姆 斯 基 
Christoffel,E, B。 克 里 斯 托 费 尔 
Clairaut, A.C， 克 莱 因 
Codazzi,D. 柯达 齐 

ComusM. A.、 考 纽 

Cotes,R.， 科 获 

Coulomb,Ch, A， 库伦 
Courant;R. 柯 朋 

Cramer;G.， 区 菜 姆 

Cramer,H， 克 莱 姆 

Crofton, M. W， 克 罗 夫 顿 


D 


DD’?Alembert,J, L. R. 达 衣 贝尔 
Darboux,].G， 达 布 
De Moivre, A， 棣 莫 弗 
De Morgan,; A， 德 摩根 
Dedekind,J. W, R、 戴 德 爹 
iDelambre,J. B, J， 德 遇 布尔 
Descartes,R，。 销 卡 外 
Dini,U， 过 尼 
Dirac,P. A. M. 狄 拉 死 
Dirichlet,P, G. L。 犹 利克 雷 
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Duhamel,]. M. C， 杜 阿 梅 尔 
Dulac;H. 这 拉 欧 
Dupin, P. C. F. 巡 兆 


下 


Einstein, A.、 爱 关 斯 坦 
Erlang,;A. KK. 埃 尔 胃 
Euclid 欧 几 里 得 
Euler,L， 了 欧 拉 


F 


Faraday,M 法拉第 
Fatou;P.].L.。 法 图 
Fermat, P. de 费 蕊 


Fibonaccis LL (=Leonardo da Pisa, L. PP ) 


斐 波 那 契 
Fisher,R. A. 费 希 尔 
Fourier,J., BJ， 人 情 里 叶 
Frechet,M. R， 弗 雷 上 软 
Fredholm,E. 1 弗 雷 德 害 姆 
Frenet,], F. 弗 雷 内 
Fresnel, A. ]. 非 湿 尔 
Frobenius,F, G， 弗 罗 贝 尼 乌 斯 
Fubini,G， 富 比 尼 
Fuchs,l LL， 富 部 斯 


G 


Gauss;C.F.、 高 斯 
Goldbach,C，。 哥 德 巴赫 
Gram, JP 格拉 姆 
Grassmanny H. G.， 格拉 斯 曼 
GreenyG， 格林 


H 


Hadamard,J， 阿达 蕊 

Hahn,F. 哈恩 

Hamel,G, K. W， 哈 梅 尔 
"060 。 


Hamilton, W. R， 了 哈密 顿 
Hamming,R. W， 汉 明 
Hankel,H. 汉 克 尔 
Hausdordf,F.、 疗 斯 多 去 
Heaviside,D 〇 ， 赫 维 塞 德 
Heine; H. E.， 海 涅 

Helly,E.、 黑 利 
Helmholtz, H, L. F， 亥 姆 霍 效 
Herglotz,G， 共 格 洛 次 
Hermite,C.。 埃 尔 米 特 
Hesse,L. DO 黑 蹇 
Hessenberg,;G. 黑 森 但 格 
Hilbert,D. 项 尔 伯 特 
Helder;O. L， 赫 尔 德 
Hooke,R. 硼 克 

Hopf,;, H. 雹 普 夫 
Householder,A. S， 认 斯 起 尔 德 
Hurewicz, W. 胡 因 维 奇 
Hurwitz, A. 胡 尔 维 芯 


| 


Jacobi,C. G.J. 雅 可 比 
Jordan;C， 和 看 尔 尖 


K 


Kalman,;R,E， 卡尔 受 
Kirchho{ff,G. R， 基 采 答 夫 
Kronecker;L， 克 罗 内 现 
Kruskal,M. D， 克 鲁 斯 卡尔 
Kuhn, H. W. 库 恩 
Kummer,E. E， 库 默 尔 
Kuratowski,K.， 库 拉 托 去 斯 基 


| Kutta,W. M. 库 塔 


L 


Lagrange;J. L， 拉 格 明日 
Laguerre,E. N. 拉 盖 尔 


Lah,I， 拉夫 

Lama,G， 拉 梅 

Laplace, 了. S M. de 拉 普 拉 斯 
Laurent;P. A. 阁 半 
Lebesgue, H. L。 勒 贝 格 
Legendre;A., M. 勒 让 德 
Leibniz,G. W.。 莱 布 尼 苞 
Levi-Civita:T. 列 维 - 奇 维 塔 
Lévy,P. P.， 莱 维 
L’”Hospital,G. F. A. 党 必 达 
Liouville,J。 刘 维 尔 
Lipschitz, R. O. SS。 利和 普 希 滨 
Lord Kelvin(Thomson, W. )” 开 耳 枚 
Lorentz, H. A， 洛 伦 兹 


M 


Maclaurin;C。 麦克 劳 林 
Maxwel ,J.C,， 麦克 斯 书 
Mellin,R. H， 梅林 
Mercator,G， 卉 卡 托 
Mercer,J.。 软 塞 尔 
Mertens,F. Cj 梅 尔 滕 斯 
Meusnier,J], B, MLC 托尼 耶 
NilneyE. A. 米尔 思 
Minkowski,， 闵可夫 斯 基 
Mittag-Leffler,M. G， 米 塔 - 列 夫 勤 
Mabius,A.F. 黑 比 乌 斯 
Morera,G， 莫 师 拉 
Morley,L. S.D， 英利 


N 


Napier;J。 耐 皮尔 
Nash,J, F. Jr 纳什 
Neville 尼 维 勒 
Newton,[I 牛 束 
Neymans,J].。 奈 坚 
Nyquist, H， 尼 奎 斯 特 


P 


Parseval,M, A， 由 塞 瓦 尔 
Pascal, B， 帕斯卡 
Peano,G。 人 惧 亚 庄 
Pearson;K. 皮尔 还 
Perron,O 〇 .， 佩 龙 
Pfaff,J.F， 普法 夫 
Picard,C. E。 皮卡 
Plateau,]J， 莹 拉 托 
Poincaré,j, HBH， 诈 加 莱 
Poisson,S. D. 洒 松 
Pollaczek,F， 流 拉 庶 痒 克 
Powell,M. J.D. 鲍威尔 


R 


Ramsey,;F. P， 拉 姆 齐 
Rao,C. R.， 拉 奥 


Rayleigh,L. 《Strutt,J. W. ) 瑞 利 


Riccati,J.F， 里 卡带 
Ricci,C, G。 里 奇 
Riemann;yG, F. B， 黎 蜡 


Rieszs F. 里 斯 
Rinow,W, L. A， 里 请 
Ritzy W, 里 区 


Robin,G.。 罗 宾 
Rodrigues;, OO， 罗 德 里 格 斯 
Rolle:M. 罗 尔 
Romberg,W， 龙 贝 格 
Rouche,E. 和 鲁 欧 
Runge,C. D. 工 龙 格 


S 


Schlafli,L.。 施 勒 夫 利 
Schmidt,E， 施 密 特 


Schroder,F. W. K, E.， 施 罗 德 


Schrodinger, 上 EE， 检定 请 
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Schur;F. H. 舒 尔 
Schwarz; H, A. 施 瓦 欧 
Seidel,P, L. von 赛 德 尔 
Shannon,C.E. 香农 
Simpson,T 六 普 条 
Sonin; N. Ya 索 宁 
Steinhaus, H. DD，。 施 坦 豪 斯 
Stieltjes,T.J.。 斯 带 尔 切 斯 
Stirling;J。 斯 特 林 
Stokes,G. G 斯 托 克 斯 
Stone,M. H. 斯 通 
Sturmn,]. Ch, -F， 斯 图 姆 
Sylvester,J.J.， 西 尔 维 斯 特 


T 


Taylor,B， 泰 勤 
Tietze, H. 蒂 策 
Tricomi,yF. G， 特 里 科 米 
Tucker, A. W.。 塔 死 
Tukey,J]. W， 图 基 
TuxoHos; A HH， 言 洪 庄 夫 


V 


van der Waerden;B L、 范 德 瓦 尔 登 
Vandermonde, A, T. 范 德 蒙 德 
Venn1]. 维 轧 

Volterra,V， 沃 尔 泰 拉 

von Neumann;yj. L， 交 '， 诺 伊 曼 


WwW 


Wald,A、 瓦尔 德 

Weber,H. 韦伯 

Weierstrass, KT. W， 魏 尔 斯 特 拉 斯 
Weingarten,J]. 魏 因 加 蔬 

Whitney, H. 惠 特 尼 
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Whittaker,E.T， 霹 特 到 
Wiener,N. 维 纳 
Wolfe,P， 话 尔 夫 
Wronski, H. ]. M. 于 斯 基 


外 


XHHuHH'A, 爷 辛 钦 
Y 

Young,W.H， 杨 
A 


Zermelo,E. F. Ff， 策 梅 洛 
Zorn, M. 伍 恩 


其 他 


BepaiureiiayC, H.。 伯 思 斯 坦 
Cwapaca,H. B. 斯 米尔 诺 夫 
Eropoa, 工 下 叶 臣 洛 夫 
TanépriaH,B.T， 伽 辽 金 
Tenshann+H. M 盖 尔 范 德 
Tnnsenxoy B, I 格 里 文科 
Kanropoand;JL B、 康 托 罗 维 奇 
KosamegcragyC. B， 柯 瓦 列 夫 斯 卡 姬 
Konmoropop; A. H.， 柯 尔 莫 萎 洛 夫 
Kpacogcrku;H,，H. 克拉 索 夫 斯 基 
下 ykopckHi, H.E. 茹 科 夫 斯 基 
JIsnyHoB; A. ML 李 雅 普 诺 夫 
JIyanH' H. H. 卢 津 

Maprkop,A. A， 马尔 科 夫 
IIoarparxr,JI.C. 庞 特 里 亚 金 
Ocrporpazcamd, MB 奥 斯 特 罗 格 拉 奖 基 
Uegpbrrss,IL 并 切 比 雪夫 
yphtcor,IL C. 己 雷 松 


过 引 


巴 拿 赫 - 施 坦 豪 斯 定理 547 


A 白金 汉 x 定理 1033 
阿 贝尔 第 二 定理 ”232 白 品 声 序列 ”969 
阿 贝尔 第 一 定理 ”232 摆 线 73 
阿 贝 尔 多 项 式 805 半边 公式 53 
阿 贝尔 方程 445 半 动 力 系统 328 
阿 贝 尔 连 续 性 定理 275 半 负 定 核 440 
阿 贝尔 判别 法 “226,229,243,245,247 ”| 半角 定理 44 
阿 贝 尔 群 ”525 半角 公式 53 
阿 贝尔 问题 445 半角 与 边 长 的 关系 式 ”44 
阿 基 米 德 嵌 线 75 半径 23,82 
挨 尔 米 特 550 半 开 区 间 132 
埃 尔 米 特 插 值 多 项 式 710 半 平 面 26 
埃 尔 米 特 多 项 式 684 半 群 524 
埃 尔 米 特 方程 684 半 正 定 核 440 
埃 尔 米 特 画 数 684 伴随 算 子 550 
埃 尔 米 特 算 子 550 伴随 系统 963 
艾 特 肯 算 法 708 包含 516 
爱 因 斯 坦 空间 598 包含 于 516 
爱 因 斯 坦 求 和 约定 561 包 络 面 412,424 
鞍点 ”329,936,1007 包 络 线 308,403 
鞍点 定理 1007 保 范 同 构 547 
鞍点 与 K-T 条件 的 关系 ”1007 保 角 对 应 ”415 
中 项 数 1000 保 角 映射 ”289 
奥 斯 特 罗 格拉 世 基 -高 斯 公式 ”221 保守 场 579 
奥 - 高 公式 ”221 保守 法 930 

B 保 圆 性 ”260 

韭 观 法 ”930,931 

巴 恩 斯 积分 表示 。693 贝尔 多 项 式 799 
巴 轧 斯 围 道 积分 692,693 贝尔 数 797 
巴尔 巴 欣 -克拉 索 夫 斯 基 定 理 333,334 | 贝 塞 尔 不 等 式 254,551 
巴 拿 赫 空间 544 贝 塞 尔 方程 673 
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贝 塞 尔 蚂 数 ” 68616,639,643, 650,673 一 | 佬 图 象 定理 548 


675,677~683,692 闭 子 流 形 562 
贝 特 朗 曲 线 。 408 边 不 重 并 821 
贝 叶 斯 风险 868 边 的 余弦 定理 52 
贝 叶 斯 公式 468,469,868 边际 分 布 律 478 
贝 时 斯 估计 最 868 边际 密度 函数 479 
备 选 ( 备 择 ) 假 设 871 边界 145,302 
倍 式 12 边界 点 145 
被 积 表 达 式 ”171 边界 节点 ”393 
被 积 函 数 171 边界 条 件 348 
本 迪克 松 定理 329 边 链 ”823 
本 征 函 数 366 边 链 的 长 度 823 
本 征 空间 552 边 值 问题 302,348 
本 征 向 量 552 变动 参数 法 313 
本 征 值 366,552 恋 分 “300,447 一 449,567,597,599,601， 
本 质 奇 点 280 602 
本 质 上 确 界 546 恋 分 问题 ”449 一 463 
本 质 有 界 薄 数 546 变 分 原理 463 
本 质 有 界 隔 数 空间 546 变换 59,519 
比 安 基 恒 等 式 597 变换 群 526 
比 傅 计 892 变异 系数 858 
比较 判别 法 ”223 访 历 性 ”841 
比例 估计 891 标 度 列 主 元 法 ?47 
比 内 公式 658,659 标量 场 575 
必然 事件 465 ,466 标量 乘法 528,569 
必要 充分 条 件 ”979, 980, 993. 1000 ~ | 标量 乘积 529 

1002,1005,1016,1017 标量 积 570 
必要 条 件 31 标准 差 489,857,891 
毕 达 哥 拉 斯 定理 21 标准 化 随机 变量 489 
闭 包 145,531,533 标准 式 方程 79 
闭 轨 线 328 标准 协 方差 491 
闭环 控制 ”955 标准 形 975,976,995,997,998 
闭 集 145,531,533 标准 形式 ”975 
闭 链 ”823 标准 正 访 分 布 474,509,716 
闭 球 531 并 516,821 
闭 区 间 132 波动 方程 359 
闭 区 域 145 波 尔 查 诺 - 柯 西 定理 144 
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波 拉 茨 泽 克 - 辛 钦 公式 ”922 
伯 因 斯坦 多 项 式 250 
伯 努 利多 项 式 798 
们 努 利 反 演 公式 ”803 
伯 努 利 方程 304 
伯 努 利 分 布 471 

伯 努 利 求 和 公式 800 
伯 努 利 试验 471 

伯 努 利 数 277,797 

泊 松 定理 472 

泊 松 方程 359 

泊 松 公式 ”387 

泊 松 核 295 

泊 松 积分 295 

泊 松 积分 表达 式 ”675 
泊 松 括号 积 563 

泊 松 流 911 

博 赫 纳 - 辛 钦定 理 497 
博 箔 尔 有 限 袍 盖 定 理 132 
补 集 517,552 

补 般 19 

补 模 数 702 

补 图 820 

补 元 523 

不 必要 的 步骤 780 

不 变节 71,89 

不 变 子 群 526 

不 定 积 分 171,172,181 
不 动 点 533,739 
不 动 点 定理 740 

不 精确 一 维 搜索 法 1011 
不 可 定向 的 563 

不 可 定向 曲面 218 

不 可 观察 的 随机 变量 883 
不 可 能 事件 465,466 
不 可 约 多 项 式 14 

不 连通 的 ”536 


不 连通 图 823 

不 连续 点 ”143 

不 完全 B 函数 660 
不 完全 归纳 法 34 
不 完全 丁 晴 数 660 
不 稳定 ”333 

不 稳定 场 575 

不 稳定 极限 环 “328 
不 稳定 焦点 ”330 

不 稳定 结 点 ”330 

不 稳定 临界 结 点 331 
不 稳定 退化 结 点 331 
不 相关 的 840 

不 相交 517 

布尔 代数 ”523 
布尔 运算 523 
布 凯 公式 ”407 

布 利沙 德 运算 和 符号 784 
步 长 ”393 

部 分 833 

部 分 乘积 227 
部 分 和 ”223,262 

部 分 数列 ”133 


采样 波形 ”622 
采样 定理 623 
采样 评 数 ”622 


参数 (性 的 ) 假 设 检验 问题 870 


参数 61,697 
参数 方程 61 
参数 估计 861 
参数 式 方程 79 
残 差 879 

残 数 281 

测 地 挠 率 428 
测 地 平行 线 428 


测 地 册 率 426,427 超 线性 收 合 706 


测 地 曲率 半径 427 超越 整 明 数 269 

测 地 曲率 向 量 426 乘法 784 

测 地 线 598 乘法 定理 468 
测 地 坐标 系 428 乘法 群 525 

测度 538 习 方 1,3,4,15,130 
策略 925,933,964 荚 积 591,610,629,641,1040,1046 
策略 集合 933 乘积 定理 610 
策 梅 洛 定理 522 乘 子 ”1003 

又 积 571 尼子 法 1018,1018,1019 
插值 多 项 式 707 充分 估计 量 864 
播 值 基 郴 数 707 充分 条 件 30,31 
差 { 图 的 ) 821 充分 统计 量 864 
差 ( 同 和 其 的 ) 569 充 要 条 件 3] 
差分 法 394 冲 量 定 理 法 371 
差分 方程 394 抽样 分 布 85? 

苦 函 数 839 稠密 533 

差 环 528 稠密 的 ”531 

差 集 517 出 度 ”822 

差 商 ?709 初等 变换 ”749 
长 半 轴 ”65 初等 超越 函数 270 
长 度 208 初等 反射 阵 768 
长 轴 65 初等 复 函 数 268,270 
常 点 327 初等 函数 139 

疹 号 函数 332 初等 矩阵 749 

党 曲率 空间 598 初始 单纯 形 表 981 
稼 数 变 易 法 316,353 初始 基本 可 行 解 981 
常用 对 数 2 初始 曲线 350 

场 575 初始 条 件 302,348 
超 混沌 ”345 初 相 41 

起 几何 多 项 式 ”691 初 值 302 
超 几 何方 程 690 初 值 定 理 634 
超 几 何 隐 数 690 初 值 问题 302,348 
超 几 何 级 数 690 除法 ”785 

超 双 曲 型 358 除 环 528 

超 松弛 先 代 法 ”395 触 点 ”531,533 

超 松弛 因子 396 传递 的 ”520 
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王 线 25 

垂 线 的 长 ”25 

垂 线 足 25 

于 心 20,21 

牌 直 569 

垂 足 25 

纯 策 略 934 

纯 最 磁 法 528 

纯 报 乘积 529 

纯 基 曲率 598 

纯 虚 数 2 

次 法 中 400 

次 切 距 400 

从 六 到 站 上 的 映射 ”519 
从 久 到 站 中 的 映射 ”519 
从 法 线 面 422 

从 切 平面 405,.407 
粗 于 533 

存储 ”943 

存在 域 288 


达 布 上 和 193 

达 布 下 和 和 193 

达 朗 贝尔 公式 ”360 

达 并 页 尔 判别 法 ”224 
大 MM 法 989 

大 数 定律 ”504,505,843 
大 圆 51 

代价 代数 ”530 

代数 函数 270 

代数 基本 定理 15,284 
代数 余子 式 313 
戴 德 金 分 着 ”131 

单 边 拉 普 拉 斯 变换 632 
单 步 法 732 

单 参数 曲面 族 412,419 


单 参数 曲线 族 ”402 
单 侧 曲面 ”218 
单 层 位 势 ”378 
单调 函数 ”137 
单调 数列 134 
单调 性 538 
单调 有 和 界 原理 ”134,141 
单 蜂 ”1009 

单 根 12 

单 利 1036 

单 连通 域 259 
单 射 ”519 

单 式 环 527 
单位 阶 著 孙 数 609 


单位 矩阵 814,956,993,1013 


单位 向 量 568 
单位 元 524 
单 叶 函数 266 

单 叶 全 纯 上 图 数 266 
单 叶 双 葛 面 84 

单 叶 旋转 双 曲 面 84 
单 叶 域 267 

单 因素 试验 883 
单 因 束 试验 883 
单元 实 函 数 136 
单 值 定理 ”288 
单 值 旧 数 261 
单 值 支 267,288 
导出 子 图 821 

导 晴 数 148 

导 集 145 

导数 147,264,548,555 
导 算 子 158,805 
导线 422 

导向 量 573 

得 失 933 

德 朗 布尔 -高 斯 相似 53 


德 ， 摩根 法 则 51? 
的 可 行 方向 1001 
等 比 级 数 9 
等 比 数列 9 
等 边 三 角形 21 
等 差 数 列 9 
等 度 连 续 537 
等 价 关 系 520 
等 价 类 521 
等 价 无 穷 大 142 
等 价 无 穷 小 ”142 
等 角 螺 线 75 
等 距 的 ”532 
等 路 对 应 ”414 
等 距 线 402 

等 距 缺 射 ”532 
等 可 能 性 法 931 
等 势 线 580 

等 位 线 575 
等 温 参 数 416 

等 效 原理 604 
等 腰 二 角形 21,26 
等 值 画 ”575 
等 值 线 575 
低 阶 无 穷 大 142 
低 阶 无 穷 小 142 
狄 拉克 与 函数 554 
狄 利克 鱼 函 数 136 


犹 利克 雷 判别 法 226,229，243，245，247 


犹 利克 雷 条 件 237 


狄 利 克 曙 外 问题 365 


狄 得 克 雷 问题 364 
迪 尼 定理 230,247 


迪克 斯 特 拉 算 法 824 


迪 福 标 形 417 

笛 卡 儿 积 520 

笛 卡 儿 卵 形 线 73 
* 1068 ， 


递归 关系 809 

递减 函数 13? 

递减 数列 ”134 

递增 的 ”517 

递增 函数 13? 

递增 数列 134 

第 二 边 值 问题 365 

第 二 范畴 集 533 

第 二 基本 形式 416 
第 二 基本 型 413,416 

第 二 其 本 型 的 系数 ”416 

第 二 类 贝 塞 尔 函 数 678 

第 二 类 不 连 急 点 ”144 

第 二 类 不 完全 椭圆 积分 698 

第 二 类 弗 雷 德 选 姆 积分 方程 
433 

第 二 类 共 形 映射 289 

第 二 类 汉 克 和 尔 范 数 680 

第 二 类 勒 让 德 ” 668 

第 二 类 勒 让 德 函 数 ” 664 

第 二 类 连带 勒 让 德 函 数 669 

第 二 类 欧 拉 积 分 656 

第 二 类 切 比 雪夫 和 多项式 689 

第 二 类 斯 特 林 数 794 

第 二 类 修正 贝 塞 尔 函 数 681 
第 二 数学 归纳 法 ”34 

第 二 型 曲面 积分 219 

第 二 型 曲线 积分 213 

第 三 边 值 问题 365 
第 三 基本 形式 ”422 
第 三 基本 型 421,422 

第 三 类 内 蹇 尔 函 数 680 
第 三 类 不 完全 椭圆 积 分 698 


381, 431, 


第 三 类 弗 雷 德 息 姆 积分 方程 431 


第 三 类 沃 尔 秦 拉 积 分 方程 432 


第 一 边 值 问题 364 
第 一 范畴 集 533 


第 一 基本 形式 217,413 定常 系统 327 


第 一 基本 型 413,567 定 号 函数 ”332 

第 一 基本 型 的 系数 ”4]3,567 定 积分 192,574 

第 一 类 贝 塞 尔 函 数 673 定 解 条 件 302,348 
第 一 类 不 连续 点 ”144 定 解 问题 302,348 
第 一 类 不 完全 椭圆 积分 698 定 解 问题 的 解 ”348 
第 一 类 弗 雷 德 笃 姆 积分 方程 431 定理 52 

第 一 类 共 形 映射 ”289 定 倾 曲线 407 
第 一 类 回归 867 定 阿 563 

第 -- 类 勤 让 德昂 数 664 定义 域 136,518,573 
第 一 类 连带 勒 让 德 函 数 669 动力 系统 327 

第 一 类 欧 拉 积 分 “660 动态 分 个 ”342 

第 一 类 切 比 雪 夫 多 项 式 688 独立 855 

第 - -类 斯 特 林 数 794 独立 性 468,480,491 ,1046 
第 一 类 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 445 杜 阿 梅 尔 公式 ”635 
第 一 类 修正 贝 塞 尔 阔 数 681 加 拉克 定理 329 

第 一 数学 归纳 法 34 度量 空间 530 

第 -- 型 曲面 积分 216 度量 拓扑 、533 

第 一 型 曲线 积分 212 度数 821 

带 策 - 乌 雷 松 延 拓 定理 532 端点 825 
棣 莫 弗 公式 3 短 半 轴 65 

典范 微分 结构 559 短程 线 428 

典范 形式 73,91 短 办 65 

典范 映射 ”535 断 集 828 

点 19 对 称 的 ”520,591 
点 法 式 方程 77 对 称 核 438~-441 

点 估计 861 对 称 和 矩阵 478,752,759,761,765 一 767， 
点 积 570 770,901,966 

点 谱 552 对 称 联络 596 
点 问 式 方程 79 对 称 群 526 
点 斜 式 方程 62 对 称 式 方 程 79 
点 波 函 数 373 对 称 原 理 290 
调和 场 ”580 对 称 张 量 场 564 
调和 方程 300,364 对 等 ”522 

调和 上 旺 数 的 极 值 原理 390 对 项 和 角 19 

调和 级 数 225 对 弧 长 的 曲线 积分 212 
蕉 核 436,437 对 角 和 矩阵 754,770,957 
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对 面积 的 曲面 积分 216 
对 偶 定 理 993 
对 个 关系 ”963 

对 偶 规 划 993 

对 偶 基 590 

对 侦 空 间 546,590 
对 侦 图 834 

对 个 问题 991 

对 数 1 

对 数 范 数 138,269 

对 数 积分 662 

对 数 留 数 284 

对 数 螺 线 75,400 
对 应 ”519 

对 坐标 的 曲面 积分 219 
对 坐标 的 曲线 积分 214 
钝 角 19 

多 阶 抽样 ”898 

多 面 角 26 

多 面体 26 

多 项 式 5,11,268 

多 项 式 环 。 527 
多 心 型 曲线 72 
多 元 实 归 数 136 
多 值 反 讽 数 266 

多 值 限 数 ”261 

多 重 线性 泛 明 ”590 

多 了 函数 660 


二 次 规划 999 
二 次 曲面 83 
二 次 曲线 65 


二 次 型 358,463,603,604,860,954 


二 次 终结 性 质 1008 

二 分 图 820 

二 阶 埃 尔 天 分布 912 
* 1]1070 。 


二 阶 必要 条 件 1005 

二 阶 差 商 393,394 

二 阶 充 分 条 件 1006 

二 阶 混合 中 心算 ”490 

二 阶 鬼 差 709 

二 阶 收 仇 706 

二 阶 线 性 微分 算 子 385 

二 面 角 26,51 

二 人 零 和 对 策 933 

二 维 正 态 分 布 478 一 481,490 ,491,493 
二 项 分 布 471,472 ,488 ,490,493 一 495 


二 项 式 定 理 11 
二 项 式 反 演 公式 803 
二 项 式 系数 ”11 
二 项 式 型 多 项 式 列 801 
二 重 积分 196 


二 重 拉 普 拉 斯 变换 638 
二 重 有 限 正 纱 变换 620 


下 


发 散 ”262,286 

发 散 的 ”242,244,262 
发 散 序 列 262 
罚 了 晴 数 1018 
罚 函 数 法 1017,1018 
法 图 5| 理 542 

法 方程 63 

法 截 线 418,419 
法 距 400 

法 平面 405,407 

法 曲率 418 一 420,426 
法 曲率 向 量 418,426 
法 线 600,602 
法 线 式 方程 63 

法 线 向 重 77 
法 回 加 速度 583 
法 向 组 77 


反比 6,1028,1031 

反 变 分 量 567,597,599 
反 变 歼 曼 度量 张 量 566 
反 变 向 量 591 

反 变 指数 ”591 

反对 称 的 ”591 
反对 称 张 重 场 564 
反 晴 数 136,266,519 
反 三 角 涌 数 270 
反射 正 态 分 布 484 
反 演 公式 616,801 
反 余 割 函 数 46,270 
反 余 切 函数 46,270 
反 余弦 咀 数 ”46,48,270 
反正 割 函 数 ”46,270 
反正 切 蝇 数 46,48,270 
反正 弦 函 数 46,48,270 
反 证 法 34 

泛 定 方程 348 

泛 函 极 值 的 必要 条 件 449 
范 德 瓦 尔 登 猜想 818 


非 基 变量 977 

非 减 函数 137 

非 减 数列 134 

非 离散 拓扑 、533 
非 零 和 对 策 933 

非 齐 次 边界 条 件 360 
韭 齐 次 的 ”348 

非 齐 次 线性 微分 方程 组 ”321 
非 奇异 点 88 
非 奇 异 矩 阵 749,762,764,765 
非 时 变 952 

非 退 化 矩阵 525 

非 完 全 状态 信息 系统 972 
非 线 性 递归 关系 809 
非 线 性 规划 问题 999 
非 线 性 积分 方程 431 

非 线性 储 微 分 方程 347 
非 线性 微分 方程 301 

非 增 为数 137 

非 增 数列 134 
非 正 则 奇 点 ”319 


范 数 544 菲 涅 尔 积分 “661 
方案 的 设计 效应 894 费 罗 贝 尼 乌 斯 范 数 767 
方差 839 费 软 尔 判别 907 
方差 齐 性 假定 883 分 布 554 

方程 的 曲面 ”60 分 布 列 470,494 
方程 的 曲线 60 分 部 积分 法 195 
方向 导数 154,560 分 层 抽样 895 一 898 
方向 数 79,87 分 从 ”342,344 
方 回 回 乱 79 分 分 参数 ”342 

方向 余弦 570 分 分 图 ”342 

仿 射 联络 594 分 爷 值 342,344 

仿 射 联络 的 变换 式 ”594 分 段 光滑 曲线 ”212,271,399,429 
非 参 数 (性 的 ) 假 设 检验 问题 870 分 段 聘 数 136 

非 参 数 ( 性 的 ) 假 设 检 验 问 题 870 分 段 线性 插值 函数 ?11 
非 调和 比 ”289 分 解 定 理 884 
非 负 定 的 49? 分 离 变 量 法 ”367 
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分 离 定 理 972 

分 量 563,564,573 

分 量 申 数 ”573 

分 量 集 591 

分 配 律 1,12 

分 片 光滑 曲面 216,217,220,409,579 
分 式 线 性 映射 ”289 

分 析 法 31 

分 支点 ”267 

风险 阔 数 ”867 

风险 矩阵 925 

风险 值 925 

封闭 的 524 

峰 态 系数 858 

否 和 ”523 

否定 域 865 

否 命题 30 

弗 雷 德 稚 姆 初 余 了 于 式 438,440 
弗 雷 德 替 姆 定理 434 

弗 雷 德 短 姆 方程 433 

弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 431,436,447 
弗 雷 德 筷 姆 齐 次 积分 方程 432 
弗 震 德 霜 姆 行列 式 438 

弗 电 内 标 架 407 

弗 雷 歇 导 数 548 

弗 罗 贝 尼 乌 斯 级 数 解 320 
服务 强度 913 一 915 

符号 差 604 

符号 函数 136 

辐 角 2 

辐 人 角 原 理 284 

负 半 轨 线 ”327 

负 部 539 

负 定 晴 数 ”332 

负 定 核 440 

负 定 矩阵 953,955 

负 号 一 数 ”332 
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负 偏差 点 250 

负 无 穷 大 量 ”133 

负 向 259 

负 向 量 568 

复 巴 拿 赫 空 间 544 
复 变 蚂 数 ”261 

复 多 项 式 268 
复 赋 范 空间 544 

复合 (关系 的 ) 519 
复合 备 选 假设 871 
复合 闭路 的 柯 西 积 分 定理 272 
复合 函数 136 
复合 求 导 法 则 149 ,265 
复合 原 假 设 871 

复 级 数 262,263 
复 解 析 结 构 ”559 
复 解 析 流 形 559 

复 利 1036 

复 连通 域 259 
复 医 级 数 274 

复 平面 2 

复 球面 260 

复 势 ”296,298,299,580 
复数 2 

复数 项 级 数 262 
复数 序列 262 
复线 性 空间 529 
复 向 量 空 间 529 

副 法 线 405 ,407,422 
副 法 阿 量 405 

赋 范 空间 544 

赋 权 图 824 

博 里 时 - 帆 塞 尔 级 数 678 
傅 里 叶 变 换 557,607 
情 里 叶 二 重 积分 606 
傅 里 叶 核 616 

傅 里 叶 积 分 定理 606 


傅 里 叶 积 分 公式 608 
傅 里 时 级 数 236,551 

傅 里 时 - 勒 让 德 级 数 668 
傅 里 时 道 变 换 607 
傅 里 叶 系 数 236,551 

傅 里 叶 余 弦 变 换 613 

傅 里 叶 余弦 积分 ”607 

傅 里 叶 正弦 变换 613 

傅 里 叶 正 弦 积 分 607 

富 克 斯 型 方程 689,690,692 


G 


该 通路 的 长 824 

概率 积分 661 

概率 空间 466,467 

刚体 584 
港口 系统 模拟 算法 1051 
港口 系统 算法 术语 一 览 1051 
高 阶 导数 ”264 

高 阶 导向 量 573 
高 阶 无 穷 大 142 
高 阶 无 穷 小 ”142 

高 斯 标 度 列 主 元 消去 法 748 
高 斯 标 架 ”417 

高 斯 - 博 内 公式 ”429 

高 斯 点 723 

高 斯 方程 426 

高 斯 分 布 474 

高 斯 公式 722 

袖 斯 级 数 690 
高 斯 绝妙 定理 421 

高 斯 列 主 元 消去 法 747 


高 斯 -马尔 可 夫 (GMD) 佑 计 879 


高 斯 曲率 420 

高 斯 消去 法 “746 

高 斯 映射 ”421 

高 斯 - 拉 盖 尔 公式 ”7?24,725 


高 斯 - 勤 让 德 公 式 723 
高 斯 - 若 尔 当 消去 法 748,749 
高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 757,758 
高 线 20,21 

割 集 827 

割 集 扼 阵 832 

割 切 836 
割 切 的 容量 836 
基线。 88 
格拉 斯 曼 代数 ”594 
格林 公式 215 
格林 画 数 296,373 
个 体 855 
备 态 历经 的 850 

各 态 历经 过 程 850 
弓形 24 

公 泪 线 25 

公 因 式 13 
功率 谱 密 度 。”853 
共 变 导数 598 
共 变 导 张 量 594 

共 变 分 量 567 

共 变 微分 595 

共 变 微分 算 子 595 
共 变 向 量 591 

共 变 指数 591 

共 印 点 454,455 

共 四 调和 晴 数 265 
共 示 方 同 1008 

共 斩 方向 法 1014 
共 斩 复数 2 

共 斩 空间 546 

共 四 曲线 网 418,425 
共 赤 算 子 550 

共 思 梯度 法 1014 
共 示 向 量 1008 

共 纯 转 置 矩阵 550 


+ 779 
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共 焦 二 次 曲面 420 

共 线 的 569 

共 形 的 ”289 

共 形 对 应 414,415,422 
共 形 映射 ”288,289,291,293,295 一 297 
勾 股 定理 21 

估计 量 861 

估计 误差 870 
孤立 的 局 部 最 优 解 ”1000 
孤立 的 最 优 解 1000 
孤立 点 819 

孤立 奇 点 279 

古典 概 型 ”466 

古典 解 347,389 
固有 场 454 


关联 矩阵 814,829 

关系 518 

关于 权 p(x) 正 交 678 

观测 矩阵 952 

管 形 场 579 

光滑 曲面 ”409,57?9 

光滑 曲线 259,271,289 ,598 
光滑 微分 流 形 559 
光滑 向 量 场 563 
光滑 张 量 场 564 

广 马尔 可 夫 方 程 847 
广义 等 局 问题 459 
广义 复 平 面 260 
广义 傅 里 叶 级 数 ”257 
广义 傅 里 叶 系 数 254 
广义 傅 里 叶 展 开 式 ”254 
广义 函数 554 
广义 既 约 梯度 法 
广义 解 390 
广义 拉 盖 尔 多 项 式 686 
。 1074 。 
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广义 平稳 过 程 849 
广义 球 坐 标 变换 202 
广义 相对 性 原理 604 
广义 一 致 收 伍 ”263 
广义 右 导 数 237 
广义 左 导 数 237 

归 雇 法 34 

归纳 法 34 
规范 正 交 系 551 
轨 线 ”327 

过 程 848,964 


H 


哈恩- 巴 拿 赫 延 拓 定理 547 
哈密 顿 旺 数 ”967 

险 密 顿 晴 数 序列 968 
哈密 顿 回 路 ”825 

哈密 顿 路 825 
哈密 顿 算 子 576 

险 密 顿 图 825 

哈密 顿 - 雅 可 比 -贝尔 曼 方程 966 
海 涅 定理 141 

海 赛 矩阵 1001 

赫 维 塞 德 吗 数 ”385 

赫 维 塞 德 展开 式 636 

效 姆 志 效 方程 367 

合 参 变量 积分 246 

陋 数 ”519 

国 数 无 关 158 

歇 数 相关 158 
蜀 数 项 级 数 228 

葬 数 元 妹 287 

汉 克 尔 变换 639 

汉 克 尔 变 换 的 反 演 公式 639 
洛斯 多 夫 空 间 534 

豪 斯 电 尔 德 算法 770 
合成 函数 ”136 


合流 超 几 何方 程 692 
合流 超 几 何 函 数 693 
会 流 超 几何 级 数 693 
合 取 523 

合同 的 408 

和 ( 复 级 数 的) 262 
和 (和 矩阵 的 ) 102 

和 (生成 苯 数 的 ) 783 
和 (事件 的 ) 人 5 

和 (线性 变换 的 ) 116 
和 (线性 子 空间 ) 115 
和 (向 量 的 ) 568 
和 函数 229,263 

核 526 

赫 和 尔 德 不 等 式 8,545 
赫 威 斯 决策 准则 931 
黑 利 第 二 定理 497 
黑 利 第 一 定理 497 
恒 同 映射 ”524 
横 截 性 条 件 455 

后 悔 矩 阵 932 

后 悔 值 931 

后 悔 值 法 933 

后 验 分 布 868 

级 长 微分 167 
弧度 制 ”35 

弧 微 分 “167 

骨 尔 维 淡定 理 335 
互 逆 事 件 466 

互 索 (多 项 式 的 ) 13 
互相 冬 富 19,25,26 
互相 共 示 的 切 疝 量 418 
世相 关 晒 数 ”611,840 
互相 平行 19 

互 协 方差 隐 数 ”840 
滑动 目标 罗 数 法 998 
所 527,819 


环 和 821 

环流 578 
环流 面 密度 578 
环 路 823 

环 面 535 

缓冲 存储 量 949 
缓 增 广义 尔 数 557 
换 底 公 式 2 

换 基 选 代 981 
换 元 法 “195 
回 代 过 程 747,748 
回归 分 析 879,880 
回归 栈 数 ”869 
回归 系数 ”878,880 
回路 ”823 

回路 矩阵 832 

汇 (点 ) 835 
患 特 克 方程 694 
患 特 克 隧 数 ”694 
混 迭 效应 ”622 
混沌 ”344 

混合 策略 934 
混合 策略 纳什 均衡 ”935 
混合 积 572 
混合 局 势 934 
混合 问题 348 
混合 型 的 ”357 
混合 张 量 591 
霍 普 夫 分 双 ”342 


J 
机 械 求 积 公 式 719 


积 (C” 也 数 与 广义 函数 的 ) 557 


积 ( 数 生成 函数 的 ) 783 
积分 271,574 
积分 变换 615 
积分 变换 法 381 


积分 变换 核 615 基 尔 公式 733 


积分 变换 式 ”615 基 函 数 290,707,710~712,719 
积分 变量 171 基 和 矩阵 ”977 
积分 判别 法 ”225 基数 522 
积分 曲线 171,302 其 向 量 977 
积分 型 余 项 234 级 数 ”222,225 
积分 型 余 项 234 级 数 的 和 ”223 
积分 因子 305 极 差 856 
积 和 式 814 极 大 极 小 佑 计量 86? 
积 集 520 极 大 连通 子 图 823 
积 空间 534,535 极 大 似 然 法 861 
积 拓 扑 534,535 极 大 似 然 法 估计 量 862 
积 拓扑 空间 534,535 极 大 性 558 
基 529,534 极 大 元 。521 
基本 不 可 平面 图 833 极 大 值 164,169 
基本 初等 画 数 13? 极点 280 
基本 单位 向 量 56,569 极限 132,140,517,532 
其 本 割 集 。 828 极限 点 145,531,533 
基本 割 集 矩 阵 832 极限 集 327 
基本 制 集 组 828 极 小 测 地 线 430 
基本 郑 煞 空间 554 极 小 方差 线性 估计 970 
基本 回路 827 极 小 化 序列 459,460,462 
基本 回路 集 827 极 小 曲面 421,422 ,424,430 
基本 回路 矩阵 831 极 小 元 521 
基本 解 386 棚 小 值 164,169 
基本 解 组 313 极 性 核 442 
基本 可 行 解 977 极 值 169 
基本 列 801 极 值 曲 线 449,450 
基本 事件 466 极 值 原理 391 
基本 数列 134 极 坐 标 。 68 一 70,198,203,205,342,367， 
基本 算 子 801 376,583,1028,1029 
基本 序列 532 极 坐 标 方程 203 
基本 周期 137 集 516 
基本 周期 平行 四 边 形 699 集合 516 
基本 最 优 解 ”977 集 平均 839 
基 变 量 977,980 一 984,987, 988, 994, | 集 序列 516 

995 集 族 516 


,+1076 。 


几何 分 布 471,493,494 
几何 级 数 9 

几何 平均 值 8 

几何 体 19 

几乎 处 ”539 

计量 861 

计数 问题 790,801 
婚约 分 式 5 
既 约 梯度 法 1015 

加 法 群 ”525 

加 强 的 大 数 定 律 ”505 
夹 逼 准则 ”134,141 
夹 角 567 

价格 系数 974 

假 命题 523 

假设 1049 

假设 检验 870 

间断 点 143,379,541,606,617,856 
间接 法 459 
检验 蜡 数 空间 554 
检验 统计 量 870 

减 ( 增 ) 肥 的 数学 模型 1042 
减法 785 

减 函 数 137 

减 数列 134 
简单 备 选 假设 ”871 
简单 闭 曲线 ”403,658 
简单 估 值 法 890 

简单 函数 541 

篇 单 曲线 403 


简单 随机 抽样 ”888 ~ 890, 892 ~ 894， 


897 ,899 
简单 随机 样本 855 
简单 图 819 
简单 网 络 835 
简单 原 假 设 ”871 
渐 近 方向 417,418 


渐 近 级 数 659 

渐 近 曲线 418 
渐 近 曲线 网 418 

渐 近 稳定 333 

渐 近 无 偏 佑 计量 863 
渐 近 线 66 

浙 近 优 效 估计 量 864 
渐 近 展开 式 659 
渐 近 正 态 的 859 
槛 信 1041 

降 维 法 388 

交 ( 集 族 的 ) 517 

交 ( 两 个 集 的 ) 516 
交 ( 两 图 的 ) 821 
交 比 ”289 

交错 级 娄 ”225 
交错 群 526 

交换 环 。 527 

交换 律 1,12 
交换 群 525 


交 和 25,75,289,413,414,418,420,429 


焦点 69 
焦点 参数 67 
焦点 轴 65,66 
角 19,25,29 
角度 制 35 
角 平 分 线 21 
较 强 形式 的 柯 西 积分 定理 
阶 ( 常 微分 方程 的 ) 301 
阶 ( 极 点 或 零点 的 ) 280 
阶 ( 偏 微分 方程 折 ) 347 
阶 ( 群 中 元 的 ) 527 
阶 ( 图 的 ) 

阶 ( 有 限 群 的 ) 526 
阶 埃 尔 别 流 912 

阶乘 ”10 

阶乘 函数 656 


阶段 964 局 部 竖 的 537 


阶 数 ”699 局 部 可 积 函 数 554 

节点 ”393 局 部 收敛 性 1012 

结构 稳定 ”335 局 部 有 限 的 偏 序 集 ”802 
结合 律 1,12 局 部 最 优 解 ”1000 

截断 孙 数 624 局 部 坐标 系 559 

截断 误差 393 局 势 933 

规 府 式 方程 63,77 局 中 人 933 

截面 曲率 598 矩 法 861 

截止 频率 624 矩形 ”8,22,27,366, 39]1, 396, 398, 535， 
解 (递归 关系 式 的 ) 809 608,611,619,620,624,728,774,1047 
解 ( 仿 微分 方程 的 ) 347 矩形 一 数 ”624 

解 ( 三 角 方 程 的) 48 矩阵 对 策 936,937,939~-941 
解 (微分 方程 的 ) 302 和 扼 阵 法 927 

解 集 48,1008 具有 变 分 的 448 

解 曲 线 302 具有 变 分 的 泛 困 449 
解析 的 ”233,265 具有 有 限 特 征 的 522 

解析 郑 数 276 虑 离 25,145,530 

解析 函数 元 素 287 聚 点 134,145,531 
解析 延 拓 288 聚 类 分 析 907 

解 向 量 321,323,955,956 聚 信 133 

介 值 定理 144 卷 积 556,610,613 

紧 的 ”536 卷 积 定理 610,635 

紧 焦 ”536,537 决策 867 

紧 算 子 553 决策 国 数 867? 

温和 人 562 决策 空间 867 

经 典 公式 733 决策 模型 ”925 

经 济 订购 批量 公式 ”944 绝对 可 积 243 

经 线 411,419,427 绝对 连续 函数 ”542 

经 验 分 布 函数 856,876,877 绝对 连续 性 542 

径 向 量 573 绝对 收 伍 ”225,227,243,245,263 
静电 源 象 法 374 绝对 微分 595 

静态 分 贫 ”342 绝对 误差 704 

镜 象 法 374 绝对 原点 矩 ”489 

局 部 规范 形式 407 绝对 运动 ”585 

局 部 结构 稳定 ”335 绝对 值 7 

局 部 截断 误差 ?32 绝对 中 心 逢 ”489 
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均 差 858 柯 西 ~ 黎 曼 方程 265 


均 方 差 839 柯 西 判别 法 224 
均 方 偏差 888 柯 西 问题 302,348 
均 方 值 839 柯 西 型 积分 274 
均 名 分布 472,475,730,731, 849,850，| 柯 西 序列 ”532 

1045,1046,1049,1054 柯 西 中 值 定理 161 

Kk 柯 西 主 值 242,244 
柯 西 准 则 134,141,223,229,242, 244， 

卡尔 曼 滤 波 定理 970,971 262,263 
卡拉 泰 沃 多 里 ”291 柯 西 - 柯 融 列 去 斯 卡 娅 定理 392 
开 绪 盖 ”132 科 获 系数 ?719 
开关 代数 523 考 纽 蛇 线 可 比 的 521 
开 环 控制 ”955 可 测 画 数 ”539 
开 集 145,531 可 测 划 分 540 
开 链 ”823,825 可 测 集 538 
开 普 勤 第 一 定律 (行星 运动 定律 ) 的 证 明 | 可 导 147,573 

1030 可 导 的 ”264 
开 普 勒 第 二 定律 (等 面积 定律 ) 的 证 明 | 可 定向 的 563 

1029 可 定向 曲面 218 
开 普 勒 第 三 定律 的 证 明 1031 可 度量 化 的 537 
开 球 531 可 分 533 
开 区 间 132 可 分 的 ”531 
开 上 映射 ”548 可 估计 函数 863,864,879,879 
开 上 映射 定理 ”547 可 积 192 
开 子 流 形 562 可 积 孙 数 540 
康 托 尔 定理 144 可 车 性 1009 
考虑 年 龄 结构 的 人 口 发 展 方程 1039 | 可 列 集 522 
柯 尔 莫 蕊 洛 夫 第 二 方程 848 可 六 ?86 
柯 尔 莫 哥 洛 夫 第 一 方程 847 可 道 的 136,525 
柯 拉 托 夫 斯 基 引 理 522 可 道 线性 变换 ”355,525 
柯 里 奥 利 加 速度 ”585 可 平面 图 832 
柯 西 -阿达 马公 式 232,275 可 求 长 的 ”208 
柯 西 不 等 式 276 可 去 不 连续 点 144 
柯 西 腾 积 226 可 去 奇 点 279 
柯 西 乘积 级 数 263 可 全 微分 152 
柯 西 积分 定理 272 可 数 次 可 加 性 538 
柯 西 积分 公式 ”273 可 数 集 522 
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可 数 可 加 性 538,542 拉 盖 尔 函 数 685 


可 微 148,152,573 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 ?07 
可 向 的 ”264,548 拉 格 朗 日 乘 子 1003 
可 行 方向 ”1001~1003,1014~1016 拉 格 朗 晶 对偶 ”1006,1007 
可 行 方 向 法 1015 拉 格 郎 日 对 侦 问 题 1006 ， 
可 行 集 。 999 拉 格 朗 日 方程 306 
可 行 解 977,999 拉 格 朗 日 函数 1007,1020 
可 行 域 977,999 拉 格 朗 日 -牛顿 法 “1020 
可 以 互相 贴 合 的 414 拉 格 朗 日 微分 方程 601 
可 约 多 项 式 14 拉 格 朗 日 余 项 163 
可 展 曲面 422 一 425,429 拉 格 朗 日 中 值 定理 161 
克 莱 男 方程 30? 拉 格 朗 日 - 夏 比 方法 ”353 
克 兰 克 - 尼 科 尔 森 方法 777 | 拉 赫 反 演 公式 803 
克 兰 克 - 尼 科 尔 森 算法 778 拉 赫 数 796 
克 鲁 斯 卡尔 算法 827 拉 梅 系数 581 
鹤 集 131,135,516,522,530,536, 790，| 拉 姆 齐 数 ”813 
791,1000,1001 拉 普 拉 斯 变换 ”632 
空间 人 ( 面 ) 单 连通 区 域 221 拉 普 拉 斯 第 一 积分 表达 式 666 
空间 ( 线 ) 单 连通 区 城 222 拉 普 拉 斯 第 二 积分 表达 式 666 
空间 534,861 拉 普 搁 斯 法 931 
榨 制 880,951 拉 普 拉 斯 方程 ”359,664,668,671,673， 
控制 参量 ”342 680 ,842 
控制 矩阵 952 拉 普 拉 斯 分 大 473 
控制 向 量 951 拉 普 拉 斯 逆 变 换 。 632 
库 恩 - 塔 克 条 件 1002,1004 拉 普 拉 斯 算 子 ?774 
库 默 尔 方程 692 莱 布 尼 茨 公式 ”150 
库 默 尔 函 数 693 菜 布 尼 蒋 判别 法 ”225 
快速 情 里 叶 变 换 628 朗 斯 基 行 列 式 ”312 
宽 平稳 过 程 ”849 乐观 法 930,931 
例 指 数 ”591 乐观 系数 ”931 
扩充 复 平 面 260 乐观 系数 法 931 
扩散 过 程 847 勤 贝 格 测 度 538 
扩张 520 勒 贝 格 积 分 540 
L 蔓 贝 格 可 测 了 郴 数 539 
勒 贝 格 可 测 集 538 
拉 盖 尔 多 项 式 ” 686 勒 贝 烙 可 积 函 数 540 
拉 盖 尔 方程 685 勒 贝 格 控制 收 伍 定 理 ”542 
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勒 贝 格外 测度 538 


贰 让 德 第 一 类 椭圆 积分 698 
勒 让 德 第 二 类 椭圆 积分 698 
勒 让 德 第 三 类 椭圆 积分 698 


勒 让 德 多 项 式 665 


勒 让 德 方程 663 一 665,669 


勒 计 德 函数 663 
勤 让 德 条 件 455 
雷 利 分 布 484 

雷 利 商 ?59,761 
累 次 积分 199 

累 次 极限 146 
棱 台 27 

楼 柱 26 

棱锥 26,27 

离散 动力 系统 327 
离散 度量 空间 530 
离散 卷 积 627 
离散 卷 积 定 理 627 
离散 频谱 238 
离散 拓扑 ，533 
离散 相关 627 
离散 相关 定理 627 


离散 型 随机 变量 470,837,856 
离散 型 随机 过 程 837 


离线 88 
离心 率 69 

里 卡带 方程 306 
黎 曼 定 理 226 
黎 曼 度量 566 
歼 曼 度量 张 量 
歼 曼 光 数 ”136 
黎 曼 和 ”192 
黎 曼 积分 192 
获 曼 可 积 192 
黎 曼 空间 566 
黎 曼 联络 596 


en 


66 


黎 受 流 形 566 

黎 蜡 面 268,559 

黎 曼 球面 260 

黎 曼 曲率 ”598 

黎 曼 映射 定理 291 

李 雅 普 诺 兴 定理 333 

李 雅 普 诺 夫 曲面 ”379 

里 奇 公式 596 

里 奇 张 其 597 

里 斯 表示 定理 550 

里 效法 “460 一 462 

理论 频数 875 

理想 527 

力荐 数 298,580 

力 线 580 

立体 角 29,30,379 

利 普 希 茨 条 件 207,209 

利 普 希 获 条 件 ”207 

连带 拉 盖 尔 多 项 式 ”686 

连带 拉 盖 尔 方程 686 

连带 勒 让 德 方程 664 

连通 的 ”145,536 

连通 分 支 536,823 

连通 集 536 

连通 图 823 

连续 143,261,531,534 

连续 参数 随机 过 程 83? 

连续 西数 ”143 

连续 冰 数 空间 545 

连续 可 微 148,153 

连续 谱 552 

连续 统 基 数 522 

连续 线性 泛 阵 ”546,547,550,554,557 

连续 线性 算 子 546 

连续 型 随机 变量 472, 474, 479, 481， 
488,495,837,863,948 

连续 型 随机 过 程 837 

。1081 ， 


连续 性 定理 ”275,497 龙 贝 格 积分 722 


连续 性 方程 ”603 路 径 823 

连 枝 827 罗 宾 问 题 365 

连 枝 集 827 多 德里 格 斯 公式 ”685 
联合 分 布 函 数 840 罗 尔 中 值 定理 160 

联合 概率 密度 ”840 罗 - 默 拉 梅 不 等 式 ”863 
联合 宽 平 稳 的 ”849 还 辑 斯 蒂 模 型 1039 

联络 系数 594 巾 旋 耐 411,414 

链 521 洛 必 达 法 则 162 

链 式 法 则 149 洛 裔 级 数 278 

良 序 定理 522 洛 伦 兹 变换 604 

良 序 集 521 

两 点 分 布 470 
两 点 式 方程 63,79 马尔 可 去 过 程 840 

两 阶段 单纯 形 法 989 马尔 可 夫 链 ”841 

量 测 方程 952,953 马尔 萨 斯 模型 1038 

量 纲 分 析 1033 老 克 劳 林 公式 ”163 

列 紧 的 536 麦克 劳 林 级 数 234 

列 维 - 麻 维 塔 平行 移动 问 量 429 麦克 劳 林 展 开 式 275 

邻接 819 麦克 斯 韦 分 布 484 

邻接 矩阵 828 满 射 ”519 

领域 145,531,533 满 秩 矩 阵 ”960 一 963 

林 德 贝 格 条 件 506 莫 叶 线 73 

临界 值 865,947 枚 举 归纳 法 34 

歼 形 22 梅林 变换 616 

零点 280 美国 大 学 生 跨 学 科 建 模 竞 赛 1024 
零 和 对 策 933 美国 大 学 生 数 学 建 模 竞 赛 1024 
零 假设 870 蒙特 卡 罗 法 计算 面积 的 算法 ”1047 
零 和 矩阵 969 蒙特 - 卡 罗 方 法 843 

零 向 量 568 迷 向 的 598 

零 因 子 527 密度 函数 433,472,860,861,862,863， 
圭 元 524,784 868,875 ,948,969,1039 ,1040 
刘 维 尔 公式 ”313 密 率 ”24 

留 数 ”281,282 密切 平面 405,583 

留 数 定理 281 密切 圆 402 

流 靖 数 296 区 等 性 551 

流 形 558 笑 法 算法 ?62 
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寡 函 数 137,232 

寡 级 数 232 一 235，252,274， 275, 436， 
494,667,781,789,790,804 

禄 集 520 

面 19,832 

面积 分 216 

面积 延伸 系数 ”197 

闵可夫 斯 基 不 等 式 ”8,545 
闵可夫 斯 基 世 界 603 

命题 30 

命题 代数 523 

模 (CR, 中 点 的 ) 

模 ( 复 数 的 ) 2 

模 ( 问 量 的 ) 568 

模 ( 玉 砧 的 ) 529 

模 轧 同 余 521 

模拟 ”1024,1045 

模 数 697 
墨 卡 托 地 图 415 

默 比 马 斯 惠 218 

默 比 乌 斯 反 演 定理 

默 比 乌 斯 反 演 公式 

默 比 乌 斯 钞 数 ”802 
默 滕 斯 定理 226 

母 图 数 667 

母体 855 

母线 85,87 

母线 方向 85 
目标 梢 数 999 
目标 集 953 


545 


803 
803 


N 


纳什 均衡 ”934,935 

尼 夸 斯 特 采 样 频率 ”624 
耐 皮尔 规则 54 
耐 皮 尔 相 似 53 

挠 率 张 量 596 


内 摆 线 ?4 

内 闭 一 致 收 伍 ”232,263 

内 不 稳定 环 328 

内 部 145,531,533 

内 侧 极限 环 328 

内 侧 周 期 环 328 

内 错 角 19 

内 点 145,533 

内 点 法 996 

内 分 58 

内 复合 极限 环 328 

内 积 548,570 

内 积 空间 548 

内 节点 ”393 

内 稳定 环 328 

内 问题 365 

内 心 20,21 

内 草 几 何 414,427 ,429 

内 蕴 量 414,42] 

内 区 性 质 414 

能 观 性 矩阵 961 

能 控 性 矩阵 ”960,962 

能 量 不 等 式 390 

能 量 冲 景 张 量 603 

能 量 积分 390 

能 谱 密度 852 

尼 维 勒 算 法 708 

拟 同 晃 数 935 

拟 合 检验 875 

所 线性 偏 微分 方程 347 

逆 变 591 

逆 严 换 。 355, 357, 382 一 384,607, 608， 
610,613,621,626,632,634,636~638, 
641,997 

逆 和 否 命 题 30 

逆 关 系 519 

逆 极 限定 理 497 
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逆 矩 阵 749,977 

逆 命 题 30 

逆 算 子 548,552,616,806 
逆 算 子 定理 548 

道 象 ”519 

道 序 ?765 

遂 上 映射 ”519 

道 元 525,786 ,802 

逆转 公式 ”496,498 

年 金 ”1037 

牛顿 搬入 公式 ”709 
牛顿 法 740,741,745,1010,1012 
牛顿 后 插 公 式 710 
牛顿 前 插 公 式 。710 
牛顿 位 势 ”378 
牛顿 - 科 获 公式 ?19 
牛顿 - 菜 布 尼 获 公式 195 
诺 伊 过 表示 668 

诺 仇 曼 外 问题 365 
诺 伊 曼 问 题 365 


DO 


欧 几 里 得 空间 550,558,603,978 
欧 几 里 得 算法 13 
欧 拉 和 常数 ”134 

欧 拉 定 理 28 

欧 拉 方 程 318 

欧 拉 公 式 154,276 

欧 拉 陌 数 ”802 

欧 拉链 ”825 

欧 拉 求 和 公式 ”800 

欧 拉 球面 三 角形 52 

欧 拉 数 277 

欧 拉 图 824 

欧 拉 图 示 法 ”518 

欧 拉 无 穷 习 积 表达 式 657 
偶 函 数 137 
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偶 极 矩 ”378 
偶 极 势 ”378 
偶 极 子 378 
偶 排 列 591 
偶 置 换 526 


帕 塞 瓦尔 等 式 ”551,610,852 
帕 芯 所 尔 定理 ”639 

帕斯卡 分 布 471 

排列 10 

判别 式 329 

判决 隧 数 ”867 

庞 加 莱 环 域 定理 ”328 
抛物 点 417,420,421 


抛物 线 67 

抛物 型 ”357,358 
抛物 柱 面 函 数 695 

陪 集 526 
配对 试验 的 上 检验 法 873 
辟 积 593 

皮卡 大 定理 280 


皮卡 小 定理 281 
佩 亚 诺 余 项 163 
偏差 863,888 
偏差 点 250 
偏 导 数 151,555 
候 态 系数 858 
候 微 分 方程 347 
偏 序 521 
偏 序 关系 ”521 
偏 序 集 521 
贫 集 533 

频率 41 

频率 隔 数 622 
频谱 ”622 

频谱 采样 攀 数 622 


频 请 蝎 数 622 
频谱 卷 积 定理 611 
频谱 图 238 

平 点 419 

平 动 884 

平凡 拓扑 ”533 

平方 逼近 ”249 
平方 根 公式 944 
平方 可 积 的 545 
平 每 状态 的 解 911 
平角 19 

平均 功率 853 

平均 曲率 420 

平均 收敛 ”671 

平均 稳定 的 ”390 

平面 2 

平面 把 81 

平面 场 575 
平面 单 连通 区 域 215 
平面 狄 利克 土 问题 295 
平面 霍 普 夫 分 贫 ”343 
平面 平行 运动 ”584 
平面 曲线 的 基本 定理 402 
平面 束 81 

平面 图 832 

平稳 分 布 843 

平稳 过 程 848 一 854 
平稳 哨 数 ”450,452,453,455,459 
平稳 曲面 452 

平稳 曲线 450,451,454,455 
平稳 曲线 场 454 

平稳 随机 过 程 848 
平稳 相关 的 ”849 
平稳 性 911 

平行 ”569 

平行 的 ”598 
平行 四 边 形 22 


平行 四 边 形 法 则 568 


| 平行 四 边 形 公式 ”549 


平行 线 19 
平行 移动 598 
平行 张 量 场 595 
普法 夫 方 程 352,354 
普法 夫 形 式 564 
普 拉 托 问题 421 
普 生 成 函数 781 
普通 生成 晴 数 ”781 
普通 旋 轮 线 73 
谱 552 

谱 半 径 553,755 
谱 值 552 


Q 


齐 次 边界 条 件 360 

齐 次 的 348 

齐 次 函数 154 
齐 次 化 原理 371 

齐 次 微分 方程 303 

齐 次 线性 方程 组 322,324 
齐 次 线性 微分 方程 组 321 
奇 点 287,319 ,327 
奇遇 数 137 

奇 核 442 

奇 解 ” 308,353 

奇 排列 591 

奇异 部 分 278 

奇异 点 88,328 

奇异 积分 方程 441,442 


奇异 矩阵 ?49,762,764,765,977,981 


奇异 吸引 子 1044 
奇 趾 换 526 
脐 点 419 

弃 真 错误 870 
起 点 568,823 
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恰当 方程 304 球面 表示 421 


牵连 运动 585 球面 调和 项 数 671 
玫 阻 尼 状 态 339 球面 度 30 

髓 人 562 球面 二 角形 51 
鼎 人 于 流 形 562 球面 角 51 

强 单 峰 1009 球面 角 超 52 

强度 579 球面 角 盘 52 

蝇 对 偶 定 理 1006 球面 三 角形 ”51,52,54 

强 极 值 449 球面 剩余 

强 收 仑 547 球面 象 ”421 

强 相 合 佑 计量 864 球面 斜 角 三 角形 54 

强 于 533 球面 谐 函 数 671 

切 比 雪夫 不 等 式 490 球面 直角 三 角形 54 

切 比 雪夫 定理 504 球面 锥 体 29 

切 比 雪夫 多 项 式 688 球面 坐标 系 581 

切 比 雪夫 方程 687 球 缺 ”29 

切 比 雪夫 交错 点 组 250 球 扇 形 29 

切 变换 562 球台 29 

切 分 省 344 区 间 估 计 865 

切 平 面 88 区 间 套 134 

查 普 曼 - 柯 尔 英 哥 洛 夫 方 程 843 区 间 套 定理 ”134 

切线 88,583,590 区 域 145 

切线 法 740 曲率 ”167, 401, 402,405, 407, 408, 418， 
切线 面 410,411,414,420~422,424 419,583,596~-598,600,604 
切 向 加 速度 ”583 曲率 半径 167,402,405 

切 向 量 560 曲率 向量 405 

切 向 量 空间 ”560 曲率 圆 401,402 

倾斜 角 62 曲率 张 量 596 

穷 举 法 34 曲率 中 心 ”167,401,402,405,419 
球 29 曲面 的 方程 60,86,87 
球 贝 塞 尔 函 数 683 曲面 的 基本 方程 426 

球 带 ”29 曲面 的 基本 公式 425 
球 的 泊 松 会 式 ”375 曲面 论 的 基本 定理 425,426 
球 冠 ”29 曲线 ”580 

球 函 数 方程 671 曲线 场 428 

球 极 平面 投影 260 曲线 的 方程 ”60 

球面 82,531 曲线 论 基 本 公式 ”407 
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权 678,824 

权 函 北 678 

全 纯 部 分 278 

全 纯 的 ”265 

全 纯 畏 数 264 一 266,272 一 274, 276， 
278,280,288,291,296~298,656,674， 
690 

全 等 三 角形 ”20 

全 概率 公式 468 

全 解 ”352 

全 局 分 使 342 

全 局 渐 近 稳定 333 

全 局 收 敏 ”1012 

全 连续 算 子 553 

全 模型 ”882,883 

全 排列 10 

全 曲率 ”420~422,424,430 

全 数学 期 望 公 式 ”492 

全 微分 152 

全 微分 方程 ”304 

全 线性 群 525 

全 序 521 

爹 序 集 521 

全 主 元 法 748 

确定 性 控制 系统 951 

确 界 存在 定理 131 

群 525 


R 


绕 固 定点 的 转动 584 

热传导 方程 359 

人 工 变量 986 

人 造 基 法 ”989 

容 差 (容许 误差 ) 775,1010 

容 差 1010 ~ 1012, 1014, 1019, 1021， 
1022 

容 斥 原理 808 


容量 835,855 

容许 函数 ”448 

容许 控制 ”951 
容许 流 835 
容许 流 的 流量 835 
茹 科 夫 斯 基本 数 290 
人 度 822 


人 样 概率 887 
人 与 出 原理 808 
锐角 19 


若 尔 当 人 曲线 乍 理 ”259 
续 对 偶 定 理 993,1006 
弱 极 性 核 442 

弱 极 值 449 

弱 收 敛 ”547 

弱 相 合 居 计 量 864 
固 于 533 


塞 尔 方程 ”680 
三 垂 线 定理 25 
二 点 式 方程 78 
三 角 不 等 式 ”530,544 
三 角 阔 数 35 

三 角形 51 

三 角形 法 则 ”568 
三 叶 玫 瑰 线 76 

三 重 积 572 

三 重 积 分 198 

三 重 正 交 曲面 系 419,420 
三 丁 铬 数 660 
散 度 577,597 

散 度 运算 的 公式 577 
得 法 公式 ”808 

扇形 

商 12 

商 环 ”528 
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商 集 521 

商 空间 535 

商 群 ”526 

商 式 12 
商 收 仿 因子 706 

商 拓扑 535 

商 拓扑 空间 535 
上 方 有 界 的 ”521 

上 冉 秋 人格 阵 768 
上 积分 “193 

上 极限 133,517 
上 界 131,521 

上 确 界 131,521 

上 凸 熙 数 165 

设计 矩阵 878 

射线 19 

射影 25 

射影 空间 559 
射影 平面 536 
生成 的 子 空间 529 
生成 函数 667 
生成 树 826 

生成 子 图 820 
剩余 类 521 

剩余 谱 552 

施 罗 德 - 伯 恩 斯 坦 对 等 定理 522 
施 瓦 欧 不 等 式 8,548 
施 瓦 次 - 殉 里 斯 托 费 尔 公 式 290 
施 瓦 获 引 理 273 

时 间 均 值 ”849 

时 间 相 关 函 数 849 
时 齐 的 马尔 可 夫 过 程 841 
实 巴 拿 赫 空 间 544 
实 赋 范 空间 544 
实 解析 的 ”233 

实 解析 函数 233 
实 解析 结构 ”559 
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实 解析 流 形 559 

实数 130 

实 线性 空间 529 

实 向 量 空 间 529 

实 值 荔 数 136,145 ,470,532,536,538 一 
540,542, 560,573, 574, 631, 802, 855, 
863,999,1000 

矢 羡 曲 线 583 

矢 势 ”580 

事件 流 911 

势 522 

热 函 数 296,579,580 

适 定 ?31 

适 定 的 ”348 

收 化 ”132, 223, 227, 242,244, 262, 263， 
286 ,532 

收敛 半径 232,275 

玻 颌 的 ”262 

收 侣 点 ”228 

收 伍 区 间 ”232 

收敛 序列 262 

收 繁 域 228 

收 伍 图 盘 275 

首次 积分 349 

朴 焦 533 

朴 率 24 

输出 775,778,779,1047,1048,1051 

输出 方程 952,953 

输出 矩阵 952 

输出 同 量 951 

输入 775, 778，779, 951, 1047, 1048， 
1051 

输入 矩阵 952 

输入 -输出 矩阵 952 

树 825 

树 的 权 827 

树枝 825 


数据 总 平均 值 884 
数量 场 575 

数量 乘法 ”569 
数量 乘积 783 
数量 积 570 

数列 132 

数列 空间 544 
数学 归纳 法 34 
数学 建 模 ”1024 


数学 期 望 487,731, 843,858,859,861， 
862,865,866,871,873,874,910,912， 


913,922 039 


数 域 11,13 一 15, 544, 664, 673, 683， 


785,810 
数 吾 线 130 
数值 稳定 性 705 


数 轴 130,132,134,572,1009 


数字 特征 857 


双边 拉 普 拉 斯 赣 变 换 632 


双 侧 曲面 218 

双 层 位 势 378 

双 纽 线 73 

汉 曲 点 ”417,420 
双 曲 函数 139 
双 曲 抛物 面 ”85 
双 曲 线 66 

双 曲 型 357,358 
双 曲 型 方程 组 355 
双 曲 余 割 ”269 

双 曲 余 切 269 

冯 曲 余弦 “269 

双 曲 正 割 269 

双 曲 正切 269 

双 曲 正弦 269 
双 随 机 敌阵 817 
双 叶 双 曲 面 85 
双 叶 旋转 双 曲 面 85 


双 周 期 函数 698 

双 卫 力 数 659 

水 平 集 1001 

顺序 统计 量 856 

斯 带 尔 切 斯 积分 209 

斯 特 林 反 演 公式 ”803 

斯 特 林 公式 ”659 

斯 特 林 级 数 659 

斯 特 林 阶乘 公式 ”659 

斯 图 姆 比较 定理 319 

斯 图 姆 分 离 定 理 319 

斯 托 克 斯 定理 566 

斯 托 克 斯 公式 222,566 

四 顶点 定理 ”404 

四 时 了 玫瑰 线 77 

四 元 数 528 

四 元 数 环 528 

四 元 数 体 528 

四则 运算 法 则 149 

四 疡 罗 数 660 

似 然 方程 862 

似 然 函 数 862 

松弛 变量 975 

松紧 定理 993 

搜索 区 间 741 

搜索 区 间 法 741 

算法 775,778,779 

算术 根 6 

算术 平均 几何 平均 不 等 式 8 

算术 平均 值 8 

算 子 158,364,385,519,546 一 548, 550， 
576,577, 595, 597, 609, 615, 616, 774, 
801,804~807 

随机 变量 469,470,?30,731,837 一 839， 
843,849, 855, 856, 859, 860, 863, 864， 
866,867,912,943,945,948,1046 

随机 变量 序列 837 
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随机 过 程 837 

随机 连续 的 马尔 可 夫 过 程 845 
随机 区 间 864 

随机 事件 465 

随机 误差 ”880 

随机 误差 同 量 878 
随机 性 控制 系统 951 

损失 函数 867 

缩 并 593 

索 宁 多 项 式 693 


图 基 引 理 522 

泰勒 公式 ”163 

泰勒 级 数 233 

泰勒 展开 式 275 

特 解 ”302,348 

特 款 465 

特 里 科 米 方程 357 

特征 ”349 

特征 多 项 式 810 

特征 方程 ?2,90,315,322,354,357 
特征 方程 组 349 

特征 方向 354 

特征 根 315,322 

特征 羡 数 366 

特征 函数 法 370 

特征 函数 系 ”369,372,439 
特征 曲线 ”349,354,357 
特征 癌 量 552 

特征 值 90,366 
特征 值 序列 439 

梯度 576,597 
梯度 运算 的 基本 公式 576 
梯形 22 

梯形 公式 720,721 

体 19,528,855 
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体积 延伸 系数 200 
体位 势 378 

条 件 分 布 晴 数 479,480 
条 件 概率 468,841 

条 件 密度 函数 480 

条 件 收敛 ”225,243,245 
条 件数 学 期 望 492,493 
跳 由 不 连续 点 ”144 

通 积分 302 

通 解 ”302,348 

通 量 577 

通路 823 

通路 的 长 824 

同步 近代 法 394 

同 购 “524,525,527 


同 攀 的 ”524,525,527,547,552 


同 构 定理 526 
同 阶 无 穷 大 142 
同 阶 无 穷 小 ”142 
同 旁 内 角 19 
同 且 534,833 
同 肛 移 ”534 

同 宿 分 命 ”343 
同 大 ”524,525,527 
同 态 定理 526 
同位 角 19 
统计 检验 870 
统计 量 855 
投影 535,571 
投影 定理 549 
投影 算 子 549 
凸 多 边 形 ”22 
凸 多 面体 26 
凸 规划 1001 
凸 艾 数 1000 
凸 集 ”979 

凸 组 合 978 


图 819 

图 的 权 824 
图 象 ”520 
推迟 势 ”389 
退化 核 434 
退化 矩阵 525 
椭 球 面 83 

衫 球体 83 
椭圆 ”65 
椭圆 点 417 
椭圆 函数 699 
椭圆 积分 697 
椭圆 抛物 夯 85 
椭圆 型 ”357,358 
椭圆 型 方程 组 354 
椭圆 锥 面 ”87 
拓扑 ”533 

拓扑 等 价 ”335 
拓扑 空间 533 
拓扑 流 形 559 
拓扑 性 质 534 
拓扑 映射 ”534 
拓扑 子 空间 534 


W 


瓦尔 德 决 策 准 则 930 
外 摆 线 ?74 
外 不 稳定 环 328 . 
外 部 145 

外 部 面 832 
外 侧 极 限 环 328 
外 侧 周期 环 328 
外 测度 538 

外 代数 594 

外 点 145 

外 分 58 

外 积 571,593 


外 推 880 

外 微分 565 

外 微分 形式 564 
外 稳定 环 328 

外 问题 365 

外 心 ”20,21 

完备 度量 空间 532 
完备 佑 计量 864 
完全 度量 空间 532 
完全 二 分 图 820 
完全 割 集 矩 阵 832 
完全 关联 笔 阵 829 
完全 规范 正 交 系 551 


完全 化 532 

完全 化 空间 532 
完全 回路 矩阵 830 
完全 解 352 


完全 解析 疯 数 288 
完全 可 积 的 ”352 
完全 能 观测 系统 961,962 
完全 能 控 系 统 960,962 
完全 图 820 
完全 有 界 的 ”536 
完全 有 界 集 536 

完全 正则 的 534 
完全 状态 信息 系统 972 
网 格 点 ?774 

网 格 线 774 

网 络 835 

网 络 的 流量 8335 

网 络 的 最 大 流 835 
微分 151,561,562,573 
微分 结构 559 

微分 流 形 559 

微分 同 胚 ”560 
微分 同 胚 的 ”560 
微分 子 流 形 562 
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微 积 分 学 基本 定理 195 

微 商 147 

韦伯 方程 695 

韦伯 函数 695 

唯一 性 定理 276 

维 恩 图 示 法 518 

维 纳 - 辛 饮 公式 ”853 

维 数 529 

檀 球 面 400,421 

位 移 算 子 804 

魏 尔 斯 特 拉 斯 第 二 定理 ”144 

魏 尔 斯 特 拉 斯 第 二 类 椭圆 积分 697 
魏 尔 斯 特 拉 斯 第 三 类 椭圆 积分 697 
魏 尔 斯 特 拉 斯 第 一 定理 144 

魏 尔 斯 特 拉 斯 第 一 类 构 圆 积分 69?7 
魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 280 

魏 尔 斯 特 拉 斯 紧 性 定理 135 

魏 尔 斯 特 拉 斯 聚 点 原理 135 

魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 229,247,264 
魏 尔 斯 特 拉 斯 棋 圆 函数 699 

魏 尔 斯 特 拉 斯 意义 下 的 解析 函数 288 
魏 兰 特 紧 缩 法 763 

稳定 ”333 

稳定 场 575 

稳定 的 ”348,524 

稳定 点 165,169 

稳定 极限 环 328 

稳定 焦点 ”330 

稳定 结 点 ”330 

稳定 临界 结 点 ”331 

稳定 退化 结 点 ”331 

稳定 性 705 

稳 态 概率 911 

稳 态 解 911 

滴 点 强度 298 

话 尔 夫 对 偶 1006 

沃 尔 夫 对 偶 定 理 1006 

。1092 ， 


无 处 稠密 集 ”533 
无 后 效 性 ( 流 的 ) 911 


无 后 效 性 (随机 过 程 的 ) 840 
无 界 函 数 的 广义 积分 244 


无 理 数 130 
无 伍 估 计量 862 
无 穷 乘 积 226 

无 穷 次 可 徽 映射 559 
无 穷 大 量 133 
无 穷 级 数 222 

无 穷 限 广义 积分 “242 
无 穷 小 量 132 

无 穷 远 点 260 
无 限 对 策 933 

无 限 群 526 

无 限 维 线性 空间 529 
无 限 维 向 量 空间 529 
无 向 图 819 
无 心 二 次 曲面 87 
无 心 型 曲线 72 

无 旋 场 579 

无 源 场 579 

无 约束 极 值 问题 169 
无 约束 问题 999 
误差 704 

误差 因数 661 
误差 平方 和 884 

误 老 限 704 


X 


希 尔 伯 特 变换 641 

希 尔 伯 特 空间 ”549 

希 尔 伯 特 - 施 密 特定 理 
析 取 523 

系数 矩阵 ”9%52,974 

系数 行列 式 435,715 
系统 952 


440 


细 于 533 

狭义 平稳 过 程 849 
狭义 双 曲 型 ”358 

获 义 双 曲 型 方程 组 354 
瑕 点 243 

下 方 有 从 的 521 

下 积分 193 

下 极限 133,517 

下 界 131,521 

下 确 界 131,521 

下 凸 汞 数 165 

先 验 分 布 867 

芒 23 

弦 的 强迫 振动 方程 359 
弦 的 自由 振动 方程 ”359 
弦 切 角 23 

弦 线 法 “1010 

显 式 差 分 格式 397 
显著 性 检验 870 
显著 性 水 平 865 

限制 ”520 

线 19,20,81 

线段 19 

线 积分 212 

线性 包 529 


线性 变换 ”355,524,525,548,562,6004 


线性 递归 关系 809 
线性 定常 952 
线性 定常 系统 952 
线性 污 孙 ”590 
线性 规划 问题 974 
线性 回归 ”880 
线性 积分 方程 431 
线性 空间 529 
线性 模型 878 
线性 偏 微分 方程 347 
线性 时 变 系 统 952 


线性 收 仇 ”706 

线性 算 子 546 
线性 同 余 发 生 器 ”1046 
线性 微分 方程 ”301 
线性 无 关 529 

线性 相关 529 
线性 序 521 


线性 映射 158,289,290,525 ,548,560 


线性 有 序 集 521 
线性 子 空间 529 


线性 组 合 313,315,321,460,461,551， 


598.,0679,901~903,979 


线性 最 小 均 方 误差 佑 计量 869 


线 元 567 

线 秩 817 
相等 ( 集 的 ) 516,781 
相等 ( 普 生 成 申 的 ) 781 
相等 的 (向 量 的 ) 568 
相对 紧 集 537 
相对 强 极 大 值 449 
相对 强 极 小 秆 ”449 
相对 曲率 ”404 
相对 全 曲率 404 
相对 弱 极 大 值 449 
相对 弱 极 小 值 449 
相对 拓扑 ”534 
相对 误差 705 

相对 误差 限 705 
相对 运动 585 
相关 定理 611 
相关 上 是 数 ”611 
相关 性 原理 459 
相关 噪声 序列 969 
相合 性 佑 计量 864 
相 角 频谱 622 

相 空 间 327 
相 邻 节 扣 ”393 
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相 容 性 ”353,558,755 斜 直 纹 曲面 ”422 


相似 的 “345,416 斜 足 “25 
相似 对 应 416 心 腑 线 73 
相似 三 角形 ”21 辛普森 公式 ”720,721,728 
相似 三 问 径 573 信和 号 流程 图 631 
相 异 代表 组 814,815 星 形 线 ?5 

向 径 ”343,423,573 ,1027,1029 行动 方案 925 

向 量 568 行动 方案 癌 量 927 
向 量 场 563,575 形式 震级 数 ?81 

回 量 瑚 数 573 修正 贝 赛 尔 方程 680 
向 量 函 数 的 求 导 与 微分 公式 573 覆 正 的 牛顿 法 741 
向 量 积 571 虚数 单位 2 

向 量 空 间 529 虚 办 66 

向 基线 575 序 偶 518 

向 前 差分 ,向 后 差分 709 悬 链 面 415 

项 秩 ”817 悬 链 线 76 

象 519,607,632 旋 度 578,597 

象 陋 数 ”607,632 旋转 变 搞 60 
象 原 函数 607,632 “| 旋转 抛物 面 85 
消去 780 旋转 选 模型 882 
消去 律 12 旋转 指标 404 
消 元 过 程 ?47 选 模型 882,883 

小 概率 原理 870 选择 公理 ”522 

效率 1009 选择 隧 数 522 
效益 值 925 一 927,930,931 薛 定 刘 方 程 684 
协 变 591 寻常 点 88,319 

协 变 向 量 序列 968 寻常 生成 函数 781 


协 方差 。 490, 491, 839, 840, 848,， 901，| 循环 群 526 
903,969,970 


协 方差 矩阵 491,969,970 
协 方 斜 对 称 的 ”591 压缩 映射 ”532 
斜 对 称 的 ”591 雅 可 比 多 项 式 691 
斜 截 式 方程 62 雅 可 比方 程 455 
斜率 ”62,63,147,148,151,171,454,732 | 雅 可 比 恒 等 式 564 
斜 螺 面 412 雅 可 比 短 阵 158 
斜 线 25 雅 可 比 条 件 454 
斜 线 足 25 雅 可 比 椭圆 了 洋 数 702 
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雅 可 比 行列 式 156 
亚 纯 的 284 

亚 纯 函数 284 
亚当 斯 显 式 公式 734 
亚当 斯 隐 式 公式 734 
延 拓 520 


严格 的 局 部 最 优 解 ”1000 


严格 的 最 优 解 ”1000 
严格 递减 函数 137 
严格 递减 数列 134 
严格 递增 确 数 ”137 
严格 递增 数列 134 
严格 对 角 优 势 矩 阵 757 
严格 极 大 值 169 
严格 极 小 值 169 
严格 上 凸 函 数 165 
严格 下 同 议 数 165 

严 平稳 过 程 849 
演绎 法 34 

杨 不 等 式 ”203 
杨 舱 三 角形 11 

样本 622 

样本 函数 837 

样本 空间 466,467 
样本 空间 837,855,867 
样本 组 间 平 方 和 884 
样本 组 内 平方 和 884 
样品 855 

样 条 插值 712,713,718 
么 半 群 ”524 

么 环 527 

么 元 784 

叶 戈 猪 夫 540 

志 物 线 76 

一 般 解 798,339 

一 般 解 为 798 
一 般 螺 线 407 


一 般 式 方程 63,78,79 
一 般 线性 变换 群 ”525 


一 般 线 性 群 525 
一 笔画 问题 825 
一 对 一 的 136 
一 阶 差 商 ”393 
一 阶 导数 ”264 


一 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 301 


一 阶 均 差 709 


一 阶 齐 次 线性 微分 方程 301 
一 阶 条 件 1002,1005 
一 阶 微分 形式 不 变性 


一 维 分 布 函 数 838 
一 维 概率 密度 838 


一 维 搜索 法 ”1009,101],1023 


一 一 肌 射 ”519 
一 元 多 项 式 ”11 
一 元 实 函 数 136 
一 致 丙 近 249 
-一致 估 计量 864 
一 至 连续 144,262 


一 致 收 各 229,247,263,547 


一 致 稳定 的 ”391 


一 致 有 界 性 了 原理 547 


依 测度 收 伍 ”540 
依 范 数 收 伍 ”547 
依 分 布 收敛 ”499 
依 概 率 收 敛 。”499 
异步 兴 代 法 395 
异 宿 分 岔 ”343 
益 损 矩阵 925 
益 损 值 925 
因 式 12 

因 式 分 解 定 理 14 
因子 的 载 符 ”904 
因子 分 析 904 
隐 苯 数 136 


i149 
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际 式微 分 方程 ”301 
应 变 张 量 602 

应 力 张 量 602 
万 得 矩阵 936 
映射 ”559 

优 级 北 ”264 
优 效 佑 计量 864 


由 Vi 导出 的 如 的 子 图 821 


有 界 变 差 的 207 

有 界 的 131,145 

有 界 孙 数 137 

有 界 集 536 

有 界线 性 泛 画 546 
有 界线 性 算 于 546 
有 界 性 条 件 368 

有 理 函 数 268 

有 理 数 ”130 

有 理 整 式 5 
有 偏 估计 量 863 

有 色 噪 声 序列 969 
有 势 场 579 

有 限 差 分 法 773 

有 限 对 策 933 

有 限 园 次 ”132 

有 限 汉 殉 尔 变换 640 
有 限 群 526 

有 限 维 线性 空间 529 
有 限 维 回 重 空间 529 
有 限 余 弦 变 换 617 
有 限 正弦 变换 617 
有 问 图 819 

有 效 人 入 计 甚 863 

有 效率 864 

有 效 数 字 705 

有 心 二 次 曲面 87 
有 序 对 518 

有 约束 极 值 ”169 
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西 空间 
酉 算 子 
酉 算 子 
右 单位 元 
右 导 数 
右 极限 
右 聚 点 
右 连 续 
右 道 元 
右 陪 集 
诱导 的 拓 
余 12 
余 乘 积 
余 概 率 积 
余 割 ”35 
余 割 函数 
余 和 22 
余 集 51 
余 角 19 
余 切 ”35 
余 切 函数 
余 切 空间 
余 切 向 量 
余 式 12 
余数 定理 
余 误差 函 
余 纺 35 
余弦 定 理 
余弦 函数 
余弦 积分 
余子 式 
顶 测 88 


550 
550 
550 
524 
148 
140 
134 
143 
525 
526 
扑 534 


227 
分 661 


41,269,270 
3 
? 


39,40,44,46,269 
501 
561 


12 
数 661 


44 
269 
663 
313 
0 


顶 测 -校正 法 736 


预 解 算 子 
域 528 
阔 值 10 
元 516 


502 


41 


元 素 516 

原点 抵 489,839,857,861 
原 函 数 171,272,789 
原 假设 870 

原 命题 30 

原始 规划 ”993 

款 问 题 991 

同 23 

加 的 泊 松 公式 ”377 
山 的 渐 伸 线 ?75 
圆 点 419 

圆 弧 23 

圆 内 角 23 
圆 内 旋 轮 线 74 

圆 频率 ”236 

圆 台 28 

圆 让 和 角 23 
圆 外 旋 辊 线 74 
圆心 23 

圆心 角 ”23 

圆 元 隶 287 
圆周 角 23 

圆周 率 23 

阅 柱 28 
圆柱 绕 流 问题 297? 
圆锥 28 

图 锥 面 87 

圆锥 曲线 69 
源 ( 点 ) 835 

源 点 强度 ”298 
约束 变 度 量 法 ”1022 
约束 规格 1004 
约束 规格 假设 ”1003 
约束 条 件 999 


载 德 金 定理 131 


增长 指数 632 
增 广 矩 阵 ?746 
增 聘 数 137 
增 数 列 134 
加 转 相 除 法 13 
张 量 场 564 
张 量 积 592 
折 梧 分 贫 344 
折线 ”145 
衬 积 610 
褐 积 610 

真 包含 516 
真 包含 于 516 
真 假 值 523 
真 命题 523 
真 数 2 
真子 集 516 
真子 图 820 
振幅 ”4 
振幅 频谱 ”622 
整除 ”12 

整 歇 数 ”265 
整 环 527,528,784 
整 值 随机 蛮 量 493 
正 半 轨 线 327 
正比 6 

正 部 539 
正定 晤 数 332 
正定 核 440 


正定 此 阵 ?52,759,953,955,966 


正定 无 限 大 333 

正 多 边 形 22 

正 儿 面体 28 
正方 形 22 

正 割 ”35 

正 割 蝴 数 ”40,46,269 
正 制 戎 数 和 针 
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正规 多 项 式 列 801 正则 (正规 ?方程 组 879 


正规 分 布 864 正则 部 分 278 

正规 空间 534 正则 的 “265 

正规 算 子 550 正则 点 ”287 

正规 形 微分 方程 301 正则 集 552 

正规 子 群 ”526 正则 空间 534 

正 号 蚂 数 ”332 正则 奇 点 ”319 

下 极限 定理 497 正则 概 人 562 

正 交 549,569 正则 曲面 409,425 

正 交 变换 905 正则 曲线 ”399,405,408,453 

正 交 补 空间 549 正则 值 552 

正 交 多 项 式 255 正则 子 流 形 ”562 

正 交 基 764 支付 函数 933 

正 交 和 矩阵 764~766,768 支 集 554,556 

正 交 曲线 党 标 系 580 直方 图 856 

正 交 投影 ”549 直 和 821 

正 交 系 551 直角 19 

正 核 台 27 直接 解析 延 拓 287 

正 楼 柱 26 直径 23,196,536 

正 校 锥 27 直 纹 曲面 422 一 424 

正 螺 面 412,415,41?,422,424 直线 把 82 

正 劈 锥 曲面 412 直线 段 145 

正 偏差 点 250 直线 束 64 

正切 35 值 519,933 

正切 定理 44 值 域 136,518 

正切 函数 44 指数 ”320,345 

正 态 白 噪 声 序列 969 指数 方程 320 

正 态 分 布 473 一 475,477,716,730,859，| 指数 分 布 473,859,910,9]2,913,915~ 
860,865 ,866 ,869,871,877,892,969 917,919~921,923,949 

正 态 随机 序列 969 指数 函数 138,268,1042 

正 无 穷 大 量 ”133 指数 积分 662 

正 纺 ”35 指数 区 1 

正 弱 定理 44,52 秩 877 

正弦 隧 数 269 掷 一 校正 规 的 硬币 “1048 

正 弱 积分 663 顽 -=- 枚 正规 硬币 的 蒙特 卡 罗 算 法 1048 

正 向 259 置换 526 

正 项 级 数 223,224,264 团 搞 矩阵 814 
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置换 群 525 
轻信 条 865 

置信 概率 865 
置信 区 间 865 
团 信 水 平 865 
置信 系数 865 
置信 限 865 

中 重 线 20 

中 点 法 1010 

中 国 大 学 生 数 学 建 模 竞赛 1024 
中 间 点 835 

中 位 线 20，22 
中 线 20 

中 心 331 

中 心 差分 709 

中 心 场 454 

中 心 矩 “489,839,857 
中 心 型 曲线 72 
中 信 856 

终点 568,823 

终 值 定理 635 

重 调和 方程 300 
重 根 12 

重 排 226 

重 数 819 

重心 20 
重 广 孙 数 660 
局 和 角 19 

周期 137 

周期 函数 137 
周期 平行 四 边 形 699 
轴 570 

轴线 ”81 

轴 心 项 982 

逐 点 收 敏 228 

逐 项 积分 定理 230 
逐 项 微分 定理 230 


主 成 分 901,903 
主 成 分 分 析 901 
主 法 线 ”405,408,422 
主 法 线 面 422 


主 法 向 量 405,418,426,427,583 


主 方向 ”602 

主 曲 率 419,420 
主 曲率 半径 419 
主要 部 分 278 
主 元 . 列 主 元 法 747 
主 元 素 实 去 法 780 
主 值 2,270 

主轴 602 

驻 点 165 

柱 函 数 680 

柱 面 85 
柱 面 坐标 系 581 
转移 概率 840 
转移 概率 和 矩阵 842 
转移 矩阵 956 
转 置 ”993 

转 置 方程 ”432 一 434,438 
状态 951 

状态 变量 925 ,951 
状态 方程 952,953 
状态 概率 ”911 
状态 概率 向 生 927 
状态 矩阵 952 
状态 空间 951 
状态 向 基 927,951 
锥 而 87 

准 紧 的 ”536 

准 紧 集 536 

准 希 尔 伯 特 空 间 548 
准 线 67,69,85,87 
子 半 群 524 
子 环 527 


。 ]099 。 


子 集 516 


子 空间 253,460,529,59],598 


子 流 形 562 

子 群 525 

子 数列 133 

了 于 图 820 

子 序列 ”262 

子 样 855 
子 么 半 群 524 

自 伴 算 子 550 

自 反 的 ”520 

自 共 斩 算 子 550 
自然 边界 287 
自然 参数 399 
自然 定向 563 
自然 对 数 2 
自然 方程 402,408 
自然 基 560,561 
自然 频率 ”337 
自然 微分 结构 559 
自然 映射 ”535 
自然 周期 条 件 368 
自然 状态 925 
自 限 模型 1039 


自 相关 函数 ”611,839,848~851,853 


自 协 方差 函数 839 
自由 边界 36] 
自由 边界 条 件 360 
自由 变量 976 
自由 的 (端点 ) 360 
自由 向 量 568 
自由 项 348 

总 变 差 884 

总 平方 和 ”884 
总 体 855 

综合 除法 12 
综合 法 31 
.1100 。 


组 合 10 

组 合 恒等式 815 
最 大 公 因 式 13 

最 大 后 验 估计 和 量 869 
最 大 可 能 法 926 
最 大 模 原理 273 
最 大 下 界 131,521 

最 大 项 统计 量 856 

最 大 元 。521 

最 短 通 路 824 

最 佳 估 值 862 

最 佳 一 狼 允 近 多 项 式 ”250 
最 速 下 降 法 1011 
最 小 二 乘法 714,881 
最 小 二 飞人 居 计 879 

最 小 二 乘 拟 合 716 

最 小 方差 无 但 佑 计量 863 


最 小 方差 线性 无 但 估计 量 863 


最 小 均 方 误差 估计 量 869 
最 小 偏差 250 

最 小 上 界 131,521 
最 小 生成 树 ”82? 

最 小 势能 原理 464 

最 小 项 统计 量 856 
最 小 值 原理 ”967?,968 

最 优 策略 964 

最 优 雪线 953 

最 优 解 977,1000 

最 优 控制 ”953,954 

最 优 无 偏 和 估计 量 863 

最 优 线性 估计 量 870 

最 优 线性 滤波 970,971 
最 优 线 性 无 偏 估 计 879 
最 优 线性 无 侦 佑 计量 863 
最 优 性 原理 ”965 

左 闭 右 开 区 间 132 

左 单位 元 524 


左 导 数 148 
左 极限 ”140 
左 极限 140 
左 聚 点 134 
左 开 右 闭 区 间 132 
左 连 组 143 
左 道 元 525 
左 陪 集 526 
佐 恩 引 理 522 
坐标 函数 460 一 462 
坐标 卡 558 
坐标 邻 域 558 


坐标 面 580 
坐标 曲线 ”580 
以 西 文字 母 起 首 的 复合 词 
B 
BFGS 法 1013 
B 函数 660 
C 
CQ 假设 1003 
C 判 别 曲 线 308 
C.F.L. 条 件 398 
CC 回 量 场 566 
C= 机 射 560 一 562 
D 
DFP 法 1012 
E 
F.O.Q 人 公式 944 
上 链 、825 
图 824 
F 


F,j 条 件 1004 


FR 法 1014 
FF 分 布 485 
Ff 分 布 860 


日 回路 825 
日 路 825 
万 多 825 


K 


KKT 条 件 1002 一 1004 
k 级 5 邻 域 448 

& 阶 埃 尔 关 分 布 912 

阶 均 差 709 

了 阶 无 穷 大 142 

开 阶 无 旁 小 142 

K- 了 点 1003 

K-T 条件 1002 一 1004 


L 


LDILT 分 解 752 
LS 估计 879 
LU 分 解 749,751 


M 

m 次 代数 精度 ?19 

M 判别 法 ”229 

MM 图 825 

mxXn 和 矩阵 815 一 817,954 
N 

n 次 受 核 437 

n 次 根 4 

8 次 勒 让 德 多 项 式 666 

2 阶 导 数 264 


n 阶 方 阵 755,815,816 
n 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 301 


* 1101 。 


n 阶 齐 次 线性 微分 方程 301 
六 面 角 26 

2 排列 10 

n 维 分 布 阴 数 838 

n 维 概率 密度 838 


855,969 

nn 维和 向 有 量 768 

n 维 正 态 分 布 491 
n 元 实 图 数 136 

? 重 传 里 叶 变 换 613 
天 重 极限 145 

nn 组 合 10 


PPS 抽 样 ”894 

PRP 法 1014 

户 次 反 变 g 次 共 变 张 量 591 
户 次 反 变 4 次 共 变 张 量 场 564 
次 反 变 张 量 591 

户 次 反 变 张 量 场 564 

坊 次 可 积 的 8545 

p 次 微分 形式 ”564,565 
pp 级 数 225 

pp 阶 精度 732 

刀 判 别 曲线 ”308 

户 重 外 大 591 

六 重 外 笋 空间 591 

户 重 有 限 正弦 变换 621 
(pp,9) 型 张 量 591 

《 思 , 中 型 张 量 场 564 

(六 ,9) 型 张 量 空间 ”590 


Q 


QR 分 解 764,765 

QR 算法 772 

7 次 共 变 张 量 591 
。1102 。 


9 次 共 变 张 量 场 564 
QQ 因子 706 


R 


r 阶 的 线性 递归 关系 ”810 
r 阶 可 微 映 射 ” 559 


Ss 
SIR 模型 1041 
SI 模型 ”1040 
SUMT 法 1018 
T 


Ti 空间 334,537 
T2 空间 534 
Ta 空间 537 
上 分布 485,859,860,865,872,878 


U 
u 坐标 曲线 409 


坐标 曲线 ”409 


工 型 区 域 196 


y 型 区 域 197 
fA 


以 希腊 字母 起 首 的 复合 词 


AA 
a 极限 点 327 


ax 极限 集 328 


矿 函 数 
矿 分 布 


5 水 数 
》 算 子 


t 隆 数 


8 果 数 


656 
473,859 


699, 700 


0] 


5 
打数 ”699,700 

总 
x 分 布 483 
x 分 布 483 

5 
号 极限 点 ”327 
极限 集 327 


(0,1) 短 阵 814,816,817 


» lil03 。 


